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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

µÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÔÒËÐÂ ÚÂÔÕËÙÞ Ë ÇÇ ÔÍÑÓÑÔÕßá
ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓÑÕÑÐ, ÒÑÍÑâÜËÌÔâ ÐÂ ÒÎÂÕ×ÑÓÏÇ ÔÕÂÐÙËË
¢ÑÎÑÅÑÇ, ÔÑ ÔÒËÐÑÏ, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÏ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ±ÇÕÇÓ-
ÃÖÓÅÂ. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ, ÇÆÖÜÇÅÑ ÏËÏÑ ¢ÑÎÑÅÑÅÑ
Ä ÒÑÇÊÆÇ ËÊ ±ÇÕÇÓÃÖÓÅÂ Ä ®ÑÔÍÄÖ, ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÔÒËÐÑÏ Ë
ÔÍÑÓÑÔÕßá ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÐÞÏ ÐÖÎá, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÆÎâ
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ, ÇÆÖÜÇÅÑ ËÊ ®ÑÔÍÄÞ Ä ±ÇÕÇÓÃÖÓÅ, ÑÐ ÃÖÆÇÕ
ÓÂÄÐÞÏ p. °ÆÐÂÍÑ Ö ÚÂÔÕËÙ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ ÏÂÔÔÑÌ ÐÇÕ ÔËÔÕÇÏÞ
ÒÑÍÑâ. ¥Îâ ÐËØ ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÔÒËÐÑÏ Ë ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÂÄÇÐ
ÎËÃÑ ÐÖÎá, ÎËÃÑ p Ë âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ,
ÍÂÍ Ë ÔÂÏÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÒËÐÂ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÆÄËÉÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙÞ.

2. £ËÅÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÒÑÄÑÓÑÕ

¯ÇÕÓËÄËÂÎßÐÂâ ÔÄâÊß ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÏÂÔÔËÄÐÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÖÅÎÑÏ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÇÇ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÓË ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ

ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâØ ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß £ËÅÐÇ-
ÓÑÏ [1, 2]. (±ÇÓÇÄÑÆÞ àÕËØ ÔÕÂÕÇÌ ÐÂ ÓÖÔÔÍËÌ âÊÞÍ ÔÏ. Ä
ÔÃÑÓÐËÍÇ [3].) ±ÓËÄÇÆÇÏ ÊÆÇÔß ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÌ
ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ×ÓÂÅÏÇÐÕ ËÊ ÔÕÂÕßË £ËÅÐÇÓÂ [1], ËÊÏÇ-
ÐËÄ ÎËÛß ÐÖÏÇÓÂÙËá ×ÑÓÏÖÎ Ë ÒÑÎÂÅÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ
ÓÂÄÐÑÌ ÇÆËÐËÙÇ. £ËÅÐÇÓ ÒËÛÇÕ:

"²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÚÂÔÕËÙÖ, ÐÂØÑÆâÜÖáÔâ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË
ÒÑÍÑâ Ë ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÖá Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË z. ±ÑÆÄÇÓÅ-
ÐÖÄ ÚÂÔÕËÙÖ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ­ÑÓÇÐÙÂ Ô ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇ-
ÔÍËÏ ÖÅÎÑÏ a, ÔÑÑÃÜËÏ ÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕß Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË z.
±ÑÊÆÐÇÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ àÕÑÕ ÖÅÑÎ ÑÚÇÐß ÄÇÎËÍ Ë
ÚÕÑ ÚÂÔÕËÙÂ "ÔËÎßÐÑ" ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÂâ, ÒÑÍÂ ÉÇ ÏÞ
ÒÑÎÖÚËÎË ÚÂÔÕËÙÖ, ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÖá Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÆÄË-
ÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÔßá z. ¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß
ÚÂÔÕËÙÖ, ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÖá Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÔÄÑÇÅÑ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ, ÐÑ ÖÉÇ ÆÄËÉÖÜÖáÔâ Ä ÍÂÍÑÏ-ÕÑ ÆÓÖÅÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËË, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÐÂÚÂÎÂ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÒÑÄÑÓÑÕ Ë ÆÑÃËÕßÔâ
ÉÇÎÂÇÏÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, Â ÊÂÕÇÏ ÔÑÑÃÜËÕß
ÚÂÔÕËÙÇ ÔÍÑÓÑÔÕß Ä ÐÖÉÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË. ²ÇÎâÕËÄËÔÕ-
ÔÍÖá ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÚÂÔÕËÙÂ
ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÂ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÔÄÑÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ, ÏÑÉÐÑ
ÒÓÑÄÇÓËÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ¹ÂÔÕËÙÇ, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ Ä
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË z Ë ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ Ä ÕÑÏ ÉÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËË, ÔÑÑÃÜËÏ ÔÍÑÓÑÔÕß Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË x, ÒÑÆÄÇÓÅÐÖÄ
ÇÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ­ÑÓÇÐÙÂ Ô ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÖÅÎÑÏ e.
³ÐÂÚÂÎÂ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÖÅÑÎ e ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ, ÐÑ
ÊÂÕÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÑÐ ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÖÅÎÂ a.
¹ÂÔÕËÙÂ ÏÑÅÎÂ ÃÞ ÐÂØÑÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ ÉÇ ÔÑÔÕÑâÐËË
ÆÄËÉÇÐËâ, ÇÔÎË ÃÞ ÇÌ ÔÐÂÚÂÎÂ ÔÑÑÃÜËÎË ÔÍÑÓÑÔÕß Ä
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÏ ÖÅÑÎ # Ô ÑÔßá z (ÒÑÆÄÇÓÅ-
ÐÖÄ ÇÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá Ô ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÖÅÎÑÏ a 0), ÅÆÇ

cosh a 0 � cosh a cosh e ; sin# � cosh a sinh e
sinh a 0

: �1�
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ÒÑÄÇÓÐÖÕß ÐÂ ÖÅÑÎ #ÿ d, ÅÆÇ d ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ

sin d � sinh e
sinh a 0

� sinh e���������������������������������������
cosh2 a cosh2 eÿ 1

p : �2�

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓÑÔÕÑ ËÊ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ ÆÎâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÌ ­ÑÓÇÐÙÂ

A

�
p
2
; e
�
A�0; a� � A�#; a 0�R �#ÿ d� ; �3�

ÅÆÇ ÖÅÎÞ a Ë e ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞ, Â ÖÅÎÞ a 0, # Ë d ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ
ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (1) Ë (2);A�#; a� ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
­ÑÓÇÐÙÂ Ô ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÖÅÎÑÏ a (Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ì
ÒÓÑÔÕÑ "ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ a") Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÎÇÉÂÜÇÏ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË xz Ë ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÏ ÖÅÑÎ # Ô ÑÔßá z; R�j� ì
ÒÑÄÑÓÑÕ ÐÂ ÖÅÑÎ j Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË xz. ¦ÔÎË ÃÞ ÖÅÑÎ d ÃÞÎ
ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, ÕÑ ÚÂÔÕËÙÂ, ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÂâ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË
ÔÄÑÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑÔÎÇ ÕÑÅÑ ÍÂÍ ÐÂÆ ÐÇÌ ÒÓÑËÊÄÇÎË
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ a, ÑÔÕÂÎÂÔß ÃÞ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ Ä
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÔÄÑÇÅÑ ÐÑÄÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ (Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË #)
ÒÑÔÎÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ e. ¦ÔÎË ÉÇ ÖÅÑÎ d ÑÕÎËÚÇÐ
ÑÕ ÐÖÎâ, ÕÑ "ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÔÕß" ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ Ë
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ. °ÆÐÂÍÑ ÖÅÑÎ d ÑÚÇÐß ÏÂÎ, ÇÔÎË
e5 a, Õ.Ç. ÍÑÅÆÂ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÌ ÖÅÑÎ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ ÐÂÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÅÎÂ ÒÇÓ-
ÄÑÅÑ, Ë ÇÔÎË a4 1".

®ÂÕÓËÙÂ A �0; a� ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (ÃÖÔÕÂ),
ÔÑÑÃÜÂáÜÇÅÑ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ S 0 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÔËÔÕÇÏÞ S ÔÍÑÓÑÔÕß v � tanh a ÄÆÑÎß ÑÔË z, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

A �0; a� �
 
1 0 0
0 cosh a sinh a
0 sinh a cosh a

!
: �4�

®ÂÕÓËÙÂ R�#� ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔËÔÕÇÏÞ S 0 Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x, z
ÔËÔÕÇÏÞ S ÐÂ ÖÅÑÎ # ÒÑ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍÇ ÓÂÄÐÂ

R�#� �
 

cos# sin# 0
ÿ sin# cos# 0

0 0 1

!
: �5�

´ÓË ÔÕÓÑÍË Ë ÕÓË ÔÕÑÎÃÙÂ àÕËØ ÏÂÕÓËÙ ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÑÔâÏ
x, z, t Ë x 0, z 0, t 0 ÔËÔÕÇÏ S Ë S 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚËÕß ÚÇÓÇÊ
ASS 0 �#; a�, RSS 0 �#�, ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔÞ S Ë S 0 ÒÓËÐËÏÂáÕ
ÊÐÂÚÇÐËâ x, z, t Ë x 0, z 0, t 0. ¯ÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x, z,
ÒÓÑØÑÆâÜÇÇ ÏÇÉÆÖ ÑÔâÏË x Ë z Ë ÑÃÓÂÊÖáÜÇÇ ÖÅÑÎ # Ô
ÑÔßá z, ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß "ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ #". ´ÑÅÆÂ ÎÑÓÇÐ-
ÙÇÄÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ

ASS 0 �#; a� �
ÿ
R�#�A�0; a�R�ÿ#��

SS 0 �

�
 cos2 #� sin2 # cosh a sin# cos# �cosh aÿ 1� sin# sinh a
sin# cos# �cosh aÿ 1� sin2 #� cos2 # cosh a cos# sinh a

sin# sinh a cos# sinh a cosh a

!

�6�
ÒÓËÆÂÇÕ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ S 0 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔËÔÕÇÏÞ S
ÔÍÑÓÑÔÕß v � tanh a Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË #.

±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÏÂÕÓËÙ A�#; a� Ë R�#�
ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕË ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3),
ÇÔÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (1), (2). µÆÑÃÐÇÇ ÄÔÇÅÑ
àÕÑ ÔÆÇÎÂÕß, ÇÔÎË ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß (3) Ä ÄËÆÇ

A�#;ÿa 0�A
�
p
2
; e
�
A�0; a� � R�#ÿ d� ; �7�

ËÔÒÑÎßÊÖâ ÕÑ, ÚÕÑ ÏÂÕÓËÙÂ A�#;ÿa� ÑÃÓÂÕÐÂ ÏÂÕÓËÙÇ
A�#; a�.

²ÂÄÇÐÔÕÄÑ (3) ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖØ ÚËÔÕÑ
ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ Ô ÐÇÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏË ÔÍÑÓÑÔ-
ÕâÏË ÐÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÚËÔÕÑ ÎÑÓÇÐÙÇÄÖ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá, Õ.Ç.
ÕÂÍËÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÐÇ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÅÓÖÒÒÞ. ¯Ñ ÚËÔÕÑ
ÎÑÓÇÐÙÇÄÞ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÓÂÜÇ-
ÐËâ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÅÓÖÒÒÖ ì ÑÆÐÑÓÑÆÐÖá ÅÓÖÒÒÖ ­ÑÓÇÐÙÂ.

©ÂÒËÔÂÄ ÎÇÄÖá ÚÂÔÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3) Ä ÄËÆÇASS1
�p=2; e��

�AS1S2
�0; a�, ÇÇ ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ

ÑÃÓÂÊÑÏ. ¢ÖÔÕ AS1S2
�0; a� ÔÑÑÃÜÂÇÕ ÔËÔÕÇÏÇ S2 ÑÕÐÑÔË-

ÕÇÎßÐÑ ÔËÔÕÇÏÞ S1 ÔÍÑÓÑÔÕß v � tanh a ÄÆÑÎß ÑÔË z1, Â ÃÖÔÕ
ASS1
�p=2; e� ÔÑÑÃÜÂÇÕ ÔËÔÕÇÏÇ S1 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÎÂÃÑÓÂ-

ÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ S ÔÍÑÓÑÔÕß v1 � tanh e ÄÆÑÎß ÑÔË x. ´ÑÅÆÂ
ÇÔÎË Ä ÏÑÏÇÐÕ t � 0 ÐÂÚÂÎÂ ÕÓÇØ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏ S,
S1, S2 ÃÞÎË Ä ÑÆÐÑÌ ÕÑÚÍÇ, ÕÑ Ä ÏÑÏÇÐÕ t ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÅÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÑÐË ÃÖÆÖÕ ÐÂØÑÆËÕßÔâ Ä ÕÑÚÍÂØ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ S, ÑÕÏÇÚÇÐÐÞØ ÃÖÍÄÂÏË S, S1, S2 ÐÂ ÓËÔ. 1.

´Ñ, ÚÕÑ Ä ÏÑÏÇÐÕ t ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÐÂÚÂÎÑ
S1 ÃÖÆÇÕ ÐÂØÑÆËÕßÔâ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË v1t ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ S
ÑÚÇÄËÆÐÑ. £ àÕÑÕ ÉÇ ÏÑÏÇÐÕ ÐÂÚÂÎÑ S2 ÃÖÆÇÕ ÐÂØÑÆËÕßÔâ
Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË �v=g1� t, g1 �
� 1=�1ÿ v 2

1 �1=2, ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ S1. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÐÂÚÂÎÑ S2

ÐÂØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË vt1 ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ S1 Ä ÏÑÏÇÐÕ t1
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔËÔÕÇÏÞ S1, Â ÑÐ ÔÄâÊÂÐ Ô ÏÑÏÇÐ-
ÕÑÏ t ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ t1 � t=g1 ËÊ-
ÊÂ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ØÑÆÂ ÆÄËÉÖÜËØÔâ ÚÂÔÑÄ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô
ØÑÆÑÏ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ. ±ÑàÕÑÏÖ

vt1 � v

g1
t : �8�

´ÑÅÆÂ ÔÍÑÓÑÔÕß ÐÂÚÂÎÂ S2 Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ S
ÓÂÄÐÂ

v2 � v1 � v

g1
; �9�

Â ÇÇ ÂÃÔÑÎáÕÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ÓÂÄÐÂ

v2 �
����������������
v 21 �

v 2

g21

s
� tanh a 0 ; �10�

ÇÔÎË ÄÏÇÔÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v Ë v1 ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÅËÒÇÓÃÑÎË-
ÚÇÔÍËÏË ÖÅÎÂÏË a Ë e,

v � tanh a ; v1 � tanh e ; �11�

Ë ËØ ÔÄâÊßá (1) Ô ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÖÅÎÑÏ a 0. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÍÑÓÑÔÕß ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ A�#; a 0� Ä
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (3) ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÖÅÎÑÏ a 0

ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (10). ²ËÔÖÐÑÍ 1 ÒÑÆÕÄÇÓÉ-
ÆÂÇÕ ÕÂÍÉÇ ×ÑÓÏÖÎÖ (1) ÆÎâ ÖÅÎÂ # ÏÇÉÆÖ ÔÍÑÓÑÔÕßá v2 Ë

x, x1

x2

z1, z02

z2

x 02

S1

S 02

S2

#

#ÿ d

#ÿ d

d

d

v1t
v2t

v

g1
t

S
z

²ËÔ. 1.
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ÑÔßá z ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ S:

sin# � v1
v2
� tanh e

tanh a 0
� sinh e cosh a

sinh a 0
: �12�

±ÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (3), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÖá Ä ÄËÆÇ
ASS 0

2
�#; a 0�RS 0

2
S2
�#ÿ d�, ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÔÎÇ-

ÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ RS 0
2
S2
�#ÿ d� ÒÑÄÑÓÂ-

ÚËÄÂÇÕ ÔËÔÕÇÏÖ S2 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S 02 ÒÑ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍÇ ÐÂ
ÖÅÑÎ #ÿ d, Â ÃÖÔÕ ASS 0

2
�#; a 0� ÔÑÑÃÜÂÇÕ ÔËÔÕÇÏÇ S 02 ÔÍÑ-

ÓÑÔÕß v2 Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË #.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÔÎË ÚÂÔÕËÙÂ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ ÒÑÍÑË-

ÎÂÔß Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ S, Â ÇÇ ÔÒËÐ ÃÞÎ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ
ÄÆÑÎß ÑÔË z, ÕÑ ÆÄÂ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÃÖÔÕÂ, ×ËÅÖÓËÓÖáÜËØ Ä
ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË (3), ÔÐÂÚÂÎÂ ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂáÕ ÇÇ ÔÒËÐ ÒÑ ÚÂÔÑÄÑÌ
ÔÕÓÇÎÍÇ ÐÂ ÖÅÑÎ #ÿ d Ë ÊÂÕÇÏ ÔÑÑÃÜÂáÕ ÚÂÔÕËÙÇ ÔÍÑÓÑÔÕß
v2 Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË #. ªÊ ×ÑÓÏÖÎ (1), (2) £ËÅÐÇÓÂ ÆÎâ ÖÅÎÂ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ×ÑÓÏÖÎÂ

o � #ÿ d � arcsin
sinh a sinh e

1� cosh a cosh e
: �13�

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÄÂÉÐÞÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ:
ÇÔÎË ÒÇÓÄÞÌ ÃÖÔÕ A�0; a� ÒÓËÆÂÇÕ ÚÂÔÕËÙÇ ÔÍÑÓÑÔÕß v ÍÂÍ
ÖÅÑÆÐÑ ÃÎËÊÍÖá Í ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ, Õ.Ç. a!1, v! 1, ÕÑ
ÄÕÑÓÑÌ ÃÖÔÕ A�p=2; e� ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕ àÕÖ ÔÍÑÓÑÔÕß ÐÂ
ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÖÅÑÎ #, ÑÔÕÂÄÎââ ÔÍÑÓÑÔÕß ÍÂÍ ÖÅÑÆÐÑ ÃÎËÊÍÑÌ
Í 1. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÊÂÒËÔÞÄÂâ (10) Ä ÄËÆÇ

v2 �
��������������������������������
v 21 � v 2�1ÿ v21�

q
�

���������������������������������
v 2 � v 21 �1ÿ v 2�

q
�14�

Ë ÖÔÕÓÇÏÎââ v Í 1, ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ v2 ! 1. ±ÓË àÕÑÏ ËÊ (12)
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ sin#! v1. ¥Îâ v � 1 ×ÑÓÏÖÎÂ (12) ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ×ÑÓÏÖÎÞ (5.6) [4] ÆÎâ ÂÃÇÓÓÂÙËË
ÔÄÇÕÂ.

ªÊ ×ÑÓÏÖÎ (1), (2) ÔÎÇÆÖáÕ ÒÓÑÔÕÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ
ÖÅÎÂ d:

tan d � tanh e
sinh a

� tan#

g1g
; sin d � sin#

cosh a
� sin#

g
: �15�

±ÇÓÄÂâ ËÊ àÕËØ ×ÑÓÏÖÎ Ä ÆÓÖÅËØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (1.7) ÓÂÃÑÕÞ [2]. ±ÓË v! 1 (g!1) ÖÅÑÎ
d! 0, Õ.Ç. ÆÎâ ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ
ÔÒËÐÑÏ Ë ÔÍÑÓÑÔÕßá ËÔÚÇÊÂÇÕ.

¦ÔÎË ÔÍÑÓÑÔÕß v1 5 v, ÕÑ ÖÅÎÞ # Ë d ÏÂÎÞ, Â g1 � 1. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ d � #=g, ÕÂÍ ÚÕÑ ÖÅÑÎ o � #ÿ d ÒÑÄÑÓÑÕÂ
ÔÒËÐÂ ÔÄâÊÂÐ Ô ÖÅÎÑÏ # ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÓÑÔÕÞÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

o � #ÿ d �
�
1ÿ 1

g

�
#; g � �1ÿ v 2�ÿ1=2; #5 1 : �16�

¥Îâ ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ ÖÅÎÞ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ Ë
ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ.

3. ´ÓÇØÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ
ÆÎâ ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ

£ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÔÍÑÓÑÔÕË v Ë v1 ÆÄÖØ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÐÇ ÑÓÕÑ-
ÅÑÐÂÎßÐÞ, ÒÑÄÑÓÑÕ ÔÒËÐÂ ÃÞÎ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ Ä ÓÂÃÑÕÂØ
³ÕÂÒÒÂ [5], ÂÄÕÑÓÂ [6] Ë ÓâÆÇ ÆÓÖÅËØ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

ÔÍÑÓÑÔÕß v2 ÐÂÚÂÎÂ ÔËÔÕÇÏÞ S2 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓ-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ S ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÌ ÔÖÏÏÑÌ

v2 � 1

1� vv1

�
v1

� �vv1�
v 21

�
1ÿ 1

g1

�
� 1

�
� v

g1

�
� v1 � v

�17�

ÔÍÑÓÑÔÕË v ÔËÔÕÇÏÞ S2 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S1 Ë ÔÍÑÓÑÔÕË v1
ÔËÔÕÇÏÞ S1 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S. ¶ÑÓÏÖÎÂ (17) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÌ ÊÂÍÑÐ ÔÎÑÉÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v1 Ë v Ë
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (5.1) ËÊ [4], ÇÔÎË ÒÑÆ v1, v, v2
ÒÑÐËÏÂÕß ×ËÅÖÓËÓÖáÜËÇ Ä [4] ÔÍÑÓÑÔÕË V, v 0, v ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

£ (17) ÆÂÐÑ ÕÂÍÉÇ ÖÔÎÑÄÐÑÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÌ
ÔÖÏÏÞ ÆÄÖØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË, ÊÂÄËÔâÜËÏË
ÑÕ ÂÃÔÑÎáÕÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ àÕËØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë ÖÅÎÂ ÏÇÉÆÖ
ÐËÏË. ±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ä àÕÑÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇ-
ÐËË ÔÕÂÐÇÕ âÔÐÑÌ, ÇÔÎË ÒÓËÆÂÕß ÔÍÑÓÑÔÕâÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ
ÔÏÞÔÎ, ÔÐÂÃÆËÄ ÍÂÉÆÖá ËÊ ÐËØ ËÐÆÇÍÔÂÏË ÔËÔÕÇÏ ÑÕ-
ÔÚÇÕÂ. ´ÑÅÆÂ ÇÔÎË vS1S2

ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÍÑÓÑÔÕß v ÔËÔÕÇÏÞ S2

ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S1 Ë Õ.Æ., ÕÑ (17) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

v2SS2
� v1SS1

� vS1S2
:

©ÂÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÔÍÑÓÑÔÕË v, v1, v2 ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ
ÊÂÍÑÐÖ ÔÎÑÉÇÐËâ (17), ÕÑ ÑÐË ÉÇ ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ Ë ÑÃÓÂÕ-
ÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ ÔÎÑÉÇÐËâ v � �ÿv1� � v2.

¥Îâ ÖÅÎÂ o ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ³ÕÂÒÒ [5] ÒÑÎÖÚËÎ
×ÑÓÏÖÎÖ

n sino � �vv1� gg1
1� g� g1 � g2

�1� g��1� g1��1� g2�
;

g2 � gg1�1� vv1� ; �18�

ÅÆÇ nìÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ �vv1�. £ àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÇ o ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÐÇ
ÚÇÓÇÊ ÆÄÂ, ÍÂÍ Ö £ËÅÐÇÓÂ, Â ÚÇÓÇÊ ÕÓË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ì ÚÇÓÇÊ ÂÃÔÑÎáÕÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ v, v1 ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ v, v1 Ë ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË, ÇÔÎË ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ g2 ÕÂÍÉÇ
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ àÕË ÕÓË ÄÇÎËÚËÐÞ.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v, v1 ÔÍÑÓÑÔÕß v2
ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ (9), Â ÆÎâ ÖÅÎÂo ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

sino � vv1gg1
1� gg1

; �19�

Õ.Ç. ×ÑÓÏÖÎÖ £ËÅÐÇÓÂ (13).
£ ÓÂÃÑÕÇ ÂÄÕÑÓÂ [6] ÖÅÑÎ o ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ âÄÐÑ

ÄÞÓÂÉÇÐ ÚÇÓÇÊ ÂÃÔÑÎáÕÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v, v1 Ë
ÖÅÑÎ y ÏÇÉÆÖ ÐËÏË:

o�u; u1; y� � 2 arctan
uu1 sin y

uu1 cos y� �g� 1��g1 � 1� : �20�

©ÆÇÔß Ë ÐËÉÇ u � vg, u1 � v1g1, u2 � v2g2 ìÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÚÂÔÕË 4-ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, Â g, g1, g2 ì ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÒÑÔÎÇÆÐËØ. ¶ÑÓÏÖÎÂ (20) ÔÄâÊÂÐÂ Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ
³ÕÂÒÒÂ (18) ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

sino � 2 tan �o=2�
1� tan2�o=2� :

£ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË, ÄÞÓÂÉÂÇÏÑÌ
×ÑÓÏÖÎÂÏË (37), (38) ÓÂÃÑÕÞ [6], ÖÅÑÎ o ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ

8*
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ÕÂÍÉÇ ÚÇÓÇÊ ÂÃÔÑÎáÕÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v2, ÿv1 Ë
ÖÅÑÎ y 0 ÏÇÉÆÖ ÐËÏË:

o�u2; u1; y 0� � 2 arctan
u2u1 sin y

0

u2u1 cos y
0 � �g2 � 1��g1 � 1� ;

�21�
Â ÕÂÍÉÇ ÚÇÓÇÊ ÂÃÔÑÎáÕÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v, v2 Ë
ÖÅÑÎ # ÏÇÉÆÖ ÐËÏË

o�u; u2; #� � 2 arctan
uu2 sin#

uu2 cos#� �g� 1��g2 � 1� : �22�

¬ÑÅÆÂ ÔÍÑÓÑÔÕË v, v2 ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÔÄÇÕÂ,
o � #. £ ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ
ÏÇÐßÛÇ ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË, o < #, àÕÑ ÑÔÐÑÄÐÑÇ
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÔÕÂÕßË [6].

±ÓË y � p=2 ×ÑÓÏÖÎÂ (20) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä

o
�
u; u1;

p
2

�
� arctan

uu1
g� g1

� arcsin
uu1

1� gg1
�23�

Ë ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (19).
£ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ

u1 � �u2 ÿ u�C ; C � g� g2
gg2 � uu2 � 1

� g1 � 1

g� gg1 � uu1
;

�24�

ÇÆËÐÂâ ÑÔß ÒÑÄÑÓÑÕÂ Ä ÍÂÉÆÑÏ ËÊ ÕÓÇØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ
(20) ë (22) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÄÇÍ-
ÕÑÓÐÞÏ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ

�uu1� � �u2u1� � �uu2�C : �25�

±ÑÆ ÊÐÂÍÑÏ arctan Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (20) ë (22) Ä ÚËÔÎËÕÇÎâØ
ÔÕÑâÕ ÆÎËÐÞ ÓÂÄÐÞØ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ ÄÇÍÕÑÓÑÄ (25), Â Ä
ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎâØ ì ÓÂÄÐÞÇ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ ÄÇÎËÚËÐÞ

uu1 � �g� 1��g1 � 1� � ÿu2u1 � �g2 � 1��g1 � 1� �

� C
ÿ
uu2 � �g� 1��g2 � 1�� ; �26�

ÅÆÇ u, u2 ÔÄâÊÂÐÞ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÔÑ
ÔÍÑÓÑÔÕßá v1.

µÅÑÎ o Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ n ÄÓÂÜÇÐËâ ì ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË
àÕÑÅÑ ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ. °ÃÓÂÕÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ u2 Ä u ÃÖÔÕÑÏ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÿv1 ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖÇÕÔâ ÕÇÏ ÉÇ ÖÅÎÑÏ o, ÐÑ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÏ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÇÏ ÄÓÂÜÇÐËâ.

4. ®ÈÎÎÇÓÑÄÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ
Ë ÇÅÑ ÔÄâÊß Ô ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍËÏ

£ æ 2.8 ÔÄÑÇÌ ÍÐËÅË [7] ®ÈÎÎÇÓ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕ ÙÇÒÑÚÍÖ
ÆÄËÅÂáÜËØÔâ ÆÓÖÅ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÓÖÅÂ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ ÑÕÔÚÇÕÂ S, S 0, S 00, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÔËÔÕÇÏÂ S 00 ÆÄËÅÂÇÕÔâ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S 0 ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá u 0, Â ÔËÔÕÇÏÂ S 0 ì
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá v. ´ÑÅÆÂ ÔÍÑÓÑÔÕß w
ÔËÔÕÇÏÞ S 00 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S ÃÖÆÇÕ ÆÂÄÂÕßÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ
(17), Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÑÎË v1 Ë v ÄÞÒÑÎÐâáÕ ÕÇÒÇÓß ÏÈÎÎÇÓÑÄ-
ÔÍËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË v Ë u 0, Õ.Ç.

w � 1

1� vu 0

�
v

� �vu 0�
v 2

�
1ÿ 1

g

�
� 1

�
� u 0

g

�
� v� u 0: �27�

¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (2.59) ®ÈÎÎÇÓÂ.
®ÈÎÎÇÓ ÒÓËÄÑÆËÕ ÕÂÍÉÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2.590) ÆÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË
w 00 ÔËÔÕÇÏÞ S ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S 00:

w 00 � ÿ 1

1� u 0v

�
u 0
� �u 0v�

u 0 2

�
1ÿ 1

gu 0

�
� 1

�
� v

gu 0

�
�

� �ÿu 0� � �ÿv� � ÿ�u 0 � v� : �28�
°ÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ (27) ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ë
ÊÐÂÍÑÏ. ¿ÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÕÑÅÑ, ÚÕÑw 00 âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕ-
ÔÍÑÌ ÔÖÏÏÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË (ÿv) ÔËÔÕÇÏÞ S ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S 0 Ë
ÔÍÑÓÑÔÕË (ÿu 0) ÔËÔÕÇÏÞ S 0 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S 00. ³ÐÂÃÉÂâ ÄÔÇ
ÔÍÑÓÑÔÕË Ä (27) Ë (28) ËÐÆÇÍÔÂÏË ÔËÔÕÇÏ, ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß

wSS 00 � vSS 0 � u 0S 0S 00 ; w 00S 00S � �ÿu 0�S 00S 0 � �ÿv�S 0S : �29�

²ÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÂâ ÔÖÏÏÂ ÆÄÖØ ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
u 0, v ÐÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËØ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË [4],
ÒÑàÕÑÏÖ ÔÍÑÓÑÔÕË w Ëw 00 ÐÇ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ,
ØÑÕâ Ë ÓÂÄÐÞ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ:

w � v� u 0 6� u 0 � v � ÿw 00 ; w 2 � w 00 2 : �30�

³ÓÂÄÐÇÐËÇ ×ÑÓÏÖÎ (17) Ë (28) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÇÔÎË
ÔÚËÕÂÕß ÔÍÑÓÑÔÕß v1 ÓÂÄÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË u 0, v1 � u 0, ÕÑ
v2 � ÿw 00. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÿw 00 ËÏÇÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ
ÔÏÞÔÎ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ S2 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ S Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÔÖÏÏÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË v ÔËÔÕÇÏÞ S2 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S1 Ë ÔÍÑÓÑÔÕË u 0

ÔËÔÕÇÏÞ S1 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ S:

v2SS2
� �ÿw 00�SS2

� u 0SS1
� vS1S2

: �31�

±ÑÍÂÉÇÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ ÖÅÑÎ o ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÂÏË w Ë
v2 � ÿw 00 ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÅÎÑÏ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÚÂÔÕËÙÞ,
ÍÑÅÆÂ ÇÇ ÔÍÑÓÑÔÕß ÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ v ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
v2 � ÿw 00. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÎËÚËÐÂ o ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÎÇÄÑÌ
ÚÂÔÕßá ×ÑÓÏÖÎÞ

n sino � �w;ÿw
00�

w 2
� �vv1� gg1

1� g� g1 � g2
�g� 1��g1 � 1��g2 � 1� ;

�32�

ÅÆÇ ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ n ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÄÆÑÎß ÄÔÇØ ÄÔÕÓÇÚÂá-
ÜËØÔâ ÊÆÇÔß Ë ÐËÉÇ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ. ±ÓÂÄÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (32) ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (27) Ë
(28) ÆÎâ w Ë ÿw 00 Ë ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ ³ÕÂÒÒÂ (18).
²ÂÆË ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÔÕË ÏÞ ÄÇÓÐÖÎËÔß Í ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâÏ

v1 � u 0 ; g1 � gu 0 ; g2 � gw 00 � gw � ggu 0 �1� vu 0� :
�33�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ Ñ ÆÄÑâÍÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÖÅÎÂ o
ÆÑÍÂÊÂÐÑ.

£ÄÇÆÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

n sino � �w;ÿw
00�

w 2
� ÿX �34�

ÄÇÍÕÑÓX. ©ÐÂÍ ÏËÐÖÔ ÒÇÓÇÆ X ÒÑÔÕÂÄÎÇÐ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ
ÆÎâ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ àÕÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ Ö ®ÈÎÎÇÓÂ.
´ÑÅÆÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÒÑÄÑÓÑÕÂ D, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÌ Ä ÍÐËÅÇ
®ÈÎÎÇÓÂ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (2.60), Â ËÏÇÐÐÑ, Dw 00 � ÿw, ÏÑÉÐÑ
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ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊX ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

Dw 00 � ÿw � w 00
���������������
1ÿX2
p

� �Xw 00� : �35�

¯ÂÚËÐÂâ Ô ×ÑÓÏÖÎÞ (2.61) ®ÈÎÎÇÓ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕÔâ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËÇÏ, ÍÑÅÆÂ ÔÍÑÓÑÔÕß u 0 ÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô v.
´ÑÅÆÂ ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ o Ë ÏÑÆÖÎß ÄÇÍÕÑÓÂ X ÏÂÎÞ
ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÇÆËÐËÙÇÌ. £ àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ®ÈÎÎÇÓ
ÒÑÎÖÚÂÇÕ ÆÎâ X ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2.64):

ÿX � �gÿ 1� �vdv�
v 2

; �36�
ÅÆÇ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (2.63) ®ÈÎÎÇÓÂ dv � wÿ v ÇÔÕß
ÒÓÑÔÕÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÓÂÊÐÑÔÕË wÿ v.

®ÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË Ä
×ÑÓÏÖÎÇ (36), Õ.Ç. Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (2.64) ®ÈÎÎÇÓÂ, ÄÏÇÔÕÑ
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ dv � wÿ v ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÐÂÚÂÎÂ ÓÂÊÐÑÔÕß
wÿ v, ÊÂÕÇÏ ÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

wÿ v � 1

g

�
u 0 � v

�vu 0�
v 2

�
1

g
ÿ 1

��
; u 05 v ; �37�

ËÊ ÄÇÓØÐÇÌ ÔÕÓÑÚÍË ×ÑÓÏÖÎÞ (2.62)®ÈÎÎÇÓÂ Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, Ä
ÄÑÊÐËÍÛÇÏ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËË �vu 0� ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ u 0

ÔÓÇÆÐáá ÔÕÓÑÚÍÖ

w 00 � ÿ�v� u 0 ÿ v �vu 0�� ; u 05 v ; �38�

ÕÑÌ ÉÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (2.62), ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ X ÕÓË ÕÑÉÆÇÔÕ-
ÄÇÐÐÞØ ÄÞÓÂÉÇÐËâ:

ÿX � �gÿ 1� �vw�
v 2
�
�
1ÿ 1

g

� �vu 0�
v 2
�

�
�
1ÿ 1

g

� �v;ÿw 00�
v 2

; u 05 v : �39�

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ Ä (39)
ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ×ËÅÖÓËÓÖáÜËÇ ÕÂÏ ÔÍÑÓÑÔÕË v, w,
u 0, ÿw 00 Ä ÑÆÐÑÌ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÇÕÂ.

¦ÔÎË Ä ÏÑÏÇÐÕ t � 0 ÐÂÚÂÎÂ ÏÈÎÎÇÓÑÄÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÑÕ-
ÔÚÇÕÂ S, S 0, S 00 ÔÑÄÒÂÆÂÎË, ÕÑ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÅÑ
ÄÓÇÏÇÐË t � 1 Ô ÑÐË ÃÖÆÖÕ ÐÂØÑÆËÕßÔâ Ä ÕÑÚÍÂØ ÎÂÃÑÓÂ-
ÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞS, ÑÕÏÇÚÇÐÐÞØÃÖÍÄÂÏËS,S 0,S 00 ÐÂÓËÔ. 2.

¯Â àÕÑÏ ÉÇ ÓËÔÖÐÍÇ ÐÂÐÇÔÇÐÑ ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÂÚÂÎ
ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÑÕÔÚÇÕÂ S, S1, S2 Ä ÕÑÕ ÉÇ ÏÑÏÇÐÕ
ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t � 1 Ô. ¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÏÞ ÑÅÓÂ-
ÐËÚËÎËÔß ÔÎÖÚÂÇÏ, ÍÑÅÆÂ ÔÍÑÓÑÔÕË v Ë v1 � u 0 ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÞ, ÕÂÍ ÚÕÑ

w � v� u 0

g
; v2 � ÿw 00 � v1 � v

g1
; v1 � u 0 : �40�

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2 ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÔËÕÖÂÙËâ, ÍÑÅÆÂ v � 2v1 � 0;94,
ÕÂÍ ÚÕÑ g � 3, g1 � 1;14. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÞØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ Ä (39) ÐÂÔ ÃÖÆÇÕ ËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÕß ÔÎÖÚÂÌ
v1 � u 05 v. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÅÎÞ # Ë d ÏÂÎÞ Ë ÒÑàÕÑÏÖ

�vw�
v 2
� n d ;

�vu 0�
v 2
� n# ;

�v;ÿw 00�
v 2

� n# : �41�
±ÓË u 05 v ÏÂÎÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß u 0 ? v ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕ ÔÍÑÓÑÔÕß
v Í v2 � ÿw 00 ÐÂ ÏÂÎÞÌ ÖÅÑÎ # � u 0=v Ä g ÓÂÊ Ã�oÎßÛËÌ, ÚÇÏ
ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ v Í w ÒÓË ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÔÎÑÉÇÐËâ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ¿ÕÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÊÂÍÑÐÖ
v2 � ÿw 00 � u 0 � vÏÂÎÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß u 0 ÑÕÔÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÑÕÐÑ-

ÔËÕÇÎßÐÑ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ä ÔÖÏÏÇ
w � v� u 0 ÏÂÎÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß u 0 ÑÕÔÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÔËÔÕÇÏÞ S 0, ÃÞÔÕÓÑ ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá v
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ËÊ-ÊÂ ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ
ÄÓÇÏÇÐË Ä ÔËÔÕÇÏÇ S 0 ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÄÓÇÏÇÐÇÏ Ä
ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ S ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ DxS 0S 00 ÐÂÚÂÎÂ S 00 ÑÕ
ÐÂÚÂÎÂ S 0 Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ Í v ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä
ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá u 0=g, Õ.Ç. Ä g ÓÂÊ
ÏÇÆÎÇÐÐÇÇ, ÚÇÏ Ä ÔËÔÕÇÏÇ S 0:

DxS 0S 00 � u 0Dt 0 � u 0
��������������
1ÿ v 2
p

Dt � u 0

g
Dt � 1

g
DxSS1

: �42�

©ÆÇÔß Dt Ë Dt 0 � Dt=g ì ËÐÕÇÓÄÂÎÞ ÄÓÇÏÇÐË ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ
ÐÂ ÑÆÐÑ Ë ÕÑ ÉÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ DxS 0S 00 Ä ÔËÔÕÇÏÂØ S Ë S 0. ³
ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ DxSS1

ÐÂÚÂÎÂ S1 ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ S,
ÒÓÑËÔØÑÆâÜÇÇ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá
u 0 ? v ÃÖÆÇÕ ÊÂ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ Dt Ä g ÓÂÊ ÃÑÎßÛÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ
DxS 0S 00 .

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË u 05 v ÖÅÑÎ d � #=g Ë ×ÑÓÏÖÎÞ
(34), (39), (41) ÆÂáÕ ÆÎâ ÔÄâÊË ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ Ô ÖÅÎÑÏ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

o �
�
1ÿ 1

g

�
# ; �43�

ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÇ Ô ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (16), ÒÑÎÖÚÇÐ-
ÐÞÏ ËÊ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËØ ×ÑÓÏÖÎ £ËÅÐÇÓÂ, ³ÕÂÒÒÂ Ë ÂÄÕÑÓÂ.

ªÕÂÍ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÞ æ 2.8 ÍÐËÅË ®ÈÎÎÇÓÂ Ë ÄËÅ-
ÐÇÓÑÄÔÍÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÒÓË ÒÑÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÞØ ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâØ Ô ÐÇÍÑÎÎËÐÇÂÓ-
ÐÞÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË (ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÇ Ô ÏÈÎÎÇÓÑÄÔÍËÏ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇÏ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÊÐÂÍÂ; ÔÏ. (34)), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ u 05 v.

5. ±ÑÄÑÓÑÕ ÔÒËÐÂ
ÒÓË ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÚÂÔÕËÙÞ

±ÇÓÇÌÆÇÏ, ÑÆÐÂÍÑ, Í ÑÃÔÖÉÆÇÐËá×ÑÓÏÖÎÞ®ÈÎÎÇÓÂ (36).
°ÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ dv � wÿ v ÐÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑ. ¶ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ Í ÆÓÖÅÑÌ ®ÈÎÎÇÓ ØÑÚÇÕ ÒÓËÏÇÐËÕß ÆÎâ ÑÒËÔÂ-
ÐËâ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÚÂÔÕËÙÞ ÒÑ ÍÓËÄÑÎË-
ÐÇÌÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÍÑÓÑÔÕß v�t� ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÇÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÃÎËÊÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË
t � 0 Ë t � dt ÔÄâÊÂÐÞ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

v�dt� � v�0� � _v�0� dt ; �44�

ÅÆÇ ÔÍÑÓÑÔÕß Ë ÖÔÍÑÓÇÐËÇ Ä ÏÑÏÇÐÕ t � 0 ÆÂÎÇÇ ÑÃÑÊÐÂ-
ÚÂáÕÔâ ÒÓÑÔÕÑ ÍÂÍ v Ë _v Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÔÎÑÄËá
j _vdtj5 v.

v 1
�

u
0

v2 � ÿw 00

v

w

S1

S2

S 00

S 0

#

o

d

v

g1

u 0

g
� v1

g

S
z

x

²ËÔ. 2.
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°ÃÑÊÐÂÚÂâ ÓÂÊÐÑÔÕß wÿ v ÚÇÓÇÊ dv, ®ÈÎÎÇÓ ÄÄÑÆËÕ
ÖÔÍÑÓÇÐËÇ _v � dv=dt, ÅÆÇ ËÐÕÇÓÄÂÎ dt ÓÂÄÇÐ, ÑÚÇÄËÆÐÑ,
ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ
v ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ w. °ÅÓÂÐËÚËÄÂâÔß ÔÎÖÚÂÇÏ u 05 v Ë ÔÓÂÄÐË-
ÄÂâ×ÑÓÏÖÎÖ (44) ÒÓËdt � dt Ô×ÑÓÏÖÎÑÌ (37) ÆÎâÓÂÊÐÑÔÕË
wÿ v, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ v�dt� Ë w:

_v dt � 1

g

�
u 0 � v

�vu 0�
v 2

�
1

g
ÿ 1

��
: �45�

ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÖ u 0 ÐÖÉÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÌ
dt.

¶ÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (45) âÄÎâÇÕÔâ

u 0 �
�

_v� v
�v _v�
v 2
�gÿ 1�

�
g dt : �46�

°ÆÐÂÍÑ ÕÂÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓË ÎáÃÑÏ ÐÇÐÖÎÇÄÑÏ ÖÔÍÑÓÇÐËË
_v, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÏ ÖÔÎÑÄËá j _v dtj5 v, ÐÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá u 05 v Ä ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ,
Õ.Ç. ÒÓË g4 1, ÆÂÉÇ ÇÔÎË v _v � 0. µÔÎÑÄËÇ ÏÂÎÑÔÕË u 0

ÒÓÇÆÝâÄÎâÇÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎÇÇ ÉÇÔÕÍÑÇ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ Í
ËÐÕÇÓÄÂÎÖ dt: j_v g dtj5 v. ¿ÕÑÕ ËÐÕÇÓÄÂÎ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÊÂÄËÔâÜËÏ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÖÔÍÑÓÇÐËâ, ÐÑ Ë ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË.
±Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÖ, àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÆÓÖÅÑÌ, ÐÇ ÊÂÄËÔâ-
ÜËÌ ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË ËÐÕÇÓÄÂÎ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË
Dt � g dt, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕß ÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ v
ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ v2 � ÿw 00, ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂâÔß ÐÂ ÖÅÑÎ #, Â ÔÒËÐ
ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÖÅÑÎ o, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÖÔÎÑÄËÇ
j _vDtj5 v ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÏÂÎÑÔÕË àÕËØ ÖÅÎÑÄ. ®ÈÎ-
ÎÇÓ, ÑÆÐÂÍÑ, ËÅÐÑÓËÓÖÇÕ àÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ Ë, ËÔÒÑÎßÊÖâ
×ÑÓÏÖÎÖ (36), ÒÑÎÖÚÂÇÕ ÆÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÖÅÎÂ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ Ô ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ×ÑÓÏÖÎÖ

ÿxM � ÿX

dt
� �gÿ 1� �v _v�

v 2
; �47�

ËÏÇáÜÖá Ö ÐÇÅÑ ÐÑÏÇÓ (2.65). (®Þ ÔÐÂÃÆËÎË ÏÈÎÎÇÓÑÄ-
ÔÍÖá ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ËÐÆÇÍÔÑÏ M, ÚÕÑÃÞ ÐÇ
ÒÖÕÂÕß Ô ÐÂÛËÏ ÖÅÎÑÏ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ o. £ÇÍÕÑÓ xM

ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÓÂÆ Ôÿ1, Â o ËÊÏÇÓâÇÕÔâ Ä ÓÂÆËÂÐÂØ.)
£ ÐÂÛËØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÑÎ-

ÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÓÂÄÐâÕßÔâ n �o=dt�. ¯Ñ àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ÐÇ
ÓÂÄÐÂ ÖÅÎÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ, Õ.Ç. ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÑÌ ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÒÑ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÂÍ
ÍÂÍoìàÕÑ ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÔÍÑÓÑÔÕË
ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ v ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ v2 � ÿw 00, Â dt ì àÕÑ
ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ v
ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ w. ´ÂÍ ÍÂÍ ÖÅÑÎ # ÏÇÉÆÖ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË v Ë v2 Ä g
ÓÂÊ ÃÑÎßÛÇ ÖÅÎÂ d ÏÇÉÆÖ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË v Ë w (ÔÏ. ÓËÔ. 2), ÕÑ
ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÌ Ä ÏÑÏÇÐÕ t � 0 ÖÅÎÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË �v _v�=v 2
ÆÄËÉÇÐËâ ÄÓÇÏâ Dt ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ v ÆÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ v2 Ä g ÓÂÊ ÃÑÎßÛÇ ÄÓÇÏÇÐË dt ËÊÏÇÐÇÐËâ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ v ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ w, Dt � g dt. ±ÑàÕÑÏÖ
ÒÓÂÄËÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÖÅÎÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÄÑÓÑÕÂ
ÔÒËÐÂ ÕÂÍÑÄÑ

n
o
Dt
� ÿxM

g
� ÿX

Dt
�
�
1ÿ 1

g

� �v _v�
v 2

: �48�

­ÇÄÖá Ë ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕË àÕÑÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ Ë ÔÂÏÑ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

n _o�0� �
�
1ÿ 1

g

�
_#�0� n ; �49�

ÅÆÇ o�t� � _o�0� t Ë #�t� � _#�0� t ì ÖÅÎÞ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ Ë
ÔÍÑÓÑÔÕË, ÎËÐÇÌÐÑ ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË
t, ÒÑÍÂ ÑÐË ÏÂÎÞ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÇÆËÐËÙÇÌ.

´ÂÍ ÍÂÍ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ t ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÄÓÇÏÇÐÇÏ t 0 ÔËÔÕÇÏÞ S 0 ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ t � gt 0, Â ÚÂÔÕËÙÂ,
ÒÑÍÑâÜÂâÔâ Ä ÐÂÚÂÎÇ S 00, ÆÄËÉÇÕÔâ Ä ÔËÔÕÇÏÇ S 0 Ô
ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá u 05 v, ÕÑ ÏÈÎÎÇÓÑÄÔÍÑÏÖ
ÄÇÍÕÑÓÖ ÿxM ÏÑÉÐÑ ÒÓËÆÂÕß ÔÏÞÔÎ ÖÅÎÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ:

ÿxM � no 0�0� � �gÿ 1� _#�0� n : �50�

ºÕÓËØ Ë ÕÑÚÍÂ ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÒÑ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË v�0�
Ë ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÖÅÎÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÆÄËÉÇÐËâ _#�0� ÖÅÎÑ-
ÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÚÂÔÕËÙÞ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÍÂÍ ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛÑÌ ÒÓÑÔÕÑ ËÊ-ÊÂ
ÊÂÏÇÆÎÇÐËâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÎÂÃÑ-
ÓÂÕÑÓÐÞÏ.

ªÕÂÍ, ×ÑÓÏÖÎÖ (36), ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÍÐËÅÇ ®ÈÎÎÇÓÂ ÒÓÇÆ-
ÛÇÔÕÄÖÇÕ ×ÑÓÏÖÎÇ (47), ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÚÇÓÇÊ ÄËÅÐÇ-
ÓÑÄÔÍËÇ ÖÅÎÞ,

no � ÿX � �gÿ 1� �v _v�
v 2

dt � �gÿ 1� d n ; �51�
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÕÑ, ÚÕÑ �v _v�=v 2 � n _#�0�ìàÕÑ ÖÅÎÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß
ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÏÑÏÇÐÕ t � 0, Â dt ì ÄÓÇÏâ ÒÑÄÑÓÑÕÂ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ v ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ w, Õ.Ç. ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÐÂ
ÖÅÑÎ d � _#�0� dt (ÔÏ. ÓËÔ. 2). ¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ

o � #ÿ d � �gÿ 1� d �52�

Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÉÇ ÊÐÂÍÑÏÞÏ ÐÂÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ # � gd Ë
o � �1ÿ 1=g�# ÏÇÉÆÖ ÖÅÎÂÏË #, d Ë o. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÑÛËÃÍÂ ®ÈÎÎÇÓÂ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ÔÂÏÑÏ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÛÂÅÇ,
ÍÑÅÆÂ ÒÓÂÄËÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (51) ÑÐ ÆÇÎËÕ ÐÂ dt Ë
ÑÃÝâÄÎâÇÕ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (47) ÖÅÎÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÒÑÄÑÓÑÕÂ
ÔÒËÐÂ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. ¿ÕÑ ÐÇ ÄÇÓÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÒËÐ
ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÖÅÑÎ o Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÊÂ
ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ Dt � g dt, Â ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÂ àÕÑ ÉÇ
ÄÓÇÏâ ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕÔâ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÐÂ ÖÅÑÎ
#. µÔÎÑÄËÇ j _vDtj5 v ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ×ÑÓ-
ÏÖÎ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÏÂÎÑÔÕË ÖÅÎÂ #. ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÇ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÖÔÍÑÓÇÐËË _v Ë g,
ÔÕÓÇÏâÜÇÏÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß ÖÅÑÎ d. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÐÕÇÓÄÂÎ dt ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá, Â ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÐËÏ Ë ÖÅÑÎ

d � _#�0� dt � _#�0� Dt
g
; �53�

ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÍÑÓÑÔÕß w ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í v (ÔÏ. ÓËÔ. 2).
³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ËÐÕÇÓÄÂÎÂ dt ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË

v Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË Ë ÔÑÄÒÂÆÇÐËÇ ÇÅÑ ÄÇÎËÚËÐÞ Ô
ÄÇÎËÚËÐÑÌ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ Dt 0 ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÖ Dt � gDt 0 ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÚÂÔÕËÙÞ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ v ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
v2 � v �Dt�,

dt � Dt 0 � Dt
g
; �54�

ÔÑÊÆÂáÕ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÊÂÕÓÖÆÐÇÐËâ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÒÑÄÑ-
ÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ Ä ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÑÏ ÆÄËÉÇÐËË Ô ÒÑÏÑÜßá
ÏÈÎÎÇÓÑÄÔÍÑÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ ÃÖÔÕÑÄ.
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¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÚÂÔÕËÙÞ
ÒÑ ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÖÆÑÃÐÇÇ Ë
ÍÑÐÙÇÒÕÖÂÎßÐÑ ÐÂÅÎâÆÐÇÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÐÇ ÏÈÎÎÇÓÑÄ-
ÔÍÖá, Â ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍÖá ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÎÑÓÇÐÙÇÄÞØ
ÃÖÔÕÑÄ. ´ÑÅÆÂ ÒÇÓÄÞÌ ÃÖÔÕ ÒÓËÆÂÇÕ ÚÂÔÕËÙÇ ÔÍÑÓÑÔÕß v
ÄÆÑÎß ÇÇ ÔÒËÐÂ, Â ÄÕÑÓÑÌ ÖÉÇ ÆÄËÅÂáÜÇÌÔâ ÚÂÔÕËÙÇ
ÔÑÑÃÜÂÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÖá ÔÍÑÓÑÔÕß v1. ±ÓË v1 5 v
ÓÇÊÖÎßÕËÓÖáÜÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÚÂÔÕËÙÞ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (17) ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÓÂÄÐÑÌ

v2 � ÿw 00 � v� v1 ÿ v�vv1� ; �55�

Ë ÎËÐÇÌÐÞÌ ÒÑ v1 ÚÎÇÐ Ä àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÇ ÏÑÉÐÑ ÑÕÑÉÆÇÔÕ-
ÄËÕß Ô ÚÎÇÐÑÏ _vDt Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (44), Õ.Ç.

_vDt � v1 ÿ v�vv1� : �56�

¥Îâ àÕÑÅÑ ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎÇÐËâ ÐÖÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÄÇÎËÚËÐÖ v1
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ËÐÕÇÓÄÂÎÖ Dt ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÅÑ ÄÓÇ-
ÏÇÐË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ v ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ v2.
¶ÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (56) âÄÎâÇÕÔâ

v1 �
�
_v� v �v _v� g 2�Dt : �57�

°ÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá v1 5 v ÒÓË ÎáÃÑÏ g, ÇÔÎË
j _vDtj5 v Ë v _v � 0. ´ÑÅÆÂ ÎáÃÑÌ ËÊ ÆÄÖØ ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÚÎÇÐÑÄ
Ä (39) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ×ÑÓÏÖÎÇ

no � ÿX �
�
1ÿ 1

g

� �v _v�
v 2

Dt �
�
1ÿ 1

g

�
_#�0�Dt n ; �58�

ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÌ Ô ×ÑÓÏÖÎÂÏË (16) ËÎË (43), ÕÂÍ ÍÂÍ
_#�0�Dt � # ì ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÔÍÑÓÑÔÕâÏË v Ë v2. °ÕÔáÆÂ
ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ ÔÎÇÆÖáÕ ×ÑÓÏÖÎÞ ÔÄâÊË ÖÅÎÑÄÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
(48), (49), ÐÇ ÄÞÊÞÄÂáÜËÇ ÐËÍÂÍËØ ÐÇÆÑÖÏÇÐËÌ.

©ÂÏÇÕËÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ Ä ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ
v5 1 ÓÇÛÇÐËâ (46) Ë (57) ÆÎâ ÏÈÎÎÇÓÑÄÔÍÑÅÑ Ë ÄËÅÐÇÓÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÑÄ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÔÎÑÄËá u 0 � v1 5 v,
ÇÔÎË j _v dtj, j _vDtj5 v, ÖÔÎÑÄËÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕË
Ë ÖÔÍÑÓÇÐËâ ÑÕÒÂÆÂÇÕ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÐÕÇÓÄÂÎÞ dt Ë Dt Ë
ÖÅÎÞ d Ë # ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, Â

o � 1

2
v 2# : �59�

¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ×ÑÓÏÖÎÂ ´ÑÏÂÔÂ [8].

6. ¦ÜÇ Ñ ÔÄâÊË ÏÈÎÎÇÓÑÄÔÍÑÅÑ
Ë ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÑÄ

¶ÑÓÏÂÎßÐÑ ÏÈÎÎÇÓÑÄÔÍÂâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÎÑÓÇÐÙÇ-
ÄÞØ ÃÖÔÕÑÄ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÑÌ
ÏÇÔÕÂÏË ÏÂÕÓËÙ A�0; a� Ë A�p=2; e�. ´ÂÍÂâ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐËá ÎÇÄÑÌ Ë ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕÇÌ
(3) Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÏÂÕÓËÙÇ

M � A�0; a�A
�
p
2
; e
�
� R�dÿ #�A�#; a 0� �

� A�d; a 0�R�dÿ #� ; �60�

ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓË ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐËË ÏÂÕÓËÙÂ ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÒÓÇ-
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ (ÔÏ. (6)), Â ÏÂÕÓËÙÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ
ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ (ÔÏ. (5)). ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ Ä (60) ÆÎâ ÏÂÕÓËÙÞ M ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕ-

ÐÑÛÇÐËÌ

A�#; a 0� � R�#�A�0; a 0�R�ÿ#� ; R�dÿ #�R�#� � R�d� :
�61�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ Ë ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍÂâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÃÖÔ-
ÕÑÄ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÆÄÖÏâ ÒÑÎâÓÐÞÏË ÓÂÊÎÑÉÇÐËâÏË,
Õ.Ç. ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâÏË ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ Ë ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÌ
ÏÂÕÓËÙ [9],

W � A

�
p
2
; e
�
A�0; a� � A�#; a 0�R�#ÿ d� �

� R�#ÿ d�A�d; a 0� : �62�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍÂâ Ë ÏÈÎÎÇÓÑÄÔÍÂâ ÏÂÕÓËÙÞ
ÔÄâÊÂÐÞ ÍÂÍ ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐËÇÏ, ÕÂÍ Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË:

W � eM � R�#ÿ d�MR�#ÿ d� : �63�

±Ñ ÒÑÄÑÆÖ ÒÑÎâÓÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ Ë àÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË
ÏÂÕÓËÙ ÔÏ. [9, ÅÎ. 3, æ 5; ÅÎ. 9, æ 14; ÅÎ. 11, æ 2].

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË (63) ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇ-
ÕËÓÑÄÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ¹ËÕÂÇÏ ÔÒÓÂÄÂ ÐÂÎÇÄÑ.
®ÂÕÓËÙÂ R�#ÿ d� ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕ ÔÒËÐ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÒÑÍÑâ
ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÑÔË z ÐÂ ÖÅÑÎ #ÿ d ÒÑ ÚÂÔÑÄÑÌ ÔÕÓÇÎÍÇ.
®ÂÕÓËÙÂ R�dÿ #�, ÄØÑÆâÜÂâ Ä ÒÓÂÄÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
(60) ÆÎâ M, ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÕ ÔÒËÐ ÐÂ ÑÔß z. ¢ÖÔÕ A�d; a 0�
ÒÓËÆÂÇÕ ÚÂÔÕËÙÇ ÔÍÑÓÑÔÕß w, w � tanh a 0, Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË
d, ÕÂÍ ÚÕÑ ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÔÒËÐÑÏ Ë ÔÍÑÓÑÔÕßá ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÓÂÄÐÞÏ d. ®ÂÕÓËÙÂ R�#ÿ d� ÒÑÄÑÓÂÚËÄÂÇÕ ÒÑ ÚÂÔÑÄÑÌ
ÔÕÓÇÎÍÇ ÍÂÍ ÔÍÑÓÑÔÕß, ÕÂÍ Ë ÔÒËÐ ÐÂ ÖÅÑÎ #ÿ d, Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚÇÅÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÚÂÔÕËÙÞ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÇÍÕÑÓ
v2 � ÿw 00, v2 � w 00 � tanh a 0. ³ÍÑÓÑÔÕß v2 ÑÕÍÎÑÐÇÐÂ ÑÕ
ÑÔË z ÐÂ ÖÅÑÎ #, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÔÒËÐ ÑÕÍÎÑÐÇÐ ÑÕ ÑÔË z ÐÂ
ÖÅÑÎ #ÿ d. ªÏÇÐÐÑ àÕÂ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËË (3) ËÎË (62) ÆÎâ ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍÑÌ ÏÂÕÓËÙÞW.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ
£ËÅÐÇÓÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÒÑÄÑÓÑÕ ÔÒËÐÂ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË
ÚÂÔÕËÙÞ Ë ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÖÅÎÂ ÏÇÉÆÖ ÔÒËÐÑÏ Ë ÔÍÑÓÑÔÕßá
ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ËÊ ÑÆÐÑÌ ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÆÓÖÅÖá
(ÄËÅÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÒÑÄÑÓÑÕ). £ ÍÐËÅÇ®ÈÎÎÇÓÂ ÕÂÍÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐËÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ (ÒÓËÔÒÑÔÂÃÎËÄÂÇÕÔâ) ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ ÄÔÎÇÆ ÊÂ ÒÑÄÑÓÑÕÑÏ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÓË
ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ
ËÐÇÓÙËÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ ÔËÎÞ ËÊÏÇ-
ÐâáÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÐÑ ÐÇ ÔÑÑÃÜÂáÕ ÔÒËÐÖ
ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÂÜÇÐËâ. ªÏÇÐÐÑ Í àÕÑÏÖ ÔÎÖÚÂá ÑÕÐÑÔâÕÔâ
×ÑÓÏÖÎÂ ´ÑÏÂÔÂ Ë ÕÇÓÏËÐ ÒÓÇÙÇÔÔËâ ´ÑÏÂÔÂ.

¿ÕÂ ÔÕÂÕßâ ì ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÂÐÂÎËÊÂ ÄÑÒÓÑÔÑÄ, ÔÑÆÇÓÉÂÄ-
ÛËØÔâ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÏ Ä µ¶¯ ÑÃÊÑÓÇ ¤.¢. ®ÂÎÞÍËÐÂ,
ÐÇÆÂÄÐÑ ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐÐÑÏ [10].

²ÂÃÑÕÂ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ÅÓÂÐÕÂÏË ²¶¶ª 05-02-17217 Ë
¯ÂÖÚÐÞØ ÛÍÑÎ 4401.2006.2.
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On the difference between Wigner's and Mùller's approaches to the description of the Thomas precession
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Wigner's ideas are described on how the spin and velocity of a particle rotate and the angle between them changes under noncollinear
velocity Lorentz transformations. It is shown that the Mùller description of spin rotation can be reduced to that of Wigner. TheMùller

formula for the spin rotation angle is corrected for the curvilinear motion of a particle. The lack of velocity permutation symmetry in the

relativistic law of addition of velocitiesmakesWigner's sequence of Lorentz boosts distinguished in being adaptable to the description of

spin and velocity rotation for curvilinear motion.
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