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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¿ÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÊÂÆÂÚË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂáÕ,
ÍÑÅÆÂ ÐÖÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ, ÊÂÄËÔâÜÇÇ
ÎËÛß ÑÕ ÆÄÖØ ÆÇÍÂÓÕÑÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏÞ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ Ë ÆË-
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÙËÎËÐÆÓÑÄ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÄËÔâÕ ÎËÛß ÑÕ ÆÄÖØ ÆÇÍÂÓÕÑ-
ÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÑÃÓÂÊÖá-
ÜËÏ ÙËÎËÐÆÓÑÄ. ³ÂÏËÏ ÙËÎËÐÆÓÂÏ, ÏÑÆÇÎËÓÖáÜËÏ
ÓÇÂÎßÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÕÇÎÂ, ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÑÃÎÂÔÕË, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÔÑÃÑÌ ÒÇÓÇ-
ÔÇÚÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ô ÙËÎËÐÆÓÂÏË. ¿ÕË ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ×ËÊËÚÇÔÍËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏË ÆÎâ
ÏÂÕÇÓËÂÎÑÄ ÙËÎËÐÆÓÑÄ Ë ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏË ÄÆÑÎß ÙËÎËÐÆ-
ÓÑÄ. ¯ËÉÇ ÊÆÇÔß ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÄÑÆâÜËÇ ÙËÎËÐÆÓÞ.
ªÏ ÃÖÆÖÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß ÒÓÑÄÑÆâÜËÇ ÑÃÎÂÔÕË ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË (ÒÎÑÔÍËÇ ÒÓÑÄÑÆÐËÍË).

±ÑÐâÕËâ Ñ ÏÖÎßÕËÒÑÎâØ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓË ÓÂÊÎÑÉÇÐËË Ä
ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ Ä

ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ [1 ë 3] ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ,
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÄÞÛÂáÜËØ ÓÂÊÏÇÓÞ ÔËÔÕÇÏÞ. ±ÓË
àÕÑÏ ÕÂÍÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÐÇ ÑÚÇÐß ÖÆÑÃÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÏÐÑÅÑ ÒÑÆÑÃÐÞØ,
ÒÑ ÔÖÕË ÆÇÎÂ, ÔÎÂÅÂÇÏÞØ, ÒÓËÄÇÆÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÔÖÜÇÔÕ-
ÄÎâÇÕÔâ ÒÖÕÇÏ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÓÂÊÎÑÉÇÐËá ÒÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏ
×ÖÐÍÙËâÏ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ±ÓÑÃÎÇÏÂ
ÒÓËÄÇÆÇÐËâ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ë ÒÓË ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ¿ÕÂ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÓÇÛÂÇÕÔâ ÒÓË
ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÓÂÊÎÑÉÇÐËá Ä ÓâÆ ÑÓÂÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ×ËÐËÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ [4].

±ÓË ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ [5] ÄÂÉÐÞ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ àÐÇÓÅËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÜËØ ÔËÔÕÇÏ ÊÂÓâÆÑÄ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËâ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑ-
ÎÇÌ. £ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÒÑ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÒÓËÄÑÆâÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÚÇÚ-
ÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÐËÊÛËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ [1 ë 3]. ©ÆÇÔß ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÞ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ àÐÇÓÅËÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎÇÌ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÒÑÓâÆÍÑÄ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ë ÐÂ ËØ
ÑÔÐÑÄÇ ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÔØÇÏÞ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÍÓÖÅÑÄÞØ
ÒÓÑÄÑÆÑÄ.

2. ®ÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË

¥Îâ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÊÂÚÂÔÕÖá
ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÑÐâÕËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑ-
ÎÇÌ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÓË ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËË ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂP1�z� [6] ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ dl�1��z�
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Ë ÄÐÇ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÍÓÖÅÂ Ô ÙÇÐÕÓÑÏ Ä ÕÑÚÍÇ z1, ÄÐÖÕÓË
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÎÇÉÂÕ ÄÔÇ ÊÂÓâÆÞ, ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
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£ÇÎËÚËÐÖ ln � lnr � ilni ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ n-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ
ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ dl�1��z� ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÕÑÚÍË z1. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄÇÎËÚËÐÂ l�1�0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÎÐÞÌ
ÊÂÓâÆ ÔËÔÕÇÏÞ; Re l�1�1 � l�1�1r ìàÕÑ ÒÓÑÇÍÙËâ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÑÚÍË z1 ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ dl�1��z�
ÐÂ ÑÔß x; Im l�1�1 � l�1�1i ì ÒÓÑÇÍÙËâ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÑÚÍË z1 ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ dl�1��z� ÐÂ ÑÔß y.

¥ÑÒÖÔÕËÏ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ËÏÇáÕÔâ ÆÄÇ
ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ, ÐÂØÑÆâÜËØÔâ ÄÐÖÕÓË ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂá-
ÜËØÔâ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕÇÌ Ô ÙÇÐÕÓÂÏË Ä ÕÑÚÍÂØ z1 Ë z2. ¿ÐÇÓÅËá
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÊÂÓâÆÑÄ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎ ÄÊÂËÏÐÑÔÕË ¤ÓËÐÂ [2] ÍÂÍ
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ÊÂÓâÆÑÄ. £ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÊÂÓâÆÑÄ
dl�2��z� ÍÓÖÅÇ Ô ÙÇÐÕÓÑÏ Ä ÕÑÚÍÇ z2 ÒÑÕÇÐÙËÂÎ P1�z� ì
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÒÑàÕÑÏÖ ÇÇ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÄËÆÇ ÓâÆÂ ´ÇÌÎÑÓÂ:
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àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ W12, ÒÑÎÖÚËÏ
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ÒÑÎÇÌ l�1�n Ë l�2�k , ÐÂØÑÆâÜËØÔâ Ä ÕÑÚÍÂØ z1 Ë z2.

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ ÔËÎÂ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ ÒÇÓÄÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ ÐÂ ÄÕÑÓÖá, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÂ ÒÖÕÇÏ

ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ z1 ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞW12:
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°ÕÆÇÎßÐÞÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ àÕÑÌ ÔÖÏÏÞ ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑ-
ÄÂÕß ÍÂÍ ÔËÎÖ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÖá ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ ÒÇÓÄÑÅÑ ÏÖÎß-
ÕËÒÑÎâ ÐÂ ÄÕÑÓÑÌ.

±ÓË ÒÑÄÑÓÑÕÇ ÄÕÑÓÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ ÍÂÍ ÙÇÎÑÅÑ ÐÂ
ÖÅÑÎ a ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá (2) ÒÓÑËÊÑÌÆÇÕ ËÊÏÇÐÇÐËÇ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ

~l�2�k � exp�ika� l�2�k ;

Â ÄÏÇÔÕÇ Ô ÐËÏË Ë àÐÇÓÅËË (4). °ÒÓÇÆÇÎËÄ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÑÕ
àÐÇÓÅËË ÒÑ a ÆÎâ ÖÅÎÂ a � 0 Ë ÄÊâÄ ÇÇ ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ ÏËÐÖÔ,
ÐÂÌÆÇÏ ÏÑÏÇÐÕ ÔËÎ

M � Im

 X1
k�1

1

2pe0

�ÿ1�kl�1�0 l�2�k

�z2 ÿ z1�k
�

�
X1
n�1

X1
k�1

�n� kÿ 1�!
2pe0n!�kÿ 1�!

�ÿ1�kl�1�n l�2�k

�z2 ÿ z1�n�k
!
; �7�

ÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ ÒÇÓÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂÓâÆÑÄ ÐÂ
ÄÕÑÓÖá.

3. ¡ÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ
ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÍÓÖÅÑÄ ÒÑÎâÏË ËØ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËØÔâ
ÍÓÖÅÑÄ jzÿ zpj < ap ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. £ ÓÂÃÑÕÇ
[4] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÍÂÉÆÂâ ÑÃÎÂÔÕß ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ËÏÇÇÕ ÔËÔÕÇÏÖ ÕËÒËÚÐÞØ ËÏÇÐÐÑ ÆÎâ ÐÇÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌìÃÂÊËÔÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÊÂÓâÆÑÄ ÒÑ
ÅÓÂÐËÙÇ ÑÃÎÂÔÕË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ p-ÅÑ ÍÓÖÅÂ [4]

s�p�0 �z� �
1

2pap
; s�p�kr �z� �

cos kyp
pak�1p

;

s�p�kr �z� �
sin kyp
pak�1

p

; yp � arg�zÿ zp� : �8�

£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÍÑÅÆÂ ÒÑÎâ ÍÓÖÅÑÄ ÊÂÏÇÐâáÕÔâ
ÒÑÎâÏË ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎÇÌ, ÄÞÃËÓÂÇÏ

s� p��z� � l� p�0 s� p�0 �z� �
XNp

k�1

�
l� p�kr s

� p�
kr �z� � l� p�ki s

� p�
ki �z�

�
: �9�

´ÑÅÆÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÖá àÐÇÓÅËá ÊÂÓâÆÑÄ p-ÅÑ ÍÓÖÅÂ ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ [4]

Wpp � l� p� 20

4pe0
ln

R

ap
� 1

4pe0

XNp

k�1

1

ka 2k
p

�l� p� 2kr � l� p� 2ki � : �10�

¿ÐÇÓÅËá ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÊÂÓâÆÑÄ p-ÅÑ Ë q-ÅÑ ÍÓÖÅÑÄ
ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÇÏ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (4), ÊÂÏÇÐââ Ä ÐÇÌ ËÐÆÇÍÔÞ 1 Ë
2 ÐÂ p Ë q Ë ÑÅÓÂÐËÚËÄÂâ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ n Ë k ÚËÔÎÂÏË
Np Ë Nq. ¿ÐÇÓÅËá ÊÂÓâÆÑÄ ÄÔÇØ ÍÓÖÅÑÄ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÍÂÍ
ÔÖÏÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ àÐÇÓÅËÌ

W �
XP
p�1

Wpp �
XP
p�1

XP
q>p

Wpq ; �11�

ÅÆÇ Pì ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÓÖÅÑÄ.
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²ÇÛÇÐËÇ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÊÂÆÂÚË àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË ÆÎâ ÔËÔÕÇ-
ÏÞ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÍÓÖÅÑÄ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐ-
ÙËÒÂ ´ÑÏÔÑÐÂ [7], ÖÕÄÇÓÉÆÂáÜÇÅÑ, ÚÕÑ ËÔÕËÐÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ ÊÂÓâÆÑÄ ÒÑ ÅÓÂÐËÙÂÏ ÍÓÖÅÑÄ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÏËÐË-
ÏÖÏÖ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË. ¦ÔÎË ËÊ àÕÑÌ àÐÇÓÅËË
ËÔÍÎáÚËÕß ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
àÐÇÓÅËË ÊÂÓâÆÑÄ ì ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ, ÕÑ Ä
ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÏËÐËÏËÊËÓÑÄÂÕß
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ

L �W�Wwz ; �12�

ÅÆÇ Wwz ì àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÜËØ
ÊÂÓâÆÑÄ Ô ÄÐÇÛÐËÏ ÒÑÎÇÏ. ¦ÔÎË ÑÃÑÊÐÂÚËÕß ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâP�z�, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß

Wwz � Re
XP
p�1

XNp

k�0

1

k!
l� p�k qkz P�z�

����
z�zp

: �13�

®ËÐËÏËÊÂÙËá àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ L
ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÑÆËÕß ÒÑ l� p�k ÒÓË ÓÂÊÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ, ÊÂ-
ÄËÔâÜËØ ÑÕ ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË. ´ÂÍ, ÒÓË ÓÇÛÇÐËË
ÊÂÆÂÚË Ñ ÇÏÍÑÔÕÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂØ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÂÓÂÎÎÇÎß-
ÐÞØ ÍÓÖÅÑÄÞØ ÒÓÑÄÑÆÑÄ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕß

ReP�z�
����
jzÿzpj4 ap

� Up ; �14�

ÅÆÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ Up ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÒÓÑ-
ÄÑÆÐËÍÑÄ, Ë ÒÓÑÄÑÆËÕß ÏËÐËÏËÊÂÙËá àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ ÒÑ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÄÔÇØ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐ-
ÕÑÄ.

±ÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚË Ñ ÆËÒÑÎßÐÞØ ÒÑÎâÓËÊÖÇÏÑÔÕâØ
ÔËÔÕÇÏÞ ÍÓÖÅÑÄ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕß

P�z�
����
jzÿzpj4 ap

� E �p z ; �15�

ÅÆÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ E �p ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÑÎâ E �p � Epx ÿ iEpy, Ä ÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÑÕÆÇÎßÐÞÇ ÒÓÑÄÑÆâÜËÇ ÍÓÖÅË. ®ËÐËÏË-
ÊËÓÑÄÂÕß àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑ l� p�k ÒÓË
ÖÔÎÑÄËâØ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÔÕË ÍÓÖÅÑÄ l� p�0 � 0.

£ ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÔËÔÕÇÏÇ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÐÇÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÍÓÖÅÑÄ
ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓËÐâÕß l� p�0 � 0
Ë ÒÓÑÄÑÆËÕß ÏËÐËÏËÊÂÙËá ÒÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâÏ l� p�k ÃÑÎÇÇ
ÄÞÔÑÍËØ, ÚÇÏ ÐÖÎÇÄÑÌ, ÒÑÓâÆÍÑÄ. £Ñ ÄÔÇØ ÊÂÆÂÚÂØ ÃÖÆÖÕ
ÒÑÎÖÚÂÕßÔâ ÔËÔÕÇÏÞ ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÍÓÖÅÑÄ, ÓÇÛÇÐËâÏ ÍÑÕÑÓÞØ
ÃÖÆÖÕ ÑÕÄÇÚÂÕß ÏËÐËÏËÊËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ àÐÇÓÅÇÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ Lm. ±Ñ ÔØÑÆËÏÑÔÕË àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ
ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÄÂÕß ÍÂÚÇÔÕÄÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË. ±ÓÑËÎÎá-
ÔÕÓËÓÖÇÏ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÖá ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÖá ÔØÇÏÖ ÓÇÛÇÐËâ
ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÊÂÆÂÚË àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓÑÄÑÆâ-
ÜËØ ÍÓÖÅÑÄ ÒÓËÏÇÓÂÏË.

4. ±ÓÑÄÑÆâÜËÌ ÍÓÖÅ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ

£ÒÑÎÐÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÔÐÂÚÂÎÂ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ
ÒÓËÏÇÓ ÊÂÆÂÚË Ñ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÏ ÐÇÊÂÓâÉÇÐÐÑÏ ÍÓÖÅÇ
jzj < a Ä àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ Ô ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÑÏP�z�. ¿ÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ (12) Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

L�N � �
XN
k�1

�
1

4pe0ka 2k
lkl

�
k �

1

2k!

�
lkq

k
zP�z�

����
z�0
�

� l�k
ÿ
qkzP�z�

��
z�0
����

: �16�

®ËÐËÏËÊËÓÖâ L�N �, ÐÂØÑÆËÏ

lk � ÿ
2pe0a2kp
�kÿ 1�!

ÿ
qkzP�z�

��
z�0
��
: �17�

°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÜËØ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÊÂÓâÆÑÄ ÍÓÖÅÂ ~P �N ��z�. ¥Îâ ÐÇÅÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÂ-
ÐËË (1) ÊÂÒËÛÇÏ

~P �N ��z� � ÿ
XN
k�1

a2kp

k!zk
ÿ
qkzP�z�

��
z�0
��
: �18�

´ÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÒÑÎÖÚÂÇÏ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ N!1
~P�z� � ÿ

X1
k�1

a2kp
k!zk

ÿ
qkzP�z�

��
z�0
�� �

�
�
P�0� ÿP

�
a2

z�

���
: �19�

£ÕÑÓÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÊÆÇÔß ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
Ä ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÓâÆ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÄÐÇÛÐÇÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÍÓÖÅÇ jzj < a. ¿ÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÄÇÔßÏÂ ÒÑÎÇÊÐÑ ÆÎâ
ÓÇÛÇÐËâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÊÂÆÂÚ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ P�z� ì ÒÓÑËÊ-
ÄÑÎßÐÂâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ.

¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÒÖÔÕß ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞÌ ÒÓÑÄÑÆâÜËÌ ÍÓÖÅ
jzj < a ÐÂØÑÆËÕÔâ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÑÅÑ Ä
ÕÑÚÍÇ ~z �j~zj > a� ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎâ Ln. ´ÑÅÆÂ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (19) ÐÂØÑÆËÏ

P�z� � 1

2pe0n
Ln

�zÿ ~z�n ;

~P�z� � �ÿ1�
n

2pe0n
L�n
~z� n

�
1ÿ z n

�zÿ a2=~z ��n
�
: �20�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ, ÇÔÎË ÍÓÖÅ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ
ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ, ÕÑ

P�z� � ÿ L0

2pe0
ln

�
zÿ ~z

R

�
; ~P�z� � L0

2pe0
ln

�
a2 ÿ ~z�z

~z�z

�
:

�21�
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÇÒÇÓß ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÏ ÍÓÖÅÇ ÄÑ

ÄÐÇÛÐÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ ÐÇ ÄÞÊÑÄÇÕ ÐËÍÂÍËØ ÊÂÕÓÖÆ-
ÐÇÐËÌ, Ë ÒÇÓÇÌÆÇÏ Í ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÑÏÖ ÒÓËÏÇÓÖ.

5. ©ÂÆÂÚÂ Ñ ÆÄÖØ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ
ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÍÓÖÅÂØ

±ÖÔÕß ÆÄÂ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÍÓÖÅÂ Ô ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏËÓÂÆËÖÔÂÏË a
Ë ÙÇÐÕÓÂÏË, ÎÇÉÂÜËÏË ÐÂ ÑÔË x Ä ÕÑÚÍÂØ z1 � l=2 Ë
z2 � ÿl=2, ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ ÊÂÓâÆÞ l�1�0 � l�2�0 � l���0 =2.
´ÂÍËÇ ÖÔÎÑÄËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÇÏÍÑÔÕË ÒÓÑÄÑÆ-
ÐËÍÂ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÑÇÆËÐÇÐËÇÏ ÍÓÖÅÑÄ, ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÆÂÇÕ ÑÆËÐ ËÊ ÃÂÊËÔÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ P ����z�. £ÕÑÓÑÌ
ÃÂÊËÔÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ P �ÿ��z� ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÓÇÛÂâ ÊÂÆÂÚÖ Ñ
ÇÏÍÑÔÕË ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÓÂ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÆÄÖÏâ ÍÓÖÅÂÏË
ÍÂÍ ÑÃÍÎÂÆÍÂÏË. ±ÓË àÕÑÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕß l�1�0 �
� ÿl�2�0 � l�ÿ�0 . °ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË Ñ ÆÄÖØ ÑÆËÐÂÍÑ-
ÄÞØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÊÂÓâÆÂÏË l�1�0 Ë l�2�0 ÍÓÖÅÂØ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÍÂÍ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËá ÃÂÊËÔÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ:

P�z� � �l�1�0 � l�2�0 �P ����z� �
1

2
�l�1�0 ÿ l�2�0 �P �ÿ��z� :

6*
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¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÊÂÆÂÚË Ñ ÇÏÍÑÔÕË ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÓÂ, ÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÆÄÖÏâ ÍÓÖÅÂÏË ÍÂÍ ÑÃÍÎÂÆÍÂÏË, ÕÑ ÑÐÑ
ËÊÄÇÔÕÐÑ [6, 8] Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (21), ËÊ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÍÎáÚËÕß, ÚÕÑ
P �ÿ��z� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËá ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ
ÕÑÚÇÚÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ, ÓÂÄÐÞØ 1 Ë ÿ1, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ Ä
ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ
ËÐÄÇÓÔËË ÔÓÂÊÖ ÆÎâ ÒÇÓÄÑÅÑ Ë ÄÕÑÓÑÅÑ ÍÓÖÅÑÄ [6], Õ.Ç.

P �ÿ��z� � ÿ 1

2pe0
ln

�
zÿ l=2� b

z� l=2ÿ b

�
;

b � l

2
ÿ

�������������������������
l

2

�2

ÿ a2

s
:

±ÓË àÕÑÏ ÇÏÍÑÔÕß ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÓÂ C �ÿ�

ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÐÂ

C �ÿ� � pe0
ln�a=b� :

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÒÑÎÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË Ñ ÆÄÖØ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÍÓÖÅÂØ, ÐÖÉÐÑ
ÐÂÌÕË P ����z�, ÆÎâ ÚÇÅÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÑÒËÔÂÐÐÞÌ ÄÞÛÇ
ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÒÓËÐÙËÒÇ ´ÑÏÔÑÐÂ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÆ-
ØÑÆ. ¡ÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏ P ����z� ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËÇÌ ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÑÄ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÍÓÖÅÑÄ (8). µÚËÕÞ-
ÄÂâ ÔËÏÏÇÕÓËá ÊÂÆÂÚË, ÄÞÃËÓÂÇÏ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (9)
N1 � N2 � N, l�1�0 � l�2�0 � l���0 =2,

l�1�kr � �ÿ1�kl�2�kr � l���0 akLk; l�1�ki � l�2�ki � 0 : �22�

¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Lk ÏËÐËÏËÊËÓÖÇÏ ÒÑ àÕËÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏ
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÖá àÐÇÓÅËá (11), ÊÂÒËÔÞÄÂâ ÆÎâ ÐÇÇ

W � l20
4pe0

�b� 2b � K� K � B̂ � K� ; �23�

ÅÆÇ

b � 1

2
ln

�
R 2

al

�
; bm � �ÿ1�

m

m
dm ;

Bmm � 2

m
� 2
�2mÿ 1�!

m! 2
d 2m ;

Bmn � 2�ÿ1�n�m �n�mÿ 1�!
n!m!

d n�m ; d � a

l
: �24�

±ÓË ÎáÃÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ K ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÏÖ ÒÓËÐ-
ÙËÒÖ ´ÑÏÔÑÐÂ ÄÇÎËÚËÐÂ W ÃÖÆÇÕ ÃÑÎßÛÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
ËÔÕËÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË Wi , ÄÞÓÂÉÂÇÏÑÌ ÚÇÓÇÊ ÇÏÍÑÔÕß ÔÑÇÆË-
ÐÇÐÐÞØ ÙËÎËÐÆÓÑÄC ��� Ë ÄÐÇÛÐËÌ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ ÓÂÆËÖÔA
[7] ÑÃÎÂÔÕË, ÄÐÇÛÐÇÌ Í ÆÄÖÏ ÍÓÖÅÂÏ, ÍÂÍ

Wi � l20
2C ���

� l20
4pe0

ln
R

A
:

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

Wi < minW � l20
4pe0

�bÿ b � B̂ÿ1 � b� ;

ÆÎâ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÐÂØÑÆËÏ

A >
a���
d
p exp �b � B̂ÿ1 � b� : �25�

±Ñ ÔÕÇÒÇÐË ÃÎËÊÑÔÕË ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (25) Í
ËÔÕËÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá A ÃÖÆÇÏ ÔÖÆËÕß Ñ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÂÒÒÓÑÍ-
ÔËÏÂÙËË ËÔÕËÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÑÃÐÞÏ.

©ÂÒËÛÇÏ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (25) ÆÎâ ÒÇÓÄÞØ ÒÑÓâÆÍÑÄ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ:

A > A0 � a���
d
p ; A > A1 � a���

d
p exp

�
d2

2�1� d2�

�
; �26�

A > A2 � a���
d
p exp

�
2d2 � d4 � 3d6

4�1� d2 � 3d4 � d6�

�
; �27�

A > A3 �

� a���
d
p exp

�
d2�11d10 � 12d8 � 50d6� 11d4 � 3d2 � 6�
12�d12 � 6d10 � 7d8 � 11d6 � 3d4 � d2 � 1�

�
:

�28�

¿ÕËÏ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ ÃÖÆÖÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß ÊÐÂÚÇÐËâ

K� ÿB̂ÿ1 � b ; �29�
Â ËÏÇÐÐÑ:

K0 � 0 ; K1 � ÿ
�

d

2�1� d2�

�
;

K2 �
ÿ
d�1� 2d4�; ÿd2�1ÿ d2��
2�d6 � 3d4 � d2 � 1� ; �30�

K3 � 1

2D�d�
d� 2d5 � 9d7 � 3d 11

ÿd2�1ÿ d2 � 6d6 ÿ 3d8�
d3�1ÿ 2d2 ÿ 3d4 � d6�

0B@
1CA;

D�d� � d12 � 6d10 � 7d8 � 11d6 � 3d4 � d2 � 1 : �31�

¬ÂÍ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, Ô ÓÑÔÕÑÏ ÒÑÓâÆÍÂ ÂÒÒÓÑÍÔË-
ÏÂÙËË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ KN Ë
�b � B̂ÿ1 � b�N ÖÔÎÑÉÐâáÕÔâ. ´ÂÍ, ÇÔÎË ÒÓË N � 3 ÑÐË ÇÜÇ
ÄÏÇÜÂáÕÔâ Ä ÔÕÓÑÍÖ, ÕÑ ÒÓË N � 4 ÆÎâ ËØ ÊÂÒËÔË ÔÕÓÑÍË
ÖÉÇ ÐÇ ØÄÂÕÂÇÕ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,ÿ

b � B̂ÿ1 � b�
4
� f4�d�

g4�d� ;

f4�d� � d 2�25d 18 � 58d 16 � 409d 14 � 311d 12 � 181d 10�
� 423d 8 � 103d 6 � 22d 4 � 6d 2 � 12� ;

g4�d� � 24�d 20 � 10d 18� 25d 16 � 63d 14 � 56d 12�
� 37d 10 � 42d 8 � 11d 6 � 3d 4 � d 2 � 1� :

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÕÑÚÐÑÔÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ AN, Â ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÐÇÌ Ë ÕÑÚÐÑÔÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ËÔÕËÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÑÃÐÞÏË, ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÕË Ô ÖÏÇÐßÛÇ-
ÐËÇÏ d. ±ÑàÕÑÏÖ ËÔÔÎÇÆÖÇÏ ÔØÑÆËÏÑÔÕß AN ÆÎâ ÔÂÏÑÅÑ
ÐÇÃÎÂÅÑÒÓËâÕÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ d � 0;5, ÍÑÅÆÂ ÍÓÖÅË ÔÑÒÓËÍÂ-
ÔÂáÕÔâ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ±ÑÆÔÕÂÄËÄ Ä ×ÑÓÏÖÎÞ (26) ë
(31) ÊÐÂÚÇÐËÇ d � 0;5, ÐÂÌÆÇÏ

A0

a
�

���
2
p
� 1;41421356 ;

A1

a
�

���
2
p

exp

�
1

10

�
� 1;56294770 ;

A2

a
�

���
2
p

exp

�
13

124

�
� 1;57052868 ;

A3

a
�

���
2
p

exp

�
2825

26919

�
� 1;57071312 ;

A4

a
�

���
2
p

exp

�
4827473

45990744

�
� 1;570728896 ;

A5

a
�

���
2
p

exp

�
27199086917

259063704600

�
� 1;57076623 ;
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A6

a
�

���
2
p

exp

�
40833357818741

388865710509000

�
� 1;570791939 :

³ÓÂÄÐËÄÂâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ô ÕÑÚ-
ÐÞÏ

A

a
� p

2
� 1;57079633 ;

ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß ÓÂÔÚÇÕÂ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ
ÓÂÆËÖÔÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÍÕÖÒÑÎßÐÑÌ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË

D � Aÿ A3

A
� 5;30� 10ÿ5 � 0;00530%

ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÕÞÔâÚÐÞÇ ÆÑÎË ÒÓÑÙÇÐÕÂ. ©Â ÔÓÇÆÐáá ÍÄÂ-
ÆÓÂÕËÚÐÖá ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ËÔÕËÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÒÓÑÃÐÞÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÐâÕß ÄÇÎËÚËÐÖ����

D
p
� 0;73% :

³ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË ÍÓÖÅÑÄ (Ô
ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ d) àÕË ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕË ÃÖÆÖÕ ÖÏÇÐßÛÂÕßÔâ.

¦ÔÎË ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÕÑÚÐÑÔÕß ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÌ
ÆÎâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ, ÕÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÜËÌ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÐÂØÑÆËÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ (1),
ÒÑÆÔÕÂÄÎââ Ä ÐÇÇ Np � N � 3 Ë

K3 � �120; ÿ426; 84�
6729

:

©ÐÂâ ÄÊÂËÏÐÖá ÇÏÍÑÔÕß ÆÄÖØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÍÓÖÅÑÄ Ë
ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ

C
���
N � 2pe0

ln�R=AN� ;

ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÑÙÇÐÍÖ ÔÐËÊÖ ÆÎâ ÏÂÕÓËÙÞ ÇÏÍÑÔÕÐÞØ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÔËÔÕÇÏÞ ÆÄÖØ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ
ÍÓÖÅÑÄ

Ĉ
�i�
N �

C �ÿ� � 1

4
C
���
N

1

4
C
���
N ÿ C �ÿ�

1

4
C
���
N ÿ C �ÿ� C �ÿ� � 1

4
C
���
N

0B@
1CA :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÂâ
ÔØÇÏÂ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË Ñ ÇÏÍÑÔÕÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂØ ÆÄÖØ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÍÓÖÅÑÄ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÇÔßÏÂ
ÒÓÑÔÕÞÏ Ë ÕÑÚÐÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâÏ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÏ Ä
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÇ ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÔÑÒÓËÍÑÔÐÑÄÇÐËâ
ÍÓÖÅÑÄ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ ì ÚÂÔÕ-
ÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÊÂÆÂÚË ÕÓÇØ ÕÇÎ.

6. ©ÂÆÂÚÂ Ñ ÄÐÇÛÐÇÏ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÏ ÓÂÆËÖÔÇ
ÕÓÇØ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ
Ë ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÂ ÍÓÖÅÑÄ

±ÖÔÕß ËÏÇáÕÔâ ÕÓË ÍÓÖÅÂ Ô ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË ÓÂÆËÖÔÂÏË a,
ÙÇÐÕÓÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ Ä ÄÇÓÛËÐÂØ ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÑÌ l5 2a Ë ÙÇÐÕÓÑÏ Ä ÐÂÚÂÎÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¸ÇÐÕÓ ÒÇÓÄÑÅÑ ÍÓÖÅÂ ÒÑÏÇÔÕËÏ ÐÂ ÒÑÎÖÑÔË
x > 0, ÕÑÅÆÂ

z1� l���
3
p ; z2� l���

3
p exp

�
i
2p
3

�
; z3� l���

3
p exp

�
ÿ i

2p
3

�
:

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ËÔÔÎÇÆÖÇÏÂâ ÊÂÆÂÚÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÊÂÆÂÚÇ Ñ
ÇÏÍÑÔÕË ÕÓÇØ ÔÑÇÆËÐÇÐÐÞØ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ
ÍÓÖÅÑÄ, ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÏ P ����z� ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËÇÌ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÑÄ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ ÍÓÖÅÑÄ (8).
µÚËÕÞÄÂâ ÔËÏÏÇÕÓËá ÊÂÆÂÚË, ÄÞÃËÓÂÇÏ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (9)
N1 � N2 � N3 � N, l�1�0 � l�2�0 � l�2�0 � l���0 =3:

l�1�n � l�1�nr � l0anLn ; l�2�n � exp

�
i
2np
3

�
l�1�nr ;

l�3�n � exp

�
ÿ i

2np
3

�
l�1�nr : �32�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚËÔÎÑ ÄÂÓßËÓÖÇÏÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÑÍÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä 6 ÓÂÊ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÊÂÆÂÚÇÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÇÕ
ÔËÏÏÇÕÓËË Ä ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËË ÍÓÖÅÑÄ.

¿ÐÇÓÅËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÑÕÄÇÚÂáÜÂâ ÕÂÍÑÌ
ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË, ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

W � l20
4pe0

ÿ
b� 2b � K� K � B̂ � K� ; �33�

ÅÆÇ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÓÂÔÚÇÕ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (4) Ë (10),

b � 1

3
ln

R3

al2
; bn � �ÿ1�n 2

n
cos

�
np
6

�
d n ;

Bnn � 3

�
1

n
� 2
�2nÿ 1�!

n!2
d 2n

�
;

Bmn�6
�n�mÿ 1�!

m!n!
�ÿ1�n�m cos

�
�mÿ n� p

6

�
d n�m: �34�

±ÓË ÎáÃÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ K ÄÇÎËÚËÐÂ W ÃÖÆÇÕ ÃÑÎßÛÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ËÔÕËÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË Wi , ÄÞÓÂÉÂÇÏÑÌ ÚÇÓÇÊ ÇÏ-
ÍÑÔÕß ÔÑÇÆËÐÇÐÐÞØ ÍÓÖÅÑÄ C ��� Ë ÄÐÇÛÐËÌ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ
ÓÂÆËÖÔ A ÍÂÍ

Wi � l20
2C ���

� l20
4pe0

ln
R

A
:

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

Wi < minW � l20
4pe0

ÿ
bÿ b � B̂ÿ1 � b� ;

ÆÎâ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÐÂÌÆÇÏ

A > adÿ2=3 exp
ÿ
b � B̂ÿ1 � b� : �35�

±Ñ ÔÕÇÒÇÐË ÃÎËÊÑÔÕË ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (35) Í
ËÔÕËÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá A ÃÖÆÇÏ ÔÖÆËÕß Ñ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÂÒÒÓÑÍ-
ÔËÏÂÙËË ËÔÕËÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÑÃÐÞÏ.

©ÂÒËÛÇÏ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (35) ÆÎâ ÒÇÓÄÞØ ÒÑÓâÆÍÑÄ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ:

A > A0 � adÿ2=3 ; A > A1�adÿ2=3 exp
�

d 2

1� 2d2

�
;

�36�

A > A2 � adÿ2=3 exp
�

6d 2 � d 4 � 26d 6

6�1� 2d 2 � 6d 4 � 6d 6�

�
; �37�

A > A3 � adÿ2=3 exp
�
f3�d�
g3�d�

�
; �38�

f3�d��d 2�157d 10 � 20d 8 � 120d 6� 26d 4� d 2 � 6�;
g3�d� � 6�30d12 � 48d10 � 37d8 � 26d6 � 6d4 � 2d2 � 1� :

¿ÕËÏ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÊÐÂÚÇÐËâ

K� ÿB̂ÿ1 � b ; �39�
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Â ËÏÇÐÐÑ:

K0 � 0 ; K1 �
� ���

3
p

d

3�1� 2d 2�

�
;

K2 �
ÿ ���

3
p

d�1� 5d 4�; ÿd 2�1ÿ 4d2��
3�6d6 � 6d4 � 2d 2 � 1� ; �40�

K3 � 1

3D�d�

���
3
p

d�1� 5d 4 � 20d 6 � 34d10�
ÿd 2�1ÿ 4d 2 � 20d 6 ÿ 47d 8�
ÿ3 ���

3
p

d5�1� 2d 2 ÿ 3d 4�

0B@
1CA ; �41�

D�d� � 30d 12 � 48d 10 � 37d 8 � 26d 6 � 6d 4 � 2d 2 � 1 :

¬ÂÍ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, Ô ÓÑÔÕÑÏ ÒÑÓâÆÍÂ ÂÒÒÓÑÍÔË-
ÏÂÙËË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ KN Ëÿ
b � B̂ÿ1 � b�

N
, ÖÔÎÑÉÐâáÕÔâ. ±ÓËÄÇÆÇÏ ÊÆÇÔß ÇÜÇ ÑÆÐÖ

ÑÙÇÐÍÖ ÆÎâ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÖá N � 4:ÿ

b � B̂ÿ1 � b�
4
� f4�d�

g4�d� ;

f4�d� � d 2�2950d 18 � 728d 16 � 5677d 14 � 2986d 12�
� 480d 10 � 882d 8 � 241d 6 � 52d 4 � 2d 2 � 12� ;

g4�d��12�250d 20 � 560d 18� 790d 16 � 820d 14� 400d 12�
� 188d 10 � 107d 8 � 26d 6 � 6d 4 � 2d 2 � 1� :

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÕÑÚÐÑÔÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ AN, Â ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÐÇÌ Ë ÕÑÚÐÑÔÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ËÔÕËÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÑÃÐÞÏË, ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÕË Ô ÖÏÇÐßÛÇ-
ÐËÇÏ d. ±ÑàÕÑÏÖ ËÔÔÎÇÆÖÇÏ ÔØÑÆËÏÑÔÕß AN ÆÎâ ÔÂÏÑÅÑ
ÐÇÃÎÂÅÑÒÓËâÕÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ d � 0;5, ÍÑÅÆÂ ÍÓÖÅË ÔÑÒÓËÍÂ-
ÔÂáÕÔâ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ±ÑÆÔÕÂÄËÄ Ä ×ÑÓÏÖÎÞ (36) ë
(41) ÊÐÂÚÇÐËÇ d � 0;5, ÐÂÌÆÇÏ
A0

a
� 22=3�1;58740105 ;

A1

a
� 22=3 exp

�
1

6

�
�1;87529276;

A2

a
� A1

a
;

A3

a
� 22=3 exp

�
3407

20316

�
� 1;87723219 ;

A4

a
� 22=3 exp

�
1071625

6385716

�
� 1;87744924 ;

A5

a
� 22=3 exp

�
6616067471

39423215880

�
� 1;87745987 :

³ÓÂÄÐËÄÂâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ Ô
ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏË

A6

a
� 1;87749291 ;

A7

a
� 1;87749902 ;

A8

a
� 1;87749913 ;

A9

a
� 1;87750048 ;

ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß ÓÂÔÚÇÕÂ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ
ÓÂÆËÖÔÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÍÕÖÒÑÎßÐÑÌ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË
ÓÂÊÖÏÐÑ ÑÙÇÐËÕß ÍÂÍ

D � A9 ÿ A3

A9
� 1;43� 10ÿ4 � 0;0143% :

¿ÕÂ ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÕÞÇ ÆÑÎË ÒÓÑÙÇÐÕÂ. ©Â
ÔÓÇÆÐáá ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÖá ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ
ËÔÕËÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÑÃÐÞÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÐâÕß ÄÇÎËÚËÐÖ����

D
p
� 1;19% :

¥Îâ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ ÏÇÉÆÖ ÙÇÐÕÓÂÏË ÍÓÖÅÑÄ (ÏÇÐß-
ÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ d) àÕË ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕË ÃÖÆÖÕ ÏÇÐßÛÇ.

¦ÔÎË ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÕÑÚÐÑÔÕß ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÌ
ÆÎâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ, ÕÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÜËÌ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÐÂØÑÆËÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ (1),
ÒÑÆÔÕÂÄÎââ Ä ÐÇÇN � 3 ËK3 ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (41). ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ,
ÚÕÑ ÒÓË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË, ÊÂÆÂÄÂâ ÊÂÓÂÐÇÇ ÕÑÚÐÑÔÕß ÂÒ-
ÒÓÑÍÔËÏÂÙËË, ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÊÐÂÚÇÐËÇ N, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ
ÕÂÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕË.

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÑÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ËÏÇÐÐÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ×ÑÓÏÞ ÊÂÒËÔË àÎÇÍÕÓÑÔÕÂ-
ÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ Ä ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ
ÆÂÕß ÒÑÐâÕËÇ Ñ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎâØ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ë ËØ
àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ. °ÓÅÂÐËÚÇÔÍÑÇ ÔÑÚÇÕÂÐËÇ ÕÂÍÑÅÑ
ÒÑÆØÑÆÂ Ô ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÏË ÒÓËÐÙËÒÂÏË ÆÂÎÑ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ÒÑÔÕÓÑËÕß ÒÑÎÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÊÂÆÂÚ ÏÐÑÅËØ
ÕÇÎ Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ. ±ÑÔÕÓÑÇÐÐÂâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÂâ ÔØÇÏÂ
ÒÓË ÓÂÔÚÇÕÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÃÑÎßÛÑÅÑ
ÚËÔÎÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÍÓÖÅÑÄÞØ ÒÓÑÄÑÆÑÄ ÒÑÕÓÇÃÖÇÕ ÆÎâ
ÔÄÑÇÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ¿£®.
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Electric multipole interaction energy in a plane and the point multipole approximation
for the electric éeld of conductors
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Complex plane representation of electric potential is used to obtain relations for the interaction energy of electric multipoles in a plane,
which can be usefully applied to the variational calculation of the electric éeld in a system of parallel circular wires.
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