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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÃÞÔÕÓÞÌ ÕÇØÐÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ ÒÓÑÅÓÇÔÔ
ÒÑÊÄÑÎËÎ ÔÑÊÆÂÕß ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÐËÊÍÑÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÔÎÑÉÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÑÓÏÞ [1, 2], ÕÂÍËÇ ÍÂÍ ÔÄËÕÍË,
ÍÑÎßÙÂ, ÔÒËÓÂÎË, ÅÑ×ÓËÓÑÄÍË Ë Õ.Æ. ¿ÕÑ ÑÃÖÔÎÑÄËÎÑ

ÄÑÊÑÃÐÑÄÎÇÐËÇ ËÐÕÇÓÇÔÂ Í ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÏÖ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËá ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÞØ ÐËÊÍÑÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ.

£ÞÄÑÆÖ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÞØ
ÐËÊÍÑÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÒÑÔÄâÜÇÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ
ÓÂÃÑÕ. ¿ÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÞØ ÐËÊÍÑ-
ÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ ËÊÖÚÂÎËÔß ÍÂÍ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË [3 ë 6],
ÕÂÍ Ë àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ [7, 8].

±ÑÐËÉÇÐËÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂ ÔÚÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ
ÆÄËÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÒÑ ÑÆÐÑÌ ËÎË ÐÇÔÍÑÎßÍËÏ ÍÑÑÓÆËÐÂ-
ÕÂÏ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏÖ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËá ÔÑÔÕÑâÐËÌ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ¦ÔÎË ÔËÔÕÇÏÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÂ, ÕÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ
ÖÓÑÄÐË ÐÂÚËÐÂáÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.
´ÂÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÂÆÇÍÄÂÕÐÑ, ÇÔÎË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÊ-
ÏÇÓ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÄÇÎËÍ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÕÑÎÜËÐÑÌ
ÔÎÑâ ËÎË ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÒÓÑÄÑÎÑÍË. ±ÑÆÑÃÐÑÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐËÕß Í ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÞÏ
ÐËÊÍÑÓÂÊÏÇÓÐÞÏ ÔËÔÕÇÏÂÏ. ±ÑÆ ÕÂÍÑÄÞÏË ÏÞ ÒÑÐË-
ÏÂÇÏ ÔËÔÕÇÏÞ, ÎÑÍÂÎßÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÇ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÏË ÒÎÑÔÍËÏË ÆÄÖÏÇÓÐÞÏË ËÎË ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞÏË
ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÏË. ±ÓÑÔÕÑÌ (ÐÑ ÐÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÌ!) âÄÎâÇÕÔâ ÔËÕÖÂÙËâ "ÓÂÄÐÑÛËÓËÐÐÑÅÑ" ÍÄÂÐ-
ÕÑÄÂÐËâ, ÍÑÅÆÂ ÔËÔÕÇÏÂ Ä ÍÂÉÆÑÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÔÇÚÇÐËË
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ ÖÆÇÓÉËÄÂáÜËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ.

¦ÔÎË ÃÞ ÆÄËÉÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÎÑ ÔÕÓÑÅÑ ÒÑ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ËÎË ÍÓËÄÑÌ ÎËÐËË, ÕÑ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ
ÑÒËÔÂÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Í
ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ËÎË ÑÆÐÑÏÇÓ-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ.
µÚÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÕÑÎÜËÐÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÎÑâ ËÎË
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÒÓÑÄÑÎÑÍË ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÔÎÑÉÐâÇÕ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ. £ ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß, ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÃÑÎßÛËÏ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞÏ 1=d 2 ÄÍÎÂÆÂÏ Ä àÐÇÓÅËá. ¦ÔÎË ÖÔÕÓÇÏËÕß
ÕÑÎÜËÐÖ d Í ÐÖÎá, ÕÑ àÕË ÄÍÎÂÆÞ ÃÖÆÖÕ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß, Ä ÕÑ
ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ àÐÇÓÅËâ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
ÏÑÉÇÕ ÑÔÕÂÄÂÕßÔâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÇ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÖÆÇÓÉËÄÂáÜÇÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
Ë ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, àÕË ÄÍÎÂÆÞ ÕÑÉÇ
ÒÑÔÕÑâÐÐÞ Ë ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÍÎáÚÇÐÞ ÔÆÄËÉÍÑÌ àÐÇÓÅËË.
¯ÂÎËÚËÇ ËÔÍÓËÄÎÇÐËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏ ÄÍÎÂ-
ÆÂÏ Ä àÐÇÓÅËá, ÍÑÕÑÓÞÇ, ÑÔÕÂÄÂâÔß, Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ,
ÏÂÎÞÏË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô àÐÇÓÅËÇÌ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ, ÑÍÂÊÞ-
ÄÂáÕÔâ ÔÓÂÄÐËÏÞÏË Ô ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓ-
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ÅËÇÌ. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÄÍÎÂÆÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ë ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ, ÕÑ ÑÐÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÎÑÍÂÎßÐÞÏË ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ±Ñ ÓÂÊÏÇÓÐÑ-
ÔÕË ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎÇÐ ÄÕÑÓÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÍÓËÄËÊÐÞ ÔËÔÕÇÏÞ.

¦ÔÎË ÒÓÑÆÑÎßÐÂâ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ àÐÇÓÅËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ
ÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ËÐÕÇÓÄÂÎÂÏË ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÂÐËâ, ÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÞÏ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÍÓËÄËÊÐÞ ÔËÔÕÇÏÞ. ¦ÔÎË ÉÇ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ
àÐÇÓÅËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÔÓÂÄÐËÏÂ ËÎË ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ
ËÐÕÇÓÄÂÎÞ, ÕÑ ÏÑÉÇÕ ÒÓÑâÄËÕßÔâ ÄÎËâÐËÇ ÆÓÖÅÑÅÑ ×ÂÍ-
ÕÑÓÂ: ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÑÇ ÔÏÇÜÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Í ÄÐÇÛÐÇÌ
ÔÕÑÓÑÐÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ âÏÞ ÆÂÇÕ ÄÍÎÂÆ Ä àÐÇÓÅËá, ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ÍÓËÄËÊÐÇ, ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË Ë ÕÑÎÜËÐÇ
ÔÎÑâ.

°ÕÎËÚËÇ ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÞØ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÑÕ ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÞØ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÖÚËÕÞÄÂÕß ËØ ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÖá ÅÇÑÏÇÕÓËá (×ÑÓÏÖ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ËÔÒÞÕÞÄÂÕß ÒÑÄÑÓÑÕ ÄÆÑÎß
ÒÓÑÄÑÎÑÍË, ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ
ÔËÔÕÇÏÞ ÆÑÎÉÇÐ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÍÂÍ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ, ÕÂÍ Ë ÊÂÍÓÖÚÇÐÐÑÔÕßá ÒÓÑÄÑÎÑÍË ÄÆÑÎß ÇÇ ÑÔË.
¬ÓÖÚÇÐËÇ Ë ÍÓËÄËÊÐÂ ÑÍÂÊÞÄÂáÕ ÄÎËâÐËÇ ÕÂÍÉÇ ÐÂ
ÔÒËÐÑÄÖá ÔÕÇÒÇÐß ÔÄÑÃÑÆÞ, ÒÓËÄÑÆâ Í ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏ
ÄÍÎÂÆÂÏ Ä ÔÒËÐ-ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÇ (³°) ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ Ä
ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞØ ÐËÊÍÑÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ. ±ÇÓÇÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÇ ÄÑÒÓÑÔÞ Ë ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÆÇÓÉÂÐËÇ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ
ÆÑÍÎÂÆÂ.

2. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË

¿××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÐÂ ËÔÍÓË-
ÄÎÇÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ³°-ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÄÞÄÑÆËÎÔâ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [3, 4]. ®Þ ÑÃÑÃÜËÏ ÒÑÆØÑÆ,
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÌ Ä àÕËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÐÇÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÅÑ ÍÑÐ×ÂÌÐÏÇÐÕÂ ÒÑÒÇÓÇÍ ÔÎÑâ, ËÔØÑÆâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ô ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏ ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐ-
ÐÞÏ ÔÒÇÍÕÓÑÏ:�
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©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ÒÑÎÂÅÂÇÏ �h � 1; mì à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ.
±ÖÔÕß a �q1; q2� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÒÑÄÇÓØ-

ÐÑÔÕß Ä 3D-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ±ÂÓÂÏÇÕÓÞ q1 Ë q2 ÏÑÅÖÕ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. áÃÂâ ÕÑÚÍÂ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÎÑÇ, ÑÍÓÖÉÂá-
ÜÇÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß, ÊÂÆÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

r �q1; q2; q3� � a �q1; q2� � q3n; jq3j4d ; �2�

ÅÆÇ n � q1a� q2a=jq1a� q2ajì ÑÓÕ ÐÑÓÏÂÎË Í ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË, qi � q=qqi, ÕÑÎÜËÐÂ ÔÎÑâ d ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÏÂÎÑÌ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ ÍÓËÄËÊÐÞ. ´ÓËÂÆÂ fq1; q2; q3g
ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä 3D-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

©ÂÆÂÚÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÄÞÄÑÆÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐËÂÐÂ ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.
±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÆÐÑ âÏÞ q3 � 0 ÑÃÓÂÊÖÇÕ àÍÄËÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÖá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ q3.
®Þ ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÆÎËÐÞ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË q3 � 0, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÓÂÆËÖÔÞ ÍÓËÄËÊÐÞ,
ÒÓÇÄÞÛÂáÕ ÛËÓËÐÖ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ âÏÞ. ´ÂÍÂâ ÒÑÕÇÐ-

ÙËÂÎßÐÂâ âÏÂ âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÒÎÑÔÍÑÌ, ÒÑàÕÑÏÖ ÆÎâ
ÑÒËÔÂÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÏÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ àÕÑÏÖ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËá ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ C ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä
ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ×ÖÐÍÙËâÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ä
âÏÇ fn�q3�:

C � 1����
f
p

X
n

cn�q1; q2�fn�q3� ;�
p23
2m
�U

�
fn � Enfn ; �3�

ÅÆÇ En ì àÐÇÓÅËâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ×ÖÐÍÙËâ
f � �����������������������������������

det�Gi j�=det �gi j�
p

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÆÇÕÇÓ-
ÏËÐÂÐÕÑÄ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÅÑ Gi j Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ gi j ÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ. ±ÓËÏÇÐââ ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÂÆËÂÃÂÕËÊÂÙËË,
ÐÂØÑÆËÏ ÆÎâ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
Ä n-Ì ÒÑÆÊÑÐÇ:

Ĥ �ÿ 1

2m
D̂0 � Vg �q1; q2� � Ĥc ; Ĥc� ÿ 1

2m
�q3�n n D̂1 ;

�4�
ÅÆÇ

D̂0 � 1���
g
p

X2
i; j�1

qi
���
g
p

gi jqj ; �5�

D̂1 � ÿ
�
D̂0; Sp�b̂�

	ÿ
ÿ 1���

g
p qi

���
g
p �

2�ĥÿ1�i j det�b̂� � g i j Sp�b̂��qj ; �6�

�q3�n n � hfnjq3jfni, b̂ � ÿ�ĥĝÿ1�, hi j � hj i � ÿqi a qj n ì
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÄÕÑÓÑÌ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÞ; ×ËÅÖÓ-
ÐÞÇ ÔÍÑÃÍË ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÔËÏÏÇÕÓËÊÂÙËá ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ.

°ÒÇÓÂÕÑÓ D̂0 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÚËÔÕÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕ-
ÐÖá ÚÂÔÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÂÒÎÂÔÂ. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË,
ÿD̂0=2m ì ÒÓÑÆÑÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË. £
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÑ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËá àÕÑÕ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÆÄËÉÇÐËá ÚÂÔÕËÙÞ ÒÑ ÅÇÑÆÇ-
ÊËÚÇÔÍËÏ ÎËÐËâÏ.

¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Vg ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐ
ÚÇÓÇÊ ÅÎÂÄÐÞÇ ÍÓËÄ�iÊÐÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË K1;2 [4]:

Vg�q1; q2� � ÿ 1

8m

��Tr b̂ �2 ÿ 4 det b̂
� � ÿ �h2

8m
�K1 ÿ K2�2 :

�7�
¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (7), Vg ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
ÍÑÐ×ÂÌÐÏÇÐÕÂ. ¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÒÑÔÕÑâÐÐÖá ±ÎÂÐÍÂ Ë Ä ÚËÔÕÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß.

£ÇÎËÚËÐÂ Ĥc ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÑÌ ÔËÎÑÌ ì àÎÇÍÕ-
ÓÑÐ, ÆÄËÉÖÜËÌÔâ ÄÆÑÎß ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË,
ÔÏÇÜÂÇÕÔâ Í ÄÐÇÛÐÇÌ ÔÕÑÓÑÐÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ; ÇÔÎË
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ âÏÂ ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ, ÕÑ ÇÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ
àÐÇÓÅËâ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÑÌ
ÔËÎÇ. £ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÔÎÖÚÂâØ Ô×ÇÓÞ Ë ÍÓÖÅÎÑÅÑ ÙËÎËÐÆÓÂ
ÒÑÎÖÚËÏ:

Ĥc � ÿ�q3�nn
mR3

l̂ 2 �sfera� ; �8�

Ĥc � ÿ�q3�nn
mR3

l̂ 2z �cilindr� ; �9�
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ÅÆÇ l̂, l̂z ìÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Ë ÇÅÑ ÒÓÑÇÍÙËË ÐÂ
ÑÔß ÙËÎËÐÆÓÂ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ĥc ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ
à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÏÂÔÔÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ d=R, ÅÆÇ
d ì ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ (à××ÇÍ-
ÕËÄÐÂâ ÕÑÎÜËÐÂ ÔÎÑâ); ÆÎâ ÙËÎËÐÆÓÂ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÖÇÕÔâ,
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÕÑÎßÍÑ ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÏÂÔÔÞ.

3. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÑÌ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÒÓÑÄÑÎÑÍË

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄËÉÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ô ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏ Ë
ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ ÔÒÇÍÕÓÑÏ Ä ËÊÑÅÐÖÕÑÌ Ë(ËÎË) ÔÍÓÖÚÇÐÐÑÌ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÒÓÑÄÑÎÑÍÇ. £ ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËË ÕÑÎÜËÐÑÌ ÕÂÍÂâ
ÒÓÑÄÑÎÑÍÂ ÊÂÆÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

r � a �q3� : �10�

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ q3 ÄÞÃÓÂÐÂ ÆÎËÐÂ ÆÖÅË ÄÆÑÎß àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ.
°ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÖÚÇÕÂ ×ÑÓÏÞ ÒÓÑÄÑÎÑÍË ÕÂÍÑÅÑ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ
ÑÒËÔÂÐËâ ÏÂÎÑ. ¦ÔÎË ÖÚÇÔÕß ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÕÑÎÜËÐÞ, ÕÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÔÓÇÆÐáá
ÎËÐËá ÄÐÖÕÓË ÒÓÑÄÑÎÑÍË, ÒÓÑØÑÆâÜÖá ÄÆÑÎß ÐÇÇ.

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÖá ËÔØÑÆÐÑ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÖá ÒÓÑÄÑÎÑÍÖ Ô ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÞÏ ÔÇÚÇÐËÇÏ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÞ, ÍÑÕÑÓÖá ÊÂÍÓÖ-
ÕËÎË ÄÆÑÎß ÑÔË Ë(ËÎË) ËÊÑÅÐÖÎË, ÒÓËÚÇÏ ËÊÅËÃ Ë ÍÓÖÚÇÐËÇ
ÒÓÑÄÑÎÑÍË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ q3. ®ÂÕÇ-
ÏÂÕËÚÇÔÍË ÒÓÑÄÑÎÑÍÖ ÏÑÉÐÑ ÊÂÆÂÕß ÍÂÍ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ
ÏÇÔÕÑ ÕÑÚÇÍ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÇ ÒÎÑÔÍÑÌ ×ËÅÖÓÑÌ ÒÓË ÇÇ
ÆÄËÉÇÐËË ÄÆÑÎß ÍÓËÄÑÌ, ÒÓËÚÇÏ:

1) ÒÎÑÔÍÑÔÕß ×ËÅÖÓÞ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ Í ÍÓËÄÑÌ Ä
ÕÑÚÍÂØ ËØ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ;

2) ÍÓËÄÂâ ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÕ ×ËÅÖÓÖ Ä ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÕÑÚÍÇ
×ËÅÖÓÞ.

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÃÖÆÇÏ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÕß ÆÄËÉÇÐËÇ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÑÄ ÒÑÒÇÓÇÍ ÒÓÑÄÑÎÑÍË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ, ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ
ÉÇÔÕÍËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ U�r�. ±ÑÕÇÐÙËÂÎ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÌ
ÐÂÛËÏ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâÏ, ÆÑÎÉÇÐ ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÍÓËÄÑÌ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ Ä ÎáÃÑÏ ÔÇÚÇÐËË, Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÔËÔÕÇÏÞ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÄÑÍÓÖÅ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ Í ÍÓËÄÑÌ. £ÞÃÇÓÇÏ ÕÂÍÖá
ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞØ), Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ ÐÇ ÊÂÄËÔÇÎ ÃÞ ÑÕ q3. £ÄÇÆÇÏ ÒÑÆÄËÉÐÞÌ ÓÇÒÇÓ
ÍÓËÄÑÌ ËÊ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ t�q3� � q3a, ÐÑÓÏÂÎË n�q3� �
� q3t=jq3tj Ë ÃËÐÑÓÏÂÎË b�q3� � t� n, Â ÕÂÍÉÇ ÔÄâÊÂÐÐÞÇ
Ô ÐËÏ ÄÇÍÕÑÓÞ

n1 � n cosfÿ b sinf ; n2 � n sinf� b cosf : �11�

©ÆÇÔß f�q3�ìÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÄÑÍÓÖÅ
t. °ÒÓÇÆÇÎËÏ ÐÑÄÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

r�q� � a�q3� � q1n1 � q2n2 : �12�

£ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ qi ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ËÏÇÇÕ ÄËÆ
U � U �q?�, ÅÆÇ q? � �q1; q2�.

®Þ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÕÑÎÜËÐÖ ÒÓÑÄÑÎÑÍË ÏÂÎÑÌ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ ÇÇ ÍÓËÄËÊÐÞ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÃÖÆÇÏ
ÒÑÎÂÅÂÕß ÏÂÎÞÏ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÍÓÖÚÇÐËâ
ÒÓÑÄÑÎÑÍË o � q3f ÐÂ ÇÇ ÕÑÎÜËÐÖ. ¿ÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÂÆËÂÃÂÕËÚÐÑÔÕß ÆÄËÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÒÑ
ÒÓÑÄÑÎÑÍÇ: ÒÓË ÒÓÑÆÑÎßÐÑÏ ÆÄËÉÇÐËË àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÔÑØÓÂ-
ÐâáÕ ÐÑÏÇÓ ÒÑÆÊÑÐÞ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ.

±ÓÑÄÇÆÇÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË F:

F�q� � 1

�G�1=4
X
n

fn�q?�cn�q3� ; �13�

ÒÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ Ä ÒÓÑÄÑÎÑÍÇ fn�q?�, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá�

p̂
2
?
2m
�U

�
cn � Encn ; �14�

ÅÆÇ En ì àÐÇÓÅËâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ÒÓÑÄÑÎÑÍÇ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ

ÔÑÔÕÑâÐËÌ. ¢ÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÔÑÔÕÑâÐËâ, ×ÑÓÏËÓÖáÜËÇÔâ ËÊ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ n, ÔÚËÕÂâ ÄÔÇ ÑÔÕÂÎß-
ÐÞÇ cn 0 ÒÓË n 0 6� n ÏÂÎÞÏË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô cn. £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÂØÑÆËÏ"

p̂ 2
3

2m
ÿ K2�q�

8m
� 1

2m
bnz

2�q� � 1

m
fKl; p̂ 2

3 g�q?�nn
�
cn �

� �Eÿ En�cn : �15�

©ÆÇÔß bn � �l̂ 2z �nn, z � t� o, tì ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÍÓÖÚÇÐËÇ
ÍÓËÄÑÌ.

£ÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ Ä (15) ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ËÊÄÇÔÕÐÞÌ [3, 4] ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÌ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÍÓËÄËÊÐÑÌ ÒÓÑÄÑ-
ÎÑÍË Ë ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÇÇ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. ´ÓÇÕßÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÐÖÕÓÇÐ-
ÐËÏ Ë ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÍÓÖÚÇÐËÇÏ ÒÓÑÄÑÎÑÍË. ¹ÇÓÇÊ
ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÑÕ �l̂ 2z �nn àÕÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÄËÆÂ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ. ª ÐÂÍÑÐÇÙ, ÚÇÕÄÇÓÕÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÑÕ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ �q?�nn. ¥Îâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄU�q?�, ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÑÄÑÓÑÕÂÏ (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ, ÂÍÔËÂÎßÐÑ-ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞØ) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÔË 3 ÐÂ ÖÅÎÞ 2p=N,N � 2; 3:::;
ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ �q?�nn � 0 ÆÎâ ÄÔÇØ n. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÕÂÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÇ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÞ, Â ÕÂÍÉÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÒÓÑÄÑÎÑÍË ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÅÑ
ÔÇÚÇÐËâ Ô ÉÇÔÕÍËÏË ÔÕÇÐÍÂÏË.

£ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÒÓÑÄÑÎÑÍË Ô
ÐÇÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ÚÇÕÄÇÓÕÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä
ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË (15) ÑÔÕÂÇÕÔâ. °ÐÑ ËÏÇÇÕ ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÑÇ
ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ: àÎÇÍÕÓÑÐ, ÒÇÓÇÆÄËÅÂáÜËÌÔâ ÒÑ ÍÓËÄÑ-
ÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÓÑÄÑÎÑÍÇ, ÒÓËÉËÏÂÇÕÔâ ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÑÌ ÔËÎÑÌ
Í ÄÐÇÛÐÇÌ ÔÕÑÓÑÐÇ ËÊÑÅÐÖÕÑÌ ÒÓÑÄÑÎÑÍË, ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ
ËÊÏÇÐâÇÕÔâ Ë ÇÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ Ä ÐÇÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ âÏÞ. ¿ÕÑÕ ÄÍÎÂÆ, ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ
ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÎÑÌ
ÆÑÃÂÄÍÑÌ Í ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÇÓÇ-
ÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ ÏÂÔÔÞ.

¥Îâ ÍÓÖÅÎÑÌ ÔÒËÓÂÎË ÓÂÆËÖÔÑÏ R, ÛÂÅÑÏ D Ë ÙÇÐÕÓÑ-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÔÇÚÇÐËÇÏ ÃÇÊ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÍÓÖÚÇÐËâ
(o � 0) à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ËÏÇÇÕ ÄËÆ (àÐÇÓÅËâ
ÑÕÔÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÑÕ ÆÐÂ n-Ì ÒÑÆÊÑÐÞ):

Ĥ � p̂ 2
3

2m
ÿ K2

8m
� bt2

2m
; �16�

ÅÆÇ K � 4p2R=�4p2R2 �D2�, jtj � 2pD=�4p2R2 �D2�; ÆÎâ
ÐËÉÐÇÌ ÒÑÆÊÑÐÞ Ä ÒÓÑÄÑÎÑÍÇ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ
b � p2=6ÿ 1:
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4. ³ÒËÐ-ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ

4.1. ¥ÄÖÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ (ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÂâ ÍÄÂÐÕÑÄÂâ âÏÂ).
ªÔØÑÆÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ³°-ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄÑ ÄÄÇÆÇÐÐÞØ
ÄÞÛÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ q1;2;3 ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ:

Ĥso � ia
1����
G
p �q3U� E i j

ÿ
s�qir�

�
qj ; �17�

ÅÆÇ E i j ì ÔËÏÄÑÎ ÇÄË-¹ËÄËÕÂ, E11 � E22 � 0,
E12 � ÿE21 � 1, a ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ³°-ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä
ÑÃÝÇÏÐÑÏ ÏÂÕÇÓËÂÎÇ.

¢ÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ³°-ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐËÂÐ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÏÂÎÑÔÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ d=R. ²ÇÊÖÎßÕÂÕ
ÆÑÄÑÎßÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÏÖ ÄÞÄÑÆÖ. °ÒÇÓÂÕÑÓ ³°-ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÑÆÇÓÉËÕ
ÆÄÂ ÄÍÎÂÆÂ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÌ Tn Ë ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ Ln ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÏ àÐÇÓÅËâÏ ÚÂÔÕËÙÞ
Ä ÆÂÐÐÑÌ ÒÑÆÊÑÐÇ. ±ÇÓÄÞÌ ÄÍÎÂÆ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÑÕ ÅÓÂ-
ÆËÇÐÕÂ (ÒÑÒÇÓÇÍ ÔÎÑâ) ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÞØ Í ÔÎÑá ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÄÕÑÓÑÌ ÇÔÕß ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÙÇÐÕÓÑÔÕÓÇ-
ÏËÕÇÎßÐÑÌ ÔËÎÞ, ÊÂÄÑÓÂÚËÄÂáÜÇÌ ÚÂÔÕËÙÖ ÄÆÑÎß ËÊÑÅÐÖ-
ÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË (ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÂâ Í ÒÑÆÄËÉÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
àÕÂ ÔËÎÂ ÆÂÇÕ ÆÑÃÂÄÍÖ Í à××ÇÍÕËÄÐÑÏÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ
ÒÑÎá). ±ÓË ÏÂÎÑÌ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ ÍÓËÄËÊÐÞ
ÆÎËÐÇ ÄÑÎÐÞ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÏÑÉÐÑ
ÔÚËÕÂÕß ÎÑÍÂÎßÐÑ ÒÎÑÔÍÑÌ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ (17) ÔÎÇÆÖÇÕ:

Ĥso � ÿ2a
�
Tn�sxp̂yKy ÿ syp̂xKx�ÿ

ÿ 1

2m
�Kx p̂ 2

x � Kyp̂ 2
y ��sx p̂y ÿ syp̂x�

�
: �18�

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÒÓËÄÇÆÇÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÐÂ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÆËÖ-
ÔÑÏ R:

enpz jz �
1

2mR2

(
k 2 � j 2z �

1

4
ÿ �a
2

�
1

4
� 3j 2z ÿ tn

�
�

�
������������������������������������������������������������������������������������������
j 2z

�
1� �atn ÿ �a

�
j 2z �

3

4

��2
� �a 2k2

�
j 2z �

1

4

�2
s )

: �19�

©ÆÇÔß �a � 2a=R2, tn � 2mR2Tn, k � pzR; pz Ë jz ìËÏÒÖÎßÔ
ÄÆÑÎß Ë ÏÑÏÇÐÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÔË ÙËÎËÐÆÓÂ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ.

4.2. °ÆÐÑÏÇÓÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ
(ÍÄÂÐÕÑÄÂâ ÒÓÑÄÑÎÑÍÂ Ô ËÊÅËÃÑÏ Ë ÍÓÖÚÇÐËÇÏ)
£ q-ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 3) ËÏÇÇÏ

Hso � aE i j k
1

G 1=4
�sj�qkU� p̂i 1

G 1=4
; �sj � �qjri� si : �20�

²ÂÊÎÂÅÂÇÏ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ q1;2 Ë ÖÔÓÇÆ-
ÐâÇÏ ÒÑ ×ÖÐÍÙËâÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ n-Ì ÒÑÆÊÑÐÞ. £
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÞÌ ³°-ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÎËÐÇÇÐ ÒÑ
ÒÓÑÆÑÎßÐÑÏÖ ËÏÒÖÎßÔÖ Ë ÔÑÆÇÓÉËÕ ÄÍÎÂÆÞ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞÇ ÍÂÍ ÍÓËÄËÊÐÇ, ÕÂÍ Ë ÍÓÖÚÇÐËá ÒÓÑÄÑÎÑÍË. £ÍÎÂÆ
ÍÓÖÚÇÐËâ ËÔÚÇÊÂÇÕ, ÇÔÎËU�q?� ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÙÇÐÕÓÑÏ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË. ´ÂÍ, ÆÎâ ÍÓÖÅÎÑÌ ÔÒËÓÂÎË ÓÂÆËÖÔÑÏ R Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ
ÛÂÅÑÏ D, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÓÑÄÑÎÑÍÑÌ ÍÓÖÅÎÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ,
ÒÑÎÖÚËÏ ÊÂÍÑÐ ÆËÔÒÇÓÔËË:

e�n ÿ e�n�min �

� 1

2m

�
p2� j pj

������������������������������������������������������������
4�maKEn�2� 4�maKEn� K� K

R

r �
; �21�

ÅÆÇ e�n�min ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÌ ÔÆÄËÅ n-Ì ÒÑÆÊÑÐÞ, ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ
ÍÓËÄËÊÐÞ Ë ÍÓÖÚÇÐËâ ÔÒËÓÂÎË.

5. £ÑÊÏÑÉÐÞÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ËÊÑÅÐÖÕÖá ÍÄÂÐÕÑÄÖá ÒÓÑÄÑÎÑÍÖ (ÕÑ ÉÇ
ÔÂÏÑÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, Ë Í ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ âÏÇ Ä ×ÑÓÏÇ
ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË). ±ÖÔÕß ÑÐÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ
ÔÑÒÓâÉÇÐËâ ÆÄÖØ ÒÓâÏÞØ Ô ÆÖÅÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ("ÑÕÍÓÞ-
ÕÂâ ÍÐËÅÂ") (ÓËÔ. 1). ¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÕÂÍÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ËÊÑÃÓÂÉÂÇÕÔâ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ âÏÑÌ ÅÎÖÃËÐÑÌ
1=8mR2 Ë ÛËÓËÐÑÌ Ry, ÅÆÇ R ì ÓÂÆËÖÔ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË, y ì
ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÒÓâÏÞÏË (y4 p). £ ÕÂÍÑÌ âÏÇ ËÏÇÇÕÔâ ÑÆÐÑ Ë
ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ. ±ÓË m � 0;07m0

(GaAs), R � 100 A
�
, y � p àÐÇÓÅËâ ÔÄâÊË W0 ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ

ÒÓËÏÇÓÐÑ 4 ¬; ÆÎâ y � p=2 W0 � 3 ¬. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ âÄÎâÇÕÔâ âÏÑÌ ÕÂÍÉÇ Ë ÆÎâ
ÆÞÓÑÍ, ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß ÍÑÐÆÇÐÔÂÙËË àÍÔËÕÑÐÑÄ Ä ÑÃÎÂ-
ÔÕË ËÊÅËÃÂ ÒÓÑÄÑÎÑÍË. £ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô
ÃÑÊÇ-ÚÂÔÕËÙÂÏË, ÔÒÇÍÕÓ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÏËÏÑ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÌ
ÚÂÔÕË Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÑÆËÐ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß. ±ÓË ÒÓÇÄÞÛÇÐËË ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË àÍÔËÕÑÐÑÄ, ÊÂÄËÔâÜÇÅÑ ÑÕ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ, ÚÂÔÕËÙÞ ÐÂÚÐÖÕ ÐÂÍÂÒÎËÄÂÕßÔâ Ä ÔÄâÊÂÐ-
ÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË. ¥Îâ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÄÞÛÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÍÓËÕË-
ÚÇÔÍÂâ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÑÓâÆÍÂ 105 ÔÏÿ1 ÒÓË
T � 1 ¬.

¥Îâ ÒÓÑÄÑÎÑÍË Ä ×ÑÓÏÇ ÍÓËÄÑÌ Ô ÑÆÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ q3 � q0 (ÒÂÓÂÃÑÎÂ, ÅËÒÇÓÃÑÎÂ)
ÒÓË ÖÔÎÑÄËË a�5R, ÅÆÇ a� ì à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ
àÍÔËÕÑÐÂ, ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏ ÒÑ
ÏÂÎÞÏ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâÏ �q3 ÿ q0�2. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Vg / 1=m,
ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ä àÍÔËÕÑÐÇ Ë ÆÄËÉÇÐËÇ ÇÅÑ ÙÇÐÕÓÂ
ÕâÉÇÔÕË ÓÂÊÆÇÎâáÕÔâ ÒÓË ÓÂÄÐÞØ ÏÂÔÔÂØ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë
ÆÞÓÍË me � mh. £ àÕÑÏ ÅËÒÑÕÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕß ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ àÍÔËÕÑÐÂ P ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ
ÚËÔÎÂ N ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËÇ ÙÇÐÕÓÂ
ÏÂÔÔ:

P2N / �2N�!
22N�N !�2 ; P2N�1 � 0 ; N � 0; 1; 2; . . . �22�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÎËÐËâ àÍÔËÕÑÐÐÑÅÑ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ (Ë
ÎáÏËÐÇÔÙÇÐÙËË) ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÖá ÕÑÐÍÖá
ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ÏÂÔÛÕÂÃ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÓâÆÍÂ 1=mR2. ±ÓË ÐÇÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÇ ÏÂÔÔ me 6� mh ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇ ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ
ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ, Ë ÔÒÇÍÕÓ ÖÔÎÑÉÐâÇÕÔâ, ØÑÕâ ÇÅÑ ÕÑÐÍÂâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ (Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÓâÏÑÌ ÒÓÑÄÑÎÑÍË ËÎË
ÒÎÑÔÍÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ âÏÞ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÑÄÂÎÂ ÃÞ ÎËÛß ÑÆË-

E

E0 � yÿ2

q

y

²ËÔ. 1. °ÆËÐÑÚÐÂâ ÍÄÂÐÕÑÄÂâ âÏÂ Ä ËÊÑÅÐÖÕÑÌ ÒÓÑÄÑÎÑÍÇ.
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ÐÑÚÐÂâ ÎËÐËâ, ÑÕÄÇÚÂáÜÂâ ÐÖÎÇÄÑÏÖ ÒÑÎÐÑÏÖ ËÏÒÖÎßÔÖ
àÍÔËÕÑÐÂ).

¥ÂÎÇÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ±-àÎÇÏÇÐÕ
(ÓËÔ. 2). ¦ÏÖ ÑÕÄÇÚÂáÕ ÆÄÇ ËÆÇÐÕËÚÐÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ
âÏÞ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË a ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ. ²ÇÊÑÐÂÐÔÐÑÇ ÓÂÔÜÇ-
ÒÎÇÐËÇ ÖÓÑÄÐÇÌ ÆÂÇÕ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÖá ÔËÔÕÇÏÖ, ÄÔÇ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÇÅÖÎËÓÖáÕÔâ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÇÇ
ËÊÅÑÕÑÄÎÇÐËâ (ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÌ ÍÖÃËÕ). ¸ÇÒÑÚÍÂ ±-àÎÇÏÇÐ-
ÕÑÄ ÕËÒÂ ÏÇÂÐÆÓÂ (ÓËÔ. 3) âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÇÆËÐÇÐËÇÏ ÍÖÃËÕÑÄ,
ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÍÑÕÑÓÞÏË ÏÑÉÇÕ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÕßÔâ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÚÇÓÇÊ ÑÃÏÇÐ ×ÑÐÑÐÂÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ (±¡£) ÒÑÆØÑÆâÜÇÌ ÚÂÔÕÑÕÞ. ±ÓËÍÎÂÆÞÄÂâ ÏÇØÂ-
ÐËÚÇÔÍËÇ ÖÔËÎËâ Í ÒÑÆÎÑÉÍÇ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÂØÑÆËÕÔâ
ÒÓÑÄÑÎÑÍÂ, ÏÑÉÐÑ ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÊÄÇÐßâ
ÏÇÂÐÆÓÂ, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÇÕ Í ÔÆÄËÅÖ ÖÓÑÄÐÇÌ Ä âÏÂØ Ë ÆÂÔÕ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÑÆÔÕÓÂËÄÂÕß àÎÇÏÇÐÕÞ ÙÇÒË Ä ÓÇÊÑÐÂÐÔ Ô
±¡£ ËÎË ÄÞÄÑÆËÕß ËØ ËÊ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ
ÕÂÍÉÇ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ
ÍÖÃËÕÑÄ.

¦ÜÇ ÑÆËÐ ÄÂÓËÂÐÕ ÔÄâÊË ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ Ë àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ
ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 4. ¿ÕÑ ÏÇØÂÐËÚÇ-
ÔÍËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ËÐÕÇÓ×ÇÓÑÏÇÕÓ. ªÊÅËÃÂâ ÑÆÐÑ ËÊ ÇÅÑ
ÒÎÇÚ, ÏÞ ÔÑÊÆÂÇÏ Ä ÐÇÏ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÆÄËÅÖ ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÒÓÑØÑÆâÜËØ ÚÇÓÇÊ ËÊÑÅÐÖÕÑÇ ÒÎÇÚÑ. ¿ÕÑÕ

ÔÆÄËÅ DF ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß ÒÓË kFR4 1 ÍÂÍ DF � y=8kFR,
ÅÆÇ y ì ÖÅÑÎ ËÊÅËÃÂ, kF ì ×ÇÓÏËÇÄÔÍÑÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ. £ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ kFR5 1 ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕ ÔÑÄÔÇÏ ÒÓÑÔÕ: DF � y=2.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓËÏÇÓ ÔËÔÕÇÏÞ 2D-àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÑÄ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô ÆÄÖÏâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË
ÅÎÂÄÐÞÏË ÍÓËÄËÊÐÂÏË. ²ÇÚß ËÆÇÕ ÑÃ ËÊÑÅÐÖÕÑÌ ÐÂÐÑ-
ÕÓÖÃÍÇ (¯´). £ÄÑÆâ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÆÎËÐÖ ÆÖÅË ÑÔË
¯´ s Ë ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÌ ÖÅÑÎ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÇÇ ÔÇÚÇÐËâ j,
ÒÑÎÖÚËÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ Ä ÄËÆÇ

Ĥ � ÿ 1

2m

�
1

ah

q
qj

�
h

a

q
qj

�
� 1

h

q
qs

�
1

h

q
qs

��
ÿ

ÿ 1

8m

�
1

a
ÿ cosj
R�s� � a cosj

�2
; h � 1� a cosj

R�s� : �23�

©ÆÇÔß a ì ÓÂÆËÖÔ ¯´, R�s� ì ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ÇÇ ÑÔË Ä
ÕÑÚÍÇ s.

ªÊÅËÃ ¯´ ÔÐËÏÂÇÕ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË ÒÑ
ÊÐÂÍÖ M ì ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ. ³ËÕÖÂÙËâ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂL-ÖÆÄÑÇÐËá Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÆÄÖØÂÕÑÏÐÞØÏÑÎÇÍÖÎ:
ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ ÔÑÔÕÑâÐËÌ�M ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ Ä 2M-Ï ÒÑÓâÆÍÇ
ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ®ÂÎÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ ÔÎÖÉËÕ ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ a=R. ¡ÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖâ ËÊÑÅÐÖÕÖá ¯´ ÆÖÅÑÌ ÕÑÓÂ
ÆÎËÐÑÌ L, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâM � �1:

jE�1; n ÿ Eÿ1; nj � 1

2mR2

�
Q4

k a
4 � 3

4
Q2

k a
2 ÿ 3

16

�
; �24�

ÅÆÇ Qk � kp=L, k � 1; 2; ::: ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÔÜÇÒÎâÇÕÔâ
ÎËÐËâ ÏÇÉÊÑÐÐÑÅÑ ËÎË ÄÐÖÕÓËÊÑÐÐÑÅÑ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÖÚÂÔÕÄÖÇÕ ÒÑÆÊÑÐÂ jM j � 1.

£ÕÑÓÞÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ËÊÅËÃÂ ¯´ âÄÎâÇÕÔâ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÇÇ
ÃÂÎÎËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÍÑÐÆÂÍÕÂÐÔÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÃÎÂÔÕß ËÊÅËÃÂ
ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÍÂÍ ÓÂÔÔÇËÄÂÕÇÎß àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ´ÑÚÐÇÇ, ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ Ä ËÊÑÅÐÖÕÑÌ ¯´ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ
ÇÆËÐËÙÞ ÆÂÉÇ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÒÓËÏÇÔÇÌ Ë ÆÇ×ÇÍÕÑÄ. ¢ÖÆÇÏ
ÔÚËÕÂÕß ¯´ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÌ, Õ.Ç.
R�s� ! 1 ÒÓË s! �1, Ë ÒÖÔÕß, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, dR= ds5 1,
Õ.Ç. ËÊÅËÃ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÎÂÄÐÞÌ. ¿ÕÑ ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ÒÓËÏÇÐËÕß ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ j
âÄÎâÇÕÔâ ÃÞÔÕÓÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ, Â s ì ÏÇÆÎÇÐÐÑÌ. £ÑÎÐÑ-
ÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ËÜÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ

P
ci�s� wi�j; s�, ÅÆÇ

wi ì ÏÅÐÑÄÇÐÐÞÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ
(23), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ s ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÒÂÓÂÏÇÕÓ. ªÐÕÇ-
ÓÇÔÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÒÓË ÏÇÆÎÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ¯´
(Ô ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË d= ds) ÑÕ ÃÞÔÕÓÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ: h
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ j. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÂÉÇ Ä ÐÖÎÇÄÑÏ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË (qwi=qs � q2wi=qs

2 � 0) ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÎâ ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ ci�s� ÐÇ ÓÂÔÙÇÒÎâÇÕÔâ, ÍÂÍ àÕÑ
ÑÃÞÚÐÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÆÓÖÅËØ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚÂØ.
¶ÂÍÕËÚÇÔÍË à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÏÂÕÓËÙÇÌ (ÊÂÄËÔâÜÇÌ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÑÕ s):

ÿ 1

2

X
j

�
1

m

�
i j

q2cj
qs2
� Ei�s� ci�s� � Eci�s� ;

�
1

m

�
i j

� 1

m

�
w �i h

ÿ2�j; s� wj dj ; �25�

ÅÆÇ Ei�s� ì ÏÅÐÑÄÇÐÐÞÇ ÕÇÓÏÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÊÅËÃ
ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÐÑ Ë
ÏÇÉÒÑÆÊÑÐÐÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÒÓË ÔÑØÓÂÐâáÜÇÌÔâ àÐÇÓÅËË.

E

dE0

q

a

²ËÔ. 2. ¥ÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÂâ ÔËÔÕÇÏÂ Ä ±-àÎÇÏÇÐÕÇ.

(1) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 . . .

(2)

(3)

²ËÔ. 3.¸ÇÒÑÚÍÂ ÍÖÃËÕÑÄ (ÏÇÂÐÆÓ).

Y

²ËÔ. 4.®ÇØÂÐËÚÇÔÍËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ËÐÕÇÓ×ÇÓÑÏÇÕÓ.

´. 175, å 9] ¬°¯¶¦²¦¯¸ªª ª ³ª®±°©ªµ®½ 999



£ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÒÓâÏÑÌ ¯´ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ
ÒÓË ÎáÃÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË àÐÇÓÅËË, ÒÓÇÄÞÛÂáÜÇÏ ÖÓÑÄÇÐß
ÆÐÂ ÒÑÆÊÑÐÞ, ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ, Ë ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÓÑÆÑÎß-
ÐÑÅÑ ÍÑÐÆÂÍÕÂÐÔÂ ÑÕ ÖÓÑÄÐâ ¶ÇÓÏË G�EF� ÆÂÇÕÔâ ËÊÄÇÔÕ-
ÐÑÌ ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Ô ÓÂÊÓÞÄÂÏË Ä ÕÑÚÍÂØ ÅÓÂÐËÙ
ÒÑÆÊÑÐ E � BM 2;B � 1=2ma2 ì ÄÓÂÜÂÕÇÎßÐÞÌ ÍÄÂÐÕ.

¡ÐÂÎËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (25) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÄÞÄÑ-
ÆÂÏ. ±ÓË EF < B (ÊÂÔÇÎÇÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÆÊÑÐÂ M � 0)
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ T �E� � E=�E� C�, ÅÆÇ C
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ËÊÅËÃÂ, ÐÑ ÐÇ ÑÕ àÐÇÓÅËË ÚÂÔÕËÙÞ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß G�EF� ÒÓË ÏÂÎÞØ EF

"ÄÍÎáÚÂÇÕÔâ" ÒÑ ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ. ³ÎÇÆÖáÜËÇ ÔÕÖ-
ÒÇÐßÍË Ä G�EF� ÓÂÊÏÞÄÂáÕÔâ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

����������������������
EF ÿ BM 2

p
,

�jMj � 1; 2; :::�, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËá ÐÂÆ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÕÇÐÍÑÌ ÒÓË ÏÂÎÑÏ ÒÓÇÄÞÛÇÐËË àÐÇÓÅËË
(ÏÇÆÎÇÐÐÂâ ÚÂÔÕËÙÂ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË). ¿ÕÑÕ ÄÍÎÂÆ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÑÕ ÏÇÉÒÑÆÊÑÐÐÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ë âÄÎâÇÕÔâ
ÑÔÐÑÄÐÞÏ Ä ÒÑÓÑÅÑÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕË 0 < EF ÿ BM 2 5 aB=R.

¯ÂÔÕÑâÜËÌ ÆÑÍÎÂÆ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÒÖÃÎËÍÂÙËâØ [9 ë 13].
²ÂÃÑÕÂ ÃÞÎÂ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ÅÓÂÐÕÑÏ ²¶¶ª å 05-02-

16939, ±ÓÑÅÓÂÏÏÑÌ ÒÑÆÆÇÓÉÍË ÐÂÖÚÐÞØ ÛÍÑÎ ²¶ ¯º-
593.2003.2, Â ÕÂÍÉÇ ÒÓÑÅÓÂÏÏÂÏË ²¡¯ Ë ®ËÐËÔÕÇÓÔÕÄÂ
ÐÂÖÍË Ë ÕÇØÐÑÎÑÅËË ²¶.
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¯ÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÇ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä
ÖÅÎÇÓÑÆÐÞØ ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÓÂÊÎËÚÐÑÌ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË Ë ÍÓËÄËÊÐÞ ÑÃÓÂÊÖáÜËØ ËØ
ÅÓÂ×ÇÐÑÄÞØ ÔÎÑÇÄ

¡.ª. ²ÑÏÂÐÇÐÍÑ, ¡.£. °ÍÑÕÓÖÃ, £.. ¬ÖÊÐÇÙÑÄ,
¡.³. ¬ÑÕÑÔÑÐÑÄ, ¡.¯. °ÃÓÂÊÙÑÄ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

°ÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÍÂÓÍÂÔÐÞØ ÖÅÎÇÓÑÆÐÞØÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓ ÄÔÇÅÆÂ
ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ËÔÍÓËÄÎÇÐËÇÏ ÑÃÓÂÊÖáÜËØ ËØ ÅÓÂ×ÇÐÑ-
ÄÞØ ÔÎÑÇÄ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÐÑÄÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ, ÐÇ
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÆÎâ ÅÓÂ×ËÕÂ, ÔÑÔÕÑâÜÇÅÑ ËÊ ÒÎÑÔÍËØ ÅÓÂ×Ç-
ÐÑÄÞØ ÔÎÑÇÄ. ¯ÂËÃÑÎÇÇ âÓÍÑÇ ÒÓÑâÄÎÇÐËÇ ËÔÍÓËÄÎÇÐËâ
ÅÓÂ×ÇÐÑÄÞØ ÔÎÑÇÄ ì ÐÂÎËÚËÇ ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆâÜÇÅÑ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ Ä ÒÖÚÍÂØ ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÞØ ÖÅÎÇÓÑÆÐÞØ ÐÂÐÑÕÓÖÃÑÍ Ô
ÆËÂÏÇÕÓÑÏ 10 A

�
(ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ r � 5 A

�
) ÒÓË ÕÇÏÒÇÓÂ-

ÕÖÓÇ Tc � 1 ¬ [1] Ë ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß ÒÓË Tc � 16 ¬ Ä

ÐÂÐÑÕÓÖÃÍÂØ ÆËÂÏÇÕÓÑÏ 4 A
�
(r � 2 A

�
) [2], ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä

ÅÓÂ×ËÕÇ ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆâÜÇÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ.
·ÑÕâ Ä ÓÂÃÑÕÂØ À. ¬ÑÒÇÎÇÄËÚÂ Ô ÔÑÂÄÕÑÓÂÏË [3] ÖÕÄÇÓÉ-
ÆÂÇÕÔâ, ÚÕÑ Ä ËÆÇÂÎßÐÑÏ ÅÓÂ×ËÕÇ ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß
ÆÑÎÉÐÂ ÒÓÑâÄÎâÕßÔâ, Â ÇÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ Ä ÓÇÂÎßÐÞØ ÑÃÓÂÊ-
ÙÂØ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÆÇ×ÇÍÕÂÏË, ÄÔÇÅÆÂ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÜËÏË Ä
ÅÓÂ×ËÕÇ. ®Þ ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆâÜÇÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
Ä ÖÅÎÇÓÑÆÐÞØ ÍÂÓÍÂÔÐÞØ ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÍÓË-
ÄËÊÐÑÌ ÑÃÓÂÊÖáÜËØ ËØ ÅÓÂ×ÇÐÑÄÞØ ÔÎÑÇÄ.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÐÂÐÑÍÓË-
ÔÕÂÎÎËÕÑÄ (ÐÂÒÓËÏÇÓ Ä ÐÂÐÑÎÖÍÑÄËÙÂØ) ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÐÑ Ë ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÇ
ÐËÕË ÓÂÊÎËÚÐÑÌ ÆÎËÐÞ Ë ÍÓËÄËÊÐÞ [4]. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÕÂÍËÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÊÂÚÂÔÕÖá ËÏÇáÕ ÒÑÐËÉÇÐÐÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß
ÆÄËÉÇÐËâ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÕÑÍÂ.

¯ÂÔÕÑâÜËÌ ÆÑÍÎÂÆ ÒÑÔÄâÜÇÐ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÏÖ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ àÎÇÍÕÓÑÐ-àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ lc Ä ÖÅÎÇÓÑÆÐÞØ ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞØ ÅÓÂ×ÇÐÑÄÞØ ÔÎÑÇÄ, Â ÕÂÍÉÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑ-
ÔÕâÏ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÕÑÍÂ Ä ÔËÔÕÇÏÂØ, ÔÑÔÕÑâÜËØ ËÊ
ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ Ë ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÐËÕÇÌ.

2. ®ÇÕÑÆÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ

£ ÐÂÛËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ àÎÇÍÕÓÑÐ-àÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ âÄÎâÎÔâ ÔÑÄ-
ÏÇÔÕÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í àÎÇÍÕÓÑÒÓÑÄÑÆÐÑ-
ÔÕË, ÏÂÅÐÇÕÑÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑ-
ÔÕË ËÊÖÚÂÇÏÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ. ¥Îâ ÄÔÇØ ÍÂÓÍÂÔÐÞØ
ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÅÓÂ×ÇÐÑÄÞØ ÔÎÑÇÄ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑ
ÐÂÎËÚËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ÒÓËÄÑÆâÜËØ Í ÆË××ÖÊ-
ÐÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËá ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÕÑÍÂ ÒÓË ÐËÊÍËØ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖ-
ÓÂØ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ àÕÑÅÑ ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÐËÊÍÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂ-
ÕÖÓÇ Ä ÐËØ ÐÂÃÎáÆÂáÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í àÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÞÏ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÏ Ë ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÄÇÎËÚËÐÂÏ,
ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÇÌ. ¥Îâ ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚ-
ÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ (à××ÇÍÕÞ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ì ¿ [5, 6]) ì àÕÑ
ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÐÂ ÊÂÏÍÐÖ-
ÕÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâØ Ô ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÏË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏË
ÑÃØÑÆÂ àÕËØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ (ÆÎâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÆÎËÐÑÌ l,
ÏÇÐßÛÇÌ ÆÎËÐÞ ÔÃÑâ ×ÂÊÞ Lj�T � � �Dtj�1=2, ÅÆÇ D ì
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË, tj ì ÄÓÇÏâ ÔÃÑâ ×ÂÊÞ). £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÐÂâ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß ÔËÔÕÇÏÞ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ:
Lj�T � Ô ÒÑÐËÉÇÐËÇÏ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ
ÄÇÆÇÕ Í ÖÏÇÐßÛÇÐËá ÒÑÎÐÑÌ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË Ô ÒÑÐËÉÇ-
ÐËÇÏ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ.

£ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ
ÐÂÃÇÅË ×ÂÊÞ ÓÂÊÐÞØ ÊÐÂÍÑÄ ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ
ÑÃØÑÆÂ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐ-
ÙËâ ÒÑÆÂÄÎâÇÕÔâ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË LB � ��hc=2eB�1=2 < Lj, ÚÕÑ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÏÂÅÐÇÕÑÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËá
(°®³) ì ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËá ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ
ÒÑÎÇ. ¬ÄÂÐÕÑÄÞÇ ÒÑÒÓÂÄÍË ÄÑÊÐËÍÂáÕ Ë ÒÓË ÖÚÇÕÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË (à××ÇÍÕÞ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâì¿£ [7]). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÒÑÄÕÑÓÐÑÌ ÄÔÕÓÇÚÇ
Ë ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÆÄÖØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ,
ÏÇÐßÛËØ ÆÎËÐÞ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË Lwz � �D�h=kBT �1=2
(Lwz ì ÆÎËÐÂ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ ÑÃ ËÊÏÇÐÇÐËË
×ÂÊ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÊÂ ÔÚÇÕ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÇÜÇ
ÐÇ ÒÑÕÇÓâÐÂ), ÒÑÄÕÑÓÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÃÖÆÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß
ÑÕ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ¶ÇÓÏË nF ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÇÓÇ-
ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ. ¿××ÇÍÕÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÂáÕ ÄÍÎÂÆ
ÐÇ ÕÑÎßÍÑ Ä àÎÇÍÕÓÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕß, ÐÑ Ë Ä ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇ-
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