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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¥ÄÖÏÇÓÐÞÇ ÕÑÚÇÚÐÞÇ ÄËØÓË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ, ÍÂÍ
ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÍÓÂÌÐÇ ÎáÃÑÒÞÕÐÖá ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ,
ÄÇÔßÏÂ ÆÂÎÇÍÖá ÒÑ ÔÄÑËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÑÕ ÒÓËÄÞÚÐÞØ ÐÂÏ
"ÐÂÕÖÓÂÎßÐÞØ" ÔËÔÕÇÏ Ô ÚÇÕÍËÏ ÆÇÎÇÐËÇÏ àÐÇÓÅËË ÐÂ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÖá Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ Ë ÑÃÞÚ-
ÐÞÏË ÐßáÕÑÐÑÄÔÍËÏË ÊÂÍÑÐÂÏË ÆÄËÉÇÐËâ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [1 ë 4]). ª ÇÔÎË ËÊÖÚÇÐËÇ ËØ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÆËÐÂÏËÍËì
ÄÔÇ ÉÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÐÂâ ÕÇÏÂÕËÍÂ [2] (ØÑÕâ Ë
ÊÆÇÔß ØÂÓÂÍÕÇÓ àÄÑÎáÙËË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÇÔßÏÂ ÐÇÑÉËÆÂÐ-
ÐÞÏ [5 ë 8]), ÕÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÇ ÒÑÆØÑÆÞ ÐÂØÑ-
ÆâÕÔâ Ä ÔÂÏÑÏ ÊÂÚÂÕÍÇ (ÔÏ. [4] Ë ÙËÕËÓÑÄÂÐÐÖá ÕÂÏ
ÎËÕÇÓÂÕÖÓÖ), ÒÓÑÔÕËÓÂâÔß ÐÇÏÐÑÅËÏ ÆÂÎÇÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ (ËÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÔÒÇÙË-
×ËÚÐÂâ Ë Ä ÚÇÏ-ÕÑ ÒÑØÑÉÂâ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÂ ÆËÐÂÏËÍÂ
ÔÒËÐÑÄ ÓÂÊÄËÕÂ ÅÑÓÂÊÆÑ ÔËÎßÐÇÇ [9, 10]). ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÂÉÐÞÏ (ÆÂÉÇ Ô ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ) ÒÓÑÆÄËÐÖÕßÔâ Ä ÕÂÍÑÏ ÑÒËÔÂÐËË Ë ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß
ÐÇ ÕÑÎßÍÑ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÇ, ÐÑ Ë ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑ-
ÔÕË ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÄËØÓÇÌ.

2. ¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÄËØÓË

¯ÂÒÑÏÐËÏ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÅÎÂÄÐÞÇ ÚÇÓÕÞ Ë âÊÞÍ ÑÒËÔÂÐËâ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÄËØÓÇÄÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ Ä ÕÇÍÖÚËØ ÔÒÎÑÛÐÞØ
ÔÓÇÆÂØ. °ÃÜËÏ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞÏ ÊÂÍÑÐÑÏ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖá-
ÜËÏ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÔÇ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ËÆÇÂÎßÐÞØ
(ÃÇÊÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞØ) ÕÇÚÇÐËÌ, âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÍÑÐ ÄÏÑÓÑÉÇÐ-
ÐÑÔÕË ÓÑÕÑÓÂ ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ
ÔÓÇÆÞ Ä ÇÇ ÉÇ ÕÇÚÇÐËÇ:

q rot p
qt

� rot �v� rot p� ; �1�

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÌ ÔÑÃÑÌ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÔÕË ÆÄË-
ÉÇÐËâ ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ë ÐÂÎËÚËâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÂ ±ÖÂÐÍÂÓÇ ë¬ÂÓÕÂÐÂ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ [2,
3]. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ p ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË ÑÃÞÚÐÞÌ
ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÌ ËÏÒÖÎßÔ Mv Ä ÔÎÖÚÂÇ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË
ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ë ÏÇØÂÐËÍÑ-ÒÑÎÇÄÑÌ Mv� qA=c Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË
(ÒÎÂÊÏÞ ËÎË àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÒÂÓ ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ).

©ÆÇÔß ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÎËÛß ÆÄÖÏÇÓÐÞÇ
ÕÇÚÇÐËâ ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÓÑÕÑÓ
ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ (ÒÔÇÄÆÑ)
ÔÍÂÎâÓ P: rot p � Pez. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÄËØÓÇÄÑÏ ÆÄËÉÇÐËË
(ÑÆÐÑÓÑÆÐÖá) ÔÓÇÆÖ ÏÑÉÐÑ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÔÚËÕÂÕß ÐÇÔÉË-
ÏÂÇÏÑÌ, ÕÑ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÕÂÍÉÇ ÊÂÆÂÇÕÔâ ÑÆÐËÏ
(ÒÔÇÄÆÑ)ÔÍÂÎâÓÑÏ ì ÒÑÕÑÍÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ v � rot �Cez� Ë
ÄÔâ ÔÒÇÙË×ËÍÂ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕÇÍÖÚËØ ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ
(ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍ, ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕËÒÑÄ ÄËØÓÇÌ)
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÄâÊßá ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÔÍÂÎâÓÂÏË:

P � L�C� �2�
(ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓ L / D). ¹ÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÄÂÉÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ ÕÇÚÇ-
ÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2) c, ÒÑÊÄÑÎâá-
ÜÂâ "ÑÃÓÂÜÂÕß" ÊÂÆÂÚÖ Ë ÐÂØÑÆËÕß ÕÇÚÇÐËÇ ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÑÏÖ
ÒÓÑ×ËÎá ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË:

C �
�
P�r 0�c�rÿ r 0� d2r 0
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ÆÄËÉÇÐËâ ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÊÂÒËÔÞÄÂÇÏÞÇ Ä "ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËË ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË". ¿ÕÑÕ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ v ÍÂÍ ÃÂÊÑÄÑÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË Í rot p àÍÄËÄÂÎÇÐÕÇÐ (Ë ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ÒÑ
ÖÆÑÃÔÕÄÖ) ÒÇÓÇØÑÆÖ ÑÕ ÒÑÎÇÄÑÅÑ Í ÊÂÓâÆÑÄÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐËá Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ,
ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ àÐÇÓÅËâ, ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ Ë
ÏÑÏÇÐÕ ËÏÒÖÎßÔÂ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÙÇÎÑÏ, ÔÑØÓÂÐâáÜËÇÔâ
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ËÔØÑÆÐÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÔËÏ-
ÏÇÕÓËË ÔËÔÕÇÏÞ, ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂáÔâ Ä ÄËÆÇ [5]
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©ÆÇÔß n ì ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ ÔÓÇÆÞ, Â d ì
ÕÑÎÜËÐÂ ÔÓÇÆÞ ÄÆÑÎß ÑÔË z. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÞ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÏ
"ËÊÅËÃÂÏË" ÄËØÓÇÌ, àÕÂ ÕÑÎÜËÐÂ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÎËÃÑ ÑÚÇÐß
ÄÇÎËÍÂ �d!1� ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá ÔÑ ÄÔÇÏË ÆÓÖÅËÏË ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÞÏË ÏÂÔÛÕÂÃÂÏË ÊÂÆÂÚ, ÚÕÑÃÞ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÒÓÇÐÇ-
ÃÓÇÅÂÕß "ÍÑÐÙÇÄÞÏË" à××ÇÍÕÂÏË, ÎËÃÑ, ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÑÚÇÐß
ÏÂÎÂ �d! 0�, ÚÕÑÃÞ ÄÔâÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ z ÑÕÔÖÕÔÕÄÑÄÂÎÑ
Ä ÒÓËÐÙËÒÇ (ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ). ®ÇÉÆÖ
ÒÓÑÚËÏ, ÄËÆ c ÊÂÄËÔËÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ËÔØÑÆÐÑÌ ÔÄâÊË p Ô v,
ÐÑ Ë ÑÕ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÂ Í ÅÇÑÏÇÕÓËË
ÊÂÆÂÚË (ÔÏ. ÐËÉÇ). ³ÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÏ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ
ÄËØÓÇÌ âÄÎâÇÕÔâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÎËÛß ÒÇÓÄÞÌ (àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ)
ËÐÕÇÅÓÂÎ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÆÄÂ ÂÃÔÑÎáÕÐÑ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞ, Ë ËÏÇÐÐÑ Ä àÕÑÏ ÊÂÍÎáÚÇÐÂ ÒÓËÚËÐÂ
"ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË" ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÐËÉÇ ÑÕÄÇÕÑÄ.

3. ´ÑÚÇÚÐÞÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÄËØÓË

´ÑÚÇÚÐÞÏË ÄËØÓâÏË ÒÓËÐâÕÑ ÐÂÊÞÄÂÕß ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË

P �
X
i

Gi d�rÿ ri� ;

ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞÇ ÔÄÑËÏË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕâÏË Gi Ë ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÂÏË ri. £ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß ÐÇ ÔÑÔÓÇÆÑ-
ÕÑÚÇÐÂ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÕÑÚÍÂØ, Â "ÓÂÊÏÂÊÂÐÂ" ÒÑ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË, ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÍÇÓÐÑÏ ÄËØÓâ, Ô ÓÂÊÏÇÓÑÏ a, ÐÑ Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÎÑÔÕË àÕÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÓÖÅËÏË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÊÂÆÂÚË (ÍÓÑÏÇ, ÃÞÕß ÏÑÉÇÕ, d ) ì ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ô ÓÂÔÔÕÑâÐËâÏË ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË ÄËØÓâÏË ì àÕËÏ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑÏ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇ-
ÃÓÇÚß.

£ ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÄËØÓË
ÎËÛß ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÇ (ÔÏ.
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÓÂÊÆÇÎ) Ë ÊÐÂÍÖ G0. ¥Îâ ÐËØ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ (3)
ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ
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0

X
i> j

c�ri ÿ rj� ;

P � NG0 ez �
X
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X
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©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ N � nd ÆÎâ ÒÑÅÑÐÐÑÌ (ÆÄÖ-
ÏÇÓÐÑÌ) ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÔÓÇÆÞ Ë ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐÂ "ÒÇÓÇÐÑÓ-
ÏËÓÑÄÍÂ" E ÊÂ ÔÚÇÕ ËÔÍÎáÚÇÐËâ (ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÓË a � 0)
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÄËØÓÇÌ, ÐËÍÂÍ ÐÇ ÔÍÂÊÞÄÂáÜÇÌÔâ ÐÂ
ËØ ÄÊÂËÏÐÑÏ ÆÄËÉÇÐËË (ÕÖÕ ÏÑÉÐÑ ÔÐÑÄÂ ÒÓÑÄÇÔÕË
ÂÐÂÎÑÅËá Ô ÊÂÓâÆÂÏË Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍÇ ì ËØ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÖÆÑÃÐÑ ËÊÖÚÂÕß,
ÔÚËÕÂâ ËØ ÕÑÚÇÚÐÞÏË Ë ÑÒÖÔÍÂâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÖá àÐÇÓÅËá).
£ÕÑÓÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ, ÄÞÓÂÉÂáÜËÌ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ "ÙÇÐÕÓÂ
ÕâÉÇÔÕË" ÆÎâ ÄËØÓÇÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ËÊ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ
"ÚÂÔÕËÙ", ÕÓËÄËÂÎÇÐ Ë ÐÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
ÄÎËâÐËâ ÐÂ ËØ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÖá ÆËÐÂÏËÍÖ.

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ Ä ÕÂÍÑÌ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÃÂÊÑÄÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (1) ÍÂÉÆÞÌ ÄËØÓß ÔÐÑ-
ÔËÕÔâ ÒÓÑÆÖÙËÓÖÇÏÞÏ ÄÔÇÏË ÑÔÕÂÎßÐÞÏË ÄËØÓâÏË ÕÇÚÇ-
ÐËÇÏ, ÐÇ ÏÇÐââ ÔÄÑÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÕÂÍ ÚÕÑ ÊÂÆÂÚÂ ÑÃ
àÄÑÎáÙËË ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ (ÑÒËÔÞÄÂÇÏÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚÇ Ñ
ÆÄËÉÇÐËË ÑÕÆÇÎßÐÞØ "ÚÂÔÕËÙ" (ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâÏË Ä ÑÃÞÚÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ). £ àÕÑÏ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ, Ë
ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ ÒÓËÕâÅÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ P
(ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÏÑÅÑ Í ÕÑÏÖ ÉÇ ÄÒÑÎÐÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÏË ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞÏË à××ÇÍÕÂÏË, ÔÏ. [4] Ë ÐËÉÇ). ·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ
àÕÂ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÌ, ÒÓË-
ÚÇÏ ÓÑÎß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÄÞÒÑÎÐâÇÕ G 2

0

P
i> j c�ri ÿ rj�,

ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØì xi�t� Ë yi�t�, Â ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÂâ ÔÍÑÃÍÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÊÂÆÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ [1 ë 4]

f f; gg � 1

G0

X
i

�
q f
qxi

qg
qyi
ÿ q f
qyi

qg
qxi

�
:

°ÕÔáÆÂ ÒÓÑËÔÕÇÍÂáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÄËØÓÇ-
ÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍË. ¦ÔÎË ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚËÕßÔâ ÐÂ ÆÄËÉÇÐËË Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy, ÕÑ Ä ÓÇÊÍÑÏ ÑÕÎËÚËË ÑÕ ÐßáÕÑÐÑÄÔÍÑÌ
ÏÇØÂÐËÍË ÏÞ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÏÇÔÕÑÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙ ÊÂÆÂÇÕ
ËØ ÔÍÑÓÑÔÕß, Â ÐÇ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ (àÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÒÑÊÄÑ-
ÎËÎÑ £.£. ¬ÑÊÎÑÄÖ Ä [3] ÒÓÇÆÎÑÉËÕß ÐÂÊÞÄÂÕß ÏÇØÂÐËÍÖ
ÕÑÚÇÚÐÞØ ÄËØÓÇÌ "ÍÂÓÕÇÊËÂÐÔÍÑÌ"), Õ.Ç. ÏÑÐÑÒÑÎßÐÞÇ
ÄËØÓË ÐÇ ÑÃÎÂÆÂáÕ ËÐÇÓÙËÇÌ, ÆÄËÉÖÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÄÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ "ÏÇÉÚÂÔÕËÚÐÑÅÑ" ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ë ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÑØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÐÞ ÐËÍÂÍÑÌ ÏÂÔÔÑÌ. ¦ÔÎË ÉÇ, ÑÃÓÂÕËÄ
ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÄËØÓÇÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËÑÐÐÑÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ×ÂÊÑÄÞÏ, ÒÑÔÚË-
ÕÂÕß ÑÆÐÖ ËØ ÑÃÞÚÐÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ (ÔÍÂÉÇÏ, x) ÊÂ
ÑÃÑÃÜÇÐÐÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ, Â ÆÓÖÅÖá (ÕÑÅÆÂ y) ì ÊÂ
ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ (ÔÐËÊËÄ ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ "à××ÇÍÕËÄ-
ÐÖá" ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÄÆÄÑÇ), ÕÑ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐ ÊÂÆÂÚË H ÐË Ä ÍÑÇÌ ÏÇÓÇ ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ Ä ÄËÆÇ
ÒÓÑÔÕÑÌ ÔÖÏÏÞ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ U�x� Ë ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ
/ y 2 àÐÇÓÅËÌ. ´ÂÍÂâ ÐÇÐÂÕÖÓÂÎßÐÑÔÕß (Ä ÔÕÓÑÅÑÏ ÔÏÞÔÎÇ
àÕÑÅÑ ÔÎÑÄÂ) Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÐÇÑÉËÆÂÐ-
ÐÞÏ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâÏ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ ÄËØÓÇÄÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ [6 ë 8].

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÍÄÂÐÕÑÄÂâ ÏÇØÂÐËÍÂ Ë ÆÎâ ÑÃÞÚÐÞØ
ÐßáÕÑÐÑÄÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÕÇØÐËÚÇÔÍË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÅÑÓÂÊ-
ÆÑ ÔÎÑÉÐÇÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ, Ä ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÎËÛß ÒÂÓÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÄËØÓÇÌ. ¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÆËÐÂ-
ÏËÍÂ ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÂ ÔÚÇÕ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ
R � r1 � r2 Ë r � r1 ÿ r2 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂÏË ÆÄË-
ÉÇÐËâ

E � NG 2
0c�r� ; P � NG0 ez � R ; M � NG0

4
r 2 � const ;

ÊÂÆÂáÜËÏË ÊÂÍÑÐÞ R � const Ë r � const. ¦ÔÎË ÄÄÇÔÕË
ÐÑÄÞÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ q, p, ÄÞÓÂÊËÄ ËØ ÚÇÓÇÊ
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ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÂ r ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ
q � ��������������

NG0=2
p

x Ë p � ��������������
NG0=2

p
y (ÐÇ ÒÖÕÂÕß Ô ÄÔÕÓÇÚÂÄ-

ÛËÏÔâ ÓÂÐÇÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏ ËÏÒÖÎßÔÑÏ ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ
ÔÓÇÆÞ), ÕÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ (à××ÇÍÕËÄÐÑ "ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÇ")
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÊÂÒËÛÖÕÔâ Ä ÄËÆÇ

_q � fq;Hg ;
_p � fp;Hg ;

�
H � NG 2

0c
� ����������������

q 2 � p 2
p �

; M � q 2 � p 2

2

�4�

Ô ÖÉÇ ÑÃÞÚÐÑÌ ÔÍÑÃÍÑÌ ±ÖÂÔÔÑÐÂ. ®Þ ÔÑÊÐÂÕÇÎßÐÑ
ÐÂÓâÆÖ ÔÑ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ÄÞÒËÔÞÄÂÇÏ
ÊÆÇÔß Ë "ÖÐËÄÇÓÔÂÎËÊËÓÖáÜËÌ" ËÐÕÇÅÓÂÎ ÏÑÏÇÐÕÂ (ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏÞ ÆÄÖØ ÄËØÓÇÌ ÓÂÊÐÑÅÑ ÊÐÂÍÂ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÖá ÓÑÎß
ËÅÓÂÇÕ ËÐÕÇÅÓÂÎ ËÏÒÖÎßÔÂ [4, 5]; ÑÆÐÂÍÑ àÕÑÕ ÄÂÓËÂÐÕ
ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ ÆÄËÉÇÐËÇ ÑÃÞÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ì
ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÄËØÓß ÑÃÎÂÆÂÇÕ "ËÐÇÓÙËÇÌ", ì Ë ÊÆÇÔß ÑÐ ÐÇ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ). ¬ÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ËÆÇÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍË ÕÓËÄËÂÎßÐÑ [4].

4. ¬ÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕÇÌ
Ë àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄËØÓÇÌ

±ÇÓÄÑÇ, ÚÕÑ ÆÂáÕ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÇ à××ÇÍÕÞ, ì
àÕÑ ÆËÔÍÓÇÕËÊÂÙËâ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË
ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÄËØÓâ G0. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓÂÄËÎÖ
¢ÑÓÂ ÐÂ ÎáÃÑÏ ÊÂÏÍÐÖÕÑÏ ÍÑÐÕÖÓÇ, ÑØÄÂÕÞÄÂáÜÇÏ
ÍÇÓÐ ÄËØÓâ, ÆÑÎÉÐÑ ÖÍÎÂÆÞÄÂÕßÔâ ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ ÄÑÎÐ
ÆÇ ¢ÓÑÌÎâ, Õ.Ç.�

p dr �
�
P d2r � 2p�h � ��1;�2; . . .� :

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄËØÓË Ô ÍÓÂÕÐÞÏ "ÊÂÓâÆÑÏ" ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ Ë
ÓÂÔÒÂÆÂáÕÔâ ÐÂ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ, ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ Ö
ÐÂÔG0 � 2p�h (ÄÞÃÑÓ ÇÆËÐÑÅÑ ÊÐÂÍÂ ÐÇÒÓËÐÙËÒËÂÎÇÐìÑÐ
ÔÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÎËÛß ÐÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÓÂÜÇÐËâ). ³ÕÂÐÆÂÓÕ-
ÐÞÌ "ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ" ÄÞÄÑÆ àÕÑÌ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÔÕË (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä [4]) ÎËÐÅÄËÔÕËÚÇÔÍË ËÏÇÇÕ ÆÇÎÑ ÐÇ Ô ÊÂÄËØÓÇÐ-
ÐÑÔÕßá, Â Ô ×ÂÊÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË, ÐÑ ÒÑ ÔÖÕË
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÏ.

¬ÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ (4) ÎÇÅÍÑ ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÊÂÏÇÐÑÌ ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ ×ÖÐÍÙËÌ f f; ggq; p
ÐÂ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ � f̂; ĝ� � f̂ ĝÿ ĝ f̂ Ô ÖÚÇÕÑÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ �q̂; p̂� � i�h. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ
ÄÂÓËÂÐÕÇ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ ÔËÔÕÇÏÞ ËÊ ÆÄÖØ ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÞØ ÄËØÓÇÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐ ËÊ ÒÓÂÄËÎÂ ¢ÑÓÂ ë
©ÑÏÏÇÓ×ÇÎßÆÂ (Ä [4] Ë Ä ÙËÕËÓÖÇÏÑÌ ÕÂÏ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ
àÕÑÕ ÔÒÑÔÑÃ ÐÂÊÄÂÐ "ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ" ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËÇÏ)
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÇ�

p dq � p�q 2 � p 2� � 2p�h

�
k� 1

2

�
; �5�

ÅÆÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ Ä ×ÂÊÑÄÑÌ (Ë ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ä ÑÃÞÚ-
ÐÑÌ!) ÒÎÑÔÍÑÔÕË ËÆÇÕ ÒÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞìÍÓÖÅÖ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ

����������������
q 2 � p 2

p
. ©ÆÇÔß Ë ÐËÉÇ

k ì ÅÎÂÄÐÑÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ. áÃÑÒÞÕÐÑ (ÐÂ àÕÑ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, Í ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÐÇ ÑÃÓÂÜÇÐÑ ÄÐËÏÂÐËÇ Ä
ÒÓÇÍÓÂÔÐÑÏ ÑÃÊÑÓÇ [4]), ÚÕÑ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÓÇÚß ËÆÇÕ Ñ
ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËË ÏÑÏÇÐÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÄËØÓÇÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ

M � �h

�
k� 1

2

�
;

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÌ "ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÔÕË"
ÔËÔÕÇÏÞ ÄÏÇÔÕÑ ÒÓËÄÞÚÐÑÌ ÆÎâ ÑÃÞÚÐÞØ ÒÎÑÔÍËØ ÆÄËÉÇ-
ÐËÌ 1 ÔÕÑËÕ 1=2 (ÔÓ. [11]). ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÐÂÌÆÇÐ-
ÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ H� ����������������

k� 1=2
p � ÒÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ ÔÏÞÔÎÖ ÔÑÑÕ-

ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÚÇÐß ÄÞÔÑÍÑÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞÏ, ÒÓÇÆÇÎßÐÑ ÍÄÂÊË-
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏ ÖÓÑÄÐâÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÔÑÅÎÂÔÐÑ (4)

k � pNr 2

2
4 1 ; �6�

ÅÆÇ r ì ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÄËØÓâÏË,
ÍÑÐÇÚÐÑ ÉÇ, Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÒÓÇÄÞÛÂáÜÇÇ Nÿ1=2. ¯ÇÔÑÏÐÇÐÐÑ, ÔÕÑÎß ÃÑÎßÛÑÌ
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ÑÃâÊÂÐ ÔÄÑÇÏÖ ÒÑâÄÎÇÐËá ÓÂÊÎË-
ÚËâÏ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËË ÆÄËÉÇÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ë
ÍÑÎÎÇÍÕËÄÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ.

±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ËÏÇÐÐÑ Ô àÕËÏ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑÏ ÔÄâ-
ÊÂÐÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ËÐÕÇÓÇÔÂ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ Í ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ
ÊÂÍÑÐÂÏ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÄËØÓÇÄÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ. ³ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÄÒÑÎÐÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÕßÔâ ÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍËÏË ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÆÎâ ÔËÔÕÇÏ ÕÑÚÇÚ-
ÐÞØ ÄËØÓÇÌ, ÖÚËÕÞÄÂâ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÔÕß ÎËÛß ËØ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕÇÌ (ÒÑÆÑÃÐÑ ÕÑÏÖ ÍÂÍ ÆÎâ ÏÐÑÅËØ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ ÊÂÆÂÚ
ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ
ÚÂÔÕËÙ, ÄÐÖÕÓÇÐÐââ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÄâÊÂÐÂ ËÔÍÎáÚË-
ÕÇÎßÐÑ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ×ËÊËÍÑÌ).

´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÑÚÇÐß ÄÂÉÐÞÏ ËÆÇÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÆËÐÂÏËÍË
ÔÕÑÎß ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞØ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÞØ ÔËÔÕÇÏ, ÒÓÑâÄÎâá-
ÜÇÌÔâ ÆÂÉÇ Ä ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÓÂÐÇÇ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÓÂÃÑÕÂØ
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÔÒÇÍÕÓÂØ Ek. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓË-
ÏÇÓÑÄ "ÐÇÐÂÕÖÓÂÎßÐÞØ" ÄËØÓÇÄÞØ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÄ
H / c ÏÑÉÐÑ ÖÒÑÏâÐÖÕß ÿ ln r ÆÎâ ËÆÇÂÎßÐÑÌ (ËÎË
ÔÄÇÓØÕÇÍÖÚÇÌ) ÉËÆÍÑÔÕË [1 ë 3], ×ÖÐÍÙËá ®ÂÍÆÑÐÂÎßÆÂ
K0�r=b� ÆÎâ ÒÎÂÊÏÞ Ë ÏÂÔÔËÄÐÞØ ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄ
(b � c=ope ì ÎÑÐÆÑÐÑÄÔÍÂâ ËÎË ÃÇÔÔÕÑÎÍÐÑÄËÕÇÎßÐÑ-
ÔÍËÐÑÄÂâ ÆÎËÐÂ) [4, 5, 12], ÍÑÏÃËÐÂÙËá ×ÖÐÍÙËÌ ³ÕÓÖÄÇ
Ë ¯ÇÌÏÂÐÂ H0�r=b 0� ÿN0�r=b 0� ÆÎâ ÒÇÓÎÑÄÔÍËØ ÄËØÓÇÌ Ä
ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÒÎÇÐÍÂØ Ë ÕÑÍÑÄÞØ ÒÎÂÊÏÇÐÐÞØ ÔÎÑâØ
�b 0 � c 2=�o2

ped �� [4, 5, 12 ë 14], ÒÇÓÇØÑÆâÜÖá ÒÓË r4 b 0

Ä 1=r, ËÎË 1=r 4, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÖá ÆÂÎßÐÇÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐ-
ÐÑÇ (ÄÂÐ-ÆÇÓ-ÄÂÂÎßÔÑÄÔÍÑÇ) ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÄËØÓÇÌ Ä
ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆÐËÍÂØ [15, 16]. ³ÂÏÑÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑÇ,
ÚÕÑ ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÑÕÄÇÕÞ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÖÐËÄÇÓ-
ÔÂÎßÐÞÏË Ë ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÒÓËÏÇÐËÏÞÏË ÍÂÍ Í ÖÍÂÊÂÐ-
ÐÞÏ, ÕÂÍ Ë Í ÎáÃÞÏ ÆÓÖÅËÏ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ
c�r�.

5. ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÑÄÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ

¯ÂËÃÑÎÇÇ ÕÇÔÐÑ ÒÓËÏÞÍÂáÜÇÌ Í ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇÕÑÆËÍÇ
ÑÒËÔÂÐËâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ (4) âÄÎâÇÕÔâ ÅÇÌÊÇÐÃÇÓ-
ÅÑÄÔÍÂâ ËÆÇÑÎÑÅËâ "ÆËÔÍÓÇÕËÊÂÙËË" ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ. °ÔÕÂÄÛËÔß ÏÂÎÑÄÑÔÕÓÇÃÑÄÂÐÐÑÌ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÏÇØÂÐËÍÇ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÃÑÎßÛËØ ÕÇØÐËÚÇÔÍËØ ÕÓÖÆÐÑÔÕÇÌ
ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ [11], Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞØ ÄËØÓÇÄÞØ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÄ ÑÐÂ ÐÇÑÉË-
ÆÂÐÐÑ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÖÆÑÃÐÞÏ Ë ÂÆÇÍÄÂÕÐÞÏ
ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÑÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ.

³ÑÅÎÂÔÐÑ àÕÑÌ ËÆÇÑÎÑÅËË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (4) ÔÎÇÆÖÇÕ
ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ q, p Ë H Í ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÏÂÕÓËÙÂÏ Ô ÊÂÏÇÐÑÌ, ÍÂÍ ÖÉÇ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß
ÓÂÐÇÇ, ÔÍÑÃÍË ±ÖÂÔÔÑÐÂ ÐÂ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓ. ±ÓË ÖÚÇÕÇ
ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇ-
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ÏÇÐÐÞØ �q; p� � i�hE (E ì ÇÆËÐËÚÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ) ÑÕÔáÆÂ
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ

q_ � 1

i�h
�q;H� ;

p_ � 1

i�h
�p;H� ;

8>><>>: H � NG 2
0c
� ����������������

q2 � p2
p �

: �7�

¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÓÇÛÇÐÐÑÌ, ÇÔÎË ÖÆÂÇÕÔâ
ÐÂÌÕË ÕÂÍËÇ q, p, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ (7), ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÏÂÕÓËÙÂ H ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÂ, ÒÓËÚÇÏ ÚËÔÎÑ, ÔÕÑâÜÇÇ ÐÂ k-Ï
ÏÇÔÕÇ Ä ÇÇ ÆËÂÅÑÐÂÎË, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÓË àÕÑÏ (ÖÉÇ
ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ) Ek.

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÖá ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË, ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ÑÕÄÇÕ ÒÑ ÔÖÕË ËÆÇÐÕËÚÇÐ ÐÂÌÆÇÐ-
ÐÑÏÖ ÇÜÇ ÔÂÏËÏ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÑÏ ÆÎâ (ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ) ÅÂÓ-
ÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ (Õ.Ç. ÎËÐÇÌÐÑÅÑ) ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ: ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÖÉÇ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËâ q2 � p2

(ÏÑÏÇÐÕ M!), ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ H� ����������������q2 � p2
p � ÕÓËÄË-

ÂÎßÐÂ ì

q � i

����
�h

2

r 0 1 0 � � �
ÿ1 0

���
2
p � � �

0 ÿ ���
2
p

0 � � �
� � � � � � � � � � � �

0BB@
1CCA ;

p �
����
�h

2

r 0 1 0 � � �
1 0

���
2
p � � �

0
���
2
p

0 � � �
� � � � � � � � � � � �

0BB@
1CCA ; �8�

H � NG 2
0

c�1� 0 0 � � �
0 c� ���3p � 0 � � �
0 0 c� ���5p � � � �
� � � � � � � � � � � �

0BB@
1CCA :

¥Îâ ÍÑÏÒÂÍÕÐÑÔÕË ÏÞ ÄÞÒËÔÂÎË ÎËÛß ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÏÂÕÓËÙ. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÂÊÂ
ÍÂÉÆÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ Ai j ÏÂÕÓËÙÞ A ÇÔÕß exp

�
i�E i ÿ Ej�t=�h

�
[11]. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÑ ÄÔÇØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚÂØ c�r� ÇÔÕß
ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÖÃÞÄÂáÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÄÑÇÅÑ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ
(ÔÏ. [5, 7]), ÕÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ àÐÇÓÅËâ Ek ÄËØÓÇÄÑÌ ÒÂÓÞ
ÖÃÞÄÂÇÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ k.

6. ºÓÈÆËÐÅÇÓÑÄÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ

´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÖá "ÒÓÑÇÍ-
ÙËá" ÓÇÂÎßÐÑ ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy ÐÂ
ÑÔß q Ë ÒÑÔÏÑÕÓÇÕß, Í ÚÇÏÖ ÒÓËÄÑÆËÕ ÛÓÈÆËÐÅÇÓÑÄÔÍÂâ
ËÆÇÑÎÑÅËâ ÑÒËÔÂÐËâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÄËØÓÇÌ.

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÓÇÚß ÆÑÎÉÐÂ ËÆÕË Ñ ÐÂØÑÉÆÇÐËË ÓÇÛÇÐËâ
"ÊÐÂÍÑÏÑÅÑ" ÖÓÂÄÐÇÐËâ

i�h
qj
qt
� Ĥ

 �������������������������
q 2 ÿ �h2

d2

dq 2

s !
j �9�

(ÏÞ ÄÞÃÓÂÎË j ÆÎâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË,
ÚÕÑÃÞ ÐÇ ÄÑÊÐËÍÂÎÑ ÒÖÕÂÐËÙÞ Ô ÖÉÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÑÌ c).
£ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÒÓËÆÂÐËÇ âÔÐÑÅÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÔÏÞÔÎÂ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏ (ÕËÒÂ ÍÑÓÐâ ÍÄÂÆÓÂÕ-
ÐÑÅÑ ËÎË ÆÂÉÇ ÎÑÅÂÓË×ÏÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ) ÐÇ ÄÒÑÎÐÇ
ÕÓËÄËÂÎßÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [17]), ÑÆÐÂÍÑ Ä
ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÄÇÔßÏÂ ÒÓÑÔÕÑ. ®ÑÉÐÑ ÄÑÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÒÑÎÐÑÕÑÌ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÆÐÑÏÇÓ-

ÐÑÅÑ (Ä q) ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß
ËÔÍÑÏÖá ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá j Ä ÄËÆÇ

j �
X
k

ckjk ;

ÅÆÇ

jk �
1���

�h4
p ���������

2kk!
p exp

�
ÿ q 2

2�h

�
Hk

�
q���
�h
p
�
;

Hk ì ÒÑÎËÐÑÏÞ ¿ÓÏËÕÂ. ´ÑÅÆÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ �������������������������
q 2 ÿ �h2

d2

dq 2

s !
jk �

��������������
2k� 1
p

�hjk ;

ÑÚÇÄËÆÐÑ

Ĥj �
X
k

ckEkjk :

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÅÂÏËÎß-
ÕÑÐËÂÐÂ ÒÓË ÒÂÓÐÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÄËØÓÇÌ ÃÖÆÖÕ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË (ÔÓ. Ô ÒÓÇÆÞÆÖÜËÏ ÓÂÊÆÇÎÑÏ) ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ M̂, ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÇ Ô ÑÃÞÚÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ¿ÓÏËÕÂ.
¿ÕÑÕ ÑÕÄÇÕ ÂÃÔÑÎáÕÐÑ ÖÐËÄÇÓÔÂÎÇÐ (ÚÕÑ, ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÑ, ÍÂÍ
ÃÞÎÑ ÑÃÇÜÂÐÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑâÄÎÇÐËÇÏ ÄÔÇÑÃÜÐÑÔÕË
ÊÂÍÑÐÂ (1)) Ë ÅÑÆËÕÔâ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÕËÒÂ ÄËØÓÇÌ Ä ÎáÃÑÌ
ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ²ÂÊÎËÚËÇ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ
ÄÔÇÅÑ ÎËÛß Ä ÔÒÇÍÕÓÇ Ek / c�2k� 1� Ë ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕË jk. ¿ÕË ÓÂÊÎËÚËâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÃÞÄÂáÕ ÄÂÉÐÞÏË,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÐÇàÍÄËÆËÔÕÂÐÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅÇÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ ÊÆÇÔß ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÆÎâ ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ [11].

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÂÃÔÑ-
ÎáÕÐÑ ÕÑÚÐÞÏ, Â ÑÕÐáÆß ÐÇ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ. ®Þ
ÏÑÉÇÏ ÔÆÇÎÂÕß ÄÞÄÑÆ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ×ËÊËÚÇÔÍË ÄÞÔÑÍÑÄÑÊ-
ÃÖÉÆÇÐÐÞÇ ÖÓÑÄÐË ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÄÖØ (ÎáÃÞØ)
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÏÑÐÑÒÑÎßÐÞØ ÄËØÓÇÌ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏË (Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ×ËÊËÍÇ) ×ÖÐÍÙËâÏË ¿ÓÏËÕÂ
(ÔÓ. Ô ÒÓÇÆÞÆÖÜËÏ ÓÂÊÆÇÎÑÏ). ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ ÐÂÏ
ÍÂÉÇÕÔâ ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÞÏ ÄÄÇÔÕË ÕÇÓÏËÐ "àÓÏËÕÑÄÞ"
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÒÑÒÖÎâÓÐÞÏË Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ
ÄÓÇÏâ "ÓËÆÃÇÓÅÑÄÔÍËÏË" ÔÑÔÕÑâÐËâÏË Ä ÔËÎßÐÑ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÇÐÐÞØ ÂÕÑÏÂØ Ë ËÑÐÂØ [18], ÒÓËÚÇÏ ÒÑÆÚÇÓÍÐÇÏ ÇÜÇ ÓÂÊ,
ÚÕÑ Ä ÄËØÓÇÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ àÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ "ÔÄÑÆËÏÑÔÕË" Í
ÃÂÊÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÞÏ.

7. ¡ÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÇ ÄËØÓË

ªÊÑÕÓÑÒËâ ËÔØÑÆÐÑÌ ÕÇÍÖÚÇÌ ÔÓÇÆÞ, ÒÓËÄÑÆâÜÂâ Í
ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËá "ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ" Í ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÌ
àÐÇÓÅËË ÇÆËÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÄËÉÇÐËâ M, ÑÕÐáÆß ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÞÏ ÂÕÓËÃÖÕÑÏ ÄËØÓÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË.
¦ÜÇ ÑÆÐËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ
ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÆÄËÉÇÐËË ÄËØÓÇÌ Ä ÔÎÑËÔÕÑÌ
ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÔÓÇÆÇ ÕËÒÂ £´³±-ÍÇÓÂÏËÍË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÕÇÚÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÓÂÊÓÇÛÇÐÑ ÎËÛß Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy [15].
¯Â ÆÂÎÇÍËØ (ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÎÑÐÆÑÐÑÄÔÍÑÌ ÆÎËÐÑÌ)
ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÆÄÂ ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÐÂÍÎÑÐÇÐÐÞØ (Õ.Ç. ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÞØ ÎËÐËË x � 0, yÿ z tan a � 0) ÄËØÓâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄÖáÕ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

c / tan2 a�x 2 ÿ y 2�
�x 2 � y 2�2 ;
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ÕÂÍ ÚÕÑ ËØ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ (ÔÍÂÉÇÏ, Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË
z � 0) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (4) Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ

H � A

2

�
�q 2 ÿ p 2� 1

�q 2 � p 2�2 �
1

�q 2 � p 2�2 �q
2 ÿ p 2�

�
; �10�

ÅÆÇAìÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÔÕË.®Þ Ô ÔÂÏÑÅÑ
ÐÂÚÂÎÂ ÔËÏÏÇÕÓËÊÑÄÂÎË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ, ËÏÇâ Ä ÄËÆÖ
ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÌ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËá, ÅÆÇ
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÇÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÐÇ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ. ¯Â
ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÄÃÎËÊË ÐÖÎâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (ÒÓË r4 c=ope)
ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ c ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ àÎÎËÒÔÞ
(ÔÏ. [15]), ÒÑÐâÕÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÕÍÎÑÐââÔß ÑÕ (10), ÐÑ àÕÑÕ
à××ÇÍÕ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÚÕÇÐ Ä ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÔËÔ-
ÕÇÏÞ (4), (10).

¬ÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑ ¢ÑÓÖ ë
©ÑÏÏÇÓ×ÇÎßÆÖ (5) Ô ÖÚÇÕÑÏ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ, ÚÕÑ ÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÆÄËÉÇÐËâ, ÊÂÆÂÄÂÇÏÂâ ÖÔÎÑÄËÇÏ H � E,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÎÇÏÐËÔÍÂÕÖ ¢ÇÓÐÖÎÎË (ÇÇ "ÎÇÒÇÔÕÍË"
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÆÇÎÂÐÐÑÏÖ ÊÂÏÇÚÂÐËá ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÊÂ-
ÏÞÍÂÐËâ ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ H ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÞ ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ),
ÆÂÇÕ ÔÒÇÍÕÓ (ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÎÑÜÂÆË ÎÇÏÐËÔÍÂÕÞ ÔÏ. [19])

Ek � A

2p�h�2k� 1� ; �11�

ÒÓËÚÇÏ ÊÆÇÔß ÄÒÑÎÐÇ ÆÑÒÖÔÕËÏÞ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ k, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ ÎÇÒÇÔÕÍÂÏ, ÓÂÊÄÇÓÐÖ-
ÕÞÏ ÐÂ 90�. ¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÇ "ÕÖÐÐÇÎßÐÑÇ"
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÓÂÊÆÇÎÇÐÐÞØ ÒÓË ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÆÄËÉÇ-
ÐËË ÎÇÒÇÔÕÍÑÄ ÆÑÎÉÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕß Í ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËá (ÚÇÕÐÑ-
ÐÇÚÇÕÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ) àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ Ë ËØ
ÏÂÎÑÏÖ ÔÆÄËÅÖ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ (11), ÐÑ àÕÑÕ à××ÇÍÕ ÕÂÍÉÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÚÕÇÐ Ä ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ.

¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ Ä ÅÇÌÊÇÐÃÇÓÅÑÄÔÍÑÏ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÏÂÕÓËÙ q Ë p ËÊ (8) ÊÆÇÔß ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÖÔÒÇØÖ ì H ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ, Â ÆÄÖÆËÂÅÑ-
ÐÂÎßÐÑÌ: ÐÇÐÖÎÇÄÞÏË Ö ÐÇÇ âÄÎâáÕÔâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ Hi j Ô
i � j� 2. °ÆÐÂÍÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÓÂÃÑÕÇ [20], ÇÔÎË
ÏÞ ÔÖÏÇÇÏ ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÑÄÂÕß àÕÖ ÏÂÕÓËÙÖ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÏÂÕÓËÙÞ S ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ H0 � Sÿ1HS, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ
q0 � Sÿ1qS Ë p0 � Sÿ1pS ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ (ÒÑÔÍÑÎßÍÖ àÕÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇÏÇÉÆÖ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË). ´ÂÍ ÍÂÍÏÞ ÖÉÇ
ÊÐÂÇÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ H0, ÕÑ ÐÂÏ ËÊÄÇÔÕÐÂ Ë
ÏÂÕÓËÙÂ Hÿ lkE, k � 1; 2; . . . ; ÔÎÖÉÂÜÂâ ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇ-
ÐËâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ô ÒÑÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÍÑÐÔÕÓÖËÓÑÄÂÐËÇÏS. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÏÞ Ë Ä ÐÑÄÑÌ
ÊÂÆÂÚÇ ÓÂÔÒÑÎÂÅÂÇÏ ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÇÇ ÅÇÌÊÇÐÃÇÓÅÑÄÔÍÑÅÑ
ÑÒËÔÂÐËâ.

°ÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÊÂÕÓÖÆÐÇÐËâ ÄÑÊÐËÍÂáÕ Ë ÒÓË ÒÓÑÄÇÆÇ-
ÐËË ÛÓÈÆËÐÅÇÓÑÄÔÍÑÌ ËÆÇÑÎÑÅËË. ²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ jk ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ĥ ÒÑ àÓÏËÕÑÄÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ,
ÍÑÐÇÚÐÑ, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÊÃÂÄËÕßÔâ ÑÕ ÐÇÒÓËâÕÐÑÅÑ ÊÐÂÏÇÐÂ-
ÕÇÎâ Ä (10), ÐÑ ÚËÔÎËÕÇÎß ÓÂÊÓÇÛÂÇÕ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÑÒâÕß
ÎËÛß ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÐÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ cki (ÊÆÇÔß k ì ËÐÆÇÍÔ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË,
Â ÐÇ ÔÕÇÒÇÐß, Â iìÕÇÍÖÜËÌ ËÐÆÇÍÔ, Â ÐÇ ÏÐËÏÂâ ÇÆËÐËÙÂ):

cki
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£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÚÇÕÐÞÇ Ë ÐÇÚÇÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ¿ÓÏËÕÂ ÄØÑÆâÕ Ä
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ (àÕÑ ÑÚÇÄËÆÐÑ ÖÉÇ ËÊ ÔËÏÏÇÕÓËË
ÊÂÆÂÚË, ÔÏ. ÄÞÛÇ). ²ÂÊÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÔÕË ÐÂÏ
ÐÇ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÒÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓËÄÇÔÕË âÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÎËÛß ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË Ô k � 1�E � 0�, Õ.Ç. ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÌ "ÔÇÒÂÓÂÕÓËÔÐÑÏÖ" (ÄÆÑÎß x � �y) ÆÄËÉÇÐËá ÒÑ
ÎÇÏÐËÔÍÂÕÇ. °ÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
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�
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ÅÆÇ J�1=4 ì ×ÖÐÍÙËâ ¢ÇÔÔÇÎâ (ÐÂÎËÚËÇ ÆÄÖØ ÓÇÛÇÐËÌ
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇÏ ÆÂÐÐÑÅÑ ËÐ×ËÐËÕÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
Ë "ÔÎËâÐËÇÏ" ÐÂ ÔÇÒÂÓÂÕÓËÔÇ ÆÄËÉÇÐËÌ Ô k > 0 Ë k < 0). £
ÒÑÎÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÔÙËÎÎâÙËÑÐÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÑÌ [11]
ÕÂÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ j ËÏÇÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÐÖÎÇÌ.

¯Ñ ÄÔÇ-ÕÂÍË Ë Ä ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ
ÔËÎßÐÞÇ ÇÅÑ ÑÕÎËÚËâ ÑÕ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÄÂÓËÂÐÕÂ, ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÑÆÄËÐÖÕßÔâ Ä ËÊÖÚÇÐËË ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
ÄËØÓÇÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÑÔÐÑÄÞÄÂâÔß ÐÂ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏÓÇÛÇÐËË
ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÏ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÇ,
ÒÓËÚÇÏ Ë Ä ÅÇÌÊÇÐÃÇÓÅÑÄÔÍÑÏ, Ë Ä ÛÓÈÆËÐÅÇÓÑÄÔÍÑÏ
ÒÑÆØÑÆÂØ.

8. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÎË, ÚÕÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂâ
ÆËÐÂÏËÍÂ ÄËØÓÇÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÍÂÓÆËÐÂÎßÐÞÇ
ÑÕÎËÚËâ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ
(ËÆÇÂÎßÐÂâ ÉËÆÍÑÔÕß, ÒÎÂÊÏÂ, ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆÐËÍË Ë Õ.Ò.),
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ Ä ÚÇÏ-ÕÑ ÑÚÇÐß ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ Ë ÇÆËÐÑÌ.
¢ÂÊËÓÖâÔß ÐÂ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÐÑÏ ÆÎâ ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ âÊÞÍÇ ÑÒËÔÂÐËâ, ÑÐÂ ÕÇÏ ÔÂÏÞÏÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÑØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÐÂ ÍÂÍ "àÓÏËÕÑÄÂ" (Ä ÔÏÞÔÎÇ ÕÇÔÐÑÌ ÔÄâÊË
Ô ×ÖÐÍÙËâÏË¿ÓÏËÕÂ, Â ÐÇ ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË). ±ÓËÓÑÆÂ
àÕÑÌ ÔÄâÊË ÎÇÉËÕ Ä ÔÑÄÒÂÆÇÐËË ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂ ÏÑÏÇÐÕÂ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ "ÍÂÓÕÇÊËÂÐÔÍÑÏ" ÄËØÓÇÄÑÏ
ÆÄËÉÇÐËË Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ "ÐßáÕÑÐÑÄ-
ÔÍÑÌ" ÔËÔÕÇÏÞ.

±ÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ ÓÂÊÑÃÓÂÐÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÆËÐÂÏËÍË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÑÚÇÐß ÕÓÖÆÐÑÌ, ØÑÕâ Ë ÐÇ
ÃÇÊÐÂÆÇÉÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÑÆØÑÆâÜËÏ
ÑÃÝÇÍÕÑÏ ÆÎâ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ÃÞÎË ÃÞ ÕÑÐÍËÇ ÒÎÇÐÍË ÔÄÇÓØÕÇ-
ÍÖÚÇÅÑ ÅÇÎËâ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ö ÐËØ Ë d, Ë a (ÒÑ
ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, Ä ÒÓËÐÙËÒÇ) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÓâÆÍÂ ÂÕÑÏÐÞØ
ÓÂÊÏÇÓÑÄ, ÕÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ r > a ÐÇ ÒÓÇÒâÕÔÕÄÖÇÕ
ÓÇÉËÏÖ Ô k � 1 (ÔÏ. (6)), Õ.Ç. ÃÑÎßÛÑÏÖ "ÆÓÑÃÑÄÑÏÖ"
à××ÇÍÕÖ Ä ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÆËÔÕÂÐÙËâØ r. °ÆÐÂÍÑ Ë ÓÂÊÓÇÛÂÕß
ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÂÕÑÏÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ Ë àÐÇÓÅËË. ±ÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÔÕÑÎß ÉÇ ÕÑÐÍËÇ ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆâÜËÇ ÒÎÇÐÍË ÑÃÎÂÆÂáÕ
ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÏË a ("ÆÎËÐÑÌ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË", ËÎË
ÓÂÊÏÇÓÑÏ ÍÖÒÇÓÑÄÔÍÑÌ ÒÂÓÞ), ÐËÍÂÍ ÐÇ ÏÇÐßÛËÏË
100 A

�
, ÒÑàÕÑÏÖ ÆÎâ ÐËØ k > 104.

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ÅÓÂÐÕÂ ²¶¶ª 03-
02-16765 Ë ÅÓÂÐÕÂ ¯º-2292.2003.2, Â ÕÂÍÉÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ËÐËÙËÂÕËÄÐÞØ ÒÓÑÇÍÕÑÄ ²¯¸ "¬ÖÓÚÂÕÑÄÔÍËÌ ËÐÔÕË-
ÕÖÕ".
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"Hermitian" states of quantum interacting vortices

V.Yu. Zaburdaev, A.S. Romanov, K.V. Chukbar

Russian Research Center "Kurchatov Institute",

pl. Kurchatova 1, 123182 Moscow, Russian Federation

Tel. (7-095) 196-73 01

E-mail: chukbar@dap.kiae.ru

Both the SchroÈ dinger picture and Heisenberg picture are used to discuss quantum effects in the dynamics of a pair of monopole vortices

of a widely varying natureÐ a system to which, due to its close and universal relation to the linear quantum oscillator, the "hermiticity"

property of oscillator eigenfunctions can be reasonably ascribed.
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