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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

®ÐÑÅËÇ ÕÄÇÓÆÞÇ ÕÇÎÂ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÑÌ. °ÆÐÂÍÑ Ä ÒÓËÓÑÆÇ ËÆÇÂÎßÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÐÇÕ, Ë
ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ËØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ, ÕÂÍËØ ÍÂÍ ÒÎÂÔÕËÚ-
ÐÑÔÕß, ÒÎÂÄÎÇÐËÇ, ÓÑÔÕ Ë ÆÓ., ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÇ×ÇÍÕÂÏË

ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. ±ÑàÕÑÏÖ ËÊÖÚÇÐËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ
âÄÎâÇÕÔâ ÂÍÕÖÂÎßÐÑÌ ÐÂÖÚÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ, ÄÂÉÐÑÌ, Ä
ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß, ÆÎâ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ. ªÐÕÇÐÔËÄÐÞÇ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ Ë ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ Ä
ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ ÐÂÚÂÎËÔß Ä 30-Ç ÅÑÆÞ XX ÄÇÍÂ Ë ÒÓÑÆÑÎ-
ÉÂáÕÔâ ÒÑ ÔÇÌ ÆÇÐß. ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÆÇÔâÕÍË ÏÑÐÑÅÓÂ×ËÌ Ë
ÕÞÔâÚË ÔÕÂÕÇÌ, ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ Ä
ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ.

°ÆËÐ ËÊ ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÐÞØ ÒÑÆØÑÆÑÄ Í ÔÑÊÆÂÐËá ÕÇÑÓËË
ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËË ²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ ÊÂÆÂÇÕÔâ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ Ë ÍÓÖÚÇÐËÇÏ. £
àÕÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÍÓËÔÕÂÎÎ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÐÇÒÓÇÓÞÄ-
ÐÂâ ÖÒÓÖÅÂâ ÔÓÇÆÂ ÔÑ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ. ¦ÔÎË ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ âÄÎâÇÕÔâ ÅÎÂÆÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ, ÕÑ Ä
ÍÓËÔÕÂÎÎÇ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÕÑÎßÍÑ ÖÒÓÖÅËÇ ÐÂÒÓâÉÇÐËâ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÂÏ ÒÎÑÔÍÑÅÑ
ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ¦ÔÎË ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ ËÏÇÇÕ
ÓÂÊÓÞÄÞ, ÕÑ ÏÞ ÅÑÄÑÓËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÓÇÆÇ ÇÔÕß ÆÇ×ÇÍÕÞ
ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. ¥Ç×ÇÍÕÞ ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÐÂÊÞ-
ÄÂáÕÔâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË Ë ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËá
ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÑÐË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖáÕ ÑÕÎËÚÐÑÏÖ ÑÕ ÐÖÎâ ÕÇÐÊÑÓÖ ÍÓÖÚÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÓÂÄÇÐ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÂ ¢áÓÅÇÓÔÂ.

ªÆÇâ ÔÄâÊÂÕß ÍÓÖÚÇÐËÇ Ô ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË ÄÑÊÐËÍÎÂ Ä
ÒâÕËÆÇÔâÕÞÇ ÅÑÆÞ [1 ë 4]. ¿ÕÑÕ ÒÑÆØÑÆ ÖÔÒÇÛÐÑ ÓÂÊÄË-
ÄÂÇÕÔâ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ (ÑÕÏÇÕËÏ ÑÃÊÑÓÞ [5 ë 11]) Ë ÚÂÔÕÑ
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ÕÇÑÓËÇÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ. ¡ÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ Ä ÅÓÂÄËÕÂÙËË [12].
ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ¿. ¬ÂÓÕÂÐ ÄÄÇÎ ÒÑÐâÕËÇ ÍÓÖÚÇ-
ÐËâ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËá [13], ÒÓÑÄÑÆâ ÂÐÂÎÑÅËá Ô ÏÇØÂÐËÍÑÌ
ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÓÇÆÞ.

¬ÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ Í ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÖÔÒÇÛÐÑ
ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ, Ë ÐÂ àÕÑÏ ÒÖÕË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ [14 ë 17]. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÑÕÏÇÕËÏ ÆÄÂ
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¥ÂÐÑ ÑÒËÔÂÐËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ì ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Ë ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ ì Ä ÓÂÏÍÂØ ÅÇÑÏÇÕÓËË ²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ. ´ÇÐÊÑÓÞ
ÍÓËÄËÊÐÞ Ë ÍÓÖÚÇÐËâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÖáÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÍÂÍ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¶ÓÂÐ-
ÍÂ Ë ¢áÓÅÇÓÔÂ. ±ÓÇÆÎÑÉÇÐÑ ÐÑÄÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ. µÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÆÎâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ­ÑÓÇÐÙÇÄÂ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ SO�3�-ÒÑÎâ. ±ÓË ÑÕÔÖÕÔÕ-
ÄËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÏÑÆÇÎß ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÏÇÜÇÐËÌ Ë ÏÑÆÇÎË
ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ SO�3�-ÒÑÎâ ÆÎâ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. ¯Â ÒÓËÏÇÓÇ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÒÑÍÂÊÂÐÑ,
ÚÕÑ ÕÇÑÓËâ ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÕÑÎßÍÑ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ.
±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÆÎâ ÔÓÇÆÞ ¬ÑÔÔÇÓaÂ ÕÂÍÉÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÍÎÂÆÞÄÂáÕÔâ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ÕÇÑÓËá ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÍÂÍ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÒÓËÎÑÉÇÐËâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ×ÑÐÑÐÑÄ ÐÂ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË.
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÊÂÆÂÚÂ ÑÃ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÒÇÍÕÓÇ ÒÓËÏÇÔË Ä ÒÑÎÇ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË.
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ÏÑÏÇÐÕÂ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏÞÌ ÐËÉÇ ÒÑÆØÑÆ ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ. £ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞØ ÏÑÆÇÎâØ ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËÌ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞØ ÐÂ ÅÓÖÒÒÇ ÕÓÂÐÔÎâÙËÌ ËÎË ÐÂ ÒÑÎÖÒÓâ-
ÏÑÏ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËË ÅÓÖÒÒÞ ÄÓÂÜÇÐËÌ ÐÂ ÅÓÖÒÒÖ ÕÓÂÐÔ-
ÎâÙËÌ, Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÑÃÞÚÐÑ
ÄÞÃËÓÂÇÕÔâ ÆËÔÕÑÓÔËâ Ë ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÒÓË ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÕÓÂÐÔÎâÙËâØ ÒÓÑÔÕÑ
ÔÆÄËÅÂÇÕÔâ, ÕÑ ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÊÂ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÑÔÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÕÓÂÐÔÎâÙËÌ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÑÃÓÂÕËÕÔâ Ä ÐÖÎß. £ àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ
ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÕÓÂÐÔÎâÙËÌ, Ë Ä ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞØ ÏÑÆÇÎâØ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÇ ÑÕ
ÐÇÅÑ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ.

¥ÓÖÅËÏ ÐÇÆÑÔÕÂÕÍÑÏ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ
âÄÎâáÕÔâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ.
°ÃÞÚÐÑ ÆÎâ ÆËÔÕÑÓÔËË ËÎË ÓÇÒÇÓÂ ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÕËÒÂ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ô ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕßá, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ
ÕÇÐÊÑÓÂ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ. ³ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÕÑ
ÍÂÉÇÕÔâ ÐÇÒÓËÇÏÎÇÏÞÏÒÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÒÓËÚËÐÇ. ²ÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÆÐÖ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÖá ÍÓÂÇÄÖá ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËá. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÇ ÖÒÓÖÅËØ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ ÑÕÎËÚÐÑ ÑÕ
ÐÖÎâ ÄÔáÆÖ. ´ÑÅÆÂ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÃÖÆÇÕ
ÔÎÇÆÑÄÂÕß, ÚÕÑ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓÖÚÇÐËâ (ËÎË ÍÓËÄËÊÐÞ) ÕÂÍÉÇ
ÃÖÆÇÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ ÄÑ ÄÔÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ³ ÐÂÛÇÌ
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, àÕÑ ÐÇÄÇÓÐÑ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÄÞÆÇÎËÏ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÑÃÝÇÏ ÔÓÇÆÞ ÄÐÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÓÂÊÓÇÊÂ Ë
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÑÊÆÂÐËâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË. ¥Ñ
ÔÑÊÆÂÐËâ ÆÇ×ÇÍÕÂ ÄÞÃÓÂÐÐÞÌ ÑÃÝÇÏ ÃÞÎ ÚÂÔÕßá ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, Ö ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÍÓÖÚÇÐËÇ Ë ÍÓËÄËÊÐÂ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÑÊÆÂÐËâ ÆËÔÎÑÍÂÙËË âÄÎâÇÕÔâ
ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÑÏ, ÕÑ âÔÐÑ, ÚÕÑ Ë ÍÓÖÚÇÐËÇ, Ë ÍÓËÄËÊÐÂ
ÑÔÕÂÐÖÕÔâ ÐÖÎÇÄÞÏË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÆÎâ ÔÑÊÆÂÐËâ ÆÇ×ÇÍÕÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÓÂÊÓÇÊÂ ÏÑÉÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ, ÐÇ
ÏÇÐââ ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂÙËË. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÍÓÖÚÇÐËÇ Ë
ÍÓËÄËÊÐÂ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá ÄÔáÆÖ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇ-
ÐËÇÏ ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂÙËË. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÕÇÐÊÑÓ ÖÒÓÖÅËØ
ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ.
¹ÕÑÃÞ ÖÔÕÓÂÐËÕß ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÇ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇ ÏÞ ÒÓÇÆ-
ÎÂÅÂÇÏ ÍÂÓÆËÐÂÎßÐÞÌ ÄÞØÑÆ: ÑÕÍÂÊÞÄÂÇÏÔâ ÑÕ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐËâ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÑÌ ÄÑÑÃÜÇ. ¿ÕÑ ÐÇ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ Ä ÓÇÂÎßÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ. £ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏÑÏ
ÒÑÆØÑÆÇ Ä ÕÇØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÔÓÇÆÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ
âÆÇÓ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ, ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ Ë ÇÅÑ
ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß. ±ÓË àÕÑÏ ÑÐÑ ÃÖÆÇÕ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË.

±ÓÇÆÎÂÅÂÇÏÞÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÄÍÎáÚËÕß Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÆÓÖÅËÇ ÆÇ×ÇÍÕÞ, ÐÇ ÑÕÐÑÔâ-
ÜËÇÔâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Í ÆÇ×ÇÍÕÂÏ ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÓÇÆÞ.

±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ Ô ËÊÖÚÇÐËÇÏ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÛÎÑ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÇ ËÊÖÚÇÐËÇ ÆÓÖÅÑÅÑ ÕËÒÂ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ. ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÏÐÑÅËÇ ÕÇÎÂ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÖÒÓÖÅËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË,
ÐÑ Ë ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍË,
ÉËÆÍËÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÞ, ÔÒËÐÑÄÞÇ ÔÕÇÍÎÂ Ë ÆÓ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÆÇ×ÇÍÕÞ Ä ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ÆËÔÍÎËÐÂÙËâÏË [18]. °ÐË ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÕÑÅÆÂ,
ÍÑÅÆÂ ÒÑÎÇ ÆËÓÇÍÕÑÓÂ ËÏÇÇÕ ÓÂÊÓÞÄÞ. ¯ÂÎËÚËÇ ÆËÔÍÎË-
ÐÂÙËÌ ÕÂÍÉÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ. ¡
ËÏÇÐÐÑ, ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ ÓÂÄÇÐ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÄÇÍÕÑÓÂ ¶ÓÂÐÍÂ. ¬ ÑÒËÔÂÐËá ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ ÕÂÍÉÇ
ÒÓËÏÇÐâÎÔâ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ
ÅÓÖÒÒÇ ÄÓÂÜÇÐËÌ SO�3� [19]. SO�3�-ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÇ

ÏÑÆÇÎË ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÇÍÑÎ Ô ÆÇ×ÇÍÕÂÏË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß
Ä [20, 21].

¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ÍÑÕÑÓÂâ Ô ÇÆËÐÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÑÃÂ
ÕËÒÂ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ì ÆËÔÎÑÍÂÙËË Ë ÆËÔÍÎËÐÂÙËË, ÃÞÎÂ
ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ Ä [22]. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÆÓÖÅËØ ÒÑÆØÑÆÑÄ ÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË Ö ÐÂÔ âÄÎâáÕÔâ
ÓÇÒÇÓ Ë SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß. ´ÇÐÊÑÓÞ ÍÓÖÚÇÐËâ Ë ÍÓËÄËÊÐÞ
ËÏÇáÕ ÒÓâÏÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Ë ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ. ¥Îâ
ÓÇÒÇÓÂ Ë SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË ÒÑÔÕÖÎËÓÖáÕÔâ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÕÂÍËÇ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä ÏÑÆÇÎË ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËË Ô ÍÓÖÚÇÐËÇÏ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÎáÃÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÑÃÜËØ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÎÑÍÂÎßÐÞØ SO�3�-ÄÓÂÜÇÐËÌ, ÕÑ ÆÎâ
ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÓÇÛÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÂÆÂÕß
ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (ÊÂ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß ÍÂÎËÃÓÑÄÍÖ). ¯Ç-
ÆÂÄÐÑ ÆÎâ àÕÑÌ ÙÇÎË ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ ÖÒÓÖÅÂâ ÍÂÎËÃ-
ÓÑÄÍÂ ÆÎâ ÓÇÒÇÓÂ [23] Ë ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ÆÎâ
SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË [24]. ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ Ä ÐÂÛÇÏ ÒÑÆØÑÆÇ
ÒÑÐâÕËâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÏÇÜÇÐËÌ Ë ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÑÎÐÑÔÕßá
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ. ¿ÕË ÒÑÐâÕËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÄÇÆÇÐÞ ÕÑÎßÍÑ Ä
ÕÇØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÔÓÇÆÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÆÇ×ÇÍÕÞ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÓÇÒÇÓÂ Ë SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕÔâ, ÖÒÓÖÅÂâ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË
ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÏÇÜÇÐËÌ, Â ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ì Í
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ SO�3�-ÒÑÎâ. ¥ÓÖÅËÏË
ÔÎÑÄÂÏË, ÆÎâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÏÞ
ÄÞÃËÓÂÇÏ ÆÄÇ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÏÑÆÇÎË: ÕÇÑÓËá ÖÒÓÖÅÑ-
ÔÕË Ë ÏÑÆÇÎß ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

¥Îâ ÆÇÏÑÐÔÕÓÂÙËË ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÆØÑÆÂ Ë ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÇÅÑ Ô ÕÇÑÓËÇÌ ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÏÞ ÒÑÆ-
ÓÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÍÎËÐÑÄÖá ÆËÔÎÑÍÂÙËá Ä ÓÂÏÍÂØ
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË Ë ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏÑÌ ÅÇÑÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ âÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÏÇÕÓËÍË Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÒÓÑÜÇ Ë
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÆÎâ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÏÇÕÓËÍË,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË, ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
ÏÂÎÞØ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞØ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍ-
ÕÑÄ Ä ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÑÃÊÑÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÞ ÆÄÂ ÒÓËÏÇÓÂ. ³ÐÂÚÂÎÂ ÓÇÛÇÐÂ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÓÂÔÔÇâÐËË
×ÑÐÑÐÑÄ ÐÂ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä àÌÍÑ-
ÐÂÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ×ÑÐÑÐÞ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÄÆÑÎß
àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ, ÕÑ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÓÂÔÔÇâÐËË ×ÑÐÑÐÑÄ ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË,
ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÖÅÎÑÄÖá ÆËÔÎÑÍÂÙËá. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÒÓËÎÑÉÇÐËâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ
ÑÆÄËÉÇÐËËÒÓËÏÇÔËËÎËÄÂÍÂÐÔËËÄÐÖÕÓËÙËÎËÐÆÓÂ, ÑÔßá
ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÖÅÎÑÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ. ÁÄÐÑ ÐÂÌÆÇÐÞ
ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË Ë àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ÔÒÇÍÕÓ ÒÓËÏÇÔË.

¯ÂÎËÚËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕ-
ÓËË ²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ. ¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ËÊÖÚÇÐËâ ÕÇØ
âÄÎÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄâÊÂÐÞ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ Ô ÖÒÓÖÅÑÌ
ÔÓÇÆÑÌ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÇÔÎË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ
×ÑÐÑÐÑÄ Ä ËÆÇÂÎßÐÑÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÑÎÐÑÄÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÕÑ ÖÚÇÔÕß ÐÂÎËÚËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÒÓÑÔÕÑ. ¥Îâ
àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÎÑÔÍÖá ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÏÇÕÓËÍÖ ÊÂÏÇ-
ÐËÕß ÐÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÖá ÏÇÕÓËÍÖ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÖá ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ. ¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÆÓÖÅËØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
âÄÎÇÐËÌ ÕÖ ÉÇ ÊÂÏÇÐÖ ÐÖÉÐÑ ÒÓÑÄÇÔÕË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ. ¬ ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ
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ÐÂÎËÚËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ
âÄÎÇÐËâ. £ ÔÕÂÕßâØ [24 ë 46] Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÊÂÆÂÚÂØ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÎÑÔß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËÌ. ©ÂÆÂÚË, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ËÎË
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ­ÂÒÎÂÔÂ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß Ä [47 ë 54]. £ÎËâ-
ÐËÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÏÇÕÓËÍË, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ÐÂÎËÚËÇÏ
ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÑÔß ÕÂÍÉÇ Ä àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ [55] Ë
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ [56]. £ ÔÕÂÕßâØ [57 ë 59] ËÊÖÚÂÎÑÔß ÓÂÔÔÇâ-
ÐËÇ ×ÑÐÑÐÑÄ ÐÂ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞØ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËâØ.

¥ÓÖÅÑÌ ÒÑÆØÑÆ Í ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ
Â××ËÐÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË Ô ÐÇÐÖÎÇÄÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑ-
ÔÕË, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÔâ ÐÇÆÂÄÐÑ Ä [60].

2. µÒÓÖÅËÇ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÓÇØÏÇÓÐÖá ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÖá ÖÒÓÖÅÖá ÔÓÇÆÖ.
®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÐÇÆÇ×ÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÔÓÇÆÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÓÂÐÔÎâ-
ÙËÌ Ë ÄÓÂÜÇÐËÌ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ´ÑÅÆÂ Ä
àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ y i, i � 1; 2; 3, ÔÓÇÆÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ di j � diag �� � ��, Â ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÐÇÆÇ-
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÏÞ ËÏÇÇÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÑ R3 Ô ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ. ®Þ ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÍÓÖÚÇÐËÇ (ÔÏ.
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ) Ä ÔÓÇÆÇ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá.

±ÖÔÕß ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÕÑÚÍÂ ÔÓÇÆÞ ËÏÇÇÕ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ y i. ±ÑÔÎÇ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÆÂÐÐÂâ
ÕÑÚÍÂ Ä ËÔØÑÆÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
(ÓËÔ. 1)

y i ! x i�y� � y i � u i�x� : �1�

£ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÒÓËÐâÕÞ ÑÃÓÂÕÐÞÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ.
°ÃÞÚÐÑ ÒËÛÖÕ x i ! y i � x i � u i�x�. ¿ÕÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÇ
ÊÂÒËÔË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÃÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x i Ë y i ÒÑÍÓÞ-
ÄÂáÕ ÄÔÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ R3. °ÆÐÂÍÑ Ä ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ, ÔËÕÖÂ-
ÙËâ ÆÓÖÅÂâ. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÑÎßÍÑ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË
ÖÒÓÖÅÂâ ÔÓÇÆÂ ÊÂÒÑÎÐâÇÕ ÄÔÇ ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ.
©ÆÇÔß Ë Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÑÎâ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÊÂÄËÔâÜËÏË
ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË ÕÑÚÇÍ
ÔÓÇÆÞ ÒÑÔÎÇ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË Ë ÒÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËá ÒÑÍÓÞ-
ÄÂáÕ ÄÔÇ ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ R3. ±ÓË ÐÂÎËÚËË
ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ y i Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ÒÑÍÓÞ-
ÄÂáÕ ÄÔÇR3, ÕÂÍ ÍÂÍ ÚÂÔÕß ÔÓÇÆÞÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÆÂÎÇÐÂ ËÎË,
ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÆÑÃÂÄÎÇÐÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓÇÆÒÑÚÕËÕÇÎßÐÇÇ ÔËÔ-
ÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÔÄâÊÂÐÐÂâ Ô ÕÑÚÍÂÏË ÔÓÇÆÞ ÒÑÔÎÇ
ÖÒÓÖÅÑÌ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË Ë ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ.

£ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂáÕÔâ ÏÂÎÞÏË (qj u i 5 1). ´ÑÅÆÂ ×ÖÐÍÙËË u i�x� �
� u i�y�x�� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ
ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÔÏÇÜÇÐËÌ Ë
âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË.

£ ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÏÞ ÒÑÎÂÅÂÇÏ ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ
ÅÎÂÆÍËÏ ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
R3. ¯ÂÎËÚËÇ Ö ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÓÂÊÓÞÄÑÄ Ë ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ
ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÖÇÕÔâ ÍÂÍ ÐÂÎËÚËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ Ä ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÓÇÆÇ.

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ
ÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË, ÍÑÅÆÂ ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ u i ÐÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË. ´ÑÅÆÂ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇ-
ÔËâ ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÓÇÆÞ ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ËÏÇáÕ ÄËÆ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [61])

qjs j i � f i � 0 ; �2�
s i j � ld i jE k

k � 2mE i j ; �3�

ÅÆÇ s i j ì ÕÇÐÊÑÓ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ. ´ÇÐÊÑÓ ÏÂÎÞØ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ Ei j ÊÂÆÂÇÕÔâ
ÔËÏÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÚÂÔÕÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÑÕ ÄÇÍÕÑÓÂ
ÔÏÇÜÇÐËÌ:

Ei j � 1

2
�qiuj � qjui� : �4�

°ÒÖÔÍÂÐËÇ Ë ÒÑÆÝÇÏ ÎÂÕËÐÔÍËØ ËÐÆÇÍÔÑÄ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍË di j Ë ÇÇ ÑÃÓÂÕÐÑÌ di j.
¢ÖÍÄÞ l Ë m ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ
ÖÒÓÖÅËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÓÇÆÞ, Ë ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË
­ÂÏÇ. ¶ÖÐÍÙËË f i�x� ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÔÖÏÏÂÓÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÐÇÖÒÓÖÅËØ ÔËÎ ÄÐÖÕÓË ÔÓÇÆÞ. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÕÂÍËÇ ÔËÎÞ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ: f i�x� � 0. µÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (2) ÇÔÕß ÊÂÍÑÐ ¯ßáÕÑÐÂ, Â (3) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÊÂÍÑÐ ¤ÖÍÂ, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÌ ÐÂÒÓâÉÇÐËâ Ë ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË.

£ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÆÇ×ÑÓ-
ÏÂÙËâØ ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÄÇÓØÐËÏË Ë ÐËÉÐËÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË
ÒÓÑÒÂÆÂÇÕ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÆÝÇÏ Ë ÑÒÖÔÍÂÐËÇ ËÐÆÇÍÔÑÄ
ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍË. ±Ñ àÕÑÌ
ÒÓËÚËÐÇ Ä ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÑÃ àÕÑÏ ÓÂÊÎËÚËË ÚÂÔÕÑ
ÊÂÃÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÄÒÑÎÐÇ ÑÒÓÂÄÆÂÐÑ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÐÂÎËÚËË
ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÒÑÐâÕËÇ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, Â ÒÑÆÝÇÏ Ë ÑÒÖÔÍÂÐËÇ
ËÐÆÇÍÔÑÄ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍË.
±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÆÇÎÂÇÏ ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÄÇÓØÐËÏË Ë ÐËÉ-
ÐËÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË, ÍÂÍ àÕÑ ÒÓËÐâÕÑ Ä ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ
ÅÇÑÏÇÕÓËË, ËÏÇâ Ä ÄËÆÖ ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÌ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÖÒÓÖÅËÏ
ÔÓÇÆÂÏ Ô ÆÇ×ÇÍÕÂÏË.

£ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ
âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ ÔÏÇÜÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË (3)
Ä (2), ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ. ®ÐÑÉÇÔÕÄÑ
ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÒÓÇÍÓÂÔÐÑÏ ÔÑÅÎÂÔËË Ô
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÏ. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(3), (2) ËÏÇáÕ ØÑÓÑÛÖá àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÖá ÑÔÐÑÄÖ.

±ÑÔÏÑÕÓËÏ ÐÂ ÖÒÓÖÅËÇ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË. ³ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ (1) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÆË××ÇÑÏÑÓ-
×ËÊÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ R3. ±ÓË àÕÑÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ
ÏÇÕÓËÍÂ di j ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÂ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇÏ y i ! x i. ¿ÕÑ
ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ Ä ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÏÇÕÓËÍÂ Ä
ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

gi j�x� � qyk

qx i

qy l

qx j
dkl � di j ÿ qi uj ÿ qj u i � di j ÿ 2Ei j ; �5�

y i

x i

x i � y i � u i�x�

²ËÔ. 1. µÒÓÖÅËÇ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË.

´. 175, å 7] ¤¦°®¦´²ª¹¦³¬¡Á ´¦°²ªÁ ¥¦¶¦¬´°£ 707



Õ.Ç. ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÏÂÎÞØ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ (4).
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ei j�x� � Ei j�y� Ë
quj=qx i � quj=qy i.

£ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÏÇÕÓËÍÂ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ ÔÄâÊÐÑÔÕß ­ÇÄË ë¹ËÄËÕÞ eGi j

k�x� (ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓË-
ÔÕÑ××ÇÎâ) (±.11). ±Ñ àÕËÏ ÔËÏÄÑÎÂÏ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß
ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ (±.15). ¿ÕÑÕ ÕÇÐÊÑÓ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá: eRi j k

l�x� � 0, ÕÂÍ ÍÂÍ ÍÓËÄËÊÐÂ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, Â ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ y i ! x i ì ÆË××ÇÑÏÑÓ-
×ËÊÏ. ±Ñ àÕÑÌ ÉÇ ÒÓËÚËÐÇ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá Ë ÕÇÐÊÑÓ ÍÓÖÚÇÐËâ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÒÓÖÅÂâ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâ ÔÓÇÆÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖÇÕ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ, ÒÑÔÍÑÎß-
ÍÖ ÕÇÐÊÑÓÞ ÍÓËÄËÊÐÞ Ë ÍÓÖÚÇÐËâ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá.

¶ËÊËÚÇÔÍÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ÏÇÕÓËÍË (5) ÔÎÇÆÖáÜÂâ.
£ÐÇÛÐËÌ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ×ËÍÔËÓÖÇÕ ÆÇÍÂÓÕÑÄÖ ÔËÔÕÇÏÖ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÑÔÐÑÄÐÑÏÖ ÐÇÆÇ×ÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá ÔÓÇÆÞ. ©ÂÕÇÏ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÆÇ×ÑÓÏÂ-
ÙËâ ÔÓÇÆÞ, Ë ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä àÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÏÇÕÓËÍÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ.
¦ÔÎË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÖÒÓÖÅËÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ Ä ÔÓÇÆÇ
(×ÑÐÑÐÞ) ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÄÆÑÎß àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ (ÎËÐËÌ
ÐÂËÏÇÐßÛÇÌ ÆÎËÐÞ), ÕÑ Ä ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË
ËØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÃÖÆÖÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (±.14).
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞ
(eGjk

i 6� 0), ÕÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË ×ÑÐÑÐÑÄ ÖÉÇ ÐÇ ÃÖÆÖÕ ÒÓâ-
ÏÞÇ ÎËÐËË. £ àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÏÇÕÓËÍÂ (5) ÐÂÃÎáÆÂÇÏÂ.
©ÆÇÔß ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÓÑÎß ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ y i, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÌ ÐÇÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ, Ô ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÄâÊÂÐ ÒÓÑÙÇÔÔ ËÊÏÇÓÇÐËâ.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá ÖÒÓÖÅÑÌ
ÔÓÇÆÞ ÃÇÊ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÇÕÓËÍÂ gi j�x�, ÊÂÆÂÐ-
ÐÂâ Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. £ ÕÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5),
ÖÔÎÑÄËÇÏ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË ÍÑÕÑÓÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
ÐÖÎá ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓËÄËÊÐÞ, ÚÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÕÇÑÓÇÏÞ 2,
Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË. £ ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË àÕË ÖÔÎÑÄËâ ËÊÄÇÔÕÐÞ Ä ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÍÂÍ
ÖÔÎÑÄËâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË ³ÇÐ-£ÇÐÂÐÂ.

³ÆÇÎÂÇÏ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ, ÄÂÉÐÑÇ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐËâ. ±ÓË ÐÂÆÎÇÉÂÜËØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË (2), (3) ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑ. ³
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÕÇÑÓËâ
ÖÒÓÖÅÑÔÕË ×ËÍÔËÓÖÇÕ ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÞ. ¥ÂÐÐÞÌ ×ÂÍÕ
ÃÖÆÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ.
µÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË, ÒÇÓÇÒËÔÂÐÐÞÇ
ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË ËÎË ÓÇÒÇÓÂ, ÃÖÆÖÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÆÎâ ×ËÍÔË-
ÓÑÄÂÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

3. ¥ËÔÎÑÍÂÙËË

¯ÂÚÐÇÏ Ô ÑÒËÔÂÐËâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Ä ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÓÇÆÇ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [61, 62]). ±ÓÑÔÕÇÌÛËÇ Ë ÐÂËÃÑÎÇÇ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ËÊÑÃ-
ÓÂÉÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 2. ²ÂÊÓÇÉÇÏ ÔÓÇÆÖ ÒÑ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË
x2 � 0, x1 > 0. ³ÆÄËÐÇÏ ÄÇÓØÐáá ÚÂÔÕß ÔÓÇÆÞ, ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐÐÖá ÐÂÆ ÓÂÊÓÇÊÑÏ x2 > 0, x1 > 0, ÐÂ ÄÇÍÕÑÓ b ÒÑ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá Í ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂÙËË x3 Ë ÔÍÎÇËÏ ÃÇÓÇÅÂ
ÓÂÊÓÇÊÂ. £ÇÍÕÑÓ b ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓÑÏ ¢áÓÅÇÓÔÂ. £
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÍÕÑÓ ¢áÓÅÇÓÔÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇ ÒÑÔÕÑâ-
ÐÇÐ ÐÂ ÓÂÊÓÇÊÇ. ¥Îâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÑÐ ÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ
ÐÖÎâ ÆÑ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ b ÒÑ ÏÇÓÇ
ÖÆÂÎÇÐËâ ÑÕ ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂÙËË. ±ÑÔÎÇ ÔÍÎÇÌÍË ÔÓÇÆÂ ÒÓË-
ÆÇÕ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÍÓÂÇ-
ÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËÇÌ, ËÊÑÃÓÂÉÇÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 2a. ¦ÔÎË ÄÇÍÕÑÓ

¢áÓÅÇÓÔÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎÇÐ ÎËÐËË ÆËÔÎÑÍÂÙËË, ÕÑ ÑÐÂ ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÄËÐÕÑÄÑÌ (ÓËÔ. 2Ã).

°ÆÐÖ Ë ÕÖ ÉÇ ÆËÔÎÑÍÂÙËá ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÓÂÊÐÞÏË
ÔÒÑÔÑÃÂÏË. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÇÔÎË Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÒÓËÏÇÓÂØ
ÄÇÍÕÑÓ ¢áÓÅÇÓÔÂ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÇÐ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÓÂÊÓÇÊÂ Ë
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÑÕ ÐÇÅÑ, ÕÑ ÒÇÓÇÆ ÔÍÎÇÌÍÑÌ ÑÃÓÂÊÑÄÂÄÛÖáÔâ
ÒÑÎÑÔÕß ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÂÒÑÎÐËÕß ÄÇÜÇÔÕÄÑÏ. £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ, ÍÂÍ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß, ÕÂÍÉÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÍÓÂÇ-
ÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ, ÕÑÎßÍÑ ÒÑÄÇÓÐÖÕÂâ ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË x3 ÐÂ ÖÅÑÎ
p=2. ¿ÕÑÕ ÒÓËÏÇÓ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ
ÆËÔÎÑÍÂÙËË âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÓÂÊÓÇÊÂ, Â ÎËÐËâ
ÆËÔÎÑÍÂÙËË Ë ÄÇÍÕÑÓ ¢áÓÅÇÓÔÂ.

³ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÔÓÇÆÂ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÂâ
ÆËÔÎÑÍÂÙËË, ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÎË ÆÂÉÇ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÚËÔÎÑ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÑ R3. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÖÒÓÖÅËØ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ÒÓË
ÐÂÎËÚËË ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÒÇÓÇÔÕÂÇÕ ÃÞÕß
ÅÎÂÆÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ ËÏÇáÕÔâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÓÂÊÓÇÊÂ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÚÂÔÕÐÞÇ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÏÇÜÇÐËÌ qju i (ÕÇÐÊÑÓ ÆËÔÕÑÓ-
ÔËË) âÄÎâáÕÔâ ÅÎÂÆÍËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÓÂÊÓÇÊÂ. ³ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÕÂÍÑÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇ-
ÐËÇ ÑÒÓÂÄÆÂÐÑ ÕÇÏ, ÚÕÑ àÕË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ
ÕÇÐÊÑÓ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ (4). £ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÚÂÔÕÐÞÇ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ ÕÇÐÊÑÓÂ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ÆÑÎÉÐÞ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß
Ë ÃÞÕß ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËË ÄÇÊÆÇ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß, ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂÙËË,
ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ (2) ÐÇ
ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎÂ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÇÐÊÑÓ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÖá ÏÇÕÓËÍÖ (5), ÕÑ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ,
ÚÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ Ë ÓÇÒÇÓ Ä R3, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ,
ÑÔÇÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ, âÄÎâáÕÔâ ÅÎÂÆÍËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË.

°ÔÐÑÄÐÂâ ËÆÇâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ. ¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Ä
ÓÂÏÍÂØ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÇÛËÕß ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÏÇÜÇÐËÌ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË ÅÓÂÐËÚ-
ÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÐÂ ÓÂÊÓÇÊÂØ. ¥Îâ ÐÇÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ
ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ àÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ. °ÆÐÂÍÑ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÍÑÎË-
ÚÇÔÕÄÂ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÖÔÎÑÉ-
ÐâáÕÔâ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÐÇÓÇÂÎßÐÞÏ.
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÑÆÐÖ Ë ÕÖ ÉÇ ÆËÔÎÑÍÂÙËá ÏÑÉÐÑ ÔÑÊÆÂÕß Ô
ÒÑÏÑÜßá ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÓÂÊÓÇÊÑÄ, ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑÔÕË ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ. ¥ÓÖÅÑÌ ÐÇÆÑ-
ÔÕÂÕÑÍ àÕÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂì ÇÅÑ ÐÇÒÓËÅÑÆÐÑÔÕß ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÒÓÑÔÕÑ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÑÎÉÐÑ ËÏÇÕß ÓÂÊÓÞÄÞ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ. £
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÑÔÐÑÄÐÂâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ ì ÓÇÒÇÓ,

b

x1

x3

x2

Â

b
x1

x3

x2

Ã

²ËÔ. 2.±ÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞÇ ÆËÔÎÑÍÂÙËË. (Â) ¬ÓÂÇÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ. £ÇÍÕÑÓ
¢áÓÅÇÓÔÂ b ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÇÐ ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂÙËË. (Ã) £ËÐÕÑÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËâ. £ÇÍÕÑÓ ¢áÓÅÇÓÔÂ b ÒÂÓÂÎÎÇÎÇÐ ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂÙËË.
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ÍÑÕÑÓÞÌ, ÒÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËá, âÄÎâÇÕÔâ ÅÎÂÆÍÑÌ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÄÇÊÆÇ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÑÔÇÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ. ¥Îâ
ÓÇÒÇÓÂ ÒÑÔÕÖÎËÓÖáÕÔâ ÐÑÄÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 5). £
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ
ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Í ËØ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÑ Ë ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ. ±ÓË àÕÑÏ ÒÓÑËÔØÑ-
ÆËÕ ÔÅÎÂÉËÄÂÐËÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ ÐÂ ÑÔâØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÕÑÏÖ, ÍÂÍ ÔÅÎÂÉËÄÂÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÏÂÔÔÞ ÆÎâ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ.

±ÇÓÇÌÆÇÏ Í ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ Ä
ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ Ö ÐÂÔ ÐÇÕ ÐËÍÂ-
ÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË, ÕÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÐâÕËÇ ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÌ
ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ±ÑàÕÑÏÖ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ xm, m � 1; 2; 3, Ä R3.
¥Îâ ÐÖÏÇÓÂÙËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÕÇÒÇÓß ÅÓÇÚÇ-
ÔÍËÇ ÃÖÍÄÞ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÑÒÖÔÍÂÇÏ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ´ÑÅÆÂ ÄÇÍÕÑÓ ¢áÓÅÇÓÔÂ ÏÑÉÐÑ
ÄÞÓÂÊËÕß Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÑÕ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÏÇÜÇÐËâ:�

C

dxm qmu i�x� � ÿ
�
C

dxm qmy i�x� � ÿbi ; �6�

ÅÆÇ Cì ÊÂÏÍÐÖÕÞÌ ÍÑÐÕÖÓ, ÑØÄÂÕÞÄÂáÜËÌ ÑÔß ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËË (ÓËÔ. 3).

¿ÕÑÕ ËÐÕÇÅÓÂÎ ËÐÄÂÓËÂÐÕÇÐ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x m ! xm 0 �x� Ë ÍÑÄÂÓËÂÐ-
ÕÇÐ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÅÎÑÃÂÎßÐÞØ SO�3�-ÄÓÂÜÇÐËÌ y i. ©ÆÇÔß
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ u i�x� ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÓÕÑÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ u � u iei. ¦ÔÎË ÃÞ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎË ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÐÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ u � u m qm, ÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂ (6) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÃÜËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ ÃÞÎÂ ÃÞ ÐÂÓÖÛÇÐÂ.

£ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÄÏÇÔÕÑ ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞØ ÑÕ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ qmu i ÏÞ ÄÄÑÆËÏ ÐÑÄÖá
ÐÇÊÂÄËÔËÏÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖáì ÓÇÒÇÓ

em
i�x� � qmy i wne razreza ,

lim qm y i na razreze .

�
�7�

±Ñ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ÓÇÒÇÓ âÄÎâÇÕÔâ ÅÎÂÆÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÐÂ
ÓÂÊÓÇÊÇ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÃÞ ÏÞ ÒÓÑÔÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÎË
ÓÇÒÇÓ ÍÂÍ ÚÂÔÕÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá qmy i, ÕÑ Ö ÓÇÒÇÓÂ ÃÞÎÂ
ÃÞ d-ÑÃÓÂÊÐÂâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÐÂ ÓÂÊÓÇÊÇ, ÕÂÍ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË
y i�x� ËÔÒÞÕÞÄÂáÕ ÔÍÂÚÑÍ. ´ÑÅÆÂ ÄÇÍÕÑÓ ¢áÓÅÇÓÔÂ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S, ÐÂÕâÐÖ-
ÕÑÌ ÐÂ ÍÑÐÕÖÓ C:�

C

dxmem
i �

��
S

dx m ^ dxn�qmen i ÿ qnemi� � bi ; �8�

ÅÆÇ dxm ^ dxn ì àÎÇÏÇÐÕ ÒÎÑÜÂÆË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ªÊ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÓÇÒÇÓÂ (7) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá ÄÔáÆÖ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÑÔË
ÆËÔÎÑÍÂÙËË. ¥Îâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ
ÄÇÍÕÑÓÑÏ ¢áÓÅÇÓÔÂ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ËÏÇÇÕ
d-ÑÃÓÂÊÐÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¬ÓËÕÇÓËÇÏ
ÐÂÎËÚËâ ÆËÔÎÑÍÂÙËË âÄÎâÇÕÔâ ÐÂÓÖÛÇÐËÇ ÖÔÎÑÄËâ ËÐÕÇ-
ÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ qmy i � em

i:

qmeni ÿ qnemi 6� 0 : �9�

¦ÔÎË ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÐÇÕ, ÕÑ ×ÖÐÍÙËË y i�x� ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ë
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

£ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÒÑÎÇ emi ÑÕÑÉÆÇÔÕ-
ÄÎâÇÕÔâ Ô ÓÇÒÇÓÑÏ. ¥ÂÎÇÇ, ÔÓÂÄÐËÏ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (8) Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÆÎâ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓÖÚÇÐËâ Ä
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ¬ÂÓÕÂÐÂ (±.21). °ÐË ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÏË SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß. ¿ÕÑ ÆÂÇÕ
ÑÔÐÑÄÂÐËÇ ÄÄÇÔÕË ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÒÑÔÕÖÎÂÕ. £ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÄÇÍÕÑÓ ¢áÓÅÇÓÔÂ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÌ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ
ÑÕ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓÖÚÇÐËâ:

bi �
��

S

dxm ^ dxnTmn
i :

¿ÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÃÜËØ ÒÓÇ-
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x m Ë ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÅÎÑÃÂÎßÐÞØ ÄÓÂÜÇÐËÌ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓÖÚÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÒÓâÏÑÌ
×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ: ÑÐ ÓÂÄÇÐ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÄÇÍÕÑÓÂ ¢áÓÅÇÓÔÂ.

¶ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 4, Â ÔÇÌÚÂÔ ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÍÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÆÂÐÐÑÇ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ¢áÓ-
ÅÇÓÔÂ (8), ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏÖ Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË. ¦ÔÎË
ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, ÕÑ ÒÑ
ÕÇÑÓÇÏÇ 3 (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ) ÔÄâÊÐÑÔÕß ÎÑÍÂÎßÐÑ ÕÓË-
ÄËÂÎßÐÂ Ë ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÑÇ SO�3�-ÄÓÂÜÇÐËÇ, ÚÕÑ
o j

m i � 0. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÏÔâ Í ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËá (8).

¦ÔÎË SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá Ë ÓÇÒÇÓ âÄÎâÇÕÔâ
ÅÎÂÆÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ, ÕÑ Ô ÍÂÉÆÞÏ ÍÑÐÕÖÓÑÏ ÏÑÉÐÑ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑ ÔÄâÊÂÕß ÄÇÍÕÑÓ ¢áÓÅÇÓÔÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ
ÄÞÓÂÊËÕß ÍÂÍ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓÖÚÇ-
ÐËâ. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÅÑ ÍÑÐÕÖÓÂ, ÐÑ ÐÇ ÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä ÔËÎÖ ÕÇÑÓÇÏÞ
³ÕÑÍÔÂ.

®Þ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ ÐÂÎËÚËÇ ÎËÐÇÌÐÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÏÖ ÍÓÖÚÇÐËá. £ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓÖÚÇÐËâ
Tmn

i � 0 ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÍÓËÕÇÓËÌ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËâ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ. ´ÑÅÆÂ ÒÑÆ ÕÇÓÏËÐ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ ÒÑÒÂ-
ÆÂáÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÎËÐÇÌÐÞÇ ÆËÔÎÑÍÂÙËË, ÐÑ Ë, ÒÑ ÔÖÕË ÆÇÎÂ,

x2

x1

C

b

²ËÔ. 3. ³ÇÚÇÐËÇ ÔÓÇÆÞ Ô ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËÇÌ. Cì ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËâ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ¢áÓÅÇÓÔÂ b.
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ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÆÇ×ÇÍÕÞ Ä ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÓÇÆÇ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,
ÕÑÚÇÚÐÞÇ ÆÇ×ÇÍÕÞ ì ÄÂÍÂÐÔËË Ë ÒÓËÏÇÔË ÕÂÍÉÇ
âÄÎâáÕÔâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË. £ ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ R3 ÄÞÓÇÊÂÇÕÔâ ÛÂÓ ÄÇÜÇÔÕÄÂ Ë ÅÓÂÐËÚÐÂâ
Ô×ÇÓÂ ÔÕâÅËÄÂÇÕÔâ Ä ÕÑÚÍÖ (ÓËÔ. 4). £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓËÏÇÔË ÕÑÚÍÂ
ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÓÂÊÆÖÄÂÇÕÔâ ÆÑ Ô×ÇÓÞ Ë ÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÄÛÂâÔâ ÛÂÓÑÄËÆÐÂâ ÒÑÎÑÔÕß ÊÂÒÑÎÐâÇÕÔâ ÄÇÜÇ-
ÔÕÄÑÏ. ´ÑÚÇÚÐÞÇ ÆÇ×ÇÍÕÞ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÏÂÔÔÑÌ ÖÆÂ-
ÎÇÐÐÑÅÑ ËÎË ÆÑÃÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÄÇÜÇÔÕÄÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÕÂÍÉÇ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÇÒÇÓÑÏ [22]:

M � r0

���
R3

d3x
ÿ
det em

i ÿ det e
�
m
i �; e

�
m
i � qmy i ; �10�

ÅÆÇ y i�x� ì ×ÖÐÍÙËË ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä R3, r0 ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÂÔÔÞ ÔÓÇÆÞ, ÍÑÕÑÓÖá
ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ. ®ÂÔÔÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÊ-
ÐÑÔÕßá ÆÄÖØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ, ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑ ÑÕÆÇÎß-
ÐÑÔÕË ÓÂÔØÑÆËÕÔâ. ±ÇÓÄÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÓÂÄÇÐ ÑÃÝÇÏÖ ÔÓÇÆÞ
Ô ÆÇ×ÇÍÕÂÏË, Â ÄÕÑÓÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ì ÑÃÝÇÏÖ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ´ÇÐÊÑÓ ÍÓÖÚÇÐËâ ÆÎâ ÄÂÍÂÐÔËË Ë ÒÓËÏÇÔË
ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá ÄÔáÆÖ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÑÆÐÑÌ ÕÑÚÍË, ÅÆÇ ÑÐ
ËÏÇÇÕ d-ÑÃÓÂÊÐÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß. ¥Îâ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ
ÒÑÐâÕËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ ¢áÓÅÇÓÔÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ.

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÆÂÐÐÑÏÖ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËáÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË ÒÑÎÑ-
ÉËÕÇÎßÐÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÇÜÇÔÕÄÑ ÆÑÃÂÄÎâÇÕÔâ Í ÔÓÇÆÇ, Â ÏÂÔÔÂ
ÄÂÍÂÐÔËË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÚÂÔÕß ÄÇÜÇÔÕÄÂ ÖÆÂ-
ÎÇÐÂ. °ÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ÊÐÂÍ ÏÂÔÔÞ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÔÇÓßÇÊÐÞÇ
ÕÓÖÆÐÑÔÕË ÒÓË ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ ËÎË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÔÆÇÎÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ. ³ÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, ËÐÕÇÅÓÂÎ
(10) ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÃÞ ÐÂÊÄÂÕß "ÅÑÎÑÌ" ÏÂÔÔÑÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ àÕÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕ ÖÒÓÖÅËÇ ÐÂÒÓâÉÇÐËâ, ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜËÇ ÄÑÍÓÖÅ ÕÑÚÇÚÐÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË. ¿××ÇÍÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ
ÕÂÍÑÅÑ ÆÇ×ÇÍÕÂ ÆÑÎÉÐÂ ÔÑÆÇÓÉÂÕß, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, ÆÄÂ
ÄÍÎÂÆÂ: ÅÑÎÖá ÏÂÔÔÖ Ë ÄÍÎÂÆ ÑÕ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË
ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÖÒÓÖÅËØ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ. £ÑÒÓÑÔ Ñ ÊÐÂÍÇ
à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÏÂÔÔÞ ÄÂÍÂÐÔËË Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÐÇ
ÓÇÛÇÐ Ë ÕÓÇÃÖÇÕ ÔÂÏÑÔÕÑâÕÇÎßÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ.

£ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÏËÏÑ ÕÑÚÇÚÐÞØ Ë
ÎËÐÇÌÐÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÕÂÍÉÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ

ÆÇ×ÇÍÕÞ. £ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÄÔÇ ÑÐË ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í
ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ ÕÇÐÊÑ-
ÓÑÏ ÍÓÖÚÇÐËâ.

4. ¥ËÔÍÎËÐÂÙËË

£ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÔÄâÊÂÎË ÆËÔÎÑÍÂÙËË Ä ÖÒÓÖÅÑÌ
ÔÓÇÆÇ Ô ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÍÓÖÚÇÐËâ. ±ÓË àÕÑÏ ÃÞÎÂ ÄÄÇÆÇÐÂ
SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß. ©ÆÇÔß ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÍÓËÄËÊÐÂ
SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÍÕÑÓÂ ¶ÓÂÐÍÂ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÅÑ ÆÓÖÅËÇ ØÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÆÇ×ÇÍÕÞ ì ÆËÔÍÎËÐÂÙËË Ä ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÇ ÔÓÇÆÞ [61].

±ÖÔÕß Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÔÓÇÆÞ ÊÂÆÂÐÑ ÇÆËÐËÚÐÑÇ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ n i�x� �n ini � 1�. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ×ÇÓÓÑ-
ÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ n i ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, ÔÄâÊÂÐ-
ÐÑÅÑ Ô ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÔÓÇÆÞ (ÓËÔ. 5a). ¥Îâ ÐÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ
ÉËÆÍËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ ÇÆËÐËÚÐÑÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ n i ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË n i � ÿn i ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÑÎÇ
ÆËÓÇÍÕÑÓÂ (ÓËÔ. 5Ã).

©Â×ËÍÔËÓÖÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ Ä ÔÓÇÆÇ n i
0. ´ÑÅÆÂ

ÒÑÎÇ n i�x� Ä ÕÑÚÍÇ x ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÊÂÆÂÐÑ
ÒÑÎÇÏ o i j�x� � ÿo j i�x�, ÒÓËÐËÏÂáÜËÏ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÂÎÅÇ-
ÃÓÇ ÄÓÂÜÇÐËÌ so (3) (ÖÅÑÎ ÄÓÂÜÇÐËâ):

n i � n j
0Sj

i�o� ;

ÅÆÇ Sj
i 2 SO�3� ì ÏÂÕÓËÙÂ ÄÓÂÜÇÐËÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ

àÎÇÏÇÐÕÖ ÂÎÅÇÃÓÞ o i j. ©ÆÇÔß ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËá ÅÓÖÒÒÞ ÄÓÂÜÇÐËÌ àÎÇÏÇÐÕÂÏË ÇÇ ÂÎÅÇÃ-
ÓÞ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [24]):

S j
i �

ÿ
e�oe�

�
i
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�1ÿ cos o� 2 SO�3� ; �11�

ÅÆÇ �oe� j
i � o ke j

ki Ë o � ����������
o ioi

p
ì ÏÑÆÖÎß ÄÇÍÕÑÓÂ o i.

±ÔÇÄÆÑÄÇÍÕÑÓ o k � oi jei j k=2, ÅÆÇ ei j k ì ÒÑÎÐÑÔÕßá
ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÓÂÐÅÂ, e123 � 1,
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÄÆÑÎß ÑÔË ÄÓÂÜÇÐËâ, Â ÇÅÑ ÆÎËÐÂ ÓÂÄÐÂ ÖÅÎÖ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ. ±ÑÎÇoi j�x� ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖ-
ÓÑÌ ÄÇÜÇÔÕÄÂ.

¦ÔÎË ÔÓÇÆÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ, ÕÑ Ä ÐÇÌ
ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÆÇ×ÇÍÕÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ÆËÔÍÎËÐÂ-
ÙËâÏË. ¥Îâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÑÔË
x3, ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ n ÎÇÉËÕ Ä ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑ-
ÔÕË x1, x2. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÒÓËÏÇÓÞ ÎËÐÇÌÐÞØ ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ
ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 6. ¬ÂÉÆÂâ ÎËÐÇÌÐÂâ ÆËÔÍÎËÐÂÙËâ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓÑÏ ¶ÓÂÐÍÂ

Yi � Ei j k O j k ; �12�

²ËÔ. 4. ´ÑÚÇÚÐÞÌ ÆÇ×ÇÍÕ ì ÄÂÍÂÐÔËâ; ÄÑÊÐËÍÂÇÕ, ÍÑÅÆÂ ËÊ ÔÓÇÆÞ
ÄÞÓÇÊÂÇÕÔâ ÛÂÓ Ë ÅÓÂÐËÚÐÂâ Ô×ÇÓÂ ÔÕâÅËÄÂÇÕÔâ Ä ÕÑÚÍÖ.

Â Ã

²ËÔ. 5. ±ÓËÏÇÓÞ ÔÓÇÆ ÔÑ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ: (Â) ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍ,
(Ã) ÉËÆÍËÌ ÍÓËÔÕÂÎÎ.
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Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ ÃÇÓÇÕÔâ ÒÑ ÊÂÏÍÐÖÕÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ C, ÑØÄÂÕÞ-
ÄÂáÜÇÏÖ ÑÔß ÆËÔÍÎËÐÂÙËË. ¥ÎËÐÂ ÄÇÍÕÑÓÂ ¶ÓÂÐÍÂ ÓÂÄÐÂ
ÒÑÎÐÑÏÖ ÖÅÎÖ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÒÑÎâ ni ÒÓË ÑÃØÑÆÇ ÄÑÍÓÖÅ
ÆËÔÍÎËÐÂÙËË.

£ÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ n i ÊÂÆÂÇÕ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ä Ô×ÇÓÖ n: R3 ! S 2. ¥Îâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÆËÔÍÎË-
ÐÂÙËÌ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÑÔË x3, àÕÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÑ ÆÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË R2 Ä ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß S 1.
ÁÔÐÑ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎÐÞÌ ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÆÑÎÉÇÐ
ÃÞÕß ÍÓÂÕÇÐ 2p.

¥Îâ ÐÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÉËÆÍËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÄ Ö ÐÂÔ ÇÔÕß
ÑÕÐÑÛÇÐËÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË n i � ÿn i. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ
ÎËÐÇÌÐÞØ ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÑÔË x3, ÒÑÎÇ
ÆËÓÇÍÕÑÓÂ ÊÂÆÂÇÕ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÒÓÑÇÍÕËÄ-
ÐÖá ÒÓâÏÖá n: R2 ! RP1. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎËÐÂ ÄÇÍÕÑÓÂ
¶ÓÂÐÍÂ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÍÓÂÕÐÂ p. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÒÓË-
ÏÇÓÞ ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 7.

¬ÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÆÎâ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ, ÒÑÎÇ
o i j�x�, ÒÓËÐËÏÂáÜÇÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÂÎÅÇÃÓÇ so (3), ÒÓË
ÐÂÎËÚËË ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ Ä R3. ³ÆÇÎÂÇÏ ÓÂÊÓÇÊ Ä R3, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÌ ÑÔßá
ÆËÔÍÎËÐÂÙËË. ´ÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÒÑÎÇ o i j�x� ÅÎÂÆÍËÏ
ÄÑ ÄÔÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÓÂÊÓÇÊÂ. ±ÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÚÂÔÕÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ o i j�x� ËÏÇáÕ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÒÓÇÆÇÎ ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í ÓÂÊÓÇÊÖ Ô ÑÃÇËØ
ÔÕÑÓÑÐ. ´ÑÅÆÂ ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ

om
i j � qmo i j wne razreza ,

lim qm o i j na razreze.

�
�14�

±Ñ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ×ÖÐÍÙËË o i j
m âÄÎâáÕÔâ ÅÎÂÆÍËÏË ÄÇÊÆÇ,

ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÑÔË ÆËÔÍÎËÐÂÙËË. ´ÑÅÆÂ
ÄÇÍÕÑÓ ¶ÓÂÐÍÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÑÏ:

O i j �
�
C

dxmom
i j �

��
S

dx m ^ dxn�qmo i j
n ÿ qnom

i j� ; �15�

ÅÆÇ S ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß Ô ÅÓÂÐËÙÇÌ C. ¦ÔÎË
ÒÑÎÇ o i j

m ÊÂÆÂÐÑ, ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇÏ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ qmo i j � om

i j âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

qmon
i j ÿ qnom

i j � 0 : �16�

¿ÕÑ ÐÇÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÆÂÇÕ ÍÓËÕÇÓËÌ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ
ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ.

£ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÏÞ ÑÕÑÉÆÇÔÕ-
ÄÎâÇÏ ÒÑÎÇ om

i j Ô SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕßá. £ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ
ÍÓËÄËÊÐÞ (±.22) ÒÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô (16),
ÒÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÒÑÔÕÖÎËÓÖÇÏ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÌ ÍÓËÕÇÓËÌ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËâ ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ Ä ÄËÆÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÖÎá ÕÇÐÊÑÓÂ
ÍÓËÄËÊÐÞ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË:

Rmn
i j � 0 :

°ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÏÞ ÆÂÇÏ ×ËÊËÚÇÔÍÖá ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá
ÕÇÐÊÑÓÖ ÍÓËÄËÊÐÞ ÍÂÍ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÍÕÑÓÂ
¶ÓÂÐÍÂ:

O i j �
��

dxm ^ dxnRmn
i j : �17�

¿ÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá
ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ¶ÓÂÐÍÂ (15) Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÄÓÂÜÇÐËÇ
ÄÇÍÕÑÓÂ n ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÓÂÜÇÐËâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÞ ÒÑÆÅÓÖÒÒÑÌ
SO�2� � SO�3�. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÅÓÖÒÒÂ ÄÓÂÜÇÐËÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
SO�2� âÄÎâÇÕÔâ ÂÃÇÎÇÄÑÌ, ÕÑ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ ÍÓËÄËÊÐÞ (±.22) ËÔÚÇÊÂáÕ Ë ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÒÓÇÉÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ¶ÓÂÐÍÂ (15).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÑÒËÔÂÎË ÔÓÇÆÖ Ô ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË
(ÆÇ×ÇÍÕÞ ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÓÇÆÞ) Ë ÆËÔÍÎËÐÂÙËâÏË (ÆÇ×ÇÍÕÞ
ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ) Ä ÓÂÏÍÂØ ÅÇÑÏÇÕÓËË ²ËÏÂÐÂ ë
¬ÂÓÕÂÐÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÏÞ ÑÕÑÉÆÇÔÕÄËÎË ÕÇÐÊÑÓ ÍÓÖÚÇÐËâ Ô
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ, Â ÕÇÐÊÑÓ ÍÓË-
ÄËÊÐÞ ì Ô ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ×ËÊËÚÇÔÍËÏË Ë ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË
ÑÃÝÇÍÕÂÏË ÒÑÆÞÕÑÉÇÐÑ Ä ÕÂÃÎËÙÇ.

´ÂÍÂâ ÉÇ ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ÍÓÖÚÇÐËâ Ë
ÍÓËÄËÊÐÞ ÑÃÔÖÉÆÂÎÂÔß Ä [63]. ´ÂÏ ÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÄËÆÑÄ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ àÐÇÓÅËË. £ ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÑ ÐÑÄÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË.

x2

x1

C

Â x2

x1

C

Ã

²ËÔ. 6. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x1, x2 ÆÎâ
ÎËÐÇÌÐÞØ ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÑÔË x3, ÒÓË jYj � 2p (Â) Ë
jYj � 4p (Ã).

x2

x1

C

Â x2

x1

C

Ã

²ËÔ. 7. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎâ ÆËÓÇÍÕÑÓÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x1, x2 ÆÎâ
ÎËÐÇÌÐÞØ ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÑÔË x3, ÒÓË jYj � p (Â) Ë
jYj � 3p (Ã).

´ÂÃÎËÙÂ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ×ËÊËÚÇÔÍËÏË Ë ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË
ÑÃÝÇÍÕÂÏË Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ

¯ÂÎËÚËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ Rmn
i j Tmn

i

µÒÓÖÅËÇ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË 0 0

¥ËÔÎÑÍÂÙËË 0 6� 0

¥ËÔÍÎËÐÂÙËË 6� 0 � 0

¥ËÔÎÑÍÂÙËË Ë ÆËÔÍÎËÐÂÙËË 6� 0 6� 0
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5. ³ÄÑÃÑÆÐÂâ àÐÇÓÅËâ

¥Ñ ÔËØ ÒÑÓ ÏÞ ÑÃÔÖÉÆÂÎË ÕÑÎßÍÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ
×ËÊËÚÇÔÍËÏË Ë ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ÑÃÝÇÍÕÂÏË. ¥Îâ ÊÂÄÇÓ-
ÛÇÐËâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÔÕÖÎËÓÑÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ, ÑÒË-
ÔÞÄÂáÜËÇ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ Ä ÔÓÇÆÇ.
°ÔÐÑÄÐÞÏË Ë ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÑÃÝÇÍÕÂÏË Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ âÄÎâáÕÔâ ÓÇÒÇÓ em

i Ë SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß om
i j.

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÑÆØÑÆÑÄ ÏÞ
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÕÍÂÊÞÄÂÇÏÔâ ÑÕ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ u i Ë ÔÒËÐÑ-
ÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ o i j ÍÂÍ ÒÑÎÇÌ, ÄØÑÆâÜËØ Ä ÔËÔÕÇÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ËØ ÒÓÑÔÕÑ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ. ´ÇÏ
ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ àÕÂÒÇ Ë ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ
ÖÔÎÑÄËâØ ËØ ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß, ÐÑ ÑÃ àÕÑÏ ÒÑÌÆÇÕ
ÓÇÚß Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ.

£ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä
[22]. ®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÆÑÎ-
ÉÐÞ ÃÞÕß ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÃÜËØ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÄÓÂÜÇÐËÌ, ÐÇ ÄÞÛÇ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÕß ËÊ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐ-
ÙËÒÂ. ´ÑÅÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË, ÒÓËÄÑÆâ-
ÜÇÇ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ, ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÓÂÄÐÑ
ËÐÕÇÅÓÂÎÖ ÒÑ ÑÃÝÇÏÖ ÑÕ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (ÎÂÅÓÂÐ-
ÉËÂÐÂ), ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÒÑ ÕÇÐÊÑÓÖ ÍÓÖÚÇÐËâ Ë ÍÓËÄËÊÐÞ.
£ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÓË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ, ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ ÒÑ ÕÇÐÊÑÓÖ ÍÓÖÚÇÐËâ, Ë ÕÓË
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ, ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ ÒÑ ÕÇÐÊÑÓÖ
ÍÓËÄËÊÐÞ. ³áÆÂ ÉÇ ÏÑÉÐÑ ÆÑÃÂÄËÕß ÔÍÂÎâÓÐÖá ÍÓË-
ÄËÊÐÖ Ë "ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÖá" ÒÑÔÕÑâÐÐÖá L. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÑÔßÏËÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ
ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ

1

e
L � ÿKR� 1

4
Ti j k�b1Ti j k � b2T

k i j � b3T
jd i k��

� 1

4
Ri j k l�g1Ri j k l � g2R

k l i j � g3R
ikd j l�ÿ L ; e �det em

i;

�18�
ÅÆÇ K, b1;2;3 Ë g1;2;3 ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ, ÄÄÇÆÇÐ ÔÎÇÆ
ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓÖÚÇÐËâ Tj � Ti j

i, ÕÇÐÊÑÓ ²ËÚÚË Rik � Ri j k
j Ë

ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ R � Ri
i. ©ÆÇÔß Ë Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÇÓÇ-

ØÑÆ ÑÕ ÅÓÇÚÇÔÍËØ ËÐÆÇÍÔÑÄ Í ÎÂÕËÐÔÍËÏ Ë ÐÂÑÃÑÓÑÕ ÄÔÇÅÆÂ
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÇÒÇÓÂ Ë ÇÅÑ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ.
¯ÂÒÓËÏÇÓ,

Ri j k l � Rmnkl e
m
i e

n
j; Ti j k � Tmnk e

m
i e

n
j :

³ÒÇÙË×ËÍÑÌ ÕÓÇØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ,
ÚÕÑ ÒÑÎÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÔÄÑËÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ²ËÚÚË (±.25) Ë ËÏÇÇÕ ÕÓË
ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ.±ÑàÕÑÏÖ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ ÔÑÆÇÓ-
ÉËÕ ÕÑÎßÍÑ ÕÓË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ, ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ
ÒÑ ÕÇÐÊÑÓÖ ÍÓËÄËÊÐÞ. ­ÂÅÓÂÐÉËÂÐ ¤ËÎßÃÇÓÕÂ ë ¿ÌÐ-
ÛÕÇÌÐÂ eR, ÍÑÕÑÓÞÌ ÕÂÍÉÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÐÇÕ ÐËÍÂÍÑÌ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÆÑÃÂ-
ÄÎâÕß Í ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË (18) ÄÄËÆÖ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ (±.26).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÄÑÔßÏË ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÑÚÇÐß ÔÎÑÉÐÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÏÞ ÐÇ
ÊÐÂÇÏ, ÍÂÍËÇ ËÏÇÐÐÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÑÒËÔÞÄÂáÕ
ÕÇ ËÎË ËÐÞÇ ÔÓÇÆÞ. ±ÑàÕÑÏÖ, ÚÕÑÃÞ ÖÒÓÑÔÕËÕß ÔËÕÖÂÙËá,
ÔÆÇÎÂÇÏ ×ËÊËÚÇÔÍË ÓÂÊÖÏÐÞÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ. ¡ ËÏÇÐÐÑ,
ÏÞ ÒÑÕÓÇÃÖÇÏ, ÚÕÑÃÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÆÑÒÖÔÍÂÎË
ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÕÓË ÕËÒÂ ÓÇÛÇÐËÌ.

1. ³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÓÇÛÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÖá ÔÓÇÆÖ ÕÑÎßÍÑ
Ô ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË,

Rmn
i j � 0; Tmn

i 6� 0 :

2. ³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÓÇÛÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÔÓÇÆÖ ÕÑÎßÍÑ Ô
ÆËÔÍÎËÐÂÙËâÏË,

Rmn
i j 6� 0; Tmn

i � 0 :

3. ³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÓÇÛÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÔÓÇÆÖ ÃÇÊ ÆËÔ-
ÎÑÍÂÙËÌ Ë ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ,

Rmn
i j � 0; Tmn

i � 0 :

°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ àÕË ÒÓÑÔÕÞÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ ÖÏÇÐß-
ÛÂáÕ ÚËÔÎÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ô ÄÑÔßÏË ÆÑ ÆÄÖØ. ¥ÑÍÂÉÇÏ àÕÑ
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ. ­ÂÅÓÂÐÉËÂÐ (18) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ:
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RjkRj i k

m
�
�

� Le mi � 0 ; �19�

1

e

dL
dom

i j
� K

�
1

2
Ti j

m � Ti e
m
j

�
� b1

1

2
T m

j i�

� b2
1

4
�T m

i j ÿ Ti j
m��

� b3
1

4
Tj e

m
i � g1

1

2
HnR

nm
i j � g2

1

2
HnRi j

nm�

� g3
1

4
Hn�Rn

i e
m
j ÿ R m

i e
n
j� ÿ �i$ j � � 0 ; �20�

ÅÆÇ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ô SO�3�-ÔÄâÊ-
ÐÑÔÕßá ÐÂ ÎÂÕËÐÔÍËÇ ËÐÆÇÍÔÞ Ë Ô ÔËÏÄÑÎÂÏË ¬ÓËÔÕÑ×-
×ÇÎâ ì ÐÂ ÅÓÇÚÇÔÍËÇ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,

HnT
rm

i � qnT rm
i � eGns

rT sm
i � eGns

mTrs
i ÿ oni

jT rm
j ;

HnR
rm

i j � qnR rm
i j � eGns

rR sm
i j � eGns

mR rs
i jÿ

ÿ oni
kR rm

k j ÿ onj
kR rm

i k :

±ÇÓÄÑÇ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ Í ÍÎÂÔÔÖ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÑÐË ÆÑÒÖÔÍÂÎË ÓÇÛÇ-
ÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÐÂÎËÚËÇ Ä ÔÓÇÆÇ ÕÑÎßÍÑ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ.
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÂÎËÚËÇ ÓÇÛÇÐËÌ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ
ÍÓËÄËÊÐÞ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÕÔÖÕÔÕÄËá ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ.
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±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÖÔÎÑÄËâ Rmn
i j � 0 Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (20) ÆÎâ

SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË ÆÂÇÕ

�12k� 2b1 ÿ b2 ÿ 2b3�Ti � 0 ;

�Kÿ b1 ÿ b2�T � � 0 ; �21�
�4K� 2b1 ÿ b2�Wi j k � 0 :

©ÆÇÔßTi,T � ËWi jk ìÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ
ÍÓÖÚÇÐËâ

Ti j k �Wij k � T �Ei j k � 1

2
�di kTj ÿ dj kTi� ;

ÅÆÇ

T � � 1

6
Ti j k E i j k ; Tj � Ti j

i ;

Wij k � Ti j k ÿ T � Ei j k ÿ 1

2
�di kTj ÿ dj kTi� ;

Wi j k E i j k � 0; Wij
i � 0 :

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÄÔÇ ÐÇÒÓË-
ÄÑÆËÏÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓÖÚÇÐËâ ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ
(Ti, T �, Wi jk 6� 0) Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ (21) ËÏÇáÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ

b1 � ÿK; b2 � 2K; b3 � 4K : �22�

±ÓË àÕËØ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂØ ÔÄâÊË ÒÇÓÄÞÇ ÚÇÕÞÓÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ Ä
ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÇ (18) Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÆËÄÇÓÅÇÐÙËË ÓÂÄÐÞ
ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÖ ¤ËÎßÃÇÓÕÂ ë ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ K eR�e� ÍÂÍ ÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ (±.26). ±ÓË àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (19) ÔÄÑ-
ÆËÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ô ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ

eRmn ÿ 1

2
gmn eRÿ L

2K
gmn � 0 : �23�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÇÓÄÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ.
³ÑÅÎÂÔÐÑ ÄÕÑÓÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ

ÆÑÎÉÐÞ ÆÑÒÖÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËâ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÍÓÖÚÇÐËÇÏ
Tmn

i � 0. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ ÑÃÎÂÆÂÇÕ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ Ri j k l � Rk l i j Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(20) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ�

g1� g2 �
1

4
g3

�
Hn�RSn

ie
m
j ÿRSm

ie
n
j ÿRSn

je
m
i �RSm

je
n
i��

� 1

6
�g1 � g2 � 4g3��eni emj ÿ e mi e

n
j�HnR � 0 : �24�

©ÆÇÔß ÏÞ ÓÂÊÎÑÉËÎË ÕÇÐÊÑÓ ²ËÚÚË ÐÂ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ:

Ri j � RS
i j � RA

i j � 1

3
Rdi j ;

ÅÆÇ

RS
i j � RS

j i; RSi
i � 0 ; RA

i j � ÿRA
j i :

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÏ ÍÓÖÚÇÐËË ÕÇÐÊÑÓ ²ËÚÚË
ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÐ: RA

i j � 0. ³ÄÇÓÕÍÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (24) Ô em
j

ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá�
g1 � g2 �

1

4
g3

�
HnR

Sn
m � 1

3
�g1 � g2 � 4g3�HmR � 0 :

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÎËÚÐÑÌ ÑÕ ÐÖÎâ ÍÓËÄËÊÐÞ ÍÑÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ HnR

Sn
m Ë HmR ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ Ë

ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÔÄâÊË

g1 � g2 �
1

4
g3 � 0 ; g1 � g2 � 4g3 � 0 ;

ÍÑÕÑÓÞÇ ËÏÇáÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ

g1 � ÿg2 � g; g3 � 0 : �25�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (19) ÆÎâ ÓÇÒÇÓÂ ÒÓË ÐÇÐÖÎÇÄÑÏ
ÍÓÖÚÇÐËË ÕÂÍÉÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (23).

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÐÂÎËÚËâ ÓÇÛÇÐËÌ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ
ÍÓËÄËÊÐÑÌ Ë ÍÓÖÚÇÐËÇÏ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ
ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ L � 0.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓÑÔÕÞÇ Ë ×ËÊËÚÇÔÍË ÑÔÏÞÔÎÇÐÐÞÇ
ÕÓÇÃÑÄÂÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÆÄÖØÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÎÂÅÓÂÐ-
ÉËÂÐ [22]

1

e
L � ÿK eR� 2gRA

i jR
A i j ; �26�

ÍÑÕÑÓÞÌ ÓÂÄÇÐ ÔÖÏÏÇ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ ¤ËÎßÃÇÓÕÂ ë ¿ÌÐ-
ÛÕÇÌÐÂ ÆÎâ ÓÇÒÇÓÂ Ë ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ ²ËÚÚË. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ eR�e� Ë RA

i j�e;o�
ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÄâÊÐÑÔÕÇÌ.

¥ÓÖÅËÇ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÇ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂ-
ÎËÔß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [9, 63]. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÏËÏÑ ÓÇÒÇÓÂ
ÑÐË ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÕÂÍÉÇ Ë ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËâ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ.

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (26) Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ (ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ë­ÂÅÓÂÐÉÂ).
£ ÐÂÛÇÏ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËâ Ë
ÔÒËÐÑÄÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ÄØÑÆâÕ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË (26).

6. ¶ËÍÔËÓÑÄÂÐËÇ ÍÂÎËÃÓÑÄÍË

£ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË âÄÎâáÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÓÇÒÇÓ em

i Ë SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß omi
j. ±ÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ

u i Ë ÔÒËÐÑÄÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ oi
j ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÎËÛß Ä ÕÇØ

ÑÃÎÂÔÕâØ ÔÓÇÆÞ, ÅÆÇ ÆÇ×ÇÍÕÞ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ. ¥ÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ, ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ Rmni

j � 0
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß âÄÎâÇÕÔâ ÚËÔÕÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄ-
ÍÑÌ (±.23), Õ.Ç. ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔÒËÐÑÄÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ oi

j. ¦ÔÎË
ÄÆÑÃÂÄÑÍ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÆËÔÎÑÍÂÙËË (Tmn

i � 0), ÕÑ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖÇÕ ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ, ÕÂÍÑÇ, ÚÕÑ ÓÇÒÇÓ ÓÂÄÇÐ ÇÅÑ
ÚÂÔÕÐÞÏ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏ (±.24). £ àÕÑÏ Ë ÕÑÎßÍÑ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ Ë ÔÒËÐÑÄÖá ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ. ¯ËÉÇ ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÃÞÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ
SO�3�-ÒÑÎâ.

µÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ë­ÂÅÓÂÐÉÂ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓ-
ÅËË (26) ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÃÜËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ R3 Ë ÎÑÍÂÎßÐÞØ SO�3�-
ÄÓÂÜÇÐËÌ. ¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ ÎáÃÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊ-
ÏÑÄ Ë ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÄÓÂÜÇÐËÌ. ¹ÕÑÃÞ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ
ÕÇÑÓËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ËÏÇÎÂ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÕÇÎßÐÖá ÔËÎÖ, ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÊÂ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (ÄÞÃÓÂÕß ÍÂÎË-
ÃÓÑÄÍÖ, ÍÂÍ ÒÓËÐâÕÑ ÅÑÄÑÓËÕß Ä ÕÇÑÓËË ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞØ
ÒÑÎÇÌ). ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎËÕ ËÊ ÍÂÉÆÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ

3 µ¶¯, Õ. 175, å 7
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ÓÇÛÇÐËÌ ÄÞÃÓÂÕß ÒÑ ÑÆÐÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕÇÎá. ±ÑÔÎÇ
àÕÑÅÑ ÏÞ ÔÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
¿ÌÎÇÓÂ ë­ÂÅÓÂÐÉÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ Ä
ÔÓÇÆÇ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

¯ÂÚÐÇÏ Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐËâ ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÑÄ. ¥Îâ àÕÑÌ
ÙÇÎË ÄÞÃÇÓÇÏ ÖÒÓÖÅÖá ÍÂÎËÃÓÑÄÍÖ, ÍÑÕÑÓÂâ ÃÞÎÂ ÒÓÇÆ-
ÎÑÉÇÐÂ Ä [23]. ¥ÂÐÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ ËÏÇÇÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ, Ë ÏÞ ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ÐÇÏ ÒÑÆÓÑÃÐÑ.

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË (2), (3) ÒÓË
f i � 0 ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÂ ÄÇÍÕÑÓ
ÔÏÇÜÇÐËâ

�1ÿ 2s�4ui � qi qj u j � 0 ; �27�

ÅÆÇ

s � l
2�l� m�

ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ±ÖÂÔÔÑÐÂ (ÿ14s4 1=2),4ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ
­ÂÒÎÂÔÂ. ¦ÅÑ ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ËÐÆÖÙËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÌ ÏÇÕÓËÍË (5), ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÞ Ë ÄÞÃÇÓÇÏ Ä ÍÂÚÇ-
ÔÕÄÇ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ, ×ËÍÔËÓÖáÜÇÅÑ ÆË××ÇÑ-
ÏÑÓ×ËÊÏÞ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÇ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÏÇÕ-
ÓËÍÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÂ ÒÑ ÄÇÍÕÑÓÖ ÔÏÇÜÇÐËÌ, Ë ÓÂÊÎËÚÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË ÏÑÅÖÕ ËÏÇÕß ÑÆÐÑ Ë ÕÑ ÉÇ
ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ. ±ÓËÄÇÆÇÏ ÆÄÂ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ
ÄÞÃÑÓÂ:

g mn H
�
mgnr � s

1ÿ 2s
g mnH

�
rgmn � 0 ; �28�

g mn� H
�
mgnr � s

1ÿ 2s
H
�
rg

T � 0 ; �29�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ ÔÎÇÆÂ ÏÇÕÓËÍË gT � g mn� gmn.
¬ÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (28), (29) ÒÑÐËÏÂáÕÔâ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ®ÇÕÓËÍÂ g mn

�
ì ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÏÇÕÓËÍÂ,

ÊÂÒËÔÂÐÐÂâ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÐÂ-
ÒÓËÏÇÓ Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ËÎË Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ. ¬ÑÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ H

�
m ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÒÑ ÔËÏÄÑÎÂÏ ¬ÓËÔ-

ÕÑ××ÇÎâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÏÇÕÓËÍÇ g
�
mn, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂ-

ÕÇÎßÐÑ, H
�
m g
�
nr � 0. ®ÇÕÓËÍÂ gmn ì àÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ,

ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËË (ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË (26)). ¬ÂÎËÃÓÑÄÑÚ-
ÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÔÄÇÓÕÍÂ Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË g mn, Â
ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ì c ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ g

� mn
, ÚÕÑ ÐÇ

ÏÇÐâÇÕ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. °ÃÂ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËâ Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ ÄÇÍÕÑÓÖ ÔÏÇÜÇÐËÌ
(5) ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (27). ±ÓÑÄÇÓÍÖ ÒÓÑÜÇ ÄÔÇÅÑ
ÒÓÑÄÇÔÕË Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

³ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÏÞËÏÇÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ.
³ÓÇÆÂ Ô ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË ÆË××ÇÑÏÑÓ×ÐÂ ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÖ R3, ÔÐÂÃÉÇÐÐÑÏÖ ÆÄÖÏâ ÏÇÕÓËÍÂÏË g

�
mn Ë gmn.

®ÇÕÓËÍÂ g
�
mn âÄÎâÇÕÔâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ,

ÊÂÒËÔÂÐÐÑÌ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ®ÇÕ-
ÓËÍÂ gmn ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÎÑÔÍÑÌ Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Ä ÕÑÌ ÉÇ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ
ÏÇÕÓËÍÂ g

�
mn ÐÖÉÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ

ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ËÊÏÇÓâÇÕÔâ ÏÇÕÓËÍÂ gmn.
¦ÔÎË ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ

ÑÆÐÑÏÖ ËÊ ÖÔÎÑÄËÌ (28), (29), ÊÂÒËÔÂÐÐÑÏÖ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä

ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÕÑ ÃÖÆÇÏ ÅÑÄÑÓËÕß,
ÚÕÑ ÐÂÌÆÇÐÑ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ. ±ÓË àÕÑÏ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÓÇÆÞ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÙËÎËÐÆÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ËÏÇÐÐÑ àÕËÏ ÓÇÛÇ-
ÐËÇÏ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÏÑÉÐÑ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËâ Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ,
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ËÎË ÆÓÖÅÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

¬ÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ë ÆÎâ ÓÇÒÇÓÂ
em

i, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (±.16). ©ÆÇÔß ÄÑÊÐË-
ÍÂÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÒÓÑËÊÄÑÎ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÓÇÒÇÓ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ
Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÄÓÂÜÇÐËÌ. ¿ÕÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÑÔÕß ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÆÎâ ÓÇÒÇÓÂ ÄÑÊÏÑÉÐÞ
ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÎËÐÇÌÐÞÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÒÑ ÄÇÍÕÑÓÖ ÔÏÇÜÇ-
ÐËÌ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ:

emi � dmi ÿ qm ui ; �30�
emi � dmi ÿ 1

2
�qm ui � qi um� ; �31�

ÅÆÇ ËÐÆÇÍÔ ÑÒÖÜÇÐ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔËÏÄÑÎÂ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ. ¿ÕËÏ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕâÏ Ë ÖÔÎÑÄËá (29) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆÄÂ ÍÂÎË-
ÃÓÑÄÑÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÓÇÒÇÓ:

gmn� H
�
meni � 1

1ÿ 2s
e m
�

i H
�
me

T � 0 ; �32�

g mn� H
�
meni � s

1ÿ 2s
e m
�

i H
�
me

T � 0 ; �33�

ÅÆÇ eT � e
� m

i em
i. ¿ÕË ÖÔÎÑÄËâ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ

ÒÇÓÇÆ ÄÕÑÓÞÏ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÍÓËÄÑÎËÐÇÌ-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá H

�
m

ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÍÎáÚËÕß ÕÂÍÉÇ ÒÎÑÔÍÖá SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß,
ÆÇÌÔÕÄÖáÜÖá ÐÂ ËÐÆÇÍÔÞ i, j. ®ÑÉÐÑ ÄÞÒËÔÂÕß ÕÂÍÉÇ Ë
ÆÓÖÅËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ËÏÇáÕ ÕÑ ÉÇ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ. £ÑÒÓÑÔ Ñ ÒÓÂÄËÎß-
ÐÑÏ ÄÞÃÑÓÇ ÍÂÎËÃÓÑÄÍË Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÑÕÍÓÞÕ Ë
ÄÞØÑÆËÕ ÊÂ ÓÂÏÍË ÐÂÔÕÑâÜÇÅÑ ÑÃÊÑÓÂ. ¯Â ÆÂÐÐÑÏ àÕÂÒÇ
ÏÞ ØÑÕËÏ ÕÑÎßÍÑ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÕß, ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÖ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÂ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß Ë ÚÕÑ ÍÂÎËÃÓÑ-
ÄÑÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ,
ÍÑÕÑÓÞÌ âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ ÄÇÎË-
ÚËÐÑÌ.

¬ÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (32), (33) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ
ÔÑÃÑÌ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ë
ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÌ ÒÓÑËÊÄÑÎ. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑÅÑ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐËâ ÓÇÛÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÃÖÆÇÕ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑ ÐÂÎÑÉËÕß ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÓÇÒÇÓ
ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË.

¦ÔÎË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÐÇÕ, ÕÑ Tmn
i � 0, Rmn j

i � 0, Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ, ÕÂÍ ÍÂÍ àÕË ÖÔÎÑÄËâ ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ¿ÌÎÇÓÂ ë­ÂÅÓÂÐÉÂ ÆÎâ (26). £ àÕÑÏ
Ë ÕÑÎßÍÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËâ, Ë
ÆÎâ ÐÇÅÑ ÖÒÓÖÅÂâ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ÔÄÇÆÇÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË. ±ÓË ÐÂÎËÚËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ
ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ Ë ÖÒÓÖÅÂâ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ
ÒÓÑÔÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÓÇÒÇÓ.

±ÓË ÄÞÃÑÓÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÏÞ
ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÎË, ÚÕÑÃÞ ÖÔÎÑÄËâ Rmn

i j � 0 Ë Tmn
i � 0 ÖÆÑÄÎÇ-

ÕÄÑÓâÎË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ¿ÌÎÇÓÂ ë­ÂÅÓÂÐÉÂ. ª àÕÑ ÄÂÉÐÑ,
ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂ ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËâ ÒÑâÄË-
ÎÑÔß ÃÞ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ë
­ÂÅÓÂÐÉÂ) ÒÑÏËÏÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË, ÔÎÇÆÖá-
ÜËØ ËÊ ÖÒÓÖÅÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍË.
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±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ ÇÜÇ ÓÂÊ ÄÂÉÐÑÇ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ. £ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÄÞÆÇÎÇÐÐÂâ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓÑÄÑÆâÕÔâ ËÊÏÇÓÇÐËâ. ¿ÕÂ ÔËÔÕÇÏÂ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔÄâÊÂÐÂ ÔÑ ÔÓÇÆÑÌ ÃÇÊ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ Ë ÖÒÓÖÅËØ
ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÎÑÔÍÑÏÖ ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÖ R3. ¬ÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ (28), (29) Ë (32),
(33) ÊÂÒËÔÂÐÞ ËÏÇÐÐÑ Ä àÕÑÏ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
R3 Ë ÔÑÆÇÓÉÂÕ ËÊÏÇÓâÇÏÖá ÄÇÎËÚËÐÖ ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
±ÖÂÔÔÑÐÂ s. ¿ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ÕÇÑÓËá ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÑÕ ÏÑÆÇÎÇÌ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËË, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÄÔÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔÚËÕÂáÕÔâ ÓÂÄÐÑ-
ÒÓÂÄÐÞÏË.

µÒÓÖÅÂâ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÎâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐËâ
ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÑÄ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÌ àÐÇÓÅËË (26) ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÕÂÍÉÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÎÑ-
ÍÂÎßÐÞØ SO�3�-ÄÓÂÜÇÐËÌ, ÕÑ ËØ ÕÑÉÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ×ËÍÔË-
ÓÑÄÂÕß. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÐÇÆÂÄÐÑ ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ ÎÑÓÇÐ-
ÙÇÄÂ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ÆÎâ ÔÄâÊÐÑÔÕË [24]

qmom j
i � 0 : �34�

¬ÂÎËÃÓÑÄÍÂ (34) ÊÂÒËÔÂÐÂ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ËÏÇÇÕ ÅÎÖÃÑÍËÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ.
¡ ËÏÇÐÐÑ, ÆÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ ÐÇÕ (Rmnj

i � 0).
´ÑÅÆÂ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÚËÔÕÖá ÍÂÎË-
ÃÓÑÄÍÖ

om j
i � qmSÿ1j kSk

i; Sj
i 2 SO�3� :

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ÔÄÇÆÇÕÔâ Í ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâÏ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ SO�3�-ÒÑÎâ

qm�qmSÿ1j kSk
i� � 0

ÆÎâ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ oi j�x�. ®ÑÆÇÎË ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍË-
ÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [64 ë 68]) ÆÎâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ
ÅÓÖÒÒ Ë Ä ÓÂÊÐÑÏ ÚËÔÎÇ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ÒÓËÄÎÇÍÂáÕ ÃÑÎßÛÑÇ
ÄÐËÏÂÐËÇ Ä ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÑÒÖ-
ÔÍÂáÕ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ë
ÐÂØÑÆâÕ ÛËÓÑÍÑÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ Ä ×ËÊËÍÇ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ (34) ÑÊÐÂÚÂÇÕ
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ. ±ÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕÔâ Ë ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÖÇÕ ÒÑÎÇ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ oi j, ÍÑÕÑÓÑÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ
ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÔÒËÐÑÄÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÔÓÇÆÞ Ä
ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÏÑÆÇÎßá ÅÎÂÄÐÑÅÑ
ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

®ÑÆÇÎß ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ, ÍÑÕÑÓÖá ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ×ËÍÔË-
ÓÑÄÂÐËâ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÄÓÂÜÇÐËÌ. ¥Îâ àÕÑÌ ÉÇ ÙÇÎË ÒÓË-
ÅÑÆÐÂ Ë ÏÑÆÇÎß ³ÍËÓÏÂ [69]. µÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ ë
­ÂÅÓÂÐÉÂ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÕÇÓÏËÐÂØ
SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ËØ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÍÂÎËÃÓÑ-
ÄÑÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ.

³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ë ÆÓÖÅËÇ ÏÑÆÇÎË ÆÎâ ÔÒËÐÑÄÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ.
²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂØ
Ë ÒÑÎÇ ÆËÓÇÍÕÑÓÂ Ä ÉËÆÍËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË, ÊÂÄËÔâ-
ÜÇÅÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ n-ÒÑÎâ [70, 61]. £
ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÃÑÎßÛÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÒÓËÄÎÇÍÂÇÕ ÕÂÍÉÇ
ÏÑÆÇÎß ¶ÂÆÆÇÇÄÂ ÆÎâ n-ÒÑÎâ [71]. °ÕÍÓÞÕÞÏ ÑÔÕÂÇÕÔâ
ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÎË ÕÂÍËÇ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÇ

ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÆËÔ-
ÍÎËÐÂÙËÌ ÒÓËÄÑÆËÎË ÃÞ Í àÕËÏ ÏÑÆÇÎâÏ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ
ÏÞ ÔÕÂÄËÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÊÂÆÂÚÖ. ¯ÂÌÕË ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ¿ÌÎÇÓÂ ë­ÂÅÓÂÐÉÂ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË (26),
ÍÑÕÑÓÑÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÒÓÖÅÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ ÆÎâ ÓÇÒÇÓÂ
Ë ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ ÆÎâ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË. £ ÓÂÊÆÇ-
ÎÂØ 8 Ë 11 ÏÞ ÓÇÛËÏ ÊÂÆÂÚÖ ÆÎâ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË
Ë ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, Â ÊÂÕÇÏ ÔÓÂÄÐËÏ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ.

7. ¡ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÖÒÓÖÅÑÔÕË

£ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË ÕÇÑÓËá ÖÒÓÖÅÑ-
ÔÕË Ë ÏÑÆÇÎß ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ SO�3�-ÒÑÎâ ÆÎâ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐËâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË (26) Ä
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ. ¿ÕÑìÐÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÂâ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß, ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÎâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐËâ ÍÂÎËÃÓÑÄÍË
ÏÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐËÕß Ë ÆÓÖÅËÇ ÏÑÆÇÎË. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÍÂÍ ÆÎâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐËâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÑÄ Ë ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÄÓÂÜÇÐËÌ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÂ ÆÓÖÅÂâ ÏÑÆÇÎßì ÂÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÖÒÓÖÅÑÔÕË.

£ ÐÂÚÂÎÇ ÒÓÑÛÎÑÅÑ ÄÇÍÂ ÃÓÂÕßâ ¬ÑÔÔÇÓaÂ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÎË
ÕÇÑÓËá ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÍÂÉÆÂâ ÕÑÚÍÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÊÖÇÕÔâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔÄÑËÏ ÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ, ÐÑ Ë ÑÓËÇÐÕÂÙËÇÌ
Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ [72], Õ.Ç. Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÔÓÇÆÞ ÊÂÆÂÐ ÓÇÒÇÓ
(ÓËÔ. 8).

³ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÍÂÉÆÞÌ
ÂÕÑÏ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ ÕÑÚÍÑÌ, Â
ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ, ËÏÇáÜËÏ ÑÓËÇÐÕÂÙËá. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÕÇÐÊÑÓ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ ÖÉÇ ÐÇ ÃÖÆÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ, Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÕÇÑÓËâ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ
ÕÇÑÓËÇÌ ÖÒÓÖÅÑÔÕË. ³ÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ËÊÎÑÉÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÒÑÆ-
ØÑÆÂ ÒÓËÄÇÆÇÐÑ Ä [73]. ±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ
ÕÇÑÓËâ ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ Ä
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ÕÇÑÓËá ÆÇ×ÇÍÕÑÄ.

°ÔÐÑÄÐÞÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË Ä ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË
ÖÒÓÖÅÑÔÕË âÄÎâáÕÔâ ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËÌ u i�x� Ë ÖÅÑÎ
ÒÑÄÑÓÑÕÂ oi�x�. ¯ÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÒÔÇÄÆÑÄÇÍÕÑÓÂ oi ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ Ô ÑÔßá ÄÓÂÜÇÐËâ àÎÇÏÇÐÕÂ ÔÓÇÆÞ, Â ÇÅÑ ÆÎËÐÂ ÓÂÄÐÂ
ÖÅÎÖ ÒÑÄÑÓÑÕÂ. µÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÌ Ä ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ 4, ÆÖÂÎÇÐ Í ÒÑÎá ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ oi j�x�:
oi j � ei j ko k.

³ÓÇÆÂ ¬ÑÔÔÇÓaÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÐÂÒÓâÉÇ-
ÐËÌ si j�x� (ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÔËÎ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÐÂ ÒÎÑÜÂÆÍÖ Ô
ÐÑÓÏÂÎßá i Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË j ) Ë ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ

²ËÔ. 8. ¬ÂÉÆÂâ ÕÑÚÍÂ ÔÓÇÆÞ ¬ÑÔÔÇÓaÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÔÄÑËÏ ÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ, ÐÑ Ë ÑÓËÇÐÕÂÙËÇÌ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.
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ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ mi j�x� (ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÑÏÇÐÕÂ ÔËÎ, ÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜËØ ÐÂ ÒÎÑÜÂÆÍÖ Ô ÐÑÓÏÂÎßá i Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË j ). ³ÓÇÆÂ
¬ÑÔÔÇÓaÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔËË, ÇÔÎË Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ
ÖÓÂÄÐÑÄÇÛÇÐÞ ÔËÎÞ Ë ÏÑÏÇÐÕÞ ÔËÎ:

qj s j i � f i � 0 ; �35�

e i j ksj k � qjm j i �mi � 0 ; �36�

ÅÆÇ f i�x� Ë mi�x� ì ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÇÖÒÓÖÅËØ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ Ë
ÏÑÏÇÐÕÑÄ. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (36) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÕÇÐÊÑÓ ÖÒÓÖÅËØ
ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÐ ÕÑÅÆÂ Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ
ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÖÔÎÑÄËÇ qjm j i �mi � 0.

±ÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ Ë ÖÅÑÎ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕ ÕÇÐÊÑÓ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ Ei j�x� Ë ÕÇÐÊÑÓ ËÊÅËÃÂ-ÍÓÖÚÇÐËâ
Ki j�x�:

Ei j � qi uj ÿ oi j ;

Ki j � qi oj; oi j � ei j kok : �37�
£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÇÐÊÑÓÞ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ Ë ËÊÅËÃÂ-ÍÓÖÚÇÐËâ
ÐËÍÂÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÒÑ ËÐÆÇÍÔÂÏ ÐÇ ËÏÇáÕ.

©ÂÍÑÐ ¤ÖÍÂ Ä ÔÓÇÆÇ ¬ÑÔÔÇÓÂ ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ ÆÄÖÏâ ÎËÐÇÌ-
ÐÞÏË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÏË ÕÇÐÊÑÓÞ ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐËÌ Ë ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ Ô ÕÇÐÊÑÓÂÏË ÆÇ×ÑÓÏÂ-
ÙËÌ Ë ËÊÅËÃÂ-ÍÓÖÚÇÐËâ:

si j � 2mEfi j g � 2aE�i j � � ldi jEkk ; �38�
mi j � 2gKfi j g � 2EK�i j � � bdi jKkk ; �39�

ÅÆÇ m, l ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ­ÂÏÇ, a, b, g, E ì ÚÇÕÞÓÇ ÐÑÄÞÇ
ÖÒÓÖÅËÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ÔÓÇÆÖ. ¶ËÅÖÓÐÞÇ
Ë ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÇ ÔÍÑÃÍË ÑÊÐÂÚÂáÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÊÂÙËá Ë ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÊÂÙËá ÒÑ ËÐÆÇÍÔÂÏ.

£ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ

oi j � 1

2
�qi uj ÿ qj ui� ; �40�

ÕÇÐÊÑÓ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÐ Ë ËÏÇÇÕ ÕÑÕ ÉÇ ÄËÆ (4),
ÚÕÑ Ë ÓÂÐÇÇ. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (36) ÄÏÇÔÕÇ Ô (38) Ë (39)
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

�g� E�e i j k4qj uk �mi � 0 :

±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (27).
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄËÆÂ (40) Ë
mi � 0ÏÞ ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÏÔâ Í ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑ-
ÔÕË.

µÓÂÄÐÇÐËâ (35), (36), (38) Ë (39) ÄÏÇÔÕÇ Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË
ÖÔÎÑÄËâÏË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔÓÇÆÞ
¬ÑÔÔÇÓaÂ . ±ÑÍÂÉÇÏ, ÍÂÍ àÕÂ ÏÑÆÇÎß ÄÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ Ä
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ÕÇÑÓËá ÖÒÓÖÅÑÔÕË. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÊÂÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ (Tmn

i � 0, Rmn
i j � 0)

ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÒÑÎâ u i Ë oi j. ´ÑÅÆÂ ÓÇÒÇÓ Ë SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß
Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÕÇÐÊÑÓÂÏË
ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ Ë ËÊÅËÃÂ-ÍÓÖÚÇÐËâ:

em
i � qmy jSj

i�o� � �d j
m ÿ qmu j ��d i

j � oj
i � � d i

m ÿ Emi ; �41�

om
i j � qmo i j � e i j

_kKm k : �42�
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (37) ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-

ÄÂÕß ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÏÇÜÇÐËÌ Ë
ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÖÔÎÑÄËâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇ-

ÏÑÔÕË ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä [74]. ¿ÕË ÖÔÎÑÄËâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑ-
ÔÕË âÄÎâáÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄTmn

i � 0
Ë Rmn

i j � 0, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ.
¦ÔÎË ÐÇÖÒÓÖÅËÇ ÔËÎÞ Ë ÏÑÏÇÐÕÞ Ä ÔÓÇÆÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ

( f i � 0, mi � 0), ÕÑ ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÖÒÓÖÅÑÔÕË
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÂ ÄÇÍÕÑÓ
ÔÏÇÜÇÐËâ Ë ÒÑÄÑÓÑÕÂ:

�m� a�4u i � �mÿ a� l� qiqj u j ÿ 2aqj o j i � 0 ; �43�

�g� E�4o i��gÿ E� b� qiqjo j � 2ae i j k�qj uk ÿ oj k� � 0 :

�44�

±ÇÓÇÒËÛÇÏ àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÓÇÒÇÓÂ Ë SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË:

�m� a�H m
�
em

i � �mÿ a� l�H i
�
eT ÿ �mÿ a�om

m i � 0 ; �45�
1

2
�g� E� e i j k Hm

�
om j k � 1

2
�gÿ E� b� e m j k H i

�
om j k�

� 2ae im jem j � 0 : �46�
¬ÑÐÇÚÐÑ, àÕÑ ÐÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä
ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (43),
(44). £ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ Ö ÐÂÔ ÐÇÕ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ ÆÎâ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑÅÑ ÄÞÃÑÓÂ. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ. ±ÓË àÕÑÏ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÛÇÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÎâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐËâ ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÑÄ (ÕÓË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ) Ë
ÎÑÍÂÎßÐÞØ SO�3�-ÄÓÂÜÇÐËÌ (ÕÓË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ). ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÇÔÕÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ÕÇÑÓËá
ÆÇ×ÇÍÕÑÄ.

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 6 ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÖÒÓÖÅÂâ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ÆÎâ
ÓÇÒÇÓÂ Ë ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ÆÎâ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÔÒËÐÑÄÞÇ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ ÔÓÇÆÞ ÐÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ Ô ÖÒÓÖÅËÏË ÐÂÒÓâÉÇ-
ÐËâÏË. £ ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÖÒÓÖÅËÇ
ÐÂÒÓâÉÇÐËâ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÄÎËâáÕ ÐÂ ÔÒËÐÑÄÖá ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ, Ë ÐÂÑÃÑÓÑÕ.

8. ¬ÎËÐÑÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ Ä ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË

±ÑÆ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËÇÌ ÏÞ ÒÑÐËÏÂÇÏ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÖá
ÖÒÓÖÅÖá ÔÓÇÆÖ, ÍÑÕÑÓÂâ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÇÄÍÎËÆÑÄÞÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ R3 Ô ÄÞÚÇÕÑÏ ÑÔË z � x3 ì
âÆÓÑÏ ÆËÔÎÑÍÂÙËË Ë ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.
¢ÇÓÇÕÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÂâ ÖÒÓÖÅÂâ ÔÓÇÆÂ ÃÇÊ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ËÊ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÞÓÇÊÂÇÕÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÌ ÍÎËÐ Ô ÖÅÎÑÏ ÿ2py.
¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ ÑÔÕÓËÇ ÍÎËÐÂ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÔßá z (ÓËÔ. 9). ©ÂÕÇÏ ÍÓÂâ ÓÂÊÓÇÊÂ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑ ÔÆÄËÅÂáÕÔâ Ë ÔÍÎÇËÄÂáÕÔâ. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÔÓÇÆÂ ÒÑÆ
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÖÒÓÖÅËØ ÔËÎ ÒÓËØÑÆËÕ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑÇ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÇ. ¦ÔÎË ÍÎËÐ ËÊ ÔÓÇÆÞ ÄÞÓÇÊÂÇÕÔâ, ÕÑ ÖÅÑÎ ÆÇ×ËÙËÕÂ
ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ:ÿ1 < y < 0. ±ÓË ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÞØ y ÍÎËÐ ÄÔÕÂÄÎâÇÕÔâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÇÓÄÑÐÂ-
ÚÂÎßÐÑ ÖÒÓÖÅÂâ ÔÓÇÆÂ ÊÂÐËÏÂÇÕ ÑÃÎÂÔÕß, ÃoÂ ÎßÛÖá ËÎË
ÏÇÐßÛÖá ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ R3 Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ
ÊÐÂÍÂ ÖÅÎÂ ÆÇ×ËÙËÕÂ y, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ r, j, z ÊÂÆÂÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË

04 r <1; 04j4 2pa; ÿ1 < z <1; a � 1� y:

�47�
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°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÎËÐÑÄÖá ÆËÔÎÑÍÂÙËá ÚÂÔÕÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ
ÆËÔÍÎËÐÂÙËÇÌ. £ ÐÂÛÇÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÕÂÍÑÇ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕÔâ ÐÇÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÍÎËÐÑÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËâ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÏ ÍÓÖÚÇÐËÇÏ. £ÆÑÃÂÄÑÍ
ÕÇÓÏËÐ ÆËÔÍÎËÐÂÙËâ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÎâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÔÒËÐÑ-
ÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ.

±ÇÓÇÌÆÇÏ Í ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ
ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË.
¹ÕÑÃÞ ËÊÃÇÉÂÕß ÓÂÔØÑÆâÜËØÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÆÎâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ
ÍÎËÐÑÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÙËÎËÐÆÓ
ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ R. ¿ÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÕÓÂÐÔÎâ-
ÙËÑÐÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕßá ÄÆÑÎß ÑÔË z Ë ÄÓÂÜÂÕÇÎßÐÑÌ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕßá Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x, y. ±ÑàÕÑÏÖ ÃÖÆÇÏ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.
±ÖÔÕß

ûi � �ûr; ûj; ûz� �48�

ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÍÑÄÇÍÕÑÓÂ ÔÏÇÜÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÓÕÑ-
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ. ¿ÕÑÕ ÍÑÄÇÍÕÑÓ Ä ÑÃÎÂÔÕË (47) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË
(3) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2),

�1ÿ 2s�4ûi � H
�
iH
�
j û

j � 0 ; �49�

ÅÆÇ H
�
i ì ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÇÄÍÎË-

ÆÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍË Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.
¥Îâ ÔÒÓÂÄÍË ÒÓËÄÇÆÇÏ âÄÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÆËÄÇÓ-

ÅÇÐÙËË Ë ÎÂÒÎÂÔËÂÐÂ ÑÕ ÍÑÄÇÍÕÑÓÂ ÔÏÇÜÇÐËâ Ä ÙËÎËÐÆÓË-
ÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ:

H
�
i û

i � 1

r
qr�rû r� � 1

r
qjûj � qzû z ;

4ûr � 1

r
qr�r qr ûr� � 1

r2
q2jûr � q2z ûr ÿ

1

r2
ûr ÿ 2

r2
qjûj ;

4ûj � 1

r
qr�r qr ûj� � 1

r2
q2jûj � q2z ûj ÿ

1

r2
ûj� 2

r2
qjûr ;

4ûz � 1

r
qr�r qr ûz� � 1

r2
q2jûz � q2z ûz :

ªÔØÑÆâ ËÊ ÔËÏÏÇÕÓËË ÊÂÆÂÚË, ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (49) Ä ÄËÆÇ

ûr � u�r� ; ûj � A�r�j ; ûz � 0 ;

ÅÆÇ u�r� Ë A�r� ì ÆÄÇ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
ÓÂÆËÖÔÂ. ±ÑÔÕÂÄËÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ:

ûrjr� 0 � 0; ûjjr� 0 � 0; ûjjj� 0 � 0;

ûjjj� 2pa � ÿ2pyr; qrûrjr�R � 0: �50�

±ÇÓÄÞÇ ÚÇÕÞÓÇ ÖÔÎÑÄËâ âÄÎâáÕÔâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÒÓÑÙÇÔÔÖ ÔÑÊÆÂÐËâ ÆËÔÎÑÍÂÙËË. ±ÑÔÎÇÆ-
ÐÇÇ ÖÔÎÑÄËÇ ËÏÇÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ: ÑÕÔÖÕÔÕ-
ÄËÇ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÔÓÇÆÞ. ¯ÇËÊÄÇÔÕÐÖá ×ÖÐÍ-
ÙËá A�r� ÐÂØÑÆËÏ ËÊ ÒÓÇÆÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑ-
ÄËâ (50)

A�r� � ÿ y
1� y

r :

±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÒÓâÏÂâ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ j Ë z ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ (49) ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕÔâ, Â ÓÂÆËÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËá

qr�r qru� ÿ u

r
� D; D � ÿ 1ÿ 2s

1ÿ s
y

1� y
� const :

°ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

u � D

2
r ln r� c1r� c2

r
; c1;2 � const :

±ÑÔÕÑâÐÐÂâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ c2 � 0 Ä ÔËÎÖ ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ
ÖÔÎÑÄËâ Ä ÐÖÎÇ. ¬ÑÐÔÕÂÐÕÖ c1 ÐÂØÑÆËÏ ËÊ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ
ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ (50). £ ËÕÑÅÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË [62]

ûr � D

2
r ln

r

eR
;

ûj � ÿ y
1� y

rj : �51�

£ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ û r ÃÖÍÄÂ e ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÑÔÐÑÄÂÐËÇ
ÐÂÕÖÓÂÎßÐÑÅÑ ÎÑÅÂÓË×ÏÂ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÆËÂÎßÐÂâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÏÇÜÇÐËÌ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ R!1 ÓÂÔØÑ-
ÆËÕÔâ. ¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÙËÎËÐÆÓ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ
ÓÂÆËÖÔÂ.

­ËÐÇÌÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÒÓËÏÇÐËÏÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÏÂÎÞØ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞØ ÖÆÎËÐÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÎâ ÍÎËÐÑ-
ÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÓÂÄÐÞ

dûr
dr
� ÿ y

1� y
1ÿ 2s
2�1ÿ s� ln

r

R
;

1

r

dûj
dj
� ÿ y

1� y
:

¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ ÏÞ ÄÒÓÂÄÇ ÑÉËÆÂÕß ÄÇÓÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ
ÆÎâ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÖÅÎÂØ ÆÇ×ËÙËÕÂ (y5 1) Ë
ÄÃÎËÊË ÍÓÂâ ÙËÎËÐÆÓÂ (r � R).

¯ÂÌÆÇÏ ÏÇÕÓËÍÖ, ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÖá ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑ-
ÍÂÙËÇÌ, Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ ÖÅÎÖ ÆÇ×ËÙËÕÂ y.
£ÞÚËÔÎÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÔÕË, ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ÑÃÜÇÌ
×ÑÓÏÖÎÑÌ (5) ËÎË ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÆÎâ ÄÂÓËÂÙËË

R

y

x

ÿ2py

²ËÔ. 9. ¬ÎËÐÑÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ Ô ÖÅÎÑÏ ÆÇ×ËÙËÕÂ 2py. ±ÓË ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ËÎË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ y ÍÎËÐ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÓÇÊÂÇÕÔâ ËÎË
ÄÔÕÂÄÎâÇÕÔâ.
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×ÑÓÏÞ ÏÇÕÓËÍË

dgmn � ÿH
�
mun ÿ H

�
num : �52�

±ÑÔÎÇ ÐÇÔÎÑÉÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x, y:

dl 2 �
�
1� y

1ÿ 2s
1ÿ s

ln
r

R

�
dr 2�

� r 2
�
1� y

1ÿ 2s
1ÿ s

ln
r

R
� y

1

1ÿ s

�
dj2 : �53�

³ àÕÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ ÏÞ ÔÓÂÄÐËÏ ÏÇÕÓËÍÖ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÖá
ÒÖÕÇÏ ÓÇÛÇÐËâ ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 11.

9. ¬ÓÂÇÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ Ä ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË

£ ÒÓËÓÑÆÇ ÍÎËÐÑÄÞÇ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÄÔÕÓÇÚÂáÕÔâ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÓÇÆÍÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÕÓÇÃÖáÕ ÆÑÃÂÄÎÇÐËâ ËÎË ÖÆÂÎÇÐËâ
ÃÑÎßÛÑÅÑ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ ÄÇÜÇÔÕÄÂ, ÚÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÃÑÎßÛËÏË
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÏË ÊÂÕÓÂÕÂÏË. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ËØ ËÊÖÚÇÐËÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÃÑÎßÛÑÌ ËÐÕÇÓÇÔ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÓÖÅËÇ ÒÓâÏÑÎË-
ÐÇÌÐÞÇ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÔÖÒÇÓ-
ÒÑÊËÙËË ÍÎËÐÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ. £ àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÍÎËÐÑÄÞÇ
ÆËÔÎÑÍÂÙËË âÄÎâáÕÔâ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÏË. ±ÑÍÂÉÇÏ àÕÑ ÐÂ
ÒÓËÏÇÓÇ ÍÓÂÇÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ì ÑÆÐÑÏ ËÊ ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐÐÞØ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ. ¬ÓÂÇÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ, âÆÓÑ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÔßá z, ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 10Â. °ÐÂ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÓÂÊÓÇÊÂ ÔÓÇÆÞ ÒÑ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË
y � 0, x > 0, ÔÆÄËÅÂ ÐËÉÐÇÅÑ ÃÇÓÇÅÂ ÓÂÊÓÇÊÂ Í ÑÔË z ÐÂ
ÒÑÔÕÑâÐÐÞÌ (ÄÆÂÎË ÑÕ âÆÓÂ ÆËÔÎÑÍÂÙËË) ÄÇÍÕÑÓ ¢áÓ-
ÅÇÓÔÂ b Ô ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÔÍÎÇÌÍÑÌ ÃÇÓÇÅÑÄ ÓÂÊÓÇÊÂ. ¹ÕÑÃÞ
ÐÂÌÕË ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÍÓÂÇÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË, ÏÑÉÐÑ
ÓÇÛËÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÍÓÂÇÄÖá ÊÂÆÂÚÖ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ (49) [61]. °ÆÐÂÍÑ, ÊÐÂâ âÄÐÞÌ ÄËÆ ÄÇÍÕÑÓÂ
ÔÏÇÜÇÐËâ ÆÎâ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË, ÏÞ ÒÑÔÕÖÒËÏ ËÐÂÚÇ.
¬ÓÂÇÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÆËÒÑÎß, ÔÑÔÕÑâ-
ÜËÌ ËÊ ÆÄÖØ ÍÎËÐÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ 2py
Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏÿ2py ÖÅÎÑÏ ÆÇ×ËÙËÕÂ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ
ÓËÔ. 10Ã. ¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÑÔË ÒÇÓÄÑÌ Ë ÄÕÑÓÑÌ
ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞ ÑÔË z Ë ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕ
ÒÎÑÔÍÑÔÕß x, y ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÕÑÚÍÂØ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË
�0; a� Ë �0;ÿa�. ²ÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÑÔâÏË ÍÎËÐÑÄÞØ
ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÓÂÄÐÑ 2a. ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ
(51) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÆÂÎË ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (r4 a) ÒÑÎÇ

ÔÏÇÜÇÐËÌ ÍÎËÐÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÚÎÇÐÑÄ
ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÏÂÎÑÔÕË ÒÑ y Ë a=r ËÏÇÇÕ ÄËÆ

u �1�x � ÿy
�

1ÿ 2s
2�1ÿ s� x ln

rÿ a sinj
eR

ÿ

ÿ �yÿ a�
�
jÿ a cosj

r

��
; �54�

u �1�y � ÿy
�

1ÿ 2s
2�1ÿ s� �yÿ a� ln rÿ a sinj

eR
�

� x

�
jÿ a cosj

r

��
;

u �2�x � y
�

1ÿ 2s
2�1ÿ s� x ln

r� a sinj
eR

ÿ

ÿ � y� a�
�
j� a cosj

r

��
; �55�

u �2�y � y
�

1ÿ 2s
2�1ÿ s� � y� a� ln r� a sinj

eR
�

� x

�
j� a cosj

r

��
:

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÎËÐÇÌÐÞ, ÕÑ ÆÎâ
ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÍÓÂÇÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÔÎÑÉËÕß ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ (54) Ë (55). ±ÑÔÎÇ ÐÇÔÎÑÉ-
ÐÞØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÔÏÇÜÇÐËâ ÄÔÇÌ ÔÓÇÆÞ ÍÂÍ
ÙÇÎÑÅÑ ÐÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÄÆÑÎß ÑÔË y ÒÑÎÖÚËÏ

ux � b

�
arctan

y

x
� 1

2�1ÿ s�
xy

x2 � y2

�
;

�56�
uy � ÿb

�
1ÿ 2s
2�1ÿ s� ln

r

eR
� 1

2�1ÿ s�
x2

x2 � y2

�
;

ÅÆÇ ÆÎâ ÏÑÆÖÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ ¢áÓÅÇÓÔÂ ÄÄÇÆÇÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

b � jbj � ÿ2ay :

¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÆÎâ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇ-
ÐËÌ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ ÒÖÕÇÏ ÒÓâÏÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË [61]. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÏÞ ÆÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ
ÍÓÂÇÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ âÄÎâÇÕÔâ ÆËÒÑÎÇÏ, ÔÑÔÕÑâÜËÏ ËÊ
ÆÄÖØ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÍÎËÐÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ.

¯ÂÌÆÇÏ ÏÇÕÓËÍÖ, ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÖá ÍÓÂÇÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËÇÌ. ªÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ (52), Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÒÑ y Ë a=r ÒÑÎÖÚËÏ ÏÇÕÓËÍÖ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x; y

dl 2 �
�
1� 1ÿ 2s

1ÿ s
b

r
sinj

�ÿ
dr 2 � r 2 dj2

�ÿ
ÿ 2b cosj

1ÿ s
dr dj : �57�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ÆÎâ ÍÓÂÇÄÑÌ
ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ R.

10. ±ÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÇ ÍÎËÐÑÄÞÇ ÆËÔÎÑÍÂÙËË

±ÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ (Rmni
j � 0) SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß

âÄÎâÇÕÔâ ÚËÔÕÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÑÌ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ
ÆÎâ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË (20) ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÕÔâ. ÁÄÐÞÌ ÄËÆ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑÎÇÏ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ oi j. £

y

xR

z b

Â

x

y

a

ÿa

Ã

ÿ2py

2py

²ËÔ. 10. (Â) ¬ÓÂÇÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ Ô ÄÇÍÕÑÓÑÏ ¢áÓÅÇÓÔÂ b, ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ-
ÐÞÏ Í ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂÙËË. (Ã) ¬ÓÂÇÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ, ÍÂÍ ÆËÒÑÎß, ÔÑÔÕÑâ-
ÜËÌ ËÊ ÆÄÖØ ÍÎËÐÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ Ë
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ ÖÅÎÑÏ ÆÇ×ËÙËÕÂ.
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ÔËÎÖ ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍË (34) ÒÑÎÇ oi j ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÊÂÆÂÇÕ ÕÓËÄËÂÎßÐÖá SO�3�-ÔÄâÊ-
ÐÑÔÕß. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÆËÔÍÎËÐÂÙËÌ
ÊÂÆÂÚÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÓÇÛÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÆÎâ
ÓÇÒÇÓÂ Ä ÖÒÓÖÅÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ Ë ÓÇÛÇÐËá ÏÑÆÇÎË ÅÎÂÄ-
ÐÑÅÑ ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ.
±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÕÇÐÊÑÓ ÍÓÖÚÇÐËâ ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÇ (±.21), ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÖá
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÍÕÑÓÂ ¢áÓÅÇÓÔÂ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆËÔÍÎËÐÂÙËË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ (ÕÇÐÊÑÓ ÍÓË-
ÄËÊÐÞ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá), ÕÑ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÂÃÔÑÎáÕ-
ÐÑÅÑ ÒÂÓÂÎÎÇÎËÊÏÂ. ´ÑÅÆÂ ÄÔâ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÓÇÒÇÓÑÏ em

i, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÊÂÆÂÇÕ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓÖÚÇÐËâ
(±.21) ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÌ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË. ©ÆÇÔß ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÕÓËÄËÂÎßÐÂâ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá.
²ÇÒÇÓ em

i ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÕÓÇØÏÇÓÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ¿ÌÐÛ-
ÕÇÌÐÂ Ô ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÑÌ ÏÇÕÓËÍË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÎÇ-
ÆÖáÕ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÐÇÓÅËË (26) ÒÓË
Rm n j

i � 0,

eRmn ÿ 1

2
gmn eR � Tmn : �58�

©ÆÇÔß Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÆÑÃÂÄÎÇÐ
ËÔÕÑÚÐËÍ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Tmn (Ä ÅÓÂÄËÕÂÙËË ì àÕÑ ÕÇÐÊÑÓ
àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÂÕÇÓËË).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÃÇÊ ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÏÑÆÇÎß ÃÞÎÂ
ÃÞ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓË Tmn � 0 ËÊ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (58) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ Ë
ÕÇÐÊÑÓ ²ËÚÚË ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá: eR � 0, eRmn � 0. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä
ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÎÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ
ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ²ËÚÚË
(±.25), ÕÑ ÑÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÃÇÊ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÑÐ ÕÂÍÉÇ
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß. °ÃÓÂÜÇÐËÇ Ä ÐÖÎß ÒÑÎÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ
ÍÓËÄËÊÐÞ Ë ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÔÕß ÏÑÆÇÎË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÒÓÑÔÕÑ ÐÇÕ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉ-
ÆÇÐËÇ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ Ä ÅÓÂÄËÕÂÙËË. °ÃÞÚÐÑ ÇÅÑ
×ÑÓÏÖÎËÓÖáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ: "´ÓÇØÏÇÓÐÂâ ÅÓÂÄË-
ÕÂÙËâ ÐÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ, Õ.Ç. ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâá-
ÜËØÔâ, ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÄÑÃÑÆÞ".

¥Îâ ÐÂÛËØ ÙÇÎÇÌ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÌÕË ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (58) ÆÎâ ÑÆÐÑÌ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË.
µÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÔËÔÕÇÏÖ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä ÚÂÔÕÐÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ´ÑÚÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÆÂÉÇ Ä
ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ËÊÄÇÔÕÐÑ ÐÇ ÕÂÍ ÏÐÑÅÑ. ©ÂÏÇ-
ÚÂÕÇÎßÐÑÇ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ
ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ, ØÑÓÑÛÑ
ËÊÄÇÔÕÐÑ Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË ÎÑÓÇÐÙÇ-
ÄÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÞ �� ÿ ÿ� [75 ë 77]. ±ÓËÄÇÆÇÏ àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ
ÆÎâ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÞ ÏÇÕÓËÍË Ë ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ Ä
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÑÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÍÎËÐÑÄÞØ
ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÃÑÎÇÇ
ÑÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÍÎËÐÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËÌ, Â ÊÂÕÇÏ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ËÐÕÇÓÇÔÖáÜÇÏ
ÐÂÔ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÌ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË. ¿ÕÑ ÔÆÇÎÂÐÑ
ÐÂÏÇÓÇÐÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ
ÄÐÑÔËÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÖÔÎÑÉÐÇÐËÌ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÎËÐÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎßÛËÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ.
´ÂÍ, Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÍÓÂÇÄÂâ
ÆËÔÎÑÍÂÙËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÆËÒÑÎÇÏ, ÔÑÔÕÑâÜËÏ ËÊ ÆÄÖØ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÍÎËÐÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÓÂÊÐÞØ ÊÐÂÍÑÄ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÒÓÖÅÖá ÔÓÇÆÖ Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇÏ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ, ÐÑ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÍÎËÐÑÄÞØ
ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ. £ÞÃÇÓÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÑÔß z � x3 ÃÞÎÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂ ÑÔâÏ ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËÌ, Â ÑÔË fxag � fx; yg, a � 1; 2, ÃÞÎË ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞ
ÑÔË z. ´ÑÅÆÂ ÏÇÕÓËÍÂ ÒÓËÏÇÕ ÃÎÑÚÐÑ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÄËÆ

ds2 � dl 2 �N 2 dz2 ; �59�
ÅÆÇ

dl 2 � ga b dx
a dxb

ì ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË x, y. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ
ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÆÑÎß ÑÔË z ÆÄÖÏÇÓÐÂâ
ÏÇÕÓËÍÂ gab�x; y� Ë ×ÖÐÍÙËâ N�x; y� ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ z.

°ÕÄÎÇÍÂâÔß ÑÕ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÙËË, ÏÑÉÐÑ
ÔÍÂÊÂÕß ÒÓÑÜÇ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÃÎÑÚÐÑ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÖá ÏÇÕ-
ÓËÍÖ ÄËÆÂ (59), ÍÑÕÑÓÂâ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑÌ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑÔÕßá ÄÆÑÎß ÑÔË z. ¡ ÊÂÕÇÏ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ
ÍÎËÐÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ.

´ÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË (59) ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÇ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ:

eRa b g
d�R

�2�
a b g

d ; eRa z g
z � 1

N
HaHgN ; eRa b g

z � eRa z g
d � 0 ;

ÅÆÇR�2�a b g
d ìÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ ÆÎâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌÏÇÕÓËÍË ga b,

Ha ìÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ Ô ÔËÏÄÑÎÂÏË
¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ.

£ÞÃÇÓÇÏ ËÔÕÑÚÐËÍ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Ä ÄËÆÇ

Tzz � 2p�������
g�2�

p XM
n�1

ynd
�2��rÿ rn� ;

�60�
Ta b � Ta z � Tz a � 0;

ÅÆÇ d �2��rÿ rn� � d�xÿ xn� d�yÿ yn�ì ÆÄÖÏÇÓÐÂâ d-×ÖÐÍ-
ÙËâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË x, y Ô ÐÑÔËÕÇÎÇÏ Ä ÕÑÚÍÇ rn � �xn; yn�.
±ÑâÄÎÇÐËÇ ÏÐÑÉËÕÇÎâ g�2� � det ga b ÒÇÓÇÆ ÊÐÂÍÑÏ ÔÖÏÏÞ
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ d-×ÖÐÍÙËâ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÑÃÜËØ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ ×ÖÐÍÙËÇÌ, Â
ÕÇÐÊÑÓÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá. ¯ËÉÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ô ÕÂÍËÏ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
M ÍÎËÐÑÄÞØ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Ô ÖÅÎÂÏË ÆÇ×Ë-
ÙËÕÂ yn, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕß x, y Ä ÕÑÚÍÂØ
�xn; yn�. £ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÕÂÍÑÌ ËÔÕÑÚÐËÍ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÚÂÔÕËÙÂÏ Ô ÏÂÔÔÂÏË mn � 2pyn, ÒÑÍÑâÜËÏÔâ Ä
ÕÑÚÍÂØ rn.

´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (58) ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÚÇÕÞÓÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ

HaHbNÿ gabH gHgN � 0 ; �61�

ÿ 1

2
N 3R�2� � 2p�������

g�2�
p XM

n�1
ynd

�2��rÿ rn� ; �62�

ÅÆÇ R�2�ì ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÔÍÂÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ.
®ÇÕÓËÍÂ ÄËÆÂ (59) ÄÔÇ ÇÜÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ

ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË x, y. ªÔÒÑÎßÊÖâ
àÕÖ ÑÔÕÂÄÛÖáÔâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß, ÊÂ×ËÍÔËÓÖÇÏ ÍÑÐ×ÑÓÏ-
ÐÖá ÍÂÎËÃÓÑÄÍÖ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË (ÎÑÍÂÎßÐÑ àÕÑ ÄÔÇÅÆÂ
ÄÑÊÏÑÉÐÑ)

ga b � e2fdab ;

ÅÆÇ f�x; y�ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ×ÖÐÍÙËâ.
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£ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (61) ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÄËÆ

qaqbN � 0 :

±ÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÐÂ N ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË x, y àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ N � const. ªÊÏÇÐËÄ ÏÂÔÛÕÂÃ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ z, ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÑÉËÕß N � 1 ÃÇÊ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÑÃÜÐÑÔÕË. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (62) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ±ÖÂÔÔÑÐÂ

4f � ÿ2p
X
n

ynd
�2��rÿ rn� ;

ÍÑÕÑÓÑÇ ËÏÇÇÕ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ

f �
X
n

yn ln jrÿ rnj � 1

2
lnC ; C � const > 0 :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÇÕÓËÍÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x, y ËÏÇÇÕ ÄËÆ

dl 2�C
Y
n

jrÿ rnj2yn�dr 2� r 2 dj2� ;

04 r <1; 04j < 2p ; �63�

ÅÆÇ ÒÑÎâÓÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ r, j ÒÑÍÓÞÄÂáÕ ÄÔá ÒÎÑÔÍÑÔÕß
R2 Ë ÐÇ ÃÑÎÇÇ ÕÑÅÑ (ÚÕÑ ÄÂÉÐÑ!). ­áÃÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÄÞÃÑÓÂ
ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞ.
£ÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ àÕËÏ ËÒÑÎÑÉËÏC � 1, ÚÇÅÑ ÄÔÇÅÆÂÏÑÉÐÑ
ÆÑÃËÕßÔâ ÒÖÕÇÏ ÄÞÃÑÓÂ ÏÂÔÛÕÂÃÂ r.

¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÍÎËÐÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ. ´ÂÍÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ âÔÐÑ ËÊ
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËá ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÒÓÑÔÕ. ¥Îâ
àÕÑÅÑ ÄÏÇÔÕÑ d-ÑÃÓÂÊÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÐÖÉÐÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ.

¹ÕÑÃÞ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ (63) ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÎËÐÑÄÞØ ÆËÔÎÑ-
ÍÂÙËÌ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÑÆÐÖ ÍÎËÐÑÄÖá ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËá Ô ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ

Tzz � 2p�������
g�2�

p yd�2��x; y� : �64�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÏÇÕÓËÍÂ (63) ÒÓË C � 1 ËÏÇÇÕ ÄËÆ

dl 2 � r2y� dr 2 � r 2 dj2� : �65�

±ÇÓÇÌÆÇÏ Ä ÐÑÄÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ

r 0 � 1

a
r a ; j0 � aj ; a � 1� y ; �66�

Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÇÕÓËÍÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ:

dl 2 � dr 0 2 � r 0 2 dj 0 2 : �67�
°ÆÐÂÍÑ ÕÇÒÇÓß ÑÃÎÂÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÖÅÎÂ ÑÕÎË-
ÚÂÇÕÔâ ÑÕ 2p: 04j 0 < 2pa, Ë ÒÑÍÓÞÄÂÇÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕß x, y Ô
ÄÞÓÇÊÂÐÐÞÏ ËÎË ÆÑÃÂÄÎÇÐÐÞÏ ÖÅÎÑÏ 2py.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÛÕÓËØÑÄÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ r 0;j 0

ÏÇÕÓËÍÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ, ÕÑ ÊÆÇÔß ÏÞ ËÏÇÇÏ
ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕß Ô ÄÞÓÇÊÂÐÐÞÏ ËÎË ÆÑÃÂÄÎÇÐÐÞÏ
ÍÎËÐÑÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÖÅÑÎ j 0 ÏÇÐâÇÕÔâ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �0; 2pa�.

±ÇÓÇØÑÆ Í ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ r;j (66) ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÍÎÇÌÍÖ
ÃÇÓÇÅÑÄ ÑÃÓÂÊÑÄÂÄÛÇÅÑÔâ ÍÎËÐÂ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÍÑÐÖÔÖ. ±ÑàÕÑÏÖ ÑÃÇ ÏÇÕÓËÍË (65) Ë (67) ÑÒËÔÞÄÂáÕ
ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÑÃÝÇÍÕ ì ÍÑÐËÚÇÔÍÖá
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÕÇÐÊÑÓÞ ÍÓÖÚÇÐËâ Ë ÍÓË-
ÄËÊÐÞ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá ÄÔáÆÖ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÐÂÚÂÎÂ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

³ÑÊÆÂÐËÇ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÔÑÄ-
ÒÂÆÂÇÕ Ô ÔÑÊÆÂÐËÇÏ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË Ä ÕÇÑÓËË
ÆÇ×ÇÍÕÑÄ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ
(63) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÐËÚÇÔÍËØ
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ Ô ÖÅÎÂÏË ÆÇ×ËÙËÕÂ yn, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏË
Ä ÕÑÚÍÂØ rn. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÍÎËÐÑÄÞØ
ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ.

£ ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÆÐÖ
ÍÎËÐÑÄÖáÆËÔÎÑÍÂÙËá.³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÔÑÄÇÓÛËÏ ÇÜÇ ÑÆÐÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ:

f � ar 0; j � 1

a
j 0: �68�

´ÑÅÆÂ ÏÇÕÓËÍÂ (67) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

dl 2 � 1

a2
df 2 � f 2 dj2; a � 1� y: �69�

¿ÕÑ ÇÜÇ ÑÆÐÂ ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÂâ ×ÑÓÏÂ ÏÇÕÓËÍË ÆÎâ
ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË.

11. ¬ÎËÐÑÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ
Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÍÎËÐÑÄÖá ÆËÔÎÑÍÂÙËá Ô ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ. ³ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÔÑÊÆÂÐËÇ
ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÍÑÐËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË. °ÆÐÂÍÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÓÂÔØÑÉÆÇÐËÇ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÇÕÓËÍÂ (69) ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
ÖÅÎÂ ÆÇ×ËÙËÕÂ y Ë ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÔÑÄÒÂÆÂÕß Ô ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÏÇÕÓËÍÑÌ (53), ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË.
¿ÕÑ ÓÂÔØÑÉÆÇÐËÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË
ÒÑÔÎÇ ÄÞÓÇÊÂÐËâ ÍÎËÐÂ Ë ÔÍÎÇÌÍË ÃÇÓÇÅÑÄ ÓÂÊÓÇÊÂ
(ÔÑÊÆÂÐËâ ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË) ÏÞ ÕÓÇÃÖÇÏ,
ÚÕÑÃÞ ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËâ Ä ÒÑÎÑÉÇÐËË ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÎ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÆÎâ
ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ÒÎÑÔÍÑÔÕß x, y ÒÑÔÎÇ ÔÍÎÇÌÍË
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ³
×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÕÑ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ
ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ (53), ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ Ä ÓÂÏÍÂØ
ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË, âÄÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ±ÖÂÔ-
ÔÑÐÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ä ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË.

¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ Ä [23] ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ
ÖÒÓÖÅÂâ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ. £ÞÃÇÓÇÏ ÖÒÓÖÅÖá ÍÂÎËÃÓÑÄÍÖ (33)
ÍÂÍ ÔÂÏÖá ÒÓÑÔÕÖá Ä ÔÎÖÚÂÇ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË. ¿ÕÖ
ÊÂÆÂÚÖ ÏÑÉÐÑ ÓÇÛÂÕß ÆÄÖÏâ ÔÒÑÔÑÃÂÏË. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ,
ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÏÑÉÐÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÍÂÍÑÌ-ÕÑ ÖÆÑÃÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Â
ÊÂÕÇÏ ÐÂÌÕË ÕÂÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÚÕÑÃÞ
ÃÞÎÑ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâÏÇÕÓËÍË ËÊÄÇÔÕÐÑ (69),
ÕÑ ÒÓÑÜÇ ÔÎÇÆÑÄÂÕß ÄÕÑÓÑÏÖ ÏÇÕÑÆÖ. ®ÇÕÓËÍÇ (69)
ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÂÄËÕß Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÓÇÒÇÓ

er
r̂ � 1

a
; ej

ĵ � f:
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©ÆÇÔß ÛÎâÒÍÂ ÐÂÆ ËÐÆÇÍÔÑÏ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÐ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í
ÑÓÕÑÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Â ËÐÆÇÍÔ ÃÇÊ
ÛÎâÒÍË âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÏ. ¬ÑÏÒÑÐÇÐÕÞ àÕÑÅÑ
ÓÇÒÇÓÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÇ ÍÑÓÐË ËÊ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÏÇÕÓËÍË Ë ÒÑàÕÑÏÖ ËÏÇáÕ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ (31). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÍÎËÐÑÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÄÓÂÜÇ-
ÐËÌ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x, y, ÕÑ ÔÑÄÇÓÛËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
ÓÂÆËÂÎßÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ f! f �r�. ±ÑÔÎÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÓÇÒÇÓÂ ÒÓËÏÖÕ ÄËÆ

er
r̂ � f 0

a
; ej

ĵ � f; �70�
ÅÆÇ ÛÕÓËØ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ r. ²ÇÒÇÓ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ, ÄÞÃÇÓÇÏ Ä ÄËÆÇ

e
�
r
r̂ � 1; e

�
j
ĵ � r : �71�

¦ÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ G
�
mn

r Ë SO�3�-
ÔÄâÊÐÑÔÕß o�mi j, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÖá. £ÞÒËÛÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÇ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ:

G
�
rj

j � G
�
j r

j � 1

r
; G

�
jj

r � ÿr; o
�
j r̂

ĵ � ÿo�j ĵ
r̂ � 1:

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÓÇÒÇÓÂ Ä ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (33) ÒÓË-
ÄÑÆËÕ Í ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¿ÌÎÇÓÂ ÐÂ
×ÖÐÍÙËá ÒÇÓÇØÑÆÂ

f 00

a
� f 0

ar
ÿ f

r 2
� s
1ÿ 2s

�
f 00

a
� f 0

r
ÿ f

r 2

�
� 0 :

¦ÅÑ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÆÄÖØ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ C1;2:

f � C1r
g1 � C2r

g2 ; �72�
ÅÆÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ÔÕÇÒÇÐË g1;2 ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

g2 � 2gybÿ a � 0; b � s
2�1ÿ s� ;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓË y > ÿ1 ËÏÇÇÕ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ ÍÑÓÐË ÓÂÊÐÞØ
ÊÐÂÍÑÄ: ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ ÍÑÓÇÐß g1 Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌì g2.
¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ±ÖÂÔÔÑÐÂ ËÏÇáÕÔâ
ÕÇÓÏÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÿ14s4 1=2 [61].

¥Îâ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐËâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÐÂÎÑ-
ÉËÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÓÇÒÇÓ

er
r̂
��
r�R
� 1; ej

ĵ
��
r� 0
� 0 : �73�

±ÇÓÄÑÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏÖ
ÅÓÂÐËÚÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá ÐÂ ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËâ (50) (ÑÕ-
ÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÙËÎËÐÆÓÂ), Â
ÄÕÑÓÑÇ ì ÑÕÔÖÕÔÕÄËá ÖÅÎÑÄÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ Ö ÕÇÐÊÑÓÂ
ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË Ä âÆÓÇ ÆËÔÎÑÍÂÙËË. µÓÂÄÐÇÐËâ (73) ÊÂÆÂáÕ
ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ

C1 � a
g1R g1ÿ1 ; C2 � 0 : �74�

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÓÇÒÇÓ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÏÇÕÓËÍÂ

dl 2 �
�

r

R

�2g1ÿ2�
dr 2 � a2r 2

g21
dj2

�
; �75�

ÅÆÇ

g1 � ÿyb�
��������������������������
y2b2 � 1� y

p
:

¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË. ¯ÂÌÆÇÐÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÄÔÇØ ÖÅÎÂØ ÆÇ×ËÙËÕÂ y Ë ÄÔÇØ
0 < r < R. ±ÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕÓÇØ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÞØ: y, s Ë R. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÖÅÎÂ ÆÇ×ËÙËÕÂ y ÒÑâÄËÎÂÔß
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÑÐ ÄØÑÆËÕ Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (58). ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ
ÄÑÊÐËÍÎÂ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÒÓÖÅÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍË (33), Ë, ÐÂÍÑ-
ÐÇÙ, ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÓÂÆËÖÔÂ ÙËÎËÐÆÓÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÅÓÂ-
ÐËÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ (73).

¦ÔÎË ÍÎËÐÑÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂÙËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, ÕÑ y � 0,
a � 1, g1 � 1, Ë ÏÇÕÓËÍÂ (75) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÖ
ÏÇÕÓËÍÖ dl 2 � dr 2 � r 2 dj 2, ÚÕÑ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß.

³ÓÂÄÐËÏ ÏÇÕÓËÍÖ (75), ÒÑÎÖÚÇÐÐÖá Ä ÓÂÏÍÂØ ÅÇÑÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ, Ô ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ ËÊ
ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË (53). £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÑÐÂ ËÏÇÇÕ ÃÑÎÇÇ
ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ y

g1 � 1� y
1ÿ 2s
2�1ÿ s� ;

Ë ÏÇÕÓËÍÂ (75), ÍÂÍ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ (53), ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÇÑÓËË
ÖÒÓÖÅÑÔÕË. ®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ (53)
âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ÍÑÕÑÓÂâ
Í ÕÑÏÖ ÉÇ ËÏÇÇÕ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ. £ÐÇ ÓÂÏÑÍ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÏÞ ÐÂÃÎáÆÂÇÏ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÓÂÊÎËÚËâ. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÏÇÕÓËÍÂ (53) ÔËÐÅÖÎâÓÐÂ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä
ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÏÇÕÓËÍÂ (75), ÐÂÌÆÇÐÐÂâ ÄÐÇ ÓÂÏÑÍ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÓÇÅÖÎâÓÐÂ.

´ÇÐÊÑÓÞ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ Ë ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ÔÄâÊÂÐÞ ÏÇÉÆÖ
ÔÑÃÑÌ ÊÂÍÑÐÑÏ ¤ÖÍÂ (3). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÇÐÊÑÓ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ
âÄÎâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÆÎâ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÏÇÕÓËÍË, ÕÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ÒÓÑÄÇÓÍË ×ÑÓÏÖÎÞ (75). ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÊÏÇÓËÕß
ÒÑÎÇ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ ÆÎâ ÑÆËÐÑÚÐÑÌ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË.
´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐÂ ËÎË ÑÒÓÑÄÇÓÅÐÖÕÂ.

©ÂÆÂÚÂ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÑÌ
ÏÇÕÓËÍÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÓÇÛÇÐËá ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ (5), Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÍÑÕÑÓÞØ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß
ÏÇÕÓËÍÖ (75), Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË (50). ¯Â àÕÑÌ
ÊÂÆÂÚÇ ÏÞ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕßÔâ ÐÇ ÃÖÆÇÏ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÔÎÑÉÐÞÌ àÕÂÒ ÐÂØÑÉÆÇ-
ÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÕÂÏ, ÅÆÇ ÑÐ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, ÒÓÑÔÕÑ
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ë ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ.

¥ÄÖÏÇÓÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ (75) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÍÑÐËÚÇÔÍÖá ÔËÐ-
ÅÖÎâÓÐÑÔÕß Ä ÖÒÓÖÅÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ. ³ÄâÊß ÍÑÐËÚÇÔÍËØ
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ Ô ÍÎËÐÑÄÞÏË ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË ÃÞÎÂ ÖÔÕÂ-
ÐÑÄÎÇÐÂ Ä [22, 78 ë 80]. £ àÕËØ ÔÕÂÕßâØ ÏÇÕÓËÍÂ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÎÂÔß Ä ÆÓÖÅËØ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂØ (ÔËÔÕÇÏÂØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ).

12. µÒÓÖÅËÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ Ä ÔÓÇÆÇ
Ô ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË

µÒÓÖÅËÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ Ä ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÓÇÆÇ ÃÇÊ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÕÔâ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ u i�t; x�,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [61])

r0�u i ÿ m4u i ÿ �l� m� q i qj u j � 0 ; �76�

ÅÆÇ ÕÑÚÍË ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË,
r0 ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÔÓÇÆÞ, ÍÑÕÑÓÖá ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÒÑÔÕÑâÐ-
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ÐÑÌ. ¦ÔÎË ÔÓÇÆÂ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÇ×ÇÍÕÞ, ÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ: di j ! gmn � em

ien
jdi j.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÇ ÔÏÇÜÇÐËâ ÒÓË ÖÒÓÖ-
ÅËØ ÍÑÎÇÃÂÐËâØ ÏÂÎÞ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÐÂÒÓâÉÇÐËâÏË,
ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÏË ÆÇ×ÇÍÕÂÏË:

qmu i 5 em
i : �77�

´ÑÅÆÂ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÖÒÓÖÅËÇ
ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ Ä ÓËÏÂÐÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
Ô ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ, ÔÑÊÆÂÐÐÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË.
±ÓË àÕÑÏ ÏÞ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÏ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÏÇÕÓËÍË,
ÄÞÊÄÂÐÐÞÏ ÔÂÏËÏË ÖÒÓÖÅËÏË ÍÑÎÇÃÂÐËâÏË. ±ÑàÕÑÏÖ
ÆÎâ ÖÒÓÖÅËØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÆÇ×ÇÍÕÂÏË ÏÞ ÒÑÔÕÖÎË-
ÓÖÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ (76) ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞÏ:

r0�u i ÿ meDu i ÿ �l� m�eHi eHj u
j � 0 ; �78�

ÅÆÇ u i ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ ÑÓÕÑÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ei (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ), eD � eHi eHi ì ÍÑÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ­ÂÒÎÂÔÂ ë ¢ÇÎßÕÓÂÏË, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÌ ÒÑ
ÓÇÒÇÓÖ emi, eHi ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑ-
ÄÂÐËâ. £ÞÒËÛÇÏ Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÖá ÑÕ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ:

eHiu
j � emieHmu

j � emi�qmu j � uk eomk
j � ;

ÅÆÇ eomk
j ì SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕß, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÂâ ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÏ

ÍÓÖÚÇÐËË.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂá-

ÜÇÇ ÖÒÓÖÅËÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ, ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÐÞÏ ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÕÑÚÇÍ ÔÓÇÆÞ Ô ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏË. ¬ÂÍ ÖÉÇ
ÅÑÄÑÓËÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3, ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÆÎâ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ
ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÇØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÔÓÇÆÞ, ÅÆÇ ÆÇ×ÇÍÕÞ
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ. ¦ÔÎË ÑÃÑÊÐÂÚËÕß ÇÅÑ ÚÇÓÇÊ u i

D, ÕÑ ÒÑÎÐÑÇ
ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÖÏÏÑÌ
u i
D � u i. ±ÓË àÕÑÏ ÓÇÒÇÓ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÎÇÏ

ÔÏÇÜÇÐËÌ ÆÎâ ÆËÔÎÑÍÂÙËË: em
i � qmu i

D. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÏÂÎÑÔÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞØ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ÆÎâ ÖÒÓÖÅËØ ÍÑÎÇ-
ÃÂÐËÌ (77) ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÆÂÉÇ Ä ÕÇØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ, ÅÆÇ ÔÏÇÜÇÐËâ u i

D ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ.
²ÂÊÎÑÉËÏ ÒÑÎÇ ÔÏÇÜÇÐËÌ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÐÂ

ÒÑÒÇÓÇÚÐÖá uTi Ë ÒÓÑÆÑÎßÐÖá uLi ÚÂÔÕË:

u i � uTi � uLi ;

ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË:

eHi u
Ti � 0 ; �79�

eHi u
L
j ÿ eHj u

L
i � 0 : �80�

²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÒÓÑÆÑÎßÐÖá Ë ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÖá ÚÂÔÕË Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ
ÑÒÖÔÍÂÐËÇ ÎÂÕËÐÔÍËØ ËÐÆÇÍÔÑÄ ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÔËÏÄÑÎÑÄ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ, u i � ui, Ë ÑÐÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÚÐÑ Ô
ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇÏ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (80)
ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

eHi u
L
j ÿ eHj u

L
i � e mi e

n
j�eHm u

L
n ÿ eHn u

L
m � �

� e mi e
n
j�qm uLn ÿ qn uLm � � 0 ;

ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÎÂÕËÐÔÍËØ ËÐÆÇÍÔÑÄ Í ÅÓÇÚÇÔÍËÏ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÚÇÐ Ô ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇÏ,
Â ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞ ÒÑ ÒÇÓÄÞÏ ÆÄÖÏ
ËÐÆÇÍÔÂÏ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ 1-×ÑÓÏÂ
dxmuLm ÊÂÏÍÐÖÕÂ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (78)
ÆÎâ ÖÒÓÖÅËØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÆÄÖÏ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÆÎâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ Ë ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ

1

c2T
�uTi ÿ eDuTi � 0;

1

c2L
�uLi ÿ eDuLi � 0 ; �81�

ÅÆÇ

c2T �
m
r0
; c2L �

l� 2m
r0

ì ÍÄÂÆÓÂÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÊÄÖÍÂ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ Ë ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ
ÍÑÎÇÃÂÐËÌ.

¶ÑÐÑÐÂÏË Ä ÕÄÇÓÆÑÏ ÕÇÎÇ ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ÚÂÔÕËÙÞ,
ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÒÓË ÄÕÑÓËÚÐÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(81). ±ÑàÕÑÏÖ, ÔÕÓÑÅÑ ÅÑÄÑÓâ, ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÓÂÔÔÇâÐËË ×ÑÐÑ-
ÐÑÄ ÐÂ ÆËÔÎÑÍÂÙËâØ âÄÎâÇÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ. £
ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÑÃÊÑÓÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÂÔÒÇÍÕÞ
àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË.

£ÑÎÐÑÄÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (81) ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÄÕÑÓÞÇ Ë ÒÇÓÄÞÇ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ. ±ÑÔÎÇÆÐËÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕÔâ Ä
ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÇ ­ÂÒÎÂÔÂ ë¢ÇÎßÕÓÂÏË ~D. ³ÎÂ-
ÅÂÇÏÞÇ ÔÑ ÄÕÑÓÞÏË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÄËÆÇ g ab qa qb, ÅÆÇ g ab ì ÏÇÕÓËÍÂ, ÑÃÓÂÕ-
ÐÂâ Í

gab � c2 0
0 ÿgmn

� �
; �82�

ÅÆÇ c ì ÎËÃÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÂâ, ÎËÃÑ ÒÓÑÆÑÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß
ÊÄÖÍÂ. £ÞÛÇ ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚÂÎË ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÞÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ÅÓÇÚÇÔÍËÏË ÃÖÍÄÂÏË ËÊ ÐÂÚÂÎÂ ÂÎ×ÂÄËÕÂ
fxag � fx0 � t; x1; x2; x3g, Â ÃÖÍÄÂÏË ËÊ ÔÇÓÇÆËÐÞ ÅÓÇÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÂÎ×ÂÄËÕÂìÕÑÎßÍÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
fxmg � fx1; x2; x3g. ¿ÕÑ ÒÓÂÄËÎÑ ÎÇÅÍÑ ÊÂÒÑÏÐËÕß ÒÑ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÄÍÎáÚÇÐËâÏ: f1; 2; 3g � f0; 1; 2; 3g Ë
fm; n; . . .g � fa; b; . . .g. ±Ñ ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ (82)
ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ (±.11), ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÔËÔÕÇÏÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ xa�t� (ÎËÐËÌ àÍÔÕÓÇÏÂÎßÐÑÌ
ÆÎËÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏË), ÅÆÇ ÕÑÚÍË ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑ-
ÄÂÐËÇ ÒÑ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ t. ¥Îâ ÏÇÕÓËÍË
ÃÎÑÚÐÑ-ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÄËÆÂ (82) àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÔÜÇ-
ÒÎâáÕÔâ:

�x 0 � 0 ; �83�
�x m � ÿeGnr

m _x n _x r ; �84�

ÅÆÇ eGnr
m ìÕÓÇØÏÇÓÐÞÇ ÔËÏÄÑÎÞ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ, ÒÑÔÕÓÑÇÐ-

ÐÞÇ ÒÑ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ gmn, ÍÑÕÑÓÂâ, ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÆÎâ
ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ±ÖÔÕß fxa�t�g ì ÒÓÑËÊ-
ÄÑÎßÐÂâ àÍÔÕÓÇÏÂÎß Ä ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-
ÄÓÇÏÇÐË. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË (82) ÇÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÒÓÑ-
ÇÍÙËâ ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ fxa�t�g ! f0; x m�t�g ÕÂÍÉÇ
âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÕÓÇÏÂÎßá, ÐÑ ÖÉÇ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÚÂÔÕË ÏÇÕÓËÍË gmn.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ (83), (84) ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÎËÐÇÌÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ t. ±ÑàÕÑÏÖ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (83) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ, ÐÇ
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ÑÅÓÂÐËÚËÄÂâ ÑÃÜÐÑÔÕË, ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÏÑÉÐÑ
ÑÕÑÉÆÇÔÕÄËÕß Ô ÄÓÇÏÇÐÇÏ: t � t � x0.

¥ÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ ÚÂÔÕËÙÂ ÆÄËÉÇÕÔâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÄÆÑÎß àÍÔÕÓÇÏÂÎË x m�t� ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá v. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ

gmn _x m _xn � v2 :
´ÑÅÆÂ ÆÎËÐÂ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÆÎâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ
àÍÔÕÓÇÏÂÎË ft; x m�t�g Ä ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-
ÄÓÇÏÇÐË ÓÂÄÐÂ

gab _xa _xb � c2 ÿ v2 :
´ÇÏ ÔÂÏÞÏ, ÇÔÎË ÚÂÔÕËÙÂ ÆÄËÉÇÕÔâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÄÆÑÎß
àÍÔÕÓÇÏÂÎË ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÏÇÐßÛÇÌ, ÓÂÄÐÑÌ ËÎË ÃÑÎßÛÇÌ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÄÖÍÂ, ÕÑ ÇÇ ÏËÓÑÄÂâ ÎËÐËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-
ÄÓÇÏÇÐË ÃÖÆÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÑÌ, ÐÖÎÇ-
ÄÑÌ ËÎË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÒÑÆÑÃÐÑÌ.

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËá ×ÑÐÑÐÑÄ Ä ÔÓÇÆÇ Ô
ÆÇ×ÇÍÕÂÏË. ±ÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍ ÓÇÛÇÐËÌ ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (81) ÒÑÎÇÊÐÞÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ Ñ×ÓÑÐÕÂØ ÄÑÎÐÞË
ÎÖÚÂØ, ÍÂÍ àÕÑ ÆÇÎÂÇÕÔâ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍÇ [81]. ®Þ
ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕßÔâ ÐÂ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÂÔÒÇÍÕÂØ
àÕÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÇÕÓËÄËÂÎÇÐ Ë ÔÎÑÉÇÐ [82], Ë
ÆÂÆËÏ ÎËÛß ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ. £ àÌÍÑÐÂÎßÐÑÏ (ÄÞÔÑ-
ÍÑÚÂÔÕÑÕÐÑÏ) ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ×ÑÐÑÐÞ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ
ÄÆÑÎß ÎÖÚÇÌ, ÔÑÄÒÂÆÂáÜËØ Ô ÐÖÎÇÄÞÏË àÍÔÕÓÇÏÂÎâÏËÆÎâ
ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÏÇÕÓËÍË gab. ¶ÑÓÏÂ ÎÖÚÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ
ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎâÇÏ Ô ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË ×ÑÐÑÐÑÄ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ gmn. ¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ Ä àÌÍÑÐÂÎßÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ Ë ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ
×ÑÐÑÐÑÄ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÆÇ×ÇÍÕÂÏË ÑÆËÐÂÍÑÄÞ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (84). °ÕÎËÚËÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ Ë ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ ×ÑÐÑÐÑÄ
ÓÂÊÎËÚÐÞ Ë ÓÂÄÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ cT Ë cL.

13. ²ÂÔÔÇâÐËÇ ×ÑÐÑÐÑÄ
ÐÂ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË

£ÞÚËÔÎÇÐËâ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÑ ÔÖÕË ÆÇÎÂ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô
ÂÐÂÎËÊÑÏ, ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÞÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÔÕÂÕßË [59]. °ÕÎËÚËÇ
ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÐËÉÇ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÏÇÕÓËÍÖ,
ÊÂÒËÔÂÐÐÖá Ä ÖÒÓÖÅÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ. ¿ÕÑ ÄÂÉÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÒÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËá ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ×ÑÐÑÐÑÄ, ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÇ Ä
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ, ÆÑÎÉÐÞ ÔÑÄÒÂÆÂÕß Ô àÍÔÕÓÇÏÂÎâÏË ÆÎâ
ÏÇÕÓËÍË ËÏÇÐÐÑ Ä àÕÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ.

±ÓË ÐÂÎËÚËË ÑÆÐÑÌ ÖÅÎÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÏÇÕÓËÍÂ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ r;j; z
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

gmn �

r2gÿ2

R2gÿ2 0 0

0
a2

g2
r2g

R2gÿ2 0

0 0 1

0BBBB@
1CCCCA ; �85�

ÅÆÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÏÇÕÓËÍË Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË r;j ÃÞÎÂ
ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÓÂÐÇÇ (ÔÏ. (75)). ©ÆÇÔß ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ ÏÞ ÊÂÏÇÐËÎË g1 ÐÂ g. °ÃÓÂÕÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ ÕÂÍÉÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ

gmn �

R2gÿ2

r2gÿ2
0 0

0
g2

a2
R 2gÿ2

r 2g
0

0 0 1

0BBBB@
1CCCCA :

³ËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË (85) ÄÞÚË-
ÔÎâáÕÔâ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (±.11). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ,
ÚÕÑ ÕÑÎßÍÑ ÚÇÕÞÓÇ ÔËÏÄÑÎÂ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ
ÐÖÎâ:

eGr r
r � gÿ 1

r
; eGjj

r � ÿ a2r
g
; eGrj

j � eGj r
j � g

r
:

£ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÏÞ ÒÑÍÂÊÂÎË, ÚÕÑ Ä àÌÍÑÐÂÎß-
ÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ×ÑÐÑÐÞ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÄÆÑÎß
àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ xm�t�, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (84). £
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ àÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

�r � ÿ gÿ 1

r
_r 2 � a2

g
r _j2 ; �86�

�j � ÿ 2g
r

_r _j ; �87�

�z � 0 ; �88�
ÅÆÇ ÕÑÚÍÂ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË t.
ªÊ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ×ÑÐÑÐÞ ÆÄËÅÂáÕÔâ
ÄÆÑÎß ÑÔË z Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÄÆÑÎß z. ¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ,
ÚÕÑ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ×ÑÐÑÐÑÄ ÐÂ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË, ÍÂÍ Ë
ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË r;j.

³ËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ r�t� Ë j�t� (86) Ë (87) ÏÑÉÐÑ
âÄÐÑ ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÕß. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßáÐÂÌÆÇÏ ÆÄÂ ÒÇÓÄÞØ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÆÎâ ÎáÃÑÌÏÇÕÓËÍË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ ËÏÇáÕ ËÐÕÇÅÓÂÎ

gmn _x m _xn � const :

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

r2gÿ2 _r 2 � a2

g2
r2g _j2 � C0 � const > 0 : �89�

£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÏÇÕÓËÍË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÄÓÂÜÇÐËÌ ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË z ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËá
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ. °Ð ÔÕÓÑËÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ. ªÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÏÇÕÓËÍË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÇÍ-
ÕÑÓ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ
ËÏÇÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ k � qj. ¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÓÑÄÇÓÍÑÌ
ÏÑÉÐÑ ÆÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ

gmnk
m _xn � const :

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ àÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÍÑÐÖ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ

r2g _j � C1 � const : �90�

ªÔÔÎÇÆÖÇÏ×ÑÓÏÖ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ r � r�j�. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(89), (90) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÒÇÓÄÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ

_r � �rÿ2g�1
�����������������������������
C0r2g ÿ a2

g2
C 2

1

s
; �91�

_j � C1r
ÿ2g : �92�

¥ÑÒÖÔÕËÏÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÓÂÆËÂÎßÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ r, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÆÍÑÓÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ,
ÃÖÆÖÕ ÐÂÌÆÇÐÞ ÒÑÊÉÇ. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÑÒÓÇ-
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ÆÇÎâáÜÇÇ ×ÑÓÏÖ ÐÇÓÂÆËÂÎßÐÞØ (C1 6� 0) àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ,

dr

dj
� _r

_j
� �r

�����������������������
C0

C2
1

r2g ÿ a2

g2

s
: �93�

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÎÇÅÍÑ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ, Ë Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ âÄÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ:�

r

rm

�2g

sin2
�
a�j� j0�

� � 1 ; �94�

ÅÆÇ

rm �
�

C1a������
C0

p
g

�1=g

� const > 0 ; j0 � const :

±ÑÔÕÑâÐÐÂâ rm ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÏËÐËÏÂÎßÐÑÇ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÇ àÍÔÕÓÇÏÂÎß ÒÑÆØÑÆËÕ Í âÆÓÖ
ÆËÔÎÑÍÂÙËË, Õ.Ç. r5 rm. ´ÑÎßÍÑ ÒÓË àÕËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ r
ÒÑÆÍÑÓÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (93) ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ. ±ÑÔÕÑâÐ-
ÐÂâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ j0 ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÊÂÆÂÚË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÄÓÂÜÇÐËÌ ÄÑÍÓÖÅ
âÆÓÂ ÆËÔÎÑÍÂÙËË.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ (86), (87) ËÏÇáÕ ÕÂÍÉÇ
ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ
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¿ÍÔÕÓÇÏÂÎË (95) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÓÂÆËÂÎßÐÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËá
×ÑÐÑÐÑÄ. ´ÂÍËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÞ Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ,
ÚÕÑ ÄÃÎËÊË ÐËØ ÐÇÕ ÐÇÓÂÆËÂÎßÐÞØ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÍÔÕÓÇÏÂÎË Ä ÄËÆÇ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË
(r � const) ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (86),
ØÑÕâ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÆÄËÉÇÐËâ (89), (90) Ë ÆÑÒÖÔÍÂáÕ ÕÂÍÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÑÎÖÚÇÐËË ÒÇÓÄÑÅÑ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (89) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (86) ÖÏÐÑÉÂÇÕÔâ ÐÂ _r.

±ÓÑÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ×ÑÓÏÖ ÐÇÓÂÆËÂÎßÐÞØ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ
(94). ¥Îâ ÍÂÉÆÑÌ àÍÔÕÓÇÏÂÎË ÓÂÆËÖÔ r ÔÐÂÚÂÎÂ ÖÃÞÄÂÇÕ ÑÕ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÆÑ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ rm, Â ÊÂÕÇÏ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÑÕ rm ÆÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË. ±ÓË àÕÑÏ, ÐÇ ÑÅÓÂÐË-
ÚËÄÂâ ÑÃÜÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÂÓÅÖÏÇÐÕ ÔËÐÖÔÂ Ä
(94) ÏÇÐâÇÕÔâ ÑÕ 0 ÆÑ p. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÃÎÂÔÕß
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÖÅÎÂ
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:

¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ àÍÔÕÓÇÏÂÎß ÒÓËØÑÆËÕ ËÊ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË
ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ ÿj0 Ë ÖØÑÆËÕ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ
p=aÿ j0. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÅÎÖ ÓÂÔÔÇâÐËâ
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°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÅÑÎ ÓÂÔÔÇâÐËâ ×ÑÐÑÐÑÄ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
ÖÅÎÂ ÆÇ×ËÙËÕÂ y Ë ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÖÒÓÖÅËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÓÇÆÞ.
µÅÑÎ ÓÂÔÔÇâÐËâ ËÏÇÇÕ ÒÓÑÔÕÖá ×ËÊËÚÇÔÍÖá ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂ-
ÙËá. ¥Îâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ y ÔÓÇÆÂ ÓÂÊÓÇÊÂÇÕÔâ Ë ÓÂÊÆÄË-
ÅÂÇÕÔâ. £ ÑÃÓÂÊÑÄÂÄÛÖáÔâ ÒÑÎÑÔÕß ÄÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÍÎËÐ ËÊ
ÕÑÌ ÉÇ ÔÓÇÆÞ ÃÇÊ ÖÒÓÖÅËØ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ. ©ÂÕÇÏ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÔÍÎÇÌÍÂ Ë ÍÎËÐ ÔÉËÏÂÇÕÔâ. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕ ÔÉÂÕËâ ÔÓÇÆÞ
ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË Ô ÙÇÐÕÓÑÏ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ËÊ
ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ 1=�1� y�. ±ÑàÕÑÏÖ
ÖÅÑÎ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÓÂÄÇÐ ÒÑÎÑÄËÐÇ ÖÅÎÂ ÆÇ×ËÙËÕÂ, ÖÏÐÑÉÇÐ-

ÐÑÅÑ ÐÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÔÉÂÕËâ:

w � 2py
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1� y
:

±ÓË y � 0 ÆËÔÎÑÍÂÙËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ë ÖÅÑÎ ÓÂÔÔÇâÐËâ, ÍÂÍ Ë
ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá.

±ÓË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÖÅÎÂØ ÆÇ×ËÙËÕÂ ÖÅÑÎ ÓÂÔÔÇâÐËâ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎÇÐ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËá ×ÑÐÑÐÑÄ
ÑÕ ÖÅÎÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ àÍÔÕÓÇÏÂÎË
ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 11a, Ë ÑÐË ËÏÇáÕ ÂÔËÏÒÕÑÕÞ ÒÓË r!1.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÖÅÎÂØ ÆÇ×ËÙËÕÂ ÐÇ
ÍÂÉÆÞÇ ÆÄÇ ÕÑÚÍË ÒÎÑÔÍÑÔÕË r;j ÏÑÉÐÑ ÔÑÇÆËÐËÕß
àÍÔÕÓÇÏÂÎßá, Õ.Ç. ÔÒÓÂÄÂ ÑÕ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË
ËÏÇÇÕÔâ ÊÑÐÂ, Ä ÍÑÕÑÓÖá ×ÑÐÑÐÞ, ÒÂÆÂáÜËÇ ÔÎÇÄÂ, ÐÇ
ÒÑÒÂÆÂáÕ ÄÑÄÔÇ.

£ÔÇ àÍÔÕÓÇÏÂÎË ÐÂ ÓËÔÖÐÍÂØ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ
ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÚËÔÎÇÐÐÑ. ©ÐÂÚÇÐËâ ÖÅÎÂ ÆÇ×ËÙËÕÂ y, ÖÅÎÂ
ÓÂÔÔÇâÐËâ w Ë ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÆÑ ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËË rm ÖÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔÖÐÍÂØ. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÏÞ
ÄÞÃÓÂÎË j0 � p, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÂÆÇÐËá ×ÑÐÑÐÑÄ
ÔÎÇÄÂ.

±ÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÖÅÎÂØ ÆÇ×ËÙËÕÂ ÖÅÑÎ ÓÂÔÔÇâÐËâ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎÇÐ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÌ ÉÇ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (96). ¿ÕÑ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓËÕâÉÇÐËá ×ÑÐÑÐÑÄ Í ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂÙËË.
¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 11Ã ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÆÄÇ àÍÔÕÓÇÏÂÎË Ô ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ rm, ÐÑ ÆÎâ ÆÄÖØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ Ô ÓÂÊÐÞÏË
ÖÅÎÂÏË ÆÇ×ËÙËÕÂ. ±ÓË ÿ1=2 < y < 0 ÖÅÑÎ ÓÂÔÔÇâÐËâ
ÏÇÐâÇÕÔâ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÑÕ 0 ÆÑ 2p (ÓËÔ. 11Ã). ±ÓË y � ÿ1=2
ÖÅÑÎ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÓÂÄÇÐ 2p. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÞØ ÖÅÎÂØ ÆÇ×ËÙËÕÂ ×ÑÐÑÐÞ ÐÇ ËÏÇáÕ ÂÔËÏÒÕÑÕ ÒÓË
r!1, Õ.Ç. ÒÓË y � ÿ1=2 ×ÑÐÑÐÞ ÒÂÆÂáÕ ËÊ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ-
ÔÕË (x! ÿ1, y! �1) Ë ÄÑÊÄÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß
(x! ÿ1, y! ÿ1).

¦ÔÎË ÖÅÑÎ ÆÇ×ËÙËÕÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎ (ÿ1 < y <
< ÿ1=2), ÕÑ ×ÑÐÑÐ ÆÇÎÂÇÕ ÑÆËÐ ÑÃÑÓÑÕ ËÎË ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÄÑÍÓÖÅ ÆËÔÎÑÍÂÙËË, Â ÊÂÕÇÏ ÖØÑÆËÕ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß.
±ÓËÏÇÓÞ ÕÂÍËØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 12 ë 14.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÐÇÓÂÆËÂÎßÐÞØ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ
ÒÓË r!1. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (91) ÄÆÂÎË ÑÕ
âÆÓÂ ÆËÔÎÑÍÂÙËË
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°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÓÂÆËÖÔÂ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË
ÕÂÍÂâ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÆÎâ ÓÂÆËÂÎßÐÞØ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ (95).
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²ËÔ. 11. (Â) ¿ÍÔÕÓÇÏÂÎË ÆÎâ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ
(y > 0) ÖÅÎÑÏ ÆÇ×ËÙËÕÂ. ±ÑÍÂÊÂÐÞ ÆÄÇ àÍÔÕÓÇÏÂÎË Ë ËØ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÔË x ÆÎâ ÑÆÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ y, ÐÑ ÓÂÊÐÞØ rm. (Ã) ¿ÍÔÕ-
ÓÇÏÂÎË ÆÎâ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ �ÿ1=24y < 0)
ÖÅÎÑÏÆÇ×ËÙËÕÂ.±ÑÍÂÊÂÐÞÆÄÇ àÍÔÕÓÇÏÂÎËÆÎâ ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
rm, ÐÑ ÓÂÊÐÞØ ÖÅÎÑÄ ÆÇ×ËÙËÕÂ y.
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±ÑÔÍÑÎßÍÖ g > 0, ÕÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ r ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÄÓÇÏÇÐË t. ¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ
ÒÎÑÔÍÑÔÕß r;j Ô ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ ÒÑÎÐÂ ÒÓË r!1.
¯ÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (âÆÓÑ ÆËÔÎÑÍÂÙËË) âÄÎâÇÕÔâ ÔËÐÅÖÎâÓ-
ÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ. £ ÐÇÇ ÒÑÒÂÆÂáÕ ÕÑÎßÍÑ ÓÂÆËÂÎßÐÞÇ àÍÔÕÓÇ-
ÏÂÎË ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÄÓÇÏÇÐË.

ªÐÕÇÅÓÂÎÞ ÆÄËÉÇÐËâ (89), (90) ËÏÇáÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ×ËÊË-
ÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ. µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ (84) ÔÎÇÆÖáÕ
ËÊ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ ÆÎâ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ

L � 1

2
gmn _x m _xn ; �97�

ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÌ ÕÑÚÇÚ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ gmn�x�. ±ÓË àÕÑÏ

ÏÇÕÓËÍÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÊÂÆÂÐÐÑÇ ÄÐÇÛÐÇÇ ÒÑÎÇ, ÒÑ
ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÄÂÓßËÓÑÄÂÐËÇ ÐÇ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ.

¿ÐÇÓÅËâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ àÕÑÏÖ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÖ,
ÓÂÄÐÂ
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¦ÔÎË ÏÇÕÓËÍÂ, ÍÂÍ Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË
âÄÐÑ, ÕÑ àÐÇÓÅËâ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ (E � const) Ë ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËâ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË r;j ÇÇ ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ
ËÐÕÇÅÓÂÎÖ ÆÄËÉÇÐËâ C0.

¥Îâ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÏÇÕÓËÍÂ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÖÅÎÂ j, Ë ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ ËÐÄÂÓËÂÐÕÇÐ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÄÓÂÜÇÐËÌ: j! j� const. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓÇÏÇ
¯ÈÕÇÓ àÕÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ
ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ

J � ÿ a 2

g 2
r 2g

R 2gÿ2 _j � const :

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ C1

ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÖÅÎÑÄÑÏÖ ÏÑÏÇÐÕÖ.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ

ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ, ÆÄËÅÂá-
ÜËØÔâ Ä ÒÎÑÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ
dm n ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ U�x�. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ
ÆÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÕÑÚÇÚÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÆÎâ ÎÂÅÓÂÐ-
ÉËÂÐÂ

L � 1

2
dm n _x m _xn ÿU

ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÔÑÄÒÂÆÂÕß Ô àÍÔÕÓÇÏÂÎâÏË (84) ÐË ÆÎâ ÍÂÍÑÌ
×ÖÐÍÙËË U�x�.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÍÂÍ ÓÇÛÂÇÕÔâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ
ÓÂÔÔÇâÐËË ×ÑÐÑÐÑÄ ÐÂ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË
Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÑÄÇÓÇÐÞ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ. £ ÔÕÂÕßÇ [59]
ÓÇÛÇÐÂ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÂâ ÊÂÆÂÚÂ ÓÂÔÔÇâÐËâ ×ÑÐÑÐÑÄ ÐÂ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÍÎËÐÑÄÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ,
ÄÍÎáÚÂâ ÍÓÂÇÄÖá ÆËÔÎÑÍÂÙËá Ë ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ. ²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ
ÒÑÆØÑÆÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞÏ, ÚÇÏ Ä ÓÂÏÍÂØ
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË, ÅÆÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÇÛÂÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÔÑ ÔÎÑÉÐÞÏË ÅÓÂÐËÚ-
ÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË. £ ÔÕÂÕßÇ [59] ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÃÞÎË ÒÓÑ-
ÄÇÆÇÐÞ Ä ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË. ¥Îâ

4 8 x x

8
y

y

4

y � ÿ2=3
w � ÿp

rm � 1=6

²ËÔ. 12. ±ÓË y � ÿ2=3 àÍÔÕÓÇÏÂÎß ÆÇÎÂÇÕ ÑÆËÐ ÑÃÑÓÑÕ ÄÑÍÓÖÅ
ÆËÔÎÑÍÂÙËË, Â ÊÂÕÇÏ ËÆÇÕ ÄÒÇÓÇÆ Ä ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË.
³ÒÓÂÄÂ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÇ ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÖÄÇÎËÚÇÐÐÂâ ÚÂÔÕß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÄÃÎËÊË
ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂÙËË.

x

y

4 8 x

8
y

4

rm � 1=100
y � ÿ3=4
w � ÿ3p

²ËÔ. 13. ±ÓË y � ÿ3=4 àÍÔÕÓÇÏÂÎß ÆÇÎÂÇÕ ÆÄÂ ÑÃÑÓÑÕÂ ÄÑÍÓÖÅ
ÆËÔÎÑÍÂÙËË, Â ÊÂÕÇÏ ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÕÔâ ÐÂÊÂÆ. ³ÒÓÂÄÂ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÇ ÒÑÍÂÊÂ-
ÐÂ ÖÄÇÎËÚÇÐÐÂâ ÚÂÔÕß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÄÃÎËÊË ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂÙËË.

4 8 x

8
y

4

y � ÿ4=5
w � ÿ4p

rm � 1=1000

x

y

x

y

²ËÔ. 14. ±ÓË y � ÿ4=5 àÍÔÕÓÇÏÂÎß ÆÇÎÂÇÕ ÆÄÂ Ô ÒÑÎÑÄËÐÑÌ ÑÃÑÓÑÕÂ ÄÑÍÓÖÅ ÆËÔÎÑÍÂÙËË, Â ÊÂÕÇÏ ËÆÇÕ ÄÒÇÓÇÆ Ä ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË.
³ÒÓÂÄÂ Ä ÆÄÖØ ÍÄÂÆÓÂÕÂØ ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÖÄÇÎËÚÇÐÐÂâ ÚÂÔÕß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÄÃÎËÊË ÑÔË ÆËÔÎÑÍÂÙËË.
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ÔÓÂÄÐÇÐËâ Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÏ ËØ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÇÓÇÔÚËÕÂÕß Ä
ÖÒÓÖÅÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ, ÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ
ÒÓËÆÂÇÕÔâ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ.

14. ±ÓËÏÇÔß Ä ÒÑÎÇ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÒÓÖÅÖá ÔÓÇÆÖ Ô ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËÇÌ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÑÆËÐ ÂÕÑÏ ÒÓËÏÇÔË ËÎË ÄÂÍÂÐÔËá.
¦ÔÎË ÔÚËÕÂÕß ÄÎËâÐËÇ ÒÓËÏÇÔË ÐÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÖÒÓÖ-
ÅËØ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ ÏÂÎÞÏ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÖÒÓÖÅËÏË ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐËâÏË, ÄÞÊÄÂÐÐÞÏË ÔÂÏÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËÇÌ, ÕÑ ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÓËÏÇÔË ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÕÓÇØÏÇÓ-
ÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ (75). £
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎß-
ÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÓËÏÇÔË Ô ÆËÔÎÑÍÂÙËÇÌ
ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, Ë ÄÔÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÊÂ ÔÚÇÕ
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË, ÍÖÆÂ âÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ
ÄØÑÆËÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÂâ ÏÇÕÓËÍÂ.

²ÇÛËÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÖá
ÊÂÆÂÚÖ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÓËÏÇÔË ÒÓË
ÐÂÎËÚËË ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË, ÆÄËÅÂáÜÇÌÔâ Ä ÙËÎËÐÆÓÇ
ÓÂÆËÖÔÂR. ±ÓË àÕÑÏÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÑÔß ÙËÎËÐÆÓÂ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô âÆÓÑÏ ÆËÔÎÑÍÂÙËË. ³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

ÿ �h2

2M
eDC � EC ; �98�

ÅÆÇ �hìÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ±ÎÂÐÍÂ,M,C Ë EìÏÂÔÔÂ, ÄÑÎÐÑÄÂâ
×ÖÐÍÙËâ Ë àÐÇÓÅËâ ÒÓËÏÇÔË. ¯ÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÔÕß ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ÒÓËÏÇÔË Ô ÆËÔÎÑÍÂÙËÇÌ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÐÇÕÓËÄËÂÎß-
ÐÑÏÖ ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ ­ÂÒÎÂÔÂ ë¢ÇÎßÕÓÂÏË

eDC � 1���
g
p qm� ���gp g m nqnC � ;

ÅÆÇ ÏÇÕÓËÍÂ ÃÞÎÂ ÓÂÐÇÇ ÐÂÌÆÇÐÂ (ÔÏ. (75)) Ë g � det gm n.
ªÔØÑÆâ ËÊ ÔËÏÏÇÕÓËË ÊÂÆÂÚË, ÃÖÆÇÏ ÓÇÛÂÕß ÖÓÂÄ-

ÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (98) Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ
ÏÇÕÑÆÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ. ±ÖÔÕß

C�r;j; z� � Z�z�
X1

m�ÿ1
cm�r� exp �imj� ;

ÅÆÇ ÆÎâ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË Z�z� ËÏÇáÕÔâ ÆÄÇ
ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË. ¦ÔÎË ÄÆÑÎß ÑÔË z ÚÂÔÕËÙÂ
ÆÄËÉÇÕÔâ ÔÄÑÃÑÆÐÑ Ô ËÏÒÖÎßÔÑÏ �hk, ÕÑ

Z�z� � 1������
2p
p exp �ikz� :

¦ÔÎË ÉÇ ÇÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏË z � 0 Ë
z � z0, ÕÑ

Z�z� �
�����
2

z0

s
sin kl z ; kl � pl

z0
:

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÌ ËÐÆÇÍÔ l, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÌ
ÒÓË ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÏ ÆÄËÉÇÐËË, ÏÞ ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÑÒÖ-
ÔÕËÏ, ËÏÇâ Ä ÄËÆÖ ÑÃÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË.

µÔÎÑÄËÇ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÑÔÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ m (ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÓÑÇÍÙËË ÏÑÏÇÐÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÐÂ ÑÔß z)
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕË

C�r;j; z� � C�r;j� 2p; z� :

´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÓÂÆËÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË cm�r�
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

R2gÿ2

r2gÿ1
qr�r qr cm� �

�
2ME

�h2
ÿ g2

a2
R2gÿ2

r2g
m2 ÿ k2

�
cm � 0 :

�99�

£ÄÇÆÇÏ ÐÑÄÖá ÓÂÆËÂÎßÐÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ

r � r g

gR gÿ1 :

³ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ àÕÑ ì ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (72),
(74). ´ÑÅÆÂ ÓÂÆËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

1

r
qr�r qrcm� �

�
b2 ÿ n2

r2

�
cm � 0 ; �100�

ÅÆÇ

b2 � 2ME

�h2
ÿ k2 ; n � jmj

a
> 0 :

¿ÕÑ ÇÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢ÇÔÔÇÎâ. ¢ÖÆÇÏ ÓÇÛÂÕß ÇÅÑ ÒÓË
ÅÓÂÐËÚÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË

cmjr�R=g � 0 ; �101�

ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆÄËÉÇÐËá ÒÓËÏÇÔË ÄÐÖÕÓË ÙËÎËÐÆÓÂ Ô
ÐÇÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÌ ÅÓÂÐËÙÇÌ. °ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¢ÇÔÔÇÎâ (100) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

cm � cmJn�br� � dmNn�br� ; cm; dm � const ;

ÅÆÇ Jn Ë Nn ì ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ Ë ¯ÇÌÏÂÐÂ ÒÑÓâÆÍÂ n [83].
ªÊ ÖÔÎÑÄËâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÂ ÑÔË
ÙËÎËÐÆÓÂ ÔÎÇÆÖÇÕ dm � 0. ±ÑÔÕÑâÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ
cm ÐÂØÑÆâÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË�R

0

dr rjcmj2 � 1 :

ªÊ ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ (101) ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ b

Jn

�
bR
g

�
� 0 ; �102�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÖÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ. ·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ n > ÿ1 Ë
R=g àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÐÖÎË.
±ÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ ÐÖÎË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÔÚÇÕÐÑÇ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ, Ë ÄÔÇ ÑÐË ÒÓÑÔÕÞÇ [83]. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

b2 � 2ME

�h2
ÿ k 2 5 0 :

±ÓÑÐÖÏÇÓÖÇÏ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ ÐÖÎË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (102)
ËÐÆÇÍÔÑÏ n � 1; 2; . . . (ÅÎÂÄÐÑÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ):
b! bn �m; a; g;R�. ´ÑÅÆÂ ÔÒÇÍÕÓ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

En � �h2

2M
�k2 � b 2

n � : �103�
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±ÓË ÃÑÎßÛËØ ÓÂÆËÖÔÂØ (br4 1 Ë br4 n) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ

Jn�br� �
��������
2

pbr

s
cos

�
brÿ np

2
ÿ p

4

�
:

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ âÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂ

bn �
gp
R

�
n� jmj

2a
ÿ 1

4

�
: �104�

£ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÆÇ×ÇÍÕÂ a � 1, g � 1, r � r Ë ÓÂÆËÂÎßÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË cm ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ ÙÇÎÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ n � jmj. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÒÇÍÕÓ àÐÇÓÅËË ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÑÄ ÙËÎËÐÆÓÂ. ±ÓË
ÐÂÎËÚËË ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÃÖÆÖÕ ËÏÇÕß ÐÇÙÇÎÞÌ ÒÑÓâÆÑÍ. ±ÓË àÕÑÏ ÔÒÇÍÕÓ
ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÖÅÎÂ ÆÇ×ËÙËÕÂ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË y Ë
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ s, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÅÑ ÖÒÓÖÅËÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔÓÇÆÞ.

¦ÔÎË ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË Ë ÄÂÍÂÐÔËË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ËÐÕÇÅÓÂ-
ÎÑÏ (10), ÕÑ ÆÎâ ÒÓËÏÇÔË M > 0 Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
àÐÇÓÅËË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞ. ¥Îâ ÄÂÍÂÐÔËË M < 0 Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔÒÇÍÕÓ àÐÇÓÅËË ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐ ÔÐËÊÖ, ÚÕÑ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÔÇÓßÇÊ-
ÐÞÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÆÎâ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË. ±Ñ-ÄËÆË-
ÏÑÏÖ, Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÒÓËÏÇÔË Ë ÄÂÍÂÐÔËË
ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÔÕÂÄÎâÕß ÐÇ ÅÑÎÖáÏÂÔÔÖ (10), Â à××ÇÍÕËÄÐÖá,
ÖÚËÕÞÄÂáÜÖá ÄÍÎÂÆ ÑÕ ÖÒÓÖÅËØ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ, ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜËØ ÄÑÍÓÖÅ ÄÂÍÂÐÔËË. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ
ÑÕÍÓÞÕ.

ªÊÎÑÉÇÐËÇ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÃÎËÊÍÑ Í [28]. £ ÑÕÎËÚËÇ
ÑÕ ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßË ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÖÒÓÖÅÖá ÍÂÎËÃÓÑÄÍÖ
ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË. ±ÑàÕÑÏÖ ÐÂÛË ÑÕÄÇÕÞ ÊÂÄËÔâÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
ÖÅÎÂ ÆÇ×ËÙËÕÂ ÖÅÎÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË, ÐÑ Ë ÑÕ ÖÒÓÖÅËØ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÓÇÆÞ.

²ÂÔÚÇÕÞ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË ÒÓËÏÇÔË Ä ÒÑÎÇ ÍÎËÐÑÄÑÌ
ÆËÔÎÑÍÂÙËË ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ ÓÂÔÚÇÕÂÏ àÐÇÓÅËË
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ä à××ÇÍÕÇ ¡ÂÓÑÐÑÄÂ ë¢ÑÏÂ [84] (ÔÏ.
ÑÃÊÑÓÞ [85, 86]). ²ÂÊÎËÚËÇ ÔÄÑÆËÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Í ÊÂÏÇÐÇ
ÒÑÓâÆÍÂ ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ

n �
����mÿ F

F0

���� ;
ÅÆÇ F0 � 2p�hc=eì ÍÄÂÐÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ, Â eì ÊÂÓâÆ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÍÂÍ Ä ÒÇÓÄÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÄÎËâÐËÇ ÐÂÎËÚËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ Ä
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ. ¦ÔÎË ÓÂÔÚÇÕÞ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
ÊÂÆÂÚÇ ÒÓÑÄÇÆÇÐÞ Ä ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÓÇÆÇ ÃÇÊ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ÕÑ ÆÎâ
ÖÚÇÕÂ ÄÎËâÐËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÒÎÑÔÍÖá
ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÏÇÕÓËÍÖ ÐÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÖá ÏÇÕÓËÍÖ, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜÖá ÆÂÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ. ®ÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍË àÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÔÎÑÉÐÑÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÎâ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÏÇÕÓËÍË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÇÛËÕß ÕÓÇØÏÇÓÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞØ ÕÓÖÆ-
ÐÑÔÕÇÌ ÊÆÇÔß ÐÇÕ: ÄÎËâÐËÇ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ËÊ-
ÏÇÐÇÐËá ÏÇÕÓËÍË.

15. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ Ô ÇÆËÐÑÌ
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÆÇ×ÇÍÕÞ ÖÒÓÖÅÑÌ ÔÓÇÆÞ (ÆËÔÎÑÍÂÙËË) Ë
ÆÇ×ÇÍÕÞ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ (ÆËÔÍÎËÐÂÙËË). ¿ÕÖ

ÏÑÆÇÎß ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÍÂÍ ÑÕÆÇÎß-
ÐÞØ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ÕÂÍ Ë ËØ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ.
¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÑÔÐÑÄÂÐÂ ÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËË
²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ. ±Ñ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá, ÕÇÐÊÑÓÞ ÍÓÖÚÇÐËâ Ë
ÍÓËÄËÊÐÞ ÓÂÄÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕâÏ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¢áÓÅÇÓÔÂ Ë ¶ÓÂÐÍÂ.

µÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞ Ë ËÏÇáÕ ÕÑÕ ÉÇ ÄËÆ, ÚÕÑ Ë
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÏÑÆÇÎÇÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË Ô ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏ ÍÓÖÚÇ-
ÐËÇÏ. ¥Îâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÅÑ ÄÞÃÑÓÂ ÓÇÛÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÊÂ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÒÓÇÆ-
ÎÑÉÇÐÂ ÖÒÓÖÅÂâ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ÆÎâ ÓÇÒÇÓÂ Ë ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ
ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ÆÎâ SO�3�-ÔÄâÊÐÑÔÕË. ¦ÔÎË ÆÇ×ÇÍÕÞ ÑÕÔÖÕÔÕ-
ÄÖáÕ, ÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÄÄÇÆÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÏÇÜÇÐËÌ
Ë ÒÑÎâ ÔÒËÐÑÄÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕÔâ, Â ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞÇ ÖÔÎÑ-
ÄËâ ÔÄÑÆâÕÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË Ë ÅÎÂÄÐÑÅÑ
ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ SO�3�-ÒÑÎâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ
ÕÇÑÓËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÔÑÆÇÓÉËÕ Ä ÔÇÃÇ ÕÇÑÓËá ÖÒÓÖÅÑÔÕË Ë
ÏÑÆÇÎß ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍËÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

£ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÖÒÓÖÅÂâ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑ-
ÔÕË. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÄÄÑÆËÕÔâ Ä ÕÇÑÓËá ÖÒÓÖÅÑÔÕË ÆÄÖÏâ
ÔÒÑÔÑÃÂÏË. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÕÇÐÊÑÓ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÐÇ ÚÇÓÇÊ ÄÇÍÕÑÓ ÔÏÇÜÇÐËâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËâ (4), Â ÚÇÓÇÊ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÖá ÏÇÕÓËÍÖ
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´ÑÅÆÂ ÕÇÐÊÑÓ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ ÃÖÆÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÞÏ ÓâÆÑÏ ÒÑ ÄÇÍÕÑÓÖ ÔÏÇÜÇÐËÌ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÊÂÍÑÐ ¤ÖÍÂ
ÏÑÉÐÑ ËÊÏÇÐËÕß, ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÄ ÐÇÎËÐÇÌÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÕÇÐÊÑÓÂ ÐÂÒÓâÉÇÐËÌ ÑÕ ÕÇÐÊÑÓÂ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ. ´ÂÍ ÄÑÕ,
ÖÒÓÖÅÂâ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÂ ÇÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË
ÖÒÓÖÅÑÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÕÇÐÊÑÓ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ ÚÇÓÇÊ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÖá ÏÇÕÓËÍÖ, Â ÊÂÍÑÐ
¤ÖÍÂ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏ. °ÃÑÃÜÇÐËÇ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÕÇÐÊÑÓÂ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ÑÕ ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐËÌ ÑÚÇÄËÆÐÑ.

¥Îâ ÒÓËÏÇÓÂ ÊÆÇÔß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÍÎËÐÑÄÂâ ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËâ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË Ë ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÕÇÑÓËâ ÖÒÓÖÅÑÔÕË
ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÕÑÎßÍÑ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÅÇÑÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÏÇÕÓËÍË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ËÊ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË,
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ, ÍÂÍ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ
Ä ÖÒÓÖÅÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ, ÒÓÑÜÇ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÄÑ ÄÔÇÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÒÓË ÄÔÇØ ÖÅÎÂØ ÆÇ×ËÙËÕÂ. ¯ÂÌÆÇÐÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ-
×ÇÍÕÑÄ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÆÄÇ ÊÂÆÂÚË. ±ÇÓÄÂâ ì ÓÂÔÔÇâÐËÇ
×ÑÐÑÐÑÄ ÐÂ ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂÙËË. £ àÌÍÑÐÂÎßÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË àÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÂÐÂÎËÊÖ àÍÔÕÓÇÏÂ-
ÎÇÌ ÆÎâ ÏÇÕÓËÍË, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÆÂÐÐÖá ÆËÔÎÑÍÂÙËá.
µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ âÄÐÑ ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐÞ, Ë
ÐÂÌÆÇÐ ÖÅÑÎ ÓÂÔÔÇâÐËâ ×ÑÐÑÐÑÄ. £ÕÑÓÂâ ËÊ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ-
ÐÞØ ÊÂÆÂÚ ì ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ë àÐÇÓÅÇÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÒÓËÏÇÔË Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑ-
ÍÂÙËË. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÓÇÛÇÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ.
®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÕÂÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÓÇÛÇÐËá
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ä
à××ÇÍÕÇ ¡ÂÓÑÐÑÄÂ ë¢ÑÏÂ [86]. ¯ÂÌÆÇÐÂ âÄÐÂâ ÊÂÄËÔË-
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ÏÑÔÕß ÔÒÇÍÕÓÂ ÒÓËÏÇÔË Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÍÎËÐÑÄÑÌ ÆËÔÎÑÍÂ-
ÙËË ÑÕ ÖÅÎÂ ÆÇ×ËÙËÕÂ Ë ÖÒÓÖÅËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÓÇÆÞ.

¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ÕÇÑÓËá ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß Ë ÆÎâ ÏÇÏÃÓÂÐ, Õ.Ç. ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË R2. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ÐÖÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÖ ÄÇÓÔËá [87] ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËË Ô ÍÓÖÚÇÐËÇÏ [88 ë
90]. ¥ÂÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÂ ÕÇÏ, ÚÕÑ âÄÎâÇÕÔâ
ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÌ [91 ë 94].

±ÓÑÄÇÆÇÐÐÑÇ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ Ä ÕÇÑÓËË
ÆÇ×ÇÍÕÑÄÏÑÉÐÑ ÑÃÓÂÕËÕß Ë ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
ÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÂÔÔ ÄÑ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ÍÂÍ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÖÒÓÖÅÑÅÑ à×ËÓÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÕÑÚÇÚÐÞÇ
ÏÂÔÔÞ ÃÖÆÖÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß ÕÑÚÇÚÐÞÏ ÆÇ×ÇÍÕÂÏ
(ÄÂÍÂÐÔËâÏ Ë ÒÓËÏÇÔâÏ), Â ÍÑÔÏËÚÇÔÍËÇ ÔÕÓÖÐÞ [95, 96]
ì ÍÎËÐÑÄÞÏ ÆËÔÎÑÍÂÙËâÏ. ±ÓË ÕÂÍÑÏ ÄÊÅÎâÆÇ ÐÂ
ÅÓÂÄËÕÂÙËá ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ ÖÒÓÖÅÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÇ,
ÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÒÓËÆÂÇÕÔâ
ÒÓâÏÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ. ¦ÔÎË ÒÓËÐâÕß ÕÑÚÍÖ ÊÓÇÐËâ ËÊ
ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ÕÑ ÖÒÓÖÅËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ à×ËÓÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖáÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ±ÖÂÔÔÑÐÂ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÐÑ ËÊÏÇÓËÕß àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ.

±ÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÏ Ë ÄÂÉÐÞÏ ÆÎâ ÒÓËÎÑÉÇ-
ÐËÌ ÄÍÎáÚËÕß Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÌ ÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ
ÄÓÇÏâ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ Ä ÔÓÇÆÇ. ´ÂÍÂâ
ÏÑÆÇÎß Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ³ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÒÓÑÄÇÔÕË ÐÇÔÎÑÉÐÑ, ÒÑ
ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, Ä ÒÓËÐÙËÒÇ. ¥ÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑR3 ÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑR1;3

Ë ÐÂÒËÔÂÕß ÒÑÆØÑÆâÜËÌ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐ, ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÌ ÒÑ
ÕÇÐÊÑÓÖ ÍÓËÄËÊÐÞ Ë ÍÓÖÚÇÐËâ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÂÔÕÑâ-
ÜÇÌ ÏÑÆÇÎË ÅÓÂÄËÕÂÙËË Ô ÍÓÖÚÇÐËÇÏ. °ÆÐÂ ËÊ ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜËØ ÕÓÖÆÐÑÔÕÇÌ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂ-
ÙËË ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÓÇÒÇÓÂ Ë ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÌ
ÔÄâÊÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ËÐÆÇÍÔ. ¶ËÊËÚÇ-
ÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÓÇÒÇÓÂ e0

i ! q0u i �
� v i ÒÓÑÔÕ ì àÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÕÑÚÍË ÔÓÇÆÞ. ´ÂÍÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇ-
ÕÂÙËâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÂ Ô ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÆÄËÉÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ ÕÇÚÇÐËÇ ÔÓÇÆÞ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÉËÆÍÑÔÕß ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ ÖÒÓÖÅÖá ÔÓÇÆÖ Ô ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇÏ ÒÑÆÄËÉÐÞØ ÆËÔÎÑÍÂÙËÌ. ¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ ÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÂâ ÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËË
²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ, ÆÑÎÉÐÂ ÄÍÎáÚÂÕß Ä ÔÇÃâ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍÖ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÐÇâÔÐÑ, ÍÂÍ àÕÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ.
°ÔÕÂÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÐÇâÔÐÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ÆÓÖ-
ÅËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÓÇÒÇÓÂ Ë ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÌ ÔÄâÊÐÑÔÕË Ô ÄÓÇ-
ÏÇÐÐ�yÏ ËÐÆÇÍÔÑÏ.

¡ÄÕÑÓ ÄÞÓÂÉÂÇÕ ËÔÍÓÇÐÐáá ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß ª.£. £Ñ-
ÎÑÄËÚÖ ÊÂ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ ÄÑÒÓÑÔÑÄ, ÊÂÕÓÑ-
ÐÖÕÞØ Ä ÔÕÂÕßÇ. ²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ²¶¶ª
(ÅÓÂÐÕ 05-01-00884 Ë ÒÓÑÅÓÂÏÏÞ ÒÑÆÆÇÓÉÍË ÄÇÆÖÜËØ
ÐÂÖÚÐÞØ ÛÍÑÎ (ÅÓÂÐÕ ¯º-1542.2003.1).

16. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ.
¯ÇÏÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË

£ ÆÑÒÑÎÐÇÐËÇ ÏÞ ÒÓËÄÇÆÇÏ ÍÓÂÕÍÑ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÔÄÇÆÇÐËâ ËÊ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË Ë ÄÄÇÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÑÃÊÑÓÇ. ªÊÎÑÉÇÐËÇ
ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ Ä ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ, ÚÇÅÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÆÎâ ÐÂÛËØ ÙÇÎÇÌ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÖÚÇÃÐËÍÂ ÒÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÓÇÍÑÏÇÐÆÖÇÏ [97].

®Þ ÅÑÄÑÓËÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÑÏ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂ-
ÊËË M, dimM � m, ÊÂÆÂÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËâ, ÇÔÎË ÊÂÆÂÐÞ

ÏÇÕÓËÍÂ g Ë Â××ËÐÐÂâ ÔÄâÊÐÑÔÕß G. ®Þ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ,
ÚÕÑ ÄÔÇ ÒÑÎâ ÐÂÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÊÂÆÂáÕÔâ ÅÎÂÆÍËÏË C1�M�
×ÖÐÍÙËâÏË, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÔËÐ-
ÅÖÎâÓÐÞØ ÕÑÚÇÍ, Ë ÐÇ ÃÖÆÇÏ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ àÕÑ ÑÅÑÄÂÓË-
ÄÂÕß. ³ÚËÕÂÇÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ M ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍË ÕÓËÄËÂÎßÐÑ, Õ.Ç. ÆË××ÇÑÏÑÓ×ÐÑ ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÖ Rm.

£ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ xm, m � 1; . . . ;m,
ÏÇÕÓËÍÂ ÊÂÆÂÇÕÔâ ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÍÑÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÐÅÂ gmn�x�, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ
X � X mqm, Y � Y mqm

�X;Y � � X mY ngmn ; gmn � gnm ; det gmn 6� 0 : �P:1�

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÐÇ ÃÞÕß
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ. ¦ÔÎË ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ, ÕÑ ÏÞ ÅÑÄÑÓËÏ, ÚÕÑ ÐÂ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÊÂÆÂÐÂ ÓËÏÂÐÑÄÂ ÏÇÕÓËÍÂ. ±Ñ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËá, ÏÇÕÓËÍÂ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ, Õ.Ç. ÒÓË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ xm ! x m 0 �x�
ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÒÑ ÕÇÐÊÑÓÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ

gm 0n 0 � qx m

qx m 0
qxn

qxn 0
gmn :

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ
ÒÑÎÇÌ �X;Y � âÄÎâÇÕÔâ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÄÇÓÕÍÂ Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ gmn Ë ÇÇ ÑÃÓÂÕÐÑÌ g mn,
g mngnr � dm

r , ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÕÓÑËÕß ÔÍÂÎâÓÐÞÇ ÒÑÎâ ËÊ ÕÇÐÊÑ-
ÓÑÄ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÅÑ ÓÂÐÅÂ ËÎË ÒÑÐËÉÂÕß ËØ ÓÂÐÅ. ®ÇÕ-
ÓËÍÂ ÕÂÍÉÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÎâ ÒÑÆÝÇÏÂ Ë ÑÒÖÔÍÂÐËâ
ËÐÆÇÍÔÑÄ.

¡××ËÐÐÂâ ÔÄâÊÐÑÔÕß ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË Ä ÎÑÍÂÎßÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÊÂÆÂÇÕÔâ ÐÂÃÑÓÑÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
Gmn

r�x�, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓË ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÂØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÒÓÇ-
ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÒÑ ÒÓÂÄËÎÖ

Gm 0n 0
r 0 � qx m

qx m 0
qxn

qx n 0 Gmn
r qx

r 0

qxr
� q2xr

qxm 0qxn 0
qxr

0

qx r : �P:2�

¿ÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÐÇ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÕÇÐÊÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÄËÆÖ
ÐÂÎËÚËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ Ä (±.2). ¡××ËÐÐÂâ
ÔÄâÊÐÑÔÕß ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÖá
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÕÇÐÊÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÍÑÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë 1-×ÑÓÏÞA � dx mAm

ËÏÇáÕ ÄËÆ

Hm X
n � qm X n � X rGmr

n ; �P:3�
HmAn � qmAn ÿ Gmn

rAr : �P:4�
¬ÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË j�x�
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÚÂÔÕÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌHmj � qmj. ¬ÑÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÕÇÐÊÑÓÑÄ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËØ ÓÂÐÅÑÄ
ÔÕÓÑËÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ Ë ÔÑÆÇÓÉËÕ ÒÑ ÑÆÐÑÏÖ ÔÎÂÅÂÇÏÑÏÖ
ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ ÒÎáÔ Ë ÏËÐÖÔ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÍÑÐÕÓÂÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ
Ë ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ ËÐÆÇÍÔÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ
ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ ÕÇÐÊÑÓÂ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÕËÒÂ �r; s� âÄÎâÇÕÔâ ÕÇÐÊÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ
ÕËÒÂ �r; s� 1�, Õ.Ç. ËÏÇÇÕ ÑÆËÐ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÍÑÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÞÌ ËÐÆÇÍÔ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÂâ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÕÇÐÊÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÏÑÉÇÕ ÔÑÆÇÓÉÂÕß
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÔÄÇÓÕÍË ËÐÆÇÍÔÑÄ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,

qm�X nAn� � Hm�X nAn� � �HmX
n�An � X n�HmAn� :
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±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ Ä (±.2) ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞ ÒÑ ËÐÆÇÍÔÂÏ m 0 Ë n 0, ÕÑ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÚÂÔÕß
Â××ËÐÐÑÌ ÔÄâÊÐÑÔÕË, 2G�mn�r ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÕÇÐÊÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ
ÕËÒÂ �1; 2�, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÍÓÖÚÇÐËâ,

Tmn
r � Gmn

r ÿ Gnm
r: �P:5�

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÄâÊÐÑÔÕß Gmn
r ÐËÍÂÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÒÑ

ËÐÆÇÍÔÂÏ ÐÇ ËÏÇÇÕ Ë ÐËÍÂÍ ÐÇ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ gmn,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ àÕË ÒÑÐâÕËâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË M
ÓÂÊÐÞÇ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÑÒÇÓÂÙËË. ¢ÖÆÇÏ ÅÑÄÑÓËÕß, ÚÕÑ Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂ M ÊÂÆÂÐÂ Â××ËÐÐÂâ ÅÇÑÏÇÕÓËâ. ±ÑÆÚÇÓÍ-
ÐÇÏ, ÚÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ Ë Â××ËÐÐÂâ ÔÄâÊÐÑÔÕß ÊÂÆÂáÕÔâ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Ë âÄÎâáÕÔâ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÐÇÊÂÄËÔË-
ÏÞÏË ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ÑÃÝÇÍÕÂÏË. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË
ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ËØ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÍÂÍ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÒÑÎâ, ËÏÇáÜËÇ ÓÂÊÐÖá ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÖá ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá.

¦ÔÎË ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÊÂÆÂÐÂ Â××ËÐÐÂâ ÅÇÑÏÇÕÓËâ,
ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÕÇÐÊÑÓ ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË Qmnr, ÍÑÕÑ-
ÓÞÌ ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÓÂÄÇÐ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
ÑÕ ÏÇÕÓËÍË

ÿQmnr � Hmgnr � qmgnr ÿ Gmn
sgsr ÿ Gmr

sgns : �P:6�
´ÇÐÊÑÓ ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË ÒÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËá ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÐ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ÆÄÖØ ÒÑÔÎÇÆÐËØ ËÐÆÇÍÔÑÄ:
Qmnr � Qmrn. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑ-
ÔÕË ÐÇÑÃØÑÆËÏÞ ÑÃÂ ÑÃÝÇÍÕÂ ì Ë ÏÇÕÓËÍÂ, Ë ÔÄâÊÐÑÔÕß.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ Ë Â××ËÐÐÑÌ
ÔÄâÊÐÑÔÕË ÒÑÔÕÓÑÇÐÑ ÆÄÂ ÕÇÐÊÑÓÐÞØ ÒÑÎâ: ÍÓÖÚÇÐËÇ Ë
ÕÇÐÊÑÓ ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË. ¥ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÑÌÏÇÕÓË-
ÍÇ, ÍÓÖÚÇÐËá Ë ÕÇÐÊÑÓÖ ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚ-
ÐÑ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖáÂ××ËÐÐÖáÔÄâÊÐÑÔÕß.
µÓÂÄÐÇÐËÇ (±.6) ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÓÇÛËÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÔÄâÊÐÑÔÕË G. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÎËÐÇÌÐÂâ ÍÑÏÃËÐÂÙËâ

Hm gnr � Hn grm ÿ Hr gmn

ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ Â××ËÐÐÑÌ
ÔÄâÊÐÑÔÕË ÔÑ ÄÔÇÏË ÑÒÖÜÇÐÐÞÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË:

Gmnr � Gmn
sgsr � 1

2
�qmgnr � qngrm ÿ qrgmn��

� 1

2
�Tmnr ÿ Tnrm � Trmn� � 1

2
�Qmnr �Qnrm ÿQrmn� :

�P:7�

±ÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß àÕÑÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÒÑ ËÐÆÇÍÔÂÏ
m Ë n, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÑÆÐÑÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ, Tmnr=2, ÚÕÑ
ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓÖÚÇÐËâ (±.5).
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË M
ÊÂÆÂÕß Â××ËÐÐÖá ÅÇÑÏÇÕÓËá, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÊÂÆÂÕß ÕÓË ÕÇÐÊÑÓÐÞØ ÒÑÎâ: ÏÇÕÓËÍÖ, ÍÓÖÚÇÐËÇ Ë ÐÇÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÔÕß. ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ ÇÜÇ ÓÂÊ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÕÓË ÑÃÝÇÍÕÂ
ÏÑÉÐÑ ÊÂÆÂÕß ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Ë Ä
ÏÑÆÇÎâØ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË ËØ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÍÂÍ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ.

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÔÚËÕÂÕß ÚËÔÎÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Ö
ÔÄâÊÐÑÔÕË, ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓÖÚÇÐËâ Ë ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË:

�Gmn
g� � m3 ; �Tmn

r� � m2�mÿ 1�
2

;

�Qmnr� � m2�m� 1�
2

:

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÖÏÏÂÓÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÍÓÖÚÇÐËâ Ë ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË ÓÂÄÐÑ ÚËÔÎÖ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕ Â××ËÐÐÑÌ ÔÄâÊÐÑÔÕË.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÚÂÔÕÐÞÇ ÔÎÖÚÂË Â××ËÐÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË.
±ÓË ÒÑÒÞÕÍÇ ÑÃÝÇÆËÐËÕß ÅÓÂÄËÕÂÙËá Ô àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-

ÐÇÕËÊÏÑÏ ¤. £ÇÌÎß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎ ÕÇÐÊÑÓ ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË
ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄËÆÂ [98]

Qmnr �Wm gnr ; �P:8�

ÅÆÇ Wm ì ×ÑÓÏÂ £ÇÌÎâ, ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎÇÐÐÂâ Ô àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (ÒÓË àÕÑÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß, ÚÕÑ
ÍÓÖÚÇÐËÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá). ¢ÖÆÇÏ ÅÑÄÑÓËÕß,
ÚÕÑ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÊÂÆÂÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓ-
ÕÂÐÂ ë£ÇÌÎâ, ÇÔÎË ÐÂ ÐÇÏ ÊÂÆÂÐÂ ÏÇÕÓËÍÂ, ÍÓÖÚÇÐËÇ Ë
ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕß ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄËÆÂ (±.8).

¦ÔÎË ÕÇÐÊÑÓ ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá: Qmnr � 0, Â ÏÇÕÓËÍÂ Ë ÍÓÖÚÇÐËÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞ, ÕÑ
ÃÖÆÇÏ ÅÑÄÑÓËÕß, ÚÕÑ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÊÂÆÂÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËâ
²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÊ (±.7) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ
Â××ËÐÐÂâ ÔÄâÊÐÑÔÕß ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÇÕÓËÍÑÌ
Ë ÍÓÖÚÇÐËÇÏ:

Gmnr � 1

2
�qm gnr � qngmr ÿ qrgmn��

� 1

2
�Tmnr ÿ Tnrm � Trmn� : �P:9�

´ÂÍÖá ÔÄâÊÐÑÔÕß ÐÂÊÞÄÂáÕ ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ ÏÇÕÓËÍË ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá:

Hm gnr � qm gnr ÿ Gmn
sgsr ÿ Gmr

sgns � 0 : �P:10�

¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÍÑÏÏÖÕÂÕËÄ-
ÐÑÔÕß ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ Ô ÑÒÖÔÍÂÐËÇÏ
Ë ÒÑÆÝÇÏÑÏ ËÐÆÇÍÔÑÄ.

¦ÔÎË ÕÇÐÊÑÓ ÍÓÖÚÇÐËâ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá: Tmn
r � 0, Â ÐÇÏÇÕ-

ÓËÚÐÑÔÕß ËÏÇÇÕ ÄËÆ (±.8), ÕÑ ÃÖÆÇÏ ÅÑÄÑÓËÕß, ÚÕÑ ÊÂÆÂÐÂ
ÅÇÑÏÇÕÓËâ ²ËÏÂÐÂ ë£ÇÌÎâ.

¦ÔÎË Ë ÕÇÐÊÑÓ ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË, Ë ÍÓÖÚÇÐËÇ ÕÑÉÆÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá: Qmnr � 0, Tmnr � 0, Â ÏÇÕÓËÍÂ
ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÂ, ÕÑ ÃÖÆÇÏ ÅÑÄÑÓËÕß, ÚÕÑ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË
ÊÂÆÂÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ²ËÏÂÐÂ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ
ÔÄâÊÐÑÔÕß ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÒÑ ÆÄÖÏ ÒÇÓÄÞÏ ËÐÆÇÍÔÂÏ Ë
ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÇÕÓËÍÑÌ

eGmnr � 1

2
�qm gnr � qn gmr ÿ qrgmn� : �P:11�

¿ÕÂ ÔÄâÊÐÑÔÕß ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÄâÊÐÑÔÕßá­ÇÄË ë¹ËÄËÕÞ ËÎË
ÔËÏÄÑÎÂÏË ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ.

¥Îâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ, ÒÑ-
ÔÕÓÑÇÐÐÞØ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ ÏÇÕÓËÍÇ ÒÓË ÐÖÎÇÄÞØ ÍÓÖÚÇÐËË Ë
ÕÇÐÊÑÓÇ ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË, Õ.Ç. Ä (ÒÔÇÄÆÑ)ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕ-
ÓËË, ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÊÐÂÍ ÕËÎßÆÞ. ±ÓËÔÕÂÄÍÂ ÒÔÇÄÆÑ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÏÇÕÓËÍÂ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ.

ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔËÏÄÑÎÑÄ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ (±.11)
ÔÎÇÆÖÇÕ

qm gnr � eGmnr � eGmrn : �P:12�

¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÔËÏÄÑÎÞ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÃÞÎË ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá, ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ Ä àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ

4 µ¶¯, Õ. 175, å 7
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ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË ÃÞÎË ÒÑÔÕÑâÐÐÞ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔËÏ-
ÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË ÕÇÐÊÑÓÂ,
ÕÑ Ä ÆÓÖÅÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÐË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÇÕÓË-
ÄËÂÎßÐÞ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ ÆÎâ ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá, ÐÑ, ÔÍÂÉÇÏ, Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ËÎË ÙËÎËÐÆÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÐË ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ.

£ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÕÇÐÊÑÓ ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË Ë ÍÓÖÚÇÐËÇ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá Ë ÒÓË àÕÑÏ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍË ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÏÇÕÓËÍÂ âÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÏÂÕÓËÙÇÌ, Ë,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá,
ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ. ³ÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ.

®Þ ÅÑÄÑÓËÏ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ X � X mqm ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÐÇÔÇÐÑ ÄÆÑÎß ÍÓËÄÑÌ x m�t�, t 2 R, ÇÔÎË

_xn HnX
m � 0 ;

ÅÆÇ _xm � dx m=dt ì ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ Í ÍÓËÄÑÌ. µÏÐÑ-
ÉËÄ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ dt, ÒÑÎÖÚËÏ

dX m � dxnqnX m � ÿdxnGnr
mX r ;

ÅÆÇ dxn � dt _xn. ®Þ ÅÑÄÑÓËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÏ
ÒÇÓÇÐÑÔÇ ËÊ ÕÑÚÍË xn Ä ÃÎËÊÍÖá ÕÑÚÍÖ xn � dxn ÄÇÍÕÑÓ X m

ÒÑÎÖÚÂÇÕ ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ dX m, ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÑ dxn Ë ÍÑÏÒÑÐÇÐ-
ÕÂÏ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÕÇÐÊÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÄÆÑÎß
ÍÓËÄÑÌ x m�t�. ²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÏÇÉÆÖ
ÆÄÖÏâ ÕÑÚÍÂÏË Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÓËÄÑÌ,
ÔÑÇÆËÐâáÜÇÌ àÕË ÕÑÚÍË. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ
ÒÇÓÇÐÑÔ ÄÆÑÎß ÍÓËÄÑÌ ÊÂÆÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Â××ËÐÐÑÌ ÔÄâÊ-
ÐÑÔÕßá Ë ÐÇ ËÏÇÇÕ ÐËÍÂÍÑÅÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ Í ÏÇÕÓËÍÇ.

£ Â××ËÐÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÄÞÆÇÎÇÐÐÞÇ
ÍÓËÄÞÇ x m�t� ÆÄÖØ ÕËÒÑÄ: ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ Ë àÍÔÕÓÇÏÂÎË.
¤ÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ ÎËÐËÇÌ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÍÓËÄÂâ, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ
ÄÇÍÕÑÓ Í ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÏ ÒÓË ÒÂÓÂÎÎÇÎß-
ÐÑÏ ÒÇÓÇÐÑÔÇ ÄÆÑÎß ÍÓËÄÑÌ. ±ÓË ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÏ ÄÞÃÑÓÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ t ÄÆÑÎß ÍÓËÄÑÌ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÂâ ÎËÐËâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

�x m � ÿGnr
m _xn _xr : �P:13�

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ ÎËÐËÌ
ÊÂÆÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÚÂÔÕßá ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
Â××ËÐÐÑÌ ÔÄâÊÐÑÔÕË Gfmngr, ÒÑÔÎÇÆÐââ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÓÖÚÇÐËâ Ë ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË. ªÊ âÄÐÑÅÑ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËâ (±.7) ÔÎÇÆÖÇÕ

Gfmngr� eGmn
r� 1

2
�Tr

mn� Tr
nm� � 1

2
�Qmn

r �Qnm
rÿQr

mn� :

£ÕÑÓÞÏ ÕËÒÑÏ ÄÞÆÇÎÇÐÐÞØ ÍÓËÄÞØ Ä Â××ËÐÐÑÌ
ÅÇÑÏÇÕÓËË âÄÎâáÕÔâ àÍÔÕÓÇÏÂÎË, ËÎË ÎËÐËË àÍÔÕÓÇÏÂÎß-
ÐÑÌ ÆÎËÐÞ, ÔÑÇÆËÐâáÜËÇ ÆÄÇ ÊÂÆÂÐÐÞÇ ÕÑÚÍË. ¿ÕË ÎËÐËË
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÏÇÕÓËÍÑÌ. ±ÓË ÍÂÐÑÐËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÄÞÃÑÓÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ÄÆÑÎß ÍÓËÄÑÌ àÍÔÕÓÇÏÂÎË ÑÒË-
ÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÒÑØÑÉËÏ ÐÂ (±.13),

�x m � ÿeGnr
m _xn _xr : �P:14�

°ÆÐÂÍÑ ÕÇÒÇÓß Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÔÕÑËÕ ÐÇ ÑÃÜÂâ Â××ËÐÐÂâ
ÔÄâÊÐÑÔÕß, Â ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ ÒÑ
ÏÇÕÓËÍÇ. ®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ

ÎËÐËË Ë àÍÔÕÓÇÏÂÎË ì àÕÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÐÂ ÏÐÑÅÑ-
ÑÃÓÂÊËË. £ ÅÇÑÏÇÕÓËË ²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ
ÎËÐËË Ë àÍÔÕÓÇÏÂÎË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÕÑÅÆÂ Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ,
ÍÑÅÆÂ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓÖÚÇÐËâ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÇÐ ÒÑ ÄÔÇÏ ÕÓÇÏ
ËÐÆÇÍÔÂÏ. £ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ Ë
àÍÔÕÓÇÏÂÎË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÄÔÇÅÆÂ.

£ÂÉÐÇÌÛÖá ÓÑÎß Ä ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË
ËÅÓÂÇÕ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ Â××ËÐÐÑÌ ÔÄâÊÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÍÑÐÕÇÍÔÕÂØ. £ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÐ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ:

Rmnr
s � qmGnr

s ÿ Gmr
lGnl

s ÿ �m$ n� ; �P:15�

ÅÆÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÔÍÑÃÍÂØ �m$ n� ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓÇÆÞÆÖÜËÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ Ô ÒÇÓÇÔÕÂÄÎÇÐÐÞÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË m Ë n. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ
ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÍÓËÄËÊÐÂ (±.15) ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ âÄÎâÇÕÔâ
ÕÇÐÊÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ ÐËÍÂ-
ÍÑÅÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ Í ÏÇÕÓËÍÇ ÐÇ ËÏÇÇÕ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÔÄâÊÐÑÔÕßá. £ Â××ËÐÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÕÇÐÊÑÓ ÍÓË-
ÄËÊÐÞ ÔÑ ÄÔÇÏË ÑÒÖÜÇÐÐÞÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË ÐËÍÂÍÑÌ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ËÐÆÇÍÔÑÄ ÐÇ ËÏÇÇÕ, ÊÂ
ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËË ÒÑ ÒÇÓÄÞÏ ÆÄÖÏ ËÐÆÇÍÔÂÏ.

³ÄÇÓÕÍÂ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓËÄËÊÐÞ ÒÑ ÆÄÖÏ ËÐÆÇÍÔÂÏ ÆÂÇÕ
ÕÇÐÊÑÓ ²ËÚÚË Rmn � Rmrn

r, ÍÑÕÑÓÞÌ ÕÂÍÉÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÔÄâÊÐÑÔÕßá. £ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÕÇÐÊÑÓ
²ËÚÚË ÆÎâ ÔÄâÊÐÑÔÕË ­ÇÄË ë¹ËÄËÕÞ ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÐ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ËÐÆÇÍÔÑÄ eRmn � eRnm. £ ÅÇÑÏÇÕÓËË
²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ ÒÓË ÐÇÐÖÎÇÄÑÏ ÕÇÐÊÑÓÇ ÍÓÖÚÇÐËâ àÕÂ
ÔËÏÏÇÕÓËâ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ.

¦ÔÎË ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÊÂÆÂÐÂ ÕÂÍÉÇ ÏÇÕÓËÍÂ, ÕÑ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÔÍÂÎâÓÐÖá ÍÓËÄËÊÐÖ R � Rmng

mn.
¡××ËÐÐÂâ ÔÄâÊÐÑÔÕß ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÕÓËÄËÂÎß-

ÐÑÌ, ÇÔÎË Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍË ÏÑÉÐÑ ÄÞÃÓÂÕß
ÕÂÍÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÔÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÔÄâÊÐÑÔÕË ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá. ±ÓËÄÇÆÇÏ ÆÄÇ ÄÂÉÐÞÇ ÕÇÑÓÇÏÞ.

´ÇÑÓÇÏÂ 1. ¥Îâ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÔÕË Â××ËÐÐÑÌ
ÔÄâÊÐÑÔÕË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ ÇÇ ÍÓÖÚÇÐËÇ Ë
ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ ÓÂÄÐâÎËÔß ÐÖÎá ÐÂM.

¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÕÇÑÓÇÏÞ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÂÐÂÎËÊÖ ÒÓÂÄËÎÂ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ Â××ËÐÐÑÌ ÔÄâÊÐÑÔÕË (±.2).
¦ÔÎË Ä ÐÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂâ ÚÂÔÕß
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÔÄâÊÐÑÔÕË ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, ÕÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÔËÔÕÇÏÂ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÂ ×ÖÐÍÙËË ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂ. µÔÎÑÄËÇÏ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË àÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá ÕÇÐÊÑÓÂ
ÍÓËÄËÊÐÞ.

¢ÑÎÇÇ ÅÎÖÃÑÍÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÆÑÍÂÊÂÐÑ Ä [99].
´ÇÑÓÇÏÂ 2. ¦ÔÎË ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÌ Â××ËÐÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË

ÕÇÐÊÑÓÞ ÍÓÖÚÇÐËâ, ÐÇÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË Ë ÍÓËÄËÊÐÞ ÓÂÄÐÞ
ÐÖÎá ÐÂ ÄÔÇÏ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË, ÕÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ËÊÑÏÇÕ-
ÓËÚÐÑ ÎËÃÑ ÄÔÇÏÖ (ÒÔÇÄÆÑ)ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ Rm,
ÎËÃÑ ×ÂÍÕÑÓ-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ Rm=G, ÅÆÇ G ì ÆËÔÍÓÇÕÐÂâ
ÅÓÖÒÒÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ ÔÄÑÃÑÆÐÑ.

£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÕÇÑÓÇÏÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÐÂ ÏÐÑÅÑ-
ÑÃÓÂÊËË ÊÂÆÂÐÞ Ë ÏÇÕÓËÍÂ, Ë Â××ËÐÐÂâ ÔÄâÊÐÑÔÕß.

£ ÑÔÐÑÄÇ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÎÇÉËÕ
ÅÇÑÏÇÕÓËâ ²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÇÕ-
ÓËÍÑÌ Ë ÍÓÖÚÇÐËÇÏ. ±ÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÕÂÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÄÏÇÔÕÑ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÏÇÕÓËÍÂ Ë ÍÓÖÚÇÐËÇ ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ¬ÂÓÕÂÐÂ: ÓÇÒÇÓ Ë SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕß. ©ÆÇÔß
ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÏÇÕÓËÍÂ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÒÑÎÑ-
ÉËÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ. ¦ÔÎË ÏÇÕÓËÍÂ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ, ÕÑ ÄÑÊÐËÍÎÂ ÃÞ SO�p; q�-ÔÄâÊÐÑÔÕß,
ÅÆÇ p� q � m.
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¥Îâ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍË ÑÓÕÑÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÓÇÒÇÓ
em

i�x�, i � 1; . . . ;m, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

gmn � em
ien

jdi j ; �P:16�

ÅÆÇ di j ì ÔËÏÄÑÎ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÏÇÕÓËÍÖ ÒÑ ÊÂÆÂÐÐÑÏÖ ÓÇÒÇÓÖ.
°ÃÓÂÕÐÑ, ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (±.16) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÓÇÒÇÓ ÒÑ
ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÏÇÕÓËÍÇ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÎÑÍÂÎßÐÞØ SO�m�-
ÄÓÂÜÇÐËÌ. ®Þ ÓÂÊÎËÚÂÇÏ ÅÓÇÚÇÔÍËÇ Ë ÎÂÕËÐÔÍËÇ
ËÐÆÇÍÔÞ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÐÂ ÐËØ ÆÇÌÔÕÄÖáÕ ÓÂÊÐÞÇ ÅÓÖÒÒÞ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ. ªÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (±.16) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ
e � det em

i 6� 0. ¬ÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÓÇÒÇÓÂ emi,
emien

i � dm
n , ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß, ÍÂÍ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ m

ÑÓÕÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ei � emi qm ÐÂ ÏÐÑÅÑ-
ÑÃÓÂÊËËM ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÇÕÓËÍË g

�ei; ej� � emie
n
j gmn � di j :

¬ÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÓÇÒÇÓÂ em
i ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË m

ÑÓÕÑÐÑÓÏÂÎßÐÞØ 1-×ÑÓÏ ei � dxmem
i.

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÐÂ ÎáÃÑÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÑÏ ÏÐÑÅÑ-
ÑÃÓÂÊËËM ÏÑÉÐÑ ÊÂÆÂÕß ÓËÏÂÐÑÄÖ ÏÇÕÓËÍÖ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [100]). £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÅÎÑÃÂÎßÐÑÇ ÊÂÆÂÐËÇ ÓÇÒÇÓÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÓËÇÐÕÂÙËá ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ M.
´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÅÎÑÃÂÎßÐÑ ÓÇÒÇÓ ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ
ÐÂ ÑÓËÇÐÕËÓÖÇÏÞØ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâØ. ³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÕÂÍÉÇ
ÆÓÖÅËÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÒÓÇÒâÕÔÕÄËâ ÆÎâ ÅÎÑÃÂÎßÐÑÅÑ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÓÇÒÇÓÂ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÞ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÕßÔâ
ÐÇ ÃÖÆÇÏ.

¬ÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÌ ÃÂÊËÔ qm ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ä
ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ M ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÅÑÎÑÐÑÏÐÞÏ. ¬ÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÕÇÐÊÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÕÂÍÉÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÇÅÑÎÑÐÑÏÐÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ ei ÍÂÔÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÇÒÇÓÑÏ.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ËÏÇÇÕ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ

X � X mqm � X iei ; Xi � X mem
i :

®Þ ÄÔÇÅÆÂ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÅÓÇÚÇÔÍËØ
ËÐÆÇÍÔÑÄ Í ÎÂÕËÐÔÍËÏ Ë ÐÂÑÃÑÓÑÕ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÓÇÒÇÓÂ.

±ÇÓÇÌÆÇÏ Í ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕË omi
j�x�.

´ÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÄâÊÐÑÔÕß ÐÂ ÅÎÂÄÐÑÏ ÓÂÔÔÎÑÇÐËË ÔÑ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ÅÓÖÒÒÑÌ ­Ë SO�m� Ë ÃÂÊÑÌ M. ¦ÔÎË ÐÂ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË M ÊÂÆÂÐÞ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ Ë
ÓÇÒÇÓ, ÕÑ ÐÂ ÐÇÏ ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕß Ô
ÒÑÏÑÜßá ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ:

Hmen
i � qmeni ÿ Gmn

rer
i � en

jom j
i � 0 : �P:17�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ om j
i ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÒÑ

ÅÓÇÚÇÔÍÑÏÖ ËÐÆÇÍÔÖ ÍÂÍ ÍÑÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ
ÑÐË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ 1-×ÑÓÏÖ ÐÂM. ±ÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÓÇÒÇÓÇ àÕÑ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÇ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË ÔÄâÊÐÑÔÕÇÌ Gmn

r Ë om j
i.

SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕß ÊÂÆÂÇÕ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÇÐÊÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÇÅÑÎÑÐÑÏ-
ÐÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,

HmX
i � qmXi � Xjom j

i ; HmXi � qmXi ÿ om i
jXj : �P:18�

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ ÕÇÐÊÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ËÏÇáÜÇÅÑ ÍÂÍ ÅÓÇÚÇÔÍËÇ,

ÕÂÍ Ë ÎÂÕËÐÔÍËÇ ËÐÆÇÍÔÞ. £ÊâÕËÇ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÑÌ ÑÕ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (±.16) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÂÐÕËÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ om

i j � ÿom
j i. ¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ

1-×ÑÓÏÂ dxmom j
i ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÂÎÅÇÃÓÇ ­Ë so (3),

ÚÕÑ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕË.
£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ Â××ËÐÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË Ô ÒÑÏÑÜßá

ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (±.16) Ë (±.17) ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ¬ÂÓÕÂÐÂ. ¥Îâ àÕÑÅÑ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (±.16)
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓÑÔÕÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÔËÏÄÑÎ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ ÐÂ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÖá ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÖá ÏÂÕÓËÙÖ
Zi j. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (±.17) ÊÂÆÂÇÕ ÎËÐÇÌÐÖá
GL�m;R�-ÔÄâÊÐÑÔÕß. £ ÅÇÑÏÇÕÓËË ²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ ÒÓË
ÎÑÓÇÐÙÇÄÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÇ ÏÇÕÓËÍË ÏÞ ÃÞ ËÏÇÎË ÎÑÓÇÐÙÇÄÖ
SO�1;mÿ 1�-ÔÄâÊÐÑÔÕß.

¹ÕÑÃÞ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ om j
i

ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÊÂÆÂáÕ SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕß Ä ÅÇÑÏÇÕÓËË
²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ Ô ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÏÇÕÓËÍÑÌ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÄÓÂÜÇÐËâ Ô ÏÂÕÓËÙÇÌ Sj

i�x� 2 SO�m�. ±Ñ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ Ë 1-×ÑÓÏ
ÒÓË ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÄÓÂÜÇÐËâØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÒÑ ÒÓÂÄËÎÖ

X 0i � X jSj
i ; X 0i � Sÿ1i jXj : �P:19�

¹ÕÑÃÞ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ (±.18) ËÏÇÎË ÕÇÐÊÑÓ-
ÐÞÌ ÊÂÍÑÐ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÓË ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÄÓÂÜÇÐËâØ,
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÚÕÑÃÞ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ SO�m�-
ÔÄâÊÐÑÔÕË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÞÄÂÎËÔß ÒÑ ÒÓÂÄËÎÖ

o 0mi
j � Sÿ1i komk

lSl
j � qmSÿ1i kSk

j : �P:20�

¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ÊÂÍÑÐ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕË. ¿ÕÑÕ
ÉÇ ÊÂÍÑÐ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (±.17),
ÇÔÎË ÓÇÒÇÓ em

i ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÒÑ ËÐÆÇÍÔÖ i ÍÂÍ ÄÇÍÕÑÓ, Â
ÔËÏÄÑÎÞ ¬ÓËÔÕÑ××ÇÎâ ÑÔÕÂáÕÔâ ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏË.

¬ÑÐÇÚÐÑ, ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËËM ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÖá Ë SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ¦ÔÎË
ÊÂÕÇÏ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß, ÚÕÑÃÞ SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕß ÆÇÌÔÕÄÑÄÂÎÂ
ÐÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÇÅÑÎÑ-
ÐÑÏÐÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ, ÊÂÆÂÄÂÇÏÑÅÑ ÓÇÒÇÓÑÏ, ÕÑ ÏÞ ÒÓËÆÇÏ Í
ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ÏÇÉÆÖ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂÏË ÔÄâÊÐÑÔÕÇÌ (±.17).

£ÞÓÂÊËÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÔÄâÊÐÑÔÕË Gmn
r

ÚÇÓÇÊ ÓÇÒÇÓ em
i Ë SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕß om j

i Ô ÒÑÏÑÜßá
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (±.17) Ë ÒÑÆÔÕÂÄËÏ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÍÓÖÚÇ-
ÐËâ (±.5) Ë ÍÓËÄËÊÐÞ (±.15). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÓÖÚÇÐËâ Ë ÍÓËÄËÊÐÞ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
¬ÂÓÕÂÐÂ

Tmn
i � qmen i ÿ em

jon j
i ÿ �m$ n� ; �P:21�

Rmn j
i � qmon j

i ÿ om j
konk

i ÿ �m$ n� ; �P:22�
ÅÆÇ

Tmn
i � Tmn

rer
i ; Rm n j

i � Rmnr
serjes

i :

¬ÓÖÚÇÐËÇ (±.21) Ë ÍÓËÄËÊÐÂ (±.22) âÄÎâáÕÔâ 2-×ÑÓÏÂÏË
ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË M ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä
ÄÇÍÕÑÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÂÎÅÇÃÓÇ ­Ë so (3).

SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕßom j
i ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÕÓËÄËÂÎß-

ÐÑÌ, ÇÔÎË ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍË ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß,
ÔÑÆÇÓÉÂÜÂâ àÕÖ ÕÑÚÍÖ, ÕÂÍÂâ, ÚÕÑ ÇÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß
Ä ÄËÆÇ

om j
i � qmSÿ1j kSk

i : �P:23�
4*
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°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÄÓÂÜÇÐËâ Ô ÏÂÕÓËÙÇÌ
Sÿ1j i ÄÔÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÔÄâÊÐÑÔÕË ÑÃÓÂÕâÕÔâ Ä ÐÖÎß.
´ÂÍÖá ÔÄâÊÐÑÔÕß ÐÂÊÞÄÂáÕ ÕÂÍÉÇ ÚËÔÕÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÑÌ.
­ÇÅÍÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ ÍÓËÄËÊÐÂ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ
ÔÄâÊÐÑÔÕË ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. £ÇÓÐÑ ÕÂÍÉÇ Ë
ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ.

´ÇÑÓÇÏÂ 3. SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕß ÎÑÍÂÎßÐÑ ÕÓËÄËÂÎßÐÂ
ÕÑÅÆÂ Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÇÇ ×ÑÓÏÂ ÍÓËÄËÊÐÞ ÕÑÉ-
ÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá.

¿ÕÂ ÕÇÑÓÇÏÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ ­Ë. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÂÐÂÎËÊÖ
ÊÂÍÑÐÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (±.20). ¦ÔÎË ÎÇÄÂâ ÚÂÔÕß àÕÑÅÑ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, ÕÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÂ
ÒÑÎÇ Sj

i�x�, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÓÂÊÓÇÛË-
ÏÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓËÄËÊÐÞ.

±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÍÓËÄËÊÐÞ
Rmnj

i � 0 ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ Ô ÂÃÔÑÎáÕÐÞÏ
ÒÂÓÂÎÎÇÎËÊÏÑÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÌ ÒÇÓÇÐÑÔ ÄÇÍÕÑÓÂ
ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÖÕË, ÔÑÇÆËÐâáÜÇÅÑ ÆÄÇ ÊÂÆÂÐÐÞÇ ÕÑÚÍË
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ.

¥Îâ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ SO�m�-ÔÄâÊÐÑÔÕË ÔÑÄÇÓ-
ÛËÏ ÕÂÍÑÇ SO�m�-ÄÓÂÜÇÐËÇ, ÚÕÑÃÞ ÔÄâÊÐÑÔÕß ÑÃÓÂ-
ÕËÎÂÔß Ä ÐÖÎß: om j

i � 0. ´ÑÅÆÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá ÕÇÐÊÑÓÂ
ÍÓÖÚÇÐËâ ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

qmen i ÿ qnem i � 0 :

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇ-
ÏÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

qm y i � em
i �P:24�

ÆÎâ m ×ÖÐÍÙËÌ y i�x�. ²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÂÇÕ ×ÖÐÍÙËË ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá ÕÇÐÊÑÓÑÄ ÍÓËÄËÊÐÞ Ë
ÍÓÖÚÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ ÖÔÎÑ-
ÄËÇÏ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÒÑÎÇÌ Sj

i�x� Ë y i�x�, Õ.Ç.
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÄÓÂÜÇÐËâ Ë ÔËÔÕÇÏÞ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÄâÊÐÑÔÕß ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, Â ÏÇÕÓËÍÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÖÎá
ÑÆÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓÖÚÇÐËâ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂ-
ÐËâ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

£ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ
ÕÓÇØÏÇÓÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÔÆÇÎÂÇÏ ÆÄÂ
ÊÂÏÇÚÂÐËâ. £ ÐËÊÛËØ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕâØ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÂâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓËÄËÊÐÞ ÔÑ ÄÔÇÏË ÑÒÖÜÇÐÐÞÏË
ËÐÆÇÍÔÂÏË ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ. £ ÆÄÖØ ËÊÏÇÓÇÐËâØ
ÒÑÎÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËË ²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ
ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÄÑÇÌ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÍÓË-
ÄËÊÐÑÌ

Ri j k l � 1

2
�di kdj l ÿ di l dj k�R :

£ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÎÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÍÓËÄËÊÐÞ
ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÇÐÊÑÓÑÏ ²ËÚÚË Ë
ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÑÌ

Ri j k l � di kRj l ÿ di lRj k ÿ dj kRi l � dj lRi kÿ
ÿ 1

2
�di kdj l ÿ di ldj k�R : �P:25�

¿ÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ Ë ÒÓË ÐÇÐÖÎÇÄÑÏ ÍÓÖÚÇÐËË.
£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ ÒÓËÄÇÆÇÏ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ, ÍÑÕÑ-

ÓÑÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËË ²ËÏÂÐÂ ë¬ÂÓÕÂÐÂ ÒÓË

ÎáÃÑÏ ÚËÔÎÇ ËÊÏÇÓÇÐËÌ:

R�e;o� � 1

4
Ti j kT

i j k ÿ 1

2
Ti j kT

k i jÿ

ÿ TiT
i ÿ 2

e
qm�eT m� � eR�e�; e � det em

i : �P:26�

£ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË àÕÑÅÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÔÕÑËÕ ÓËÏÂÐÑÄÂ ÔÍÂ-
ÎâÓÐÂâ ÍÓËÄËÊÐÂ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÂâ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ ÓÇÒÇÓÖ ÒÓË
ÐÖÎÇÄÑÏ ÕÇÐÊÑÓÇ ÍÓÖÚÇÐËâ.
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Geometric theory of defects
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A description of dislocation and disclination defects in terms of Riemann ëCartan geometry is given, with the curvature and torsion
tensors being interpreted as the surface densities of the Frank and Burgers vectors, respectively. A new free energy expression describing
the static distribution of defects is presented, and equations of nonlinear elasticity theory are used to specify the coordinate system.
Application of the Lorentz gauge leads to equations for the principal chiral SO�3�-éeld. In the defect-free case, the geometric model
reduces to elasticity theory for the displacement vector éeld and to a principal chiral SO�3�-éeld model for the spin structure. As
illustrated by the example of a wedge dislocation, elasticity theory reproduces only the linear approximation of the geometric theory of
defects. It is shown that the equations of asymmetric elasticity theory for the Cosserat media can also be naturally incorporated into the
geometric theory as the gauge conditions. As an application of the theory, phonon scattering off a wedge dislocation is considered. The
energy spectrum of an impurity in the éeld of a wedge dislocation is discussed as well.
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