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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

ºËÓÑÍÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑ-
ÓÞÏ ÆË×ÓÂÍÙËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÅÖÃÑ ÄÑÎÐÑÄÑÇ
âÄÎÇÐËÇ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÄÑÎÐÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. £ÑÎÐÑÄÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ì
àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÇ ÐËÉÇ
ÄÕÑÓÑÅÑ (ÒÑÓâÆÑÍ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÃÞÚÐÑ ÒÑÄÞ-
ÛÂÇÕÔâ ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÔÓÇÆÞ).
ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÕÂÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÕÓÇÃÖÇÕ
ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÅÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÒÒÂÓÂÕÂ. µÒÓÑÜÇÐÐÞÌ
ÄÂÓËÂÐÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÒÓËÅÑÆÐÞÌ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ
àÄÑÎáÙËË ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÍÑÓÑÕÍËØ ÄÑÎÐ, ÃÞÎ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ
®.¡. ÇÑÐÕÑÄËÚÇÏ ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÆË×ÓÂÍÙËË ÓÂÆËÑ-
ÄÑÎÐ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ©ÇÏÎË [1] (ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ ÇÑÐÕÑÄËÚÂ). °ÆÐÂÍÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÂÐÂÎËÊ ÓÇÛÇÐËÌ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÂÍÉÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÔÎÑÉÐÞÏ.

¡ÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÞÌ Ë, ÐÂ ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ
ÒÑÆØÑÆ Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá âÄÎÇÐËâ ÆË×ÓÂÍÙËË ÔÄâÊÂÐ Ô
ÓÂÔÛËÓÇÐËÇÏ ÒÑÐâÕËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k Ë àÌÍÑÐÂÎÂ

c�r� �
� r

k�r� dr

ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ (ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÇ ÄÑÎÐÞ) [2].

¿ÄÑÎáÙËâ ÍÑÓÑÕÍËØ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÄÑÎÐ �Im k � 0�
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË (¤°). ¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ
ÄÑÎÐÑÄÞØ âÄÎâáÕÔâ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [3]). ²ÂÔÛËÓÇÐËÇ ¤°
ÐÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÇ ÄÑÎÐÞ �Im k 6� 0� ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÍÎáÚËÕß Ä
ÇÇ ÔØÇÏÖ Ë ÂÐÂÎËÊ âÄÎÇÐËâ ÆË×ÓÂÍÙËË.

ªÐÕÇÓÇÔ Í ÒÓÑÃÎÇÏÇ àÄÑÎáÙËË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÄÑÎÐ
ÄÑÊÓÑÔ Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ Ä ÔÄâÊË Ô ÓÂÊÄËÕËÇÏ ÏÇÕÑÆÑÄ
³£¹-ÐÂÅÓÇÄÂ ÒÎÂÊÏÞ Ë ÅÇÐÇÓÂÙËË ÕÑÍÂ Ä ÕÇÓÏÑâÆÇÓÐÞØ
ÔËÔÕÇÏÂØ. £ ÕÂÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ³£¹-ÄÑÎÐÞ ÑÃÞÚÐÑ ÄÄÑÆâÕÔâ
Ä ÄËÆÇ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ. £ [4] ÑÃÜÂâ ÔØÇÏÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ
¤° ÓÂÃÑÕÞ [2] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [5, 6]) ÃÞÎÂ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐÂ ÐÂ
ÒÓËÏÇÓÇ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ Ô ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÔÇÚÇÐËË. °ÍÂ-
ÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ àÕÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ Ä [7] Ô ÒÑÏÑÜßá
×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÓÂÃÑÕ [2,7] ÃÞÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ Ä ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÍÑÆÂØ,
ÔÑÊÆÂÐÐÞØ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ³£¹-ÄÑÎÐ Ô
ÒÎÂÊÏÑÌ [8 ë 10].

¯ÂÔÕÑâÜÂâ ÊÂÏÇÕÍÂ ÔÕÂÄËÕ ÔÄÑÇÌ ÙÇÎßá ËÊÎÑÉÇÐËÇ
ÑÔÐÑÄ "ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ" ¤°, Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÑÕÑÓÑÌ Ô ÇÆËÐÞØ
ÒÑÊËÙËÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÄÔâ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß
âÄÎÇÐËÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ àÄÑÎáÙËá ÄÑÎÐ ÏÂÎÑÌ ÆÎËÐÞ
(ÓÇ×ÓÂÍÙËâ, ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ-ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ, ÆË×ÓÂÍÙËâ).

2. ¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ (ÎÖÚÇÄÂâ) ÑÒÕËÍÂ

¹ÂÔÕÑ ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ ËØ ÒÑÎÇ
ÊÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ë ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÒÓÑÆÑÎ-
ÉËÕß ÇÅÑ ÐÂ ÄÔá ÑÃÎÂÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ. ¡ÐÂÎËÊ
àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÇ
ÕÓÖÆÐÑÔÕË, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓË ÇÇ ÓÇÛÇÐËË ÑÃÞÚÐÑ ËÔÒÑÎß-
ÊÖáÕÔâ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. ¦ÔÎË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ
ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÊÏÇÓÑÏ ÔËÔÕÇÏÞ,
ÕÑ ÒÓÑÆÖÍÕËÄÐÑ ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÑÇ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÆÎâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓËÐËÏÂÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
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ÕÖÆÞ E0�r� ÄÇÎËÍ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. ªÏÇÐÐÑ
ÕÂÍËÇ ÄÑÎÐÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ,
ÄÓÇÏÇÐÐ�yá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÃÖÆÇÏ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ / exp �ÿiot�, ÔÓÇÆÖ ì ÔÕÂ-
ÙËÑÐÂÓÐÑÌ.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÒÑÎÖÚÂáÜÇÇÔâ ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ
ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÇÓÂÓØËá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ÏÂÎÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ 1=�kL�. µÓÂÄÐÇÐËâ ÐÖÎÇ-
ÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ âÄÎâáÕÔâ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÏË

ai j�r; k;o�E 0j � 0 ; �1�

ÅÆÇ ai j � kikj ÿ di jk2 � �o=c�2ei j, ei j ìÕÇÐÊÑÓ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. °Ð ÔÚËÕÂÇÕÔâ àÓÏËÕÑÄÞÏ, ÚÕÑ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËá ÑÃ ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÐÇÑÃÓÂÕË-
ÏÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÑÃÏÇÐÂ àÐÇÓÅËÇÌ ÄÑÎÐ ÔÑ ÔÓÇÆÑÌ (ÆËÔÔË-
ÒÂÙËâ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÂÊÏÞ ÕÂÍÉÇ ÃÇÔÔÕÑÎÍÐÑÄËÕÇÎßÐÑÇ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ Ô ÄÑÎ-
ÐÂÏË).

³ËÔÕÇÏÂ (1) ÓÂÊÓÇÛËÏÂ, ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÏÑÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

D�r; k;o� � ai j�r; k;o�k � 0 : �2�

¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÍÂÍ ÔÄâÊß, ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÏÖá ÐÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÄÑÎÐ ÆÂÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÇÌ ÏÑÆÖÎß
ÄÇÍÕÑÓÂ k ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ. £ ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÑÏ
ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÂâ
ÄÞÛÇ ÊÂÆÂÚÂ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÓÇÛÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÞÃÑÓÖ ÕÂÍÑÌ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
k�r�, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂ "ÐÂÚÂÎßÐÑÌ" ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä
ÊÂÆÂÐÐÖá. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÒÓËÓÂÄÐâÇÏ ÐÖÎá ÒÑÎÐÖá ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÄÇÎËÚËÐÞ D ÒÑ ÍÂÉÆÑÌ ËÊ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ:

dD

dxi
� qD

qxi
� qki
qxj

qD
qkj
� 0 : �3�

©ÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

q2c
qxi qxj

� qki
qxj
� qkj

qxi
:

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
k�r� Ô "ÐÂÚÂÎßÐÑÌ" ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S. ´ÂÍ ÍÂÍ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÊÂÆÂÐÑ ÐÂ S, ÕÑ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÂ k ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÏ
Í S. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3) ÔÎÇÆÖÇÕ ÐÂÌÕË �nH�k, ÅÆÇ
n ì ÄÇÍÕÑÓ ÐÑÓÏÂÎË Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S. ±ÑÎÐÂâ ËÐ×ÑÓÏÂ-
ÙËâ Ñ ÄÇÎËÚËÐÂØ qki=qxj ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÑÆÑÎÉËÕß ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß k�r� ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ dr ÒÑ ÎáÃÑÏÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá.
±ÓË àÕÑÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß S ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä S 0 Ë Õ.Æ. ©ÂÏÇÕËÏ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ Ä (3) ÄØÑÆËÕ ÒÓÑÇÍÙËâ ÄÇÎËÚËÐÞ qki=qxj ÐÂ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ qD=qk, ÒÑàÕÑÏÖ ËÏÇÐÐÑ ÄÆÑÎß àÕÑÅÑ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÑÆÑÎÉËÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß k�r�.
°ÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Vgr.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2) ÏÑÉÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÕÂÍÉÇ ÍÂÍ ÖÔÎÑÄËÇ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ
ÚÂÔÕÑÕÖ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ (ÔÄÑÃÑÆÐÞØ) ÄÑÎÐ o�r; k�, ÒÓË àÕÑÏ

qo
qki
� ÿ qD

qki

�
qD
qo

�ÿ1
: �4�

±ÓË ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË k�r� ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ qD=qk ËÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

dki
ds
� ÿ qD

qxi

���� qDqk
����ÿ1 ;

dxi
ds
� qD

qki

���� qDqk
����ÿ1 ;

8>>><>>>: �5�

ÅÆÇ s ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË.

¦ÔÎË ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ ÖÍÂÊÂÐÐÑÏÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ Ô ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5) ÒÓËÐË-
ÏÂáÕ ÄËÆ ÑÃÞÚÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÎÖÚÇÄÑÌ (ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ)
ÑÒÕËÍË:

dki
dt
� qD

qxi

�
qD
qo

�ÿ1
� ÿ qo

qxi
;

dxi
dt
� ÿ qD

qki

�
qD
qo

�ÿ1
� qo

qki
:

8>>><>>>: �6�

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ ÐÂÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ 1=�kL� ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÐÂÌÕË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß k�r� Ë
ÒÑÎâÓËÊÂÙËá àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÖá
ÄÇÍÕÑÓÑÏ e, ÐÑ ÑÔÕÂÄÎâáÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ E ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ.
°ÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ¥Îâ ËØ
ÒÑÎÖÚÇÐËâ Ä ÄÇÎËÚËÐÂØ ai j�r; k� Ä (1) ÒÓÑËÊÄÇÆÇÏ ÊÂÏÇÐÖ
k! kÿ iH. °ÒÇÓÂÕÑÓ H ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓËÏÇÐâÕß Í ÏÇÆÎÇÐÐÑ
ËÊÏÇÐâáÜËÏÔâ ÄÇÎËÚËÐÂÏ k, e, E. £ ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ
1=�kL� ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [11, 12]

ai j dE 0j � ifi ; �7�
ÅÆÇ dE 0i ì ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÓÇÛÇÐËâÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÖÎÇÄÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ (1),

fi � qaik
qkj

ek
qE
qxj
�
�
qaik
qkj

�
qek
qxj
� qek

qkl

qkl
qxj

�
�

� 1

2

q2aik
qkj qkl

qkl
qxj

ek

�
E :

³ËÔÕÇÏÂ (7) ÓÂÊÓÇÛËÏÂ, ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ

eTi fi � 0 ; �8�
ÅÆÇ eTi ì ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ, ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐÐÑÌ Í (1),

eTi ai j � 0 :

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÕÇÐÊÑÓ ai j�r; k� âÄÎâÇÕÔâ àÓÏËÕÑÄÞÏ: ai j�r; k� �
� a �j i�r; k�. ´ÑÅÆÂ eTi � e�i .

¯ÇÔÎÑÉÐÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓ

eTj
qaj k
qki

ek

ÒÂÓÂÎÎÇÎÇÐ ÄÇÍÕÑÓÖ qD=qki, Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ë ÅÓÖÒ-
ÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË (ÔÏ. (4)). ±ÓÑÆÑÎÉÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß E�r�
ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÎÖÚÇÌ, ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËá

dE

ds
� ÿeTi

�
qaik
qkj

�
qek
qxj
� qek

qkl

qkl
qxj

�
� 1

2

q2aik
qkj qkl

qkl
qxj

ek

�
�

�
����eTi qaik

qkj
ek

����ÿ1E ; �9�

ÍÑÕÑÓÞÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕß ÔËÔÕÇÏÖ (5).
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±ÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ Í ÄÓÇ-
ÏÇÐÐoÂ Ì, ÍÂÍ Ë ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ (5), (6), ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÑÏ ÏÐÑÉËÕÇÎâ

ÿ
���� qDqk

�����qDqo
�ÿ1

:

3. "¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ" ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÑÒÕËÍÂ

²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÒÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ËØ
ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ (ÓÇ×ÓÂÍÙËÇÌ), Â ÕÂÍÉÇ
ÆË×ÓÂÍÙËÇÌ. ±ÇÓÄÞÇ ÆÄÂ âÄÎÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÑÂÐÂÎË-
ÊËÓÑÄÂÐÞ Ä ÓÂÏÍÂØ ÑÃÞÚÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË (ÔÏ.
ÒÓÇÆÞÆÖÜËÌ ÓÂÊÆÇÎ). £ [2] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÆË×-
ÓÂÍÙËË ÏÑÉÐÑ ÄÍÎáÚËÕß Ä ÓÂÔÛËÓÇÐÐÖá ÔØÇÏÖ ÅÇÑÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË, ÑÒÇÓËÓÖáÜÇÌ Ô ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË ÊÐÂÚÇ-
ÐËâÏË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ àÄÑÎáÙËá
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÄÑÎÐ.

³ÎÇÆÖâ [2], ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÏ àÕÑÕ ÒÑÆØÑÆ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÄÑÎÐ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ Ô ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá e. ´ÂÍËÇ
ÄÑÎÐÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ

DF�
�
o
c

�2

eF � 0 : �10�

©ÆÇÔß F�x; y� ì ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÑÕÎËÚÐÂâ ÑÕ ÐÖÎâ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÂ ÄÇÍÕÑÓÂ ¤ÇÓÙÂ (z-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ).

¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ Ë àÌÍÑÐÂÎ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÞÏË: k � Re k� i Im k. ¦ÔÎË Im k 6� 0, ÕÑ Ä ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÑÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕß ÆÂÉÇ ÒÓË
ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÑÃÏÇÐÂ àÐÇÓÅËÇÌ
ÄÑÎÐ ÔÑ ÔÓÇÆÑÌ:

D � ReD� i ImD �

� ÿ�Re k�2 � �Im k�2 �
�
o
c

�2

eÿ 2iRe k Im k � 0 : �11�

¥Îâ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË k�r� ÐÖÉÐÑ, ÍÂÍ Ë Ä
ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ, ÒÓËÓÂÄÐâÕß ÐÖÎá ÅÓÂÆËÇÐÕ (11).
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÒÑÎÖÚÂÇÏÑÅÑ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

H�ReD� � ÿ2�Re kH�Re k�
�
o
c

�2

He�

� 2�Im kH� Im k � 0 : �12�

¥ÂÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ
ÚÂÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÇÐâÇÕÔâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ËÊ-ÊÂ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ (ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ), ÒÓÑâÄÎâá-
ÜÇÌÔâ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÓÇ×ÓÂÍÙËË ÄÑÎÐ, ÐÑ ÕÂÍÉÇ Ë ËÊ-ÊÂ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÂÏËØ ÄÑÎÐ (ÕÓÇÕßÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ). ±ÑÔÎÇÆ-
ÐËÌ à××ÇÍÕ ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÚËÕÂÕß ÒÓÑâÄÎÇÐËÇÏ ÆË×ÓÂÍÙËË.

³ÑÒÑÔÕÂÄËÏ àÕË ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÂÐÂÎËÊÂ
ÕÑÅÑ ÉÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ. ¥Îâ ÄÞÄÑÆÂ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä (10)
ÒÑÎÑÉËÏ

F�r� � exp �iky�F�x; y� ;

ÅÆÇ k � �o=c�e, F�x; y� ì ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜÂâÔâ "ÑÅË-
ÃÂáÜÂâ". ±ÓË àÕÑÏ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË F ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

(ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÇ)

qF
qy
ÿ i

2k

q2F
qx 2
� 0 :

ªÊÄÇÔÕÐÑ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ àÄÑÎáÙËá ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÐÂ "ÐÂÚÂÎßÐÑÌ" ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË y � 0 ËÏÇÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ

F�x; y� � 1

�yÿ ia�1=2
exp

�
ikx 2

2�yÿ ia�
�
: �13�

£ÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ àÕÑÏÖ ÓÇÛÇÐËá,
ÆÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

k � k

�
x�y� ia�
y 2 � a 2

; 0; 1ÿ x 2�y 2 ÿ a 2 � 2iay�
2�y 2 � a 2�2

�
: �14�

°ÐÑ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË y � 0 ÄÇÍÕÑÓ Re k
ÒÂÓÂÎÎÇÎÇÐ ÑÔË 0Y ÄÑ ÄÔÇÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÔÇÚÇÐËË ÒÖÚÍÂ.
°ÆÐÂÍÑ ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ÅÂÖÔÔÑÄÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË
q�Im k�2=qx > 0, ÑÐ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (13), (14) ÓÂÊÄÑÓÂÚË-
ÄÂÇÕÔâ ÄÇÇÓÑÏ ÐÂÓÖÉÖ ÑÕ ÑÔË, ÚÕÑ Ë ÄÇÆÇÕ Í ÓÂÔÛËÓÇÐËá
ÒÖÚÍÂ. ±ÓË y4 a Ä ÔÇÍÕÑÓÇ x=y4 1=

�����
ak
p

, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ Ä
ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐ ÒÖÚÑÍ, ÑÐ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÒÓÇ-
ÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÓÂÆËÂÎßÐÑ ÓÂÔØÑÆâÜËÌÔâ.

®ÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÒÖÚÑÍ, ÑÕÎËÚÐÞÌ ÑÕ
ÅÂÖÔÔÑÄÂ, Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÒÑÎÐâ-
ÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ q�Im k�2=qx < 0. £ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÖÚÑÍ
ÃÖÆÇÕ ÐÇ ÓÂÔØÑÆËÕßÔâ, Â ÔØÑÆËÕßÔâ. ¦ÔÎË Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÔÒÂÆÂÇÕ ÒÑ ÒÓÑÔÕÑÏÖ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ Im k � const, ÕÑ àÕÑÕ ÊÂÍÑÐ ÃÖÆÇÕ
ÑÔÕÂÄÂÕßÔâ ÐÇËÊÏÇÐÐÞÏ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, àÄÑÎáÙËâ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÄÑÎÐ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÆÑÄÑÎßÐÑ ÔÎÑÉÐÑÌ Ë ÐÇ
ÔÄÑÆËÕÔâ ÒÓÑÔÕÑ Í ÔÅÎÂÉËÄÂÐËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ.

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÄÑÎÐ �Im k 6� 0� Ä
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÊÂÆÂÚÂ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ô "ÐÂÚÂÎßÐÑÌ" ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S ÐÂ ÄÔá ÆÑÔÕÖÒ-
ÐÖá ÑÃÎÂÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÊÂÆÂÚË, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ. ±ÑÎÂÅÂâ Ä (3) Im k 6� 0 Ë ÓÂÊÆÇÎââ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÖá Ë
ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕË, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

q
qxi

ReD� q
qxj

Re ki
q
qkj

ReDÿ q
qxj

Im ki
q
qkj

ImD � 0 ;

q
qxi

ImD� q
qxj

Im ki
q
qkj

ReD� q
qxj

Re ki
q
qkj

ImD � 0 :

8>>><>>>:
�15�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ HReD Ë H ImD, ÄÑÑÃÜÇ
ÅÑÄÑÓâ, ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, ÕÑ ÆÎâ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
k�r� Ô "ÐÂÚÂÎßÐÑÌ" ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÑÃÜÖá ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ, ÑÒËÔÂÐÐÖá Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ.
°ÕÏÇÕËÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ, ØÑÕâ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÒÑÐâÕËâ ÅÓÖÒÒÑ-
ÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÄÑÎÐ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ,
ÇÅÑ ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖáÕ, ÇÔÎË jRe kj4 jIm kj. ±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇ-
ÐËË àÕÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ, ÓÂÊÎÂÅÂâ D�k� ÒÑ Im k ÆÑ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ ÄÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

D�k� � D�Re k� ÿ 1

2
Im ki Im kj

q2D
qRe ki qRe kj

�

� i Im ki
qD

qRe ki
� 0 : �16�
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ªÊ ÖÔÎÑÄËâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÖÎá ÏÐËÏÑÌ ÚÂÔÕË (16)
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÎÂÃÑ ÐÇÑÆ-
ÐÑÓÑÆÐÑÌ ÄÑÎÐÞ �jRe kj4 jIm kj� ÃÎËÊÍÑ Í ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá,
Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÂ ÇÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ [5]. £ ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ
ÔÓÇÆÂØ Vgr k k Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÎËÐËË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ×ÂÊÞ Ë
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÆÑÎÉÐÞ ÒÇÓÇÔÇÍÂÕßÔâ ÒÑÆ ÖÅÎÑÏ, ÃÎËÊÍËÏ Í
ÒÓâÏÑÏÖ. £ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÎÐ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ, àÕË ÎËÐËË ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ ÒÓË
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ Im k (ÔÏ. (11)).

®Þ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ. ¥Îâ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÂÏÒÎËÕÖÆ-
ÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ E�r� ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
(9) Ô ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË k, e Ë E.

£ (15), ÍÂÍ Ë Ä (5), ÄÇÎËÚËÐÂDÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÏÇÐÇÐÂ ÐÂ
ÚÂÔÕÑÕÖ o, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÖá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (2) (ÔÏ. ÒÓËÏÇ-
ÚÂÐËÇ Ä ÍÑÐÙÇ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ).

4. °ÃÑÃÜÇÐÐÂâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÑÒÕËÍÂ
ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ

¿ÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÚÂÔÕÑ ÄÄÑÆâÕÔâ Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÞÇ ÖÔÕÓÑÌÔÕÄÂ Ä ÄËÆÇ ÖÊÍËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ. ±ÓË
ÂÐÂÎËÊÇ ÕÂÍËØ ÒÖÚÍÑÄ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ àÌÍÑÐÂÎ ÖÆÑÃÐÑ
ÓÂÊÎÑÉËÕß Ä ÓâÆ ÒÑ ÑÕÍÎÑÐÇÐËá ÑÕ ÑÔË ÒÖÚÍÂ:

c�r� � c�s� � ki�s�xi �
1

2
Ki j�s�xixj : �17�

©ÆÇÔß

xj �
ÿ
xi ÿ xi�s�

��di j ÿ lilj� ; l � qD=qk
jqD=qkj

ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ Í ÑÔË ÒÖÚÍÂ, s ì
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÄÆÑÎß ÑÔË. °Ôß ÒÖÚÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ
ÎÖÚÇÄÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÏÂÍÔËÏÖÏÖ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË.

£ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË Ë ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÏÑÅÖÕ ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂÕß, ÒÑàÕÑÏÖ Ä
ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (17) ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ, ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÑ xi.
²ÇÂÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÄÇÎËÚËÐ Ki j ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÍÓËÄËÊÐÖ
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÒÖÚÍÂ, Ô ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄâÊÂÐÂ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÇÅÑ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ, ÏÐËÏÂâ ì ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÔÇÚÇÐËË. £ÑÎÐÑÄÞÇ ÒÖÚÍË Ô
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÏ (17),
ÐÂÊÞÄÂáÕ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏË ËÎË ÅÂÖÔÔÑÄÑÒÑÆÑÃÐÞÏË. ±ÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕß ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ
ÑÃâÊÂÐÂ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÄÐÇ ÑÔË Im ki � xj Im Ki j 6� 0.

©ÂÆÂÚÂ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ô ÐÂ-
ÚÂÎßÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S, ÑÃÔÖÉÆÂÄÛÂâÔâ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ
ÓÂÊÆÇÎÂØ, ÕÓÇÃÖÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕË ÎÖÚÇÄÞØ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÕß ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÖ ÑÔÇÄÖá ÎÖÚÇÄÖá ÕÓÂÇÍÕÑÓËá, Â
ÕÂÍÉÇ àÄÑÎáÙËá ÄÆÑÎß ÐÇÇ ÄÇÎËÚËÐ Ki j. ©ÐÂÐËâ ÒÑÔÎÇÆÐËØ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÎÖÚÇÄÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÒÓÑØÑÆâ-
ÜËØ ÄÃÎËÊË ÑÔË ÒÖÚÍÂ. ²ÂÔÛËÓÇÐËÇ ÔØÇÏÞ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË Ô ÄÍÎáÚÇÐËÇÏ Ä ÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐ
Ki j ÃÞÎÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐÑ Ä [4].

£ÇÎËÚËÐÞ Ki j ËÏÇáÕ ÔÏÞÔÎ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂ ÑÔË ÒÖÚÍÂ:

Ki j � qki
qxj

����
x� 0

:

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÐËØ ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÒÓËÓÂÄÐËÄÂâ ÐÖÎá ÒÑÎÐÖá
ÄÕÑÓÖá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-

ÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ�
qD
qkk

q
qxk

�
Ki j � ÿ q2D

qxi qxj
ÿ Kik

q2D
qxj qkk

ÿ

ÿ Kjk
q2D

qxi qkk
ÿ KikKjl

q2D
qkk qkl

:

¥ÂÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÑÌ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÎÖÚÇÌ Ë ÆÑÒÑÎÐËÕß
ËÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5)

d

ds
Ki j � ÿ

���� qDqk
����ÿ1� q2D

qxi qxj
� Kik

q2D
qxj qkk

�

� Kjk
q2D

qxi qkk
� KikKjl

q2D
qkk qkl

�
: �18�

©ÆÇÔß ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ D ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂáÕÔâ ÐÂ ÑÔË
ÒÖÚÍÂ Ë ÒÑàÕÑÏÖ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÄÇÎËÚËÐ Ki j âÄÎâáÕÔâ
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏË. ´ÂÍ ÍÂÍ ÐÂ ÎÖÚÇÄÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâØ
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÍÂÍ ÄÇÎËÚËÐÂ D, ÕÂÍ Ë ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ
dD=dxi, ÕÑ ÆÑÏÐÑÉÂâ (18) ÐÂ ÏÐÑÉËÕÇÎß

ÿ
���� qDqk

�����qDqo
�ÿ1

;

Ä àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ Í ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì. ±ÓË àÕÑÏ ÄÇÎËÚËÐÂ S Ä (18)
ÊÂÏÇÐËÕÔâ ÐÂ ÚÂÔÕÑÕÖ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÄÏÇÔÕÇ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÑÃÞÚÐÑÌ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË (5) ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÔËÔÕÇÏÖ, ÒÑÎÐÑÔÕßá
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá àÄÑÎáÙËá ÅÂÖÔÔÑÄÞØ
ÒÖÚÍÑÄ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ
Ä [11], ÅÆÇ Ô ÇÅÑ ÒÑÏÑÜßá ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÎÂÔß àÄÑÎáÙËâ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÄÇÎËÚËÐÞ Ki j
ÔÚËÕÂÎËÔß ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏË. ±ÓË àÕÑÏ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË
Ô ÒÑÏÑÜßá (18) ÏÑÉÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß âÄÎÇÐËâ ×ÑÍÖÔË-
ÓÑÄÍË-ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ. £ [4] ÃÞÎÑ
ÊÂÏÇÚÇÐÑ, ÚÕÑ Ä ÔËÎÖ ÔÒÇÙË×ËÍË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕË ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ ËØ àÄÑÎáÙËâ ÕÂÍÉÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(18), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÄÇÎËÚËÐÞ Ki j ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÚËÕÂÕß ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÞÏË.

µÕÑÚÐËÏ: ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË âÄÎâáÕÔâ ÎËÛß ÕÇ ËÊ ÔÑÄÑ-
ÍÖÒÐÑÔÕË ÄÇÎËÚËÐ Ki j, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÒÑÒÇÓÇÚÐÖá
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÖÚÍÂ. £ ÕÑ ÉÇ
ÄÓÇÏâ ÄÇÎËÚËÐÞ

dki
ds
� lj

dki
dxj

;

ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂ ÑÔË
ÒÖÚÍÂ, ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÆÑÎÉÐÞ
ÃÞÕß ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÏË. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÐÇ ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ÄÔÇ ÄÇÎËÚËÐÞ
Ki j. °ÆÐÂÍÑ ËÊ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ

d

ds

�
dki
ds

�

ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

d2ki
ds 2
� ÿ

���� dDdk
����ÿ1�L̂ qD

qxi
� dki

ds
L̂

���� qDqk
����� ; �19�
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ÅÆÇ

L̂ � q
qs
� dki

ds

q
qki

:

ªÊ (19) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÞ dki=ds ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ
ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß, Ë ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ ÎÖÚÇÄÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË dki=ds � 0, ÕÑ ÆÂÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ Ë Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ.

¡ÏÒÎËÕÖÆÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÑÔË ÅÂÖÔÔÑÄÂ
ÒÖÚÍÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÂ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÂ
ÒÑÕÑÍÂ àÐÇÓÅËË Ä ÒÖÚÍÇ

VgrW � const ;

ÅÆÇ

W �
�
dS? w

(ËÐÕÇÅÓÂÎ ÃÇÓÇÕÔâ ÒÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÒÖÚÍÂ),

w � 1

8p
eie
�
j

q
qo

oei jjE j2

ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË. ±ÓÑÔÕÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÆÂáÕ

W � 1

16p
eie
�
j

q
qo

oei jjE j2 1

�K11K22 ÿ K 2
12�1=2

;

ÅÆÇ K11 � h1ih1j Im Ki j, K12 � h1ih2 j Im Ki j, K22 � h2ih2j Im Ki j,
ÄÇÍÕÑÓÞ h1, h2 ÄÏÇÔÕÇ Ô ÄÇÍÕÑÓÑÏ l ÑÃÓÂÊÖáÕ ÑÓÕÑÐÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐÐÖá ÕÓÑÌÍÖ.

¤ÂÖÔÔÑÄ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÒÖÚÑÍ ì ÖÆÑÃÐÞÌ ÑÃÝÇÍÕ ÆÎâ
ÂÐÂÎËÊÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ¤ÂÖÔ-
ÔÑÄÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÒÓÑÔÕÇÌÛËÏ (ÐÂËÃÑÎÇÇ ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏ) ÓÇÛÇÐËÇÏ
ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, (13)).

£ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ
ÔÓÇÆÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÆÑÄÑÎßÐÑ ÕÓÖÆÑÇÏÍËÏ. £ ÓÂÃÑÕÇ [7] ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ
ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÅÑ ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂâ (18).
¤ÂÖÔÔÑÄ ÒÖÚÑÍ Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÒÑÆ-
ÓÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÔâ Ä [13]. ¦ÜÇ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÌ ÔÎÖÚÂÌ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÑÃÔÖÉÆÂÎÔâ Ä ÒÓÇÆÞÆÖ-
ÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ. ¤ÂÖÔÔÑÄ ÒÖÚÑÍ Ä ÕÂÍÑÌ ÔÓÇÆÇ ØÂÓÂÍÕÇÓË-

ÊÖÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ

Kxx � k

yÿ ia
; k � o

c

��
e
p

(ÔÏ. (13)).
¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÆÂÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-

ÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá (18). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ
ÔÎÖÚÂÇD � ÿk2x ÿ k2y � k2 Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (18) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

dKxx
dy
� ÿ K 2

xx

k
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÒÑÆØÑÆÞ Í
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá àÄÑÎáÙËË ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ àÍÄËÄÂ-
ÎÇÐÕÐÞ.

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

±ÓÑÄÇÆÇÐÐÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ, ÒÑÎÖÚÂÇÏÑÇ ÍÂÍ ÖÔÎÑÄËÇ ÓÂÊÓÇÛËÏÑÔÕË
ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ÔÑÆÇÓÉËÕ ÄÔá ËÐ×ÑÓÏÂ-
ÙËá Ñ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÍÑÓÑÕÍËØ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ. ¿ÕÂ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÊÄÎÇÚÇÐÂ
Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ ¤°. °ÃÑÃÜÇÐËÇ ¤° ÐÂ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÄÑÎÐÑ-
ÄÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÚÇÔÕß âÄÎÇÐËÇ ÆË×ÓÂÍÙËË.

²ÂÃÑÕÂ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ÅÓÂÐÕÑÏ ÒÑÆÆÇÓÉÍË ÄÇÆÖÜËØ
ÐÂÖÚÐÞØ ÛÍÑÎ 2024.2003.2.
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