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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÒÎÑÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ 1 âÄÎÇÐËÇ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ØÑÓÑÛÑ
ËÊÖÚÇÐÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÑÒËÔÂÐÑ Ä ÑÃÊÑÓÂØ Ë
ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâØ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÐËÅË [1, 2] Ë ÑÃÊÑÓÞ [3,
4]). ±ÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ËÐÇÓ-
ÙËÑÐÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ: ËÊÎÖÚÇ-
ÐËÇ, ËÔÒÖÔÍÂÇÏÑÇ ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÇÌ, ÖÐÑÔËÕ ËÏÒÖÎßÔ,
ÕÑÓÏÑÊâ ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÚÂÔÕËÙÖ. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÔËÎÂ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÂÍÙËÇÌ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ¬ÑÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÂâ 4-ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÊÂÓâÆÑÏ e Ë
4-ÔÍÑÓÑÔÕßá u m Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ¥ËÓÂÍÂ ëÑÓÇÐÙÂ
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n ì ÔËÏÄÑÎ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ. ¿ÕÂ ÔËÎÂ, ÒÑÆÓÑÃÐÑ

ËÊÖÚÇÐÐÂâ ÍÂÍ Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ, ÕÂÍ Ë Ä ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕ-
ÔÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕâØ [1, 2], ÏÑÉÇÕ ÄÞÊÞÄÂÕß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ
à××ÇÍÕÞ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÇÔÎË ÊÂÓâÉÇÐÐÂâ ÚÂÔÕËÙÂ ÆÄËÉÇÕÔâ

Ä àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÕÑ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÊÂÍÑÐ ÇÇ ÆÄËÉÇÐËâ. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÕÑÏÖ, ÚÕÑ àÐÇÓÅËâ ÚÂÔÕËÙÞ ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÎÇÕÂ ÑÃÎÂÔÕË,
ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ, ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÒÓÇ-
ÄÞÔËÕß ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÒÑÓÑÅÑÄÖá ÄÇÎËÚËÐÖ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÖá
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ [2, c. 272].

°ÕÏÇÕËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÔËÎÞ ¥ËÓÂÍÂ ë
ÑÓÇÐÙÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË (1). £Ñ-ÒÇÓ-
ÄÞØ, ÑÐÂ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÑÕ ÖÔÍÑÓÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙÞ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÆÎâ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ, ÓÂÄÐÑ-
ÏÇÓÐÑ ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ËÎË ÓÂÄÐÑÖÔÍÑÓÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ. £Ñ-
ÄÕÑÓÞØ, ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (1) âÄÎâÇÕÔâ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÌ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ
Ë ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

£ ÑÃÜÇÌ ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ÑÒËÔÂÐËÇ à××ÇÍÕÂ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔËÎßÐÑ ÖÔÎÑÉÐâÇÕÔâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÓÂÏÍÂØ
àÕÑÌ ÕÇÑÓËË ÎáÃÑÌ ÄËÆ àÐÇÓÅËË "ÕâÅÑÕÇÇÕ", Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë
ÒÑÎâ. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÒÑÎÖÚÇÐËâ Ä âÄÐÑÏ
ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÓÑËÊ-
ÄÑÎßÐÑÏ ÄÐÇÛÐÇÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÄÞÚËÔÎâÕß ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ÑÍÂÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË
¤ÓËÐÂ ÒÑÎÇÌ Ä ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ [5] ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ
ÍÓÑÏÇ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞØ ÚÎÇÐÑÄ, ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ ÄÐÇÛ-
ÐÇÅÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ. £ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË Ô
ÚÇÕÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá ÏÇÐâÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÔËÐÅÖ-
ÎâÓÐÑÔÕÇÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ì ÍÓÑÏÇ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÒÑÎáÔ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕË ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÂâ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß. £
ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÇÕÇ àÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÂÓÖÛÇÐËá ÒÓËÐÙËÒÂ
¤áÌÅÇÐÔÂ Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÒÎÑÔÍÂâ ËÎË Ô×ÇÓËÚÇÔÍÂâ
ÔÄÇÕÑÄÂâ ÄÑÎÐÂ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐââÔß Ä ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË, ÕÇÓâÇÕ ÔÄÑá ×ÑÓÏÖ, ÒÓËÑÃÓÇÕÂâ "ØÄÑ-
ÔÕÞ" [6]. ³ÄÑÃÑÆÐÂâ ÚÂÔÕËÙÂ ÍÂÍ ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÑÃÝÇÍÕ
ÔÕÓÇÏËÕÔâ, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓËÐÙËÒÑÏ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ-
ÔÕË, ÆÄËÅÂÕßÔâ ÒÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ ÎËÐËË. ³ÄâÊÂÐÐÑÇ Ô
ÚÂÔÕËÙÇÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÎÑÍÂÎß-
ÐÞÏ, ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÎÖÉËÕ ÔÓÇÆÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ, ÒÓËÄÑÆâ-
ÜÇÌ Í ÓÂÔÔÇâÐËá. ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ ÍÓÑÏÇ ÔËÎÞ ÔÂÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ¥ËÓÂÍÂ ëÑÓÇÐÙÂ (1) ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎß-
ÐÂâ, ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑ-ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÔÄâÊÂÐÂ ÍÂÍ Ô àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ, ÕÂÍ Ë ÅÓÂÄËÕÂ-
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ÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÎâÏË ÚÂÔÕËÙÞ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ
ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÕÂÍÉÇ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÓÇÂÍÙËá. £ÒÇÓÄÞÇ ÂÐÂÎËÊ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÎâ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ ÃÞÎ
ÒÓÑÄÇÆÇÐ Ä ÓÂÃÑÕÇ ¥Ç£ËÕÕÂ Ë ¢ÓÇÏÂ [6]; ÄÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË
àÕÑÕ ÂÐÂÎËÊ ÃÞÎ ÆÑÒÑÎÐÇÐ ·ÑÃÃÔÑÏ [7, 8]. ±ÑÎÖÚÇÐÑ
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÖÚÇÕÑÏ ÔËÎÞ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ:
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±ÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (2) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÖá ÔËÎÖ ÑÓÇÐÙÂ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÖá ÔÑ ÔÕÑ-
ÓÑÐÞ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ Fext. £ÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑ-ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔËÎÞ
¥ËÓÂÍÂ ëÑÓÇÐÙÂ (1). ´ÓÇÕËÌ ÚÎÇÐ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ·ÑÃÃ-
ÔÑÏ [7, 8], ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÏÂÕÇÓËË-àÐÇÓÅËË. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ, ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÔÇÌ ÒÓÇÆÞÔÕÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ ÊÂÓâÆÂ.
±ÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÓÂÔÔÇâÐËÇÏ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÎÇÏ
(ÐÂ ÍÓËÄËÊÐÇ) Ë, ÍÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÇÅÑ ÒÑâÄÎÇÐËÇ Ä
ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÇÕÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÂÓÖÛÇÐËá ÒÓËÐÙËÒÂ ¤áÌ-
ÅÇÐÔÂ. ±ÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ f m� ab 0 , ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä ÑÃÜÇÏ ÄËÆÇ, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÓËÄËÊÐÞ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ, ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ ÄËÆÐÑ
ÐËÉÇ, ×ÖÐÍÙËâ f m� ab 0 ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÕÑÉÆÇÔÕÄÖ um f

m
� ab 0 � 0,

ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2) ÆÎâ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÑØÓÂÐâÇÕ
ÖÔÎÑÄËÇ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÖÔÍÑÓÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙÞ.

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß ÍÑÓÇÐÐÞÇ ÑÕÎËÚËâ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑ-ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (2) ÑÕ ÔËÎÞ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ¥ËÓÂÍÂ ëÑÓÇÐÙÂ (1). £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑ-ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÚÂÔÕß Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (2) Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÎÑÍÂÎßÐÑÇ, ÐÑ Ë ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ, ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ ÄÔÇÌ ÒÓÇÆÞÔÕÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ
ÊÂÓâÆÂ. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑ-ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐ-
ÐÂâ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÊÂÄËÔËÕ ÍÂÍ ÑÕ ÎÑÍÂÎßÐÞØ, ÕÂÍ Ë
ÅÎÑÃÂÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ,
ÑÐÂ ÊÂÄËÔËÕ ÐÇ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÑÕ ÖÔÍÑÓÇÐËâ, Â ÑÕ
ÔÍÑÓÑÔÕË Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÕÎËÚÐÑÌ ÑÕ
ÐÖÎâ ÆÂÉÇ ÆÎâ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÚÂÔÕËÙÞ.

°ÕÏÇÕËÏ ÍÓÂÕÍÑ ÅÎÂÄÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÞÄÑÆÂ ×ÑÓÏÖÎÞ
(2), ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÏÇÕÑÆÇ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ ÒÓÇÆÎÑ-
ÉÇÐÐÑÏ ¥ËÓÂÍÑÏ [9] ÆÎâ ÄÞÄÑÆÂ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä
ÒÎÑÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ. ªÔØÑÆ-
ÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÃÂÎÂÐÔÂ àÐÇÓÅËË
ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕËÙÇÌ Ë ÒÑÎÇÏ, ÒÓËÐËÏÂáÜÇÇ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ
ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ ÐÇÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ ÄËÆ ÍÑÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÔÖÏÏÂÓÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-
ËÏÒÖÎßÔÂ ÚÂÔÕËÙÞ Ë ÒÑÎâ

T mn
;n � 0 ; �3a�

ÅÆÇ ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ Tmn � Tmn
mech � T mn

el ËÏÇÇÕ ÆÄÇ
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ: ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÖá

T mn
mech�x� � m0

�
g m
� a
ÿ
x; x�s�� gn� bÿx; x�s���

� u a�s�u b�s�d �4�ÿxÿ x�s�� ds�������ÿgp �3b�

Ë àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÖá

T mn
el �x� �

1

4p

�
F maF n

a ÿ
1

4
g mnF abFab

�
: �3w�

©ÆÇÔß g m
� a 0 �x; x 0� ì ÃËÄÇÍÕÑÓ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ

ÄÆÑÎß ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ, ÔÑÇÆËÐâáÜÇÌ ÕÑÚÍË x 0 Ë x.
©ÂÕÇÏ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ ÒÑ ÏËÓÑÄÑÌ

ÕÓÖÃÍÇ ÓÂÆËÖÔÑÏ e Ë ÆÎËÐÑÌ ds, ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÏËÓÑÄÖá
ÎËÐËá ÚÂÔÕËÙÞ, Â Ä ÍÑÐÙÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÓÂÆËÖÔ ÕÓÖÃÍË
ÖÔÕÓÇÏÎâáÕ Í ÐÖÎá. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÎÇÄÂâ ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(3Â) âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓÑÏ Ä ÕÑÚÍÇ x, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÐÂÚÂÎÇ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÒÇÓÇÐÇÔÕË àÕÑÕ ÄÇÍÕÑÓ Ä ÕÑÚÍÖ, ÎÇÉÂÜÖá ÐÂ
ÏËÓÑÄÑÌ ÎËÐËË ÚÂÔÕËÙÞ ÄÐÖÕÓË ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ds, Ë ÊÂÕÇÏ ÖÉÇ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÕß ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÃËÔÍÂÎâÓ. ¿ÕÂ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÄËÉÇÐËâ:

m0
Du m

ds
ds � ÿ lim

e! 0

�
g m �

a 0 �x; x 0�T a 0b 0 dSb 0 : �4�

ÇÄÂâ ÚÂÔÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (4) ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ
ÚÂÔÕßá ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË ËÏÒÖÎßÔÂ (3Ã), ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä
ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÄÍÎÂÆ ÆÂÇÕ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâá-
ÜÂâ (3Ä).

±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ e Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË
(4) ÓÂÔØÑÆËÕÔâ ÍÂÍ 1=e. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ àÕÑÅÑ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË, àÕÖ
ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß ÏÑÉÐÑ ËÔÍÎáÚËÕß, ÑÒÓÇÆÇÎËÄ "ÐÂÃÎá-
ÆÂÇÏÖá" ÏÂÔÔÖ m ÚÂÔÕËÙÞ ÍÂÍ

m � m0 � lim
e! 0

e2

2e
: �5�

³ÕÓÇÏâÜËÌÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÍÎÂÆ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ ÄÍÎÂÆ ÑÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÚÂÔÕËÙÞ. ³ÎÇÆÖáÜËÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ, ÍÑÐÇÚÐÞÇ Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ e! 0, ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá (2), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
×ÖÐÍÙËâ

fmna 0 � vma 0;n ÿ vna 0; m �6�
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÃËÄÇÍÕÑÓ vmn 0 , ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ×ÇÌÐÏÂ-
ÐÑÄÔÍÑÌ ÄÇÍÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÓËÐÂ Ä ×ÑÓÏÇ ¡ÆÂÏÂÓÂ

GF
mn 0 �x; x 0� �

1

�2p�2
�

D1=2

s� i0
gmn 0 � vmn 0 ln �s� i0� � wmn 0

�
:

�7�
©ÆÇÔß s�x; x 0� � s 2=2, sì ËÐÕÇÓÄÂÎ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË x Ë x 0

ÄÆÑÎß ÍÓÂÕÚÂÌÛÇÌ ËÊ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ, ËØ ÔÑÇÆËÐâáÜËØ;
gmn 0 ì ÃËÄÇÍÕÑÓ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÄÆÑÎß àÕÑÌ
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ;

D�x; x 0� � det
ÿ
s; mn 0 �x; x 0�

�
det
ÿ
gmn 0 �x; x 0�

�
ì ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎß £ÂÐ ¶ÎÇÍÂ ë®ÑÓÓÇÕÂ. £ÇÎËÚËÐÞ vmn 0 Ë
wmn 0 ÐÇ ËÏÇáÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ, ÍÑÅÆÂ
s! 0. ®ÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÄÞÓÂÊËÕß ÄÇÎËÚËÐÖ fmna 0 ÐÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÚÇÓÇÊ ÄÇÍÕÑÓÐÖá ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜÖá ×ÖÐÍÙËá
¤ÓËÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

fmna 0 � 4p�G ret
na 0; m ÿ G ret

ma 0;n� :

´ÂÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÓÇÆÒÑÚÕËÕÇÎßÐÇÇ [10], ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (7) ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ä ×ÑÓÏÇ ¡ÆÂÏÂÓÂ
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ÍÑÓÓÇÍÕÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÎÑÍÂÎßÐÑ. ±ÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ
ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (1) ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ,
ÚÕÑ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ, ÒÑÎÖÚÂÇÏÂâ ËÊ (7) Ë
ÐÇÑÃØÑÆËÏÂâ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (4),

G ret
mn 0 �x; x 0� �

y�x; x 0�
4p

�
D1=2gmn 0d�s� ÿ vmn 0y�ÿs�

	
;

ÔÑÆÇÓÉËÕ ÍÂÍ ÎÑÍÂÎßÐÞÌ, ÕÂÍ Ë ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÄÍÎÂÆÞ.
©ÆÇÔß ×ÖÐÍÙËâ y�x; x 0� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ
ÑÐÂ ÓÂÄÐÂ ÇÆËÐËÙÇ, ÇÔÎË ÔÑÃÞÕËÇ x ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÒÓËÚËÐ-
ÐÑÏ ÃÖÆÖÜÇÏ ÔÑÃÞÕËâ x 0, Ë ÐÖÎá Ä ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ; y�x�ì ÑÃÞÚÐÂâ ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÂâ ×ÖÐÍÙËâ.

¢ÑÎÇÇ ÕÜÂÕÇÎßÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ à××ÇÍÕÂ ÔÂÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ Ä ÎÑÍÂÎßÐÑÏ ÓÇÒÇÓÇ ÃÞÎÑ ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ ·ÑÃÃÔÑÏ [7],
ÍÑÕÑÓÞÌ ÖÔÕÓÂÐËÎ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇÕÑÚÐÑÔÕË ÓÂÃÑÕÞ [6] Ë
ÒÑÎÖÚËÎ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (2) Ô ÖÚÇÕÑÏ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ,
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÖ ²ËÚÚË. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, àÕÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ
ÎÑÍÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÏÂÕÇÓËË-àÐÇÓÅËË.

°ÃÜËÇ ÊÂÍÎáÚÇÐËâ Ñ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑ-ËÐÆÖ-
ÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ë ÇÇ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÂ-
ÅÂÇÏÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÆÎâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ÒÎÑÔÍËØ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄ [8], Â ÕÂÍÉÇ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÎÂÃÑÅÑ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ
[11]. ¥Îâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ÒÎÑÔÍËØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄ ÃËÄÇÍÕÑÓ vmn 0
âÄÎâÇÕÔâ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÏ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË: vmn 0 � F; mn 0 . ±Ñ
àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ fmna 0 � 0 Ë ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÕÑÉÇ ÓÂÄÐÞÏ ÐÖÎá. °ÔÕÂÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÎÑÍÂÎßÐÂâ
ÚÂÔÕß ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ [8]. £ÞÚËÔÎÇÐËâ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÔÎÂÃÑÅÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ
ÚÂÔÕËÙ ÃÞÎË ÒÓÑÆÇÎÂÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ ¥Ç£ËÕÕÑÄ [11]. £
ÕÂÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ
(2) ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÞÏË. ±ÓËÚËÐÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ à××ÇÍÕÞ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËâ, ÒÓËÄÑÆâÜËÇ Í ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑ-
ÔÕË, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ
ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË [11]. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂ ÊÂÓâÆ ÍÓÑÏÇ
ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ¥ËÓÂÍÂ ëÑÓÇÐÙÂ (ÕÑÚÍÂ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË _v � dv=dt)

fDL � 2

3
e2�v

(ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÂâ ×ÑÓÏÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (1)) ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ, ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑ-ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÔËÎÂ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ

fG � e2
�

xÿ x 0

jxÿ x 0j4 %�x
0� d3x 0 ;

ÅÆÇ %�x 0� ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÂÕÇÓËË, ÒÑÓÑÉÆÂáÜÇÌ ÔÎÂÃÑÇ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ. ±ÑÎÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

m� _v� HU� � fDL � fG ;

ÅÆÇ

U�x� � ÿ
�
%�x 0�
jxÿ x 0j d

3x 0

âÄÎâÇÕÔâ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ÏÂÕÇÓËË.

2. ³ËÎÂ Ë àÐÇÓÅËâ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ÚÇÓÐÞØ ÆÞÓ

¥ÂÎßÐÇÌÛËÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÃÞÎË ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÏË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂÏË Ë ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ.

®ÐÑÅÑ ÓÂÃÑÕ ÒÑÔÄâÜÇÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá âÄÎÇÐËâ ÔÂÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ,

ds 2 � ÿ
�
1ÿ 2M

r

�
dt 2�

�
�
1ÿ 2M

r

�ÿ1
dr 2 � r 2�dy2 � sin2 y dj2� ; �8�

²ÂÌÔÐÇÓÂ ë¯ÑÓÆÔÕÓÇÏÂ,

ds 2 � ÿ
�
1ÿ 2M

r
�Q2

r 2

�
dt 2�

�
�
1ÿ 2M

r
�Q2

r 2

�ÿ1
dr 2 � r 2�dy2 � sin2 y dj2� ; �9�

Ë ¬ÇÓÓÂ,

ds 2 � ÿ
�
1ÿ 2Mr

S

�
dt 2 � S

D
dr 2 � S dy2ÿ

ÿ 4JMr sin2 y
S

dt dj�

� sin2 y
�
r 2 � J 2 � 2J 2Mr sin2 y

S

�
dj2 : �10�

©ÆÇÔß S � r 2 � J 2 cos2 y, D � r 2 ÿ 2Mr� J 2, Â M, Q Ë J ì
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÏÂÔÔÂ, ÊÂÓâÆ Ë ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÚÇÓÐÑÌ
ÆÞÓÞ. ¿ÎÇÏÇÐÕ ÆÎËÐÞ (8) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÖá ÏÂÔ-
ÔËÄÐÖá (ÏÂÔÔÑÌ M) ÚÇÓÐÖá ÆÞÓÖ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÄÛÖáÔâ Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÎÎÂÒÔÂ ÏÂÔÔËÄÐÑÅÑ ÕÇÎÂ; ×ÑÓÏÖÎÂ (9)
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÏÂÔÔËÄÐÖá ÊÂÓâÉÇÐÐÖá (ÊÂÓâÆÑÏ Q) ÚÇÓÐÖá
ÆÞÓÖ Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ, (10) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÏÂÔÔËÄÐÖá, ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÖá, ÄÓÂÜÂáÜÖáÔâ Ô ÖÅÎÑÄÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ J ÚÇÓÐÖá
ÆÞÓÖ. ¤ÑÓËÊÑÐÕÑÏ ÔÑÃÞÕËÌ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ (8) âÄÎâÇÕÔâ
ÓÂÆËÖÔ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ rS � 2M, ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ ²ÂÌÔÐÇÓÂ ë
¯ÑÓÆÔÕÓÇÏÂ ì ÄÇÎËÚËÐÂ rQ �M�

�������������������
M 2 ÿQ2

p
, Â ÚÇÓÐÂâ

ÆÞÓÂ ¬ÇÓÓÂ ËÏÇÇÕ ÅÑÓËÊÑÐÕ ÔÑÃÞÕËÌ rJ�M�
������������������
M 2ÿ J 2
p

.
£ àÕËØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ¥Ç£ËÕ-
ÕÂÏË [11], ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÐÇ ÒÓËÏÇÐËÏÞ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÄÔáÆÖ ÔÎÂÃÞÏ.

£ ÔÕÂÕßÇ ³ÏËÕÂ Ë µËÎÎÂ [12] ÃÞÎÂ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÂ ÔËÎÂ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÎâ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä
ÒÑÎÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ. ±ÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÑÃÔÖÉ-
ÆÂÎÔâ Ä ÓÂÃÑÕÇ £ËÎÇÐÍËÐÂ [13] ÆÎâ ÚÂÔÕËÙ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ-
ÐÞØ ÆÂÎÇÍÑ ÑÕ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÔÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ
Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (2) ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÓÂÄÐÞ
ÐÖÎá; ÚÂÔÕËÙÂ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÇÕÔâ ÑÕ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ Ä ÓÂÆËÂÎß-
ÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, Â ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÎâ ÚÂÔÕËÙÞ,
ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ Ä ÕÑÚÍÇ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ r, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

F r
em �

rSe
2

2r 3

�������������
1ÿ rS

r

r
; jFemj � rSe

2

2r 3
; �11�

ÅÆÇ rS � 2M ì ÓÂÆËÖÔ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ. ¿ÕÂ
×ÑÓÏÖÎÂ ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÍÂÍ Ä ÎÑÍÂÎßÐÑÏ, ÕÂÍ Ë ÅÎÑÃÂÎß-
ÐÑÏ ÒÑÆØÑÆÂØ.

ÑÍÂÎßÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÏÇÕÑÆÖ ¥Ç£ËÕÕÂ Ë
¢ÓÇÏÂ [6], ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÐÇÛÐÇÌ
ÔËÎÞ F m, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÌ ÆÎâ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐËâ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔËË
ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÎÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ
4-ÆËÄÇÓÅÇÐÙËË:

F m � Tmn
;n ; �12�
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ÅÆÇ ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÄÇ ÔÑÔÕÂÄÎâá-
ÜËÇ ì ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÖá (3Ã) Ë àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÖá (3Ä).
©ÂÕÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔËÎÞ (12) ËÐÕÇÅÓË-
ÓÖÇÕÔâ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÇÕÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ÐÂÃÎáÆÂ-
ÕÇÎâ ÒÑ ÛÂÓÖ ÓÂÆËÖÔÑÏ e, ÑÍÓÖÉÂáÜÇÏÖ ÚÂÔÕËÙÖ, Ë Ä
ÍÑÐÙÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÓÂÆËÖÔ Ô×ÇÓÞ ÖÔÕÓÇÏÎâáÕ Í ÐÖÎá.

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ 4-ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÎÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÚÂÔÕËÙÞ. ¥Îâ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ Ä ÕÑÚÍÇ xp ÚÂÔÕËÙÞ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÃÞÎ ÒÑÎÖÚÇÐ ¬ÑÒÔÑÐÑÏ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [14]. ¯ÖÎÇÄÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

Apart
0 �x; xp� �

e

rpr

�rÿM��rp ÿM� ÿM 2 cos w
R

;
�13�

R2 � �rÿM�2 � �rp ÿM�2ÿ
ÿ 2�rÿM��rp ÿM� cos wÿM 2 sin2 w ;

ÅÆÇ cos w � cos y cos yp � sin y sin yp cos�jÿ jp�. ¿ÕÑÕ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎ "ÐÇÒÓÂÄËÎßÐÑ" ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË:

A part
0 r!1 �

e

r

rp ÿM

rp
:

¯Â ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÑÕ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ Ë
ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÎÑÔÍËÏ Ë
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÚÂÔÕËÙÞ ÆÑÎÉÇÐ ÄÞÓÂ-
ÉÂÕßÔâ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÏ ÄËÆÇ. ±ÑÕÇÐÙËÂÎ (13) ËÏÇÇÕ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÌ ÄËÆ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÚÂÔÕËÙÂ
ÐÂØÑÆËÕÔâ ÆÂÎÇÍÑ ÑÕ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË
ÒÎÑÔÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË.

¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [15] ÃÞÎÑ
ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÑ Í ÓÇÛÇÐËá (13) ÆÑÃÂÄËÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

Ahom
0 � eM

rrp
: �14�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÖÏÏÂÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ A0 � Apart
0 � Ahom

0 ,

A0�x; xp� � e

rpr

�rÿM��rp ÿM� ÿM 2 cos w
R

� eM

rrp
; �15�

ËÏÇÇÕ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÌ ÄËÆ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË

A0

��
r!1�

e

r
; �16�

Â ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ, ÒÓË r � 2M âÄÎâÇÕÔâ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ,

A0

��
r� 2M

� e

rp
: �17�

©ÂÓâÆ, ÐÂØÑÆâÜËÌÔâ ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ, ÔÑÊÆÂÇÕ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ

A0

��
rp � 2M

� e

r
: �18�

±ÑÕÇÐÙËÂÎ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ A0, ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ Ä ÒÑÎÇ
ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ, Ä ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏ ÅÂÓ-
ÏÑÐËÍÂÏ Ë Ô ÖÚÇÕÑÏ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ (14)
ÃÞÎ ÒÑÎÖÚÇÐ ÕÂÍÉÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [16, 17].

¥Îâ ÒÑÎÐÑÕÞ ËÊÎÑÉÇÐËâ ÒÓËÄÇÆÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÆÓÖÅËØ ÚÇÓÐÞØ ÆÞÓ. ¿ÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ

ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË
ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ ²ÂÌÔÐÇÓÂ ë¯ÑÓÆÔÕÓÇÏÂ (9) ÃÞÎ ÒÑÎÖÚÇÐ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [18] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [19]):

A0�x; xp� � e

rpr

�rÿM��rp ÿM� ÿ �M 2 ÿQ2� cos w
RQ

� eM

rrp
;

R2
Q � �rÿM�2 � �rp ÿM�2 ÿ 2�rÿM��rp ÿM� cos wÿ
ÿ �M 2 ÿQ2� sin2 w : �19�

ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÕÇ
ÉÇ ÖÔÎÑÄËâ (16) ë (18), Ä ÍÑÕÑÓÞØ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÓÂÆËÖÔÂ
ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐâÕß ÄÇÎËÚËÐÖ
rQ �M�

�������������������
M 2 ÿQ2

p
.

¥Îâ ÚÂÔÕËÙÞ, ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ ÐÂ ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË ÚÇÓÐÑÌ
ÆÞÓÞ ¬ÇÓÓÂ (10), àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÑÎÖÚÇÐ
Ä ÓÂÃÑÕÇ ÇÕÇ [20]:

A0�x; xp� � e

�r 2p � J 2�S
�
�rpr� J 2 cos y��

�
�
M� �rÿM��rp ÿM� ÿ �M 2 ÿ J 2� cos y

RJ

�
�

� J 2�rÿ rp cos y� �rÿM� ÿ �rp ÿM� cos y
RJ

�
;

Aj�x; xp� � ÿ eJ

�r 2p � J 2�
�
sin2 y
S

�
�rpr� J 2 cos y��

�
�
M� �rÿM��rp ÿM� ÿ �M 2 ÿ J 2� cos y

RJ

�
�

� J 2�rÿ rp cos y� �rÿM� ÿ �rp ÿM� cos y
RJ

�
ÿ

ÿ RJ � �rÿ rp cos y� �rÿM� ÿ �rp ÿM� cos y
RJ

ÿ

ÿM�1ÿ cos y�
�
;

R2
J � �rÿM�2 � �rp ÿM�2ÿ
ÿ 2�rÿM��rp ÿM� cos yÿ �M 2 ÿ J 2� sin2 y :

¦ÔÎË ÒÑÏÇÔÕËÕß ÊÂÓâÆ ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ ÍÇÓÓÑÄÔÍÑÌ ÚÇÓÐÑÌ
ÆÞÓÞ, Õ.Ç. ÒÑÎÑÉËÕß rp � rJ �M�

������������������
M 2 ÿ J 2
p

, ÕÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ ÊÂÓâÆÂ Ä ÒÑÎÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ÄÐÇ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ ¬ÇÓÓÂ ë¯ßáÏÇÐÂ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [21]) ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÐÇÐÖÎÇÄÞÇ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÞ:

A0 � er

S
; Aj � ÿ eJr sin y

S
:

ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ A0 (15) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (12)
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÎÇ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (11). ±ÓË ÒÑÎÖÚÇÐËË
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔËÎÞ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÆÇÎÂÕß ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÖá
ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÖ ÏÂÔÔÞ ÚÂÔÕËÙÞ, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÔÔÂ

m � mbare � lim
e! 0

e2

2e
:

¢ÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ËÊ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ÚÂÔÕË ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ.

¤ÎÑÃÂÎßÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË
ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË: ÓÂÃÑÕÂ ÔËÎÞ ÒÑ ÄËÓÕÖÂÎß-
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ÐÑÏÖ ÓÂÆËÂÎßÐÑÏÖ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËá ÊÂÓâÆÂ ÓÂÄÐÂ ÔËÎÇ,
ÖÏÐÑÉÇÐÐÑÌ ÐÂ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÇ. ¿ÕÂ àÐÇÓÅËâ ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ
ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß, Ë ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÞÌ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß
ËÊÏÇÓâÇÕ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÏÂÔÔÞ dM ÔËÔÕÇÏÞ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÄÞÚËÔÎÇÐÑ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ¬ÂÓÕÇÓÂ [22] ÚÇÓÇÊ ÄÂÓËÂÙËá
ÒÎÑÜÂÆË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÅÑÓËÊÑÐÕÂ dA Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÖá
ÅÓÂÄËÕÂÙËá ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ k:

dM � k
8p

dAÿ 1

8p
d
�
G 0

0

�������ÿgp
d3x� 1

16p

�
G mndgmn

�������ÿgp
d3x ;

ÅÆÇ Gmn ì ÕÇÐÊÑÓ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ±ÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÇÆÎÇÐ-
ÐÑÏ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËË ÚÂÔÕËÙÞ àÐÇÓÅËâ ÚÇÓÇÊ ÅÑÓËÊÑÐÕ ÐÇ
ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ Ë dA � 0. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÕÑÉÇ ÓÂÄÐÑ
ÐÖÎá, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÒÓÑÃÐÖá ÚÂÔÕËÙÖ ÐÂ
×ÑÐÇ ÏÇÕÓËÍË ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÔÕÂÇÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

dM � ÿd
�
T 0
0

�������ÿgp
d3x :

°ÃÂ ÒÑÆØÑÆÂ ÆÂáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ì ÔÖÏÏÂÓ-
ÐÂâ ÔËÎÂ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÂâ ÆÎâ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐËâ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔËË
ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÎÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

F r
em �

rSm

2r 2
ÿ rSe

2

2r 3

�������������
1ÿ rS

r

r
:

°ÕÐÑÛÇÐËÇ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ) Í
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÌ ÔËÎÇ ÒÓËÕâÉÇÐËâ (ÒÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ)

d � l
r

�������������
1ÿ rS

r

r
ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË r� � �3=2�rS, ËÏÇâ
ÄÇÎËÚËÐÖ Ä ÏÂÍÔËÏÖÏÇ

d � 2

3
���
3
p l

rS
;

ÅÆÇ l � e2=m. ±ÓË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÓÂÆËÖÔÂºÄÂÓÙ-
ÛËÎßÆÂ, rS � 2l=�3 ���

3
p �, ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÍÑÏÒÇÐÔËÓÖÇÕ

ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÓËÕâÉÇÐËÇ Í ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÇ.
±ÓË ÊÂÏÇÐÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÏÂÔÔËÄÐÞÏ

ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ±ÓÑÍÂ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÎßÍÑ
ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ [13], ÑÔÕÂÄÂâÔß ÕÑÌ ÉÇ ÔÂÏÑÌ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ
(11), Ë ÚÂÔÕËÙÂ ÃÖÆÇÕ ÒÓËÕâÅËÄÂÕßÔâ Í ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÇ.
±ÓËÚËÐÂ àÕÑÅÑ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ ÚÇÓ-
ÐÑÌ ÆÞÓÞ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ
ÆÎâ 4-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ Ë
ÏÂÔÔËÄÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ [23, 24]. ´ÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (3Ä) ÔÑÆÇÓÉËÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞÇ 4-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä ÕÇÐÊÑÓÇ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ
ÏÂÔÔËÄÐÑÅÑ ÒÑÎâ ±ÓÑÍÂ

T mn
Pr �

1

4p

�
H maH n

a ÿ
1

4
g mnH abHabÿ

ÿm 2
B

�h2

�
B mB n ÿ 1

2
g mnBaB

a
��

ËÏÇáÕÔâ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ ÍÄÂÆÓÂÕÖ ÏÂÔÔÞ
ÒÑÎâ m 2

B Ë ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ 4-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ, ÃÇÊ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ. (©ÆÇÔßHmn � Bm;n ÿ Bn; m.) ªÊ àÕÑÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ,

ÚÕÑ ×ËÊËÚÇÔÍË ÑÔÏÞÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ±ÓÑÍÂ
ÆÑÎÉÐÞ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÅÓÂÐËÚÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá
B0jr� 2M � 0 ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ [13, 23, 24], ÄÑ-
ÄÕÑÓÞØ, ËÐÄÂÓËÂÐÕ BmB

m ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ÍÑÐÇÚÇÐ ÐÂ ÅÑÓË-
ÊÑÐÕÇ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ. ¹ÕÑÃÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕß àÕËÏ ÖÔÎÑ-
ÄËâÏ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÆÑÃÂÄËÕß ÒÑÆØÑÆâÜËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÏÂÔÔÞ ÒÑÎâ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ, Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÇÕÇ, ÏÇÐâáÕ ÊÐÂÍ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ.
·ÑÕâ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÞÌ ÒÓÇÆÇÎ Ä ÕÇÐÊÑÓÇ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÐÇ
ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ, àÕÑ ÐÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÅÓÂÐËÚÐÞÏ
ÖÔÎÑÄËâÏ. ±ÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÏÂÔÔÞ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ
�mB=�h�ÿ1 4M Ë ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ M5 r, rp 5 �mB=�h�ÿ1
ÐÖÎÇÄÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ B0 ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÑÎâ
±ÓÑÍÂ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ [13]:

B0 � A0 ÿ 2Me
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;

ÅÆÇ A0 ì ÐÖÎÇÄÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ (15), ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂ
ÅÑÓËÊÑÐÕÇ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá: B0jr� 2M � 0, Ë Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÕÇÑÓÇÏÑÌ ÑÃ
ÑÕÔÖÕÔÕÄËË "ÄÑÎÑÔ" ÊÂÓâÆ, ÐÂØÑÆâÜËÌÔâ ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ
ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ, ÐÇ ÔÑÊÆÂÇÕ ÒÑÎâ ÄÐÇ ÆÞÓÞ: B0jrp � 2M � 0.
¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÄÞÛÇÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ, ÆÑÃÂÄÑÚÐÑÇ Í
ÓÇÛÇÐËá ¬ÑÒÔÑÐÂ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÏÂÔÔÞ ÒÑÎâ
mB Ë Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ËÏÇÇÕ
ÆÓÖÅÑÌ ÊÐÂÍ. ¯Â ÃÑÎßÛÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÑÕ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ
ÒÑÎÇ ±ÓÑÍÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËÇÌ ÒÑÎÇÌ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ
ÊÂÓâÆÂ e Ë ÊÂÓâÆÂ e 0 � ÿ2Me=rp, ÐÂØÑÆâÜÇÅÑÔâ ÒÑÆ
ÅÑÓËÊÑÐÕÑÏ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ:
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±ÓËÚËÐÂ ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÊÎËÚËâ ÏÂÔÔËÄÐÑÅÑ Ë ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ ÍÓÑÇÕÔâ Ä ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÑÔÕË ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ. ±ÑÕÇÐÙËÂÎ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÏ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ-
ÔÕË ÕÇÑÓËË. ¯ÂÃÎáÆÂÇÏÞÏË âÄÎâáÕÔâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ Ë
ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎâ. ®ÂÔÔËÄÐÑÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ±ÓÑÍÂ ÐÇ
ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕßá, Ë ÐÂÃÎáÆÂÇ-
ÏÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ àÕÑÅÑ ÒÑÎâ. ªÔÒÑÎß-
ÊÖâ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÖá ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ, ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÆÑÃËÕßÔâ "ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ" ÒÑÄÇÆÇÐËâ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË Ë ÓÇÅÖÎâÓÐÑÔÕË ÒÎÑÕÐÑÔÕË
àÐÇÓÅËË ÒÑÎâ ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ. ´ÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË
ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË ÒÑÎâ ±ÓÑÍÂ ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇÏ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÕÇÑÓËË
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ ÐÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÏÂÔÔÞ ÒÑÎâ. ´ÂÍÑÇ ÓÂÊÎË-
ÚËÇ ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÑÓÇÏÑÌ ÑÃ ÑÕÔÖÕÔÕÄËË "ÄÑÎÑÔ" Ö
ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ. ¿ÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÔÑÊÆÂÄÂÇ-
ÏÞÌ ÚÂÔÕËÙÇÌ, ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ,
ÐÇ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, Â ËÏÇÇÕ Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÌ ÄËÆ
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Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÂÓâÆ, ÒÇÓÇÔÇÍÂâ ÅÑÓËÊÑÐÕ ÚÇÓÐÑÌ
ÆÞÓÞ, ÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÄÐÇ ÆÞÓÞ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ "ÄÑÎÑÔ". £
ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÔÔËÄÐÑÅÑ ÒÑÎâ ±ÓÑÍÂ ÔËÕÖÂÙËâ ËÐÂâ. ©ÂÓâÆ,
ÒÇÓÇÔÇÍÂâ ÅÑÓËÊÑÐÕ, ÐÇ ÑÔÕÂÄÎâÇÕ "ÄÑÎÑÔ" ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÌ
ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎâ:
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£ ÔÎÖÚÂÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÔÑ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ q
Ë Ô ÏËÐËÏÂÎßÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞÏ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÞÏ ÒÑÎÇÏ ÔËÎÂ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÎâ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÚÂÔÕËÙÞ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá [19,
25 ë 28] ÍÂÍ Ä ÒÑÎÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ, ÕÂÍ Ë Ä ÒÑÎÇ ²ÂÌÔÐÇÓÂ ë
¯ÑÓÆÔÕÓÇÏÂ. ¥Îâ ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ Ä ÒÑÎÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ [26]
ËÎË ÉÇ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ Ä ÒÑÎÇ ¬ÇÓÓÂ [29, 30] ÔÍÂÎâÓÐÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ àÕÑ ÖÉÇ ÐÇÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ. µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ
ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÄËÉÇ-
ÐËâ Ä àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ (2) [31]. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÑÎßÍÑ
ÔÆÇÎÂÕß ÊÂÏÇÐÞ e2 ! q2=2 Ë

e2u a f m: ab 0u
b 0 ! q2�g mn � u mun�G;n ;

ÅÆÇ Gì ÔÍÂÎâÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ.
³ÍÂÎâÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÌ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÊÂÓâ-

ÆÑÏ q, ÐÂØÑÆâÜËÏÔâ Ä ÕÑÚÍÇ xp, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

V part�x; xp� � ÿ q
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¯Â ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ �r4 rp�
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³ÍÂÎâÓÐÞÌ ÊÂÓâÆ, ÐÂØÑÆâÜËÌÔâ ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ ÚÇÓÐÑÌ
ÆÞÓÞ, ÐÇ ÔÑÊÆÂÇÕ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÐÇ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ:
Vpartjrp � 2M � 0, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÕÇÑÓÇÏÑÌ ÑÃ ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
"ÄÑÎÑÔ". ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÄâÊÂÐÑ ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ
ÕÑÍÂ [26]. ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÍÑâÜÇÅÑÔâ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ
ÊÂÓâÆÂ (ÔÒËÐ 0) ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÕÑÍÂ ËÏÇÇÕ ÑÆÐÖ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ q=u t � q

�����
gtt
p

, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ
t-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ (ÔÒËÐ 1)
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ eu t=u t � e, Â ÆÎâ tt-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË ÕÇÐÊÑÓÐÑÅÑ (ÓÂÐÅ 2) ÒÑÎâ ËÏÇÇÏ
m�u t�2=u t � m=

�����
gtt
p

. ©ÆÇÔß gtt âÄÎâÇÕÔâ tt-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÑÌ
ÏÇÕÓËÍË.

±ÑÕÇÐÙËÂÎ, ÐÂÄÇÆÇÐÐÞÌ ÊÂÓâÆÑÏ ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ ÚÇÓÐÑÌ
ÆÞÓÞ,
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rp ÿMÿM cos w

ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, ÍÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, Â ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÊÂÓâÆÂ. £
ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÇÕÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ (20) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÖÎÇÄÑÌ ÔËÎÇ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÎâ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ Ä ÒÑÎÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ
ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ. ¦ÔÎË ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÏËÐËÏÂÎßÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞÏ, ÕÑ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÎâ
ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÚÂÔÕËÙÞ ÖÉÇ ÐÇ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá [19, 28]. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÓÂÆËÂÎßÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÔËÎÞ

F r
sc � x

q2rS
r 3

�������������
1ÿ rS

r

r
; jFscj � x

q2rS
r 3 ;

ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ ÐÇÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ ÔÄâÊË x.
©ÐÂÚÇÐËâ x > 0 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËá ÚÂÔÕËÙÞ
ÑÕ ÆÞÓÞ.

£ ÓÂÃÑÕÂØ ±ÂÓÍÇÓÂ [32, 33] ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÃÞÎÂ
ÄÞÚËÔÎÇÐÂ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÒÂÆÂáÜÇÅÑ Ä ÒÑÎÇ ºÄÂÓÙ-
ÛËÎßÆÂ ÂÕÑÏÂ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÑÐÂ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÆÎâ
àÎÇÍÕÓÑÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÂÕÑÏÂ. °ÃÝâÔÐÇÐËÇ àÕÑÏÖ ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ. ¬ÂÍ ÃÞÎÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ ÄÞÛÇ, ÆÎâ "ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ"
ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÊÂÓâÆÂ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË Í ÓÇÛÇ-

ÐËá ¬ÑÒÔÑÐÂ Apart
0 (13) ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÆÑÃÂÄËÕß ÓÇÛÇÐËÇ

ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ahom
0 (14). ´ÑÅÆÂ ÎÑÍÂÎßÐÑÇ

ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÄÃÎËÊË ÊÂÓâÆÂ ÍÓÑÏÇ ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍÑÌ ÚÂÔÕË, ÍÑÕÑÓÖá ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ (13), ÃÖÆÇÕ
ÔÑÆÇÓÉÂÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÄËÆÂ ÿeKi Dx i,
ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÆÑÃÂÄÎÇÐÐÞÏ ÓÇÛÇ-
ÐËÇÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (14). ©ÆÇÔß Kr � 1=r 2p , Â
ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá. ¿ÕÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ
ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÊÂ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ, ÐÑ Ë ÊÂ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ Ô âÆÓÑÏ.
³ËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËÇ), ÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ ÐÂ
àÎÇÍÕÓÑÐ ÂÕÑÏÂ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ: fi � e2Ki, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ
ÔËÎÂ ÒÓËÕâÉÇÐËâ Í âÆÓÖ Ô ÊÂÓâÆÑÏ Z ÓÂÄÐÂ f 0i � ÿZe2Ki.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÖÏÏÂÓÐÂâ ÔËÎÂ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ ÐÂ ÊÂÓâÆ,
Fi � �1ÿ Z�e2Ki, ËÎË ÐÂ ÂÕÑÏ Ô Z 0 àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË, Fi �
� �Z 0 ÿ Z�e2Ki, ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÇÌÕÓÂÎß-
ÐÑÅÑ ÂÕÑÏÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä àÎÇÍÕÓÑÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÏ
ÂÕÑÏÇ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËÇ), ÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ
ÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ ÑÃÎÂÍÂ, ÍÑÏÒÇÐÔËÓÖÇÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÌ
ÔËÎÑÌ ÒÓËÕâÉÇÐËâ Í âÆÓÖ.

£ ÓÂÃÑÕÇ [33] ÕÂÍÉÇ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÆÓÖÅËÇ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ak ÕÑÉÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÃÎËÊË ÊÂÓâÆÂ
ËÏÇáÕ ÄËÆ ÿeLkj Dx j, ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Lkj ÑÃÓÂÊÖáÕ ÂÐÕË-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá ÏÂÕÓËÙÖ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏË. ¿ÕË ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ Ä ÏÇÔÕÇ
ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÊÂÓâÆÂ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ Bi �
� ÿeEi jkLkj, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÇ ÐÂ ÊÂÓâÆ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ ÔËÎÖ,
ÍÑÕÑÓÖá ÏÑÉÐÑ ÐÂÊÄÂÕß ÔËÎÑÌ ÔÂÏÑÍÓÖÚÇÐËâ (self-tor-
que), f tj � ÿ2emkLkj, ÅÆÇ mk ì ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÆËÒÑÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ àÎÇÍÕÓÑÐÂ. ±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÏ ÄÞÛÇ
ÔÎÖÚÂÇÏÏÑÉÐÑ ÊÂÍÎáÚËÕß, ÚÕÑ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÅÑ
ÂÕÑÏÂ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÍÓÖÚÇÐËâ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ ÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞÇ
ÑÃÎÂÍÂ, ÍÑÏÒÇÐÔËÓÖÇÕÔâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô
âÆÓÑÏ ÔËÎÑÌ ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÄÇÎËÚËÐÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ
ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑ ÒÂÆÂáÜËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÇÌÕ-
ÓÂÎßÐÞÌ ÂÕÑÏ ÐÇ ÆÇÌÔÕÄÖáÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÔËÎÞ ÔÂÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ. ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ Ki Ë Lkj ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
ÅÎÑÃÂÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË.

£ ÐÇÆÂÄÐËØ ÓÂÃÑÕÂØ ËÐÇ [34 ë 37] ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍË ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ Ô àÎÇÏÇÐÕÑÏ ÆÎËÐÞ

ds 2 � ÿN 2�r� dt 2 � B2�r��dr 2 � r 2 dy2 � r 2 sin2 y dj2� :
�21�

¿ÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔ-
ÕËÙÞ, ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ Ä ÕÑÚÍÇ rp Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÚÇÓÐÑÌ
ÆÞÓÞ Ô ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËÇÌ k � N 0�rh�=B�rh�,
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

U em�rp� � 1

2
e2s
�
a�rp�

�2
; s � 1

a�rh�
�
1ÿ k

a�rh�
�
; �22�

ÅÆÇ

a�r� �
�1
r

N�r�
r 2B�r� dr

âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ, ÐÂØÑÆâÜÇÅÑÔâ
ÒÑÆ ÅÑÓËÊÑÐÕÑÏ, Â rh ì ÓÂÆËÖÔ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ.
³ÖÕß ÒÑÆØÑÆÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ.¿ÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÌ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÇÌ, ÐÂØÑÆâ-
ÜÇÌÔâ ÄÐÇ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ (21), ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä
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ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ ÓÇÛÇÐËâ Ä ×ÑÓÏÇ ¡ÆÂÏÂÓÂ (Ä ÔÎÖÚÂÇ ÛÄÂÓÙ-
ÛËÎßÆÑÄÔÍÑÌ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ ì (13), Â ÆÞÓÞ ²ÂÌÔÐÇÓÂ ë
¯ÑÓÆÔÕÓÇÏÂ ì (19)) Ë ÓÇÛÇÐËâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ (ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (14) ÆÎâ ÛÄÂÓÙÛËÎßÆÑÄÔÍÑÌ ÚÇÓ-
ÐÑÌ ÆÞÓÞ). ±ÑÕÇÐÙËÂÎ âÄÎâÇÕÔâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÊÂÓâÆÂ Ë ÕÑÚÍË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ
ÒÑÎâ. ²ÇÛÇÐËÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ esa�r�a�rp�, ÅÆÇ a�r� � A0=e ì ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÌ ÇÆËÐËÚÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ, ÐÂØÑÆâÜËÏÔâ
ÒÑÆ ÅÑÓËÊÑÐÕÑÏ (ÄÐÇ ÆÞÓÞ ì àÕÑ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ). ¬Ñà××ËÙËÇÐÕ
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÔÕË s ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ ÕÇÑÓÇÏÞ ¤ÂÖÔÔÂ ì
ÒÑÕÑÍ ÒÑÎâ ÚÇÓÇÊ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß, ÑÍÓÖÉÂáÜÖá
ÊÂÓâÆ, ÓÂÄÇÐ 4pe. £ÞÚËÔÎÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÒÓË ÕÂÍÑÌ ÍÑÐ×Ë-
ÅÖÓÂÙËË Ô ÖÚÇÕÑÏ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÏÂÔÔÞ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá (22).

£ÞÚËÔÎÇÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÒÓÑÄÑÆËÎËÔß Ä ÔÄâÊË Ô
ÑÙÇÐÍÑÌ ÄÇÓØÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÞ àÐÕÓÑÒËË ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ [37 ë
40], ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ©ÂÔÎÂÄÔÍËÏ [41]. ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ
ÒÓË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËË ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÇÌ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÚÇÓÐÑÌ
ÆÞÓÞ àÐÇÓÅËâ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕÂÍÉÇ ÒÑÅÎÑÜÂÇÕÔâ ÆÞÓÑÌ,
ÚÕÑ ÆÑÎÉÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕß Í ËÊÏÇÐÇÐËá ÄÇÓØÐÇÌ ÅÓÂÐËÙÞ
àÐÕÓÑÒËË. ¢ÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂ
àÐÕÓÑÒËá ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ:

S4 2pml� pe2

k

ÿ
sa�rh� ÿ 1

�
a�rh� ; �23�

ÚÕÑ Ô ÖÚÇÕÑÏ (22) ÆÂÇÕ

S4 2p
�
mlÿ 1

2
e2
�
; �24�

ÅÆÇ m, l, e ì ÏÂÔÔÂ, ÓÂÆËÖÔ Ë ÊÂÓâÆ ÑÃÝÇÍÕÂ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ. ªÐÕÇÓÇÔÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ËÊÄÇÔÕÐÂâ ÑÙÇÐÍÂ
(24), ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÇÓØÐââ ÅÓÂÐËÙÂ àÐÕÓÑÒËË ÐÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ, âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇÏ ÃÑÎÇÇ ÅÎÖÃÑÍÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ (23), Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÇÓØÐââ
ÅÓÂÐËÙÂ ÊÂÄËÔËÕ ÍÂÍ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ, ÕÂÍ Ë ÑÕ
àÐÇÓÅËË ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ.

¿ÐÇÓÅËâ Ë ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ Ë
ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÚÂÔÕËÙ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÇÓÐÑÌ
ÆÞÓÞ ²ÂÌÔÐÇÓÂ ë¯ÑÓÆÔÕÓÇÏÂ (9) ÃÞÎË ËÊÖÚÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ
©ÇÎßÐËÍÑÄÂ Ë ¶ÓÑÎÑÄÂ [19]. ¢ÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÔËÎÂ
ËÏÇÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÓÂÆËÂÎßÐÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá, Ë ÒÑÎÖÚÇÐÞ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÔËÎ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ,

F r
em �

rSe
2

2r 3

������������������������
1ÿ rS

r
�Q2

r 2

r
; jFemj � rSe

2

2r 3
;

Ë ÔÍÂÎâÓÐÑÌ,

F r
sc �

2xq2

r 3

�������������������
M 2 ÿQ2

p ������������������������
1ÿ rS

r
�Q2

r 2

r
;

jFscj � 2xq2

r 3

�������������������
M 2 ÿQ2

p
;

ÚÂÔÕËÙ. ±ÑÎÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÚÂÔÕËÙÞ, ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ Ä ÒÑÎÇ
ÕÂÍÑÌ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ,

Eem � mem

������������������������
1ÿ rS

r
�Q2

r 2

r
� e2rS

4r 2

âÄÎâÇÕÔâ ÔÖÏÏÑÌ àÐÇÓÅËË ÒÑÍÑâ ÚÂÔÕËÙÞ Ë àÐÇÓÅËË ÔÂÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ. ¢ÇÔÍÑÐÇÚÐÂâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ

àÐÇÓÅËâ ÖÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÑÌ
ÏÂÔÔÞ:

mem � mbare � e2

2e
:

¥Îâ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ËÏÇÇÏ

Esc � msc

������������������������
1ÿ rS

r
�Q2

r 2

r
ÿ xq2

�������������������
M 2 ÿQ2

p
r 2

;

ÅÆÇ

msc � mbare ÿ q 2

2e
:

³ËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÒÑÎÇ ÄÓÂÜÂáÜÇÌÔâ ÚÇÓÐÑÌ
ÆÞÓÞ Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ ¬ÇÓÓÂ ÄÞÚËÔÎÇÐÂ ¤ÂÎßÙÑÄÞÏ Ä ÓÂÃÑ-
ÕÂØ [29, 42] ÆÎâ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ ÔÒËÐÂ 0, 1, 2, Â Ä
ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏÖ
ÒÑÎá Ë ÒÑÎÑÉÇÐËá ÚÂÔÕËÙÞ ÐÂ ÑÔË ÔËÏÏÇÕÓËË, ì ÇÕÇ Ë
ËÐÇ [30]. ®ÇÕÑÆ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ Ä ÓÂÃÑÕÇ [29] ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (ÒÑÎÖ-
ÓÂÊÐÑÔÕË ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜÇÌ Ë ÑÒÇÓÇÉÂáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËÌ
¤ÓËÐÂ) ì ÚÂÔÕË ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËÇ. ¢ÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜÂâ ÐÂ ÒÑÍÑâÜÖáÔâ Ä ÒÑÎÇ ¬ÇÓÓÂ ÚÂÔÕËÙÖ, ËÏÇÇÕ
ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÇ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ

F sc
j � ÿ

1

3
Jq2M 2 sin2 y

r 4
;

F el
j � ÿ

2

3
Je2M 2 sin2 y

r 4
;

F gr
j � ÿ

8

5
Jm2M 4 sin2 y

r 6

�
1� 3J 2

4M 2
�5 sin2 yÿ 1�

�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ, àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ Ë
ÏÂÔÔËÄÐÑÌ ÚÂÔÕËÙ �r4M�. ©ÆÇÔß J ì ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ; q, e, m ì ÔÍÂÎâÓÐÞÌ, àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ
ÊÂÓâÆÞ Ë ÏÂÔÔÂ ÚÂÔÕËÙÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. £ÓÂÜÂáÜÂâÔâ
ÚÇÓÐÂâ ÆÞÓÂ ÔÕÓÇÏËÕÔâ ÔÆÄËÐÖÕß ÚÂÔÕËÙÖ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË
ÔÄÑÇÅÑ ÄÓÂÜÇÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÓÂÜÇÐËÇ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÔÖÏÏÂÓÐÑÅÑ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ
ÊÂÏÇÆÎâÇÕÔâ. ¿ÕÑ âÄÎÇÐËÇ, ÑÃÔÖÉÆÂÄÛÇÇÔâ ÓÂÐÇÇ Ä
ÓÂÃÑÕÇ ·ÑÍËÐÅÂ Ë ·ÂÓÕÎâ [43], ÒÑÎÖÚËÎÑ ÐÂÊÄÂÐËÇ
ÒÓËÎËÄÐÑÅÑ ÕÓÇÐËâ.

¤ÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÌ ÔËÎÇ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÌ
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÓÇÂÍÙËË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÒÑÔÄâ-
ÜÇÐÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÓÂÃÑÕ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞØ ÐÂ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÇÕÑ-
ÆÂØ. ±ÑÆØÑÆ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÒÑÆØÑÆÖ ¥Ç£ËÕÕÂ Ë ¢ÓÇÏÂ,
ÃÞÎ ÒÓËÏÇÐÇÐ Ä ÓÂÃÑÕÇ [44] Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ
ÏÂÔÔÇ ÒÓÑÃÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, Õ.Ç. Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÎÂÃÑÅÑ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ±ÑÎÖÚÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÖÚÇÕÑÏ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ:

m
Du a

ds
� ÿm

�
1

2
u au bu gu d � g abu gu d ÿ 1

2
g adu bu gÿ

ÿ 1

4
u ag bgu d ÿ 1

4
g adg bg

�
cbg;d

ÿ
x�s�� ; �25�

ÅÆÇ

cmn

ÿ
x�s�� � �2m � sz

�1
ds 0 vmna 0b 0

ÿ
x�s�; x�s 0�� u a 0 �s 0� u b 0 �s 0� ;

�26�
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ÄÇÓØÐËÌ Ë ÐËÉÐËÌ ÊÐÂÍË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜËÏ
Ë ÑÒÇÓÇÉÂáÜËÏ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ. £ÇÎËÚËÐÂ cmn
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ "ØÄÑÔÕÑÄÖá" ÚÂÔÕß ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÏÇÕÓËÍË
gmn � Zmn � hmn:

cmn�x� � hmn�x� ÿ 1

2
gmn�x�h�x� ;

ÕÑÚÇÚÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÇÌ, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÒÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË z a�s�.
±ÑÎÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÖÏÏÑÌ "ØÄÑÔÕÑÄÑÌ" c�v� mn Ë
ÎÑÍÂÎßÐÑÌ c�u� mn ÚÂÔÕÇÌ. ¬ÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (2), "ØÄÑÔÕÑÄÂâ" ÚÂÔÕß ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËâ ÏÇÕÓËÍË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÌ ÚÂÔÕßá
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ

G mna 0b 0
F �x; x 0� �

� 1

�2p�2
�
u mna 0b 0

s� i0
� v mna 0b 0 ln �s� i0� � w mna 0b 0

�
:

¥Îâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ ËÏÇÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ËÐÑÌ
ÔÒÑÔÑÃ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔËÎ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÓÂÊÄËÄÂÇÏÞÌ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [45 ë 51], ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ
ÍÂÉÆÑÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÑ ÑÓÃË-
ÕÂÎßÐÑÏÖ ÏÑÏÇÐÕÖ. ±ÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä
ÄÞÚËÕÂÐËË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÚÎÇÐÑÄ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÂØ.

¯ÇÆÂÄÐÑ ÒÑâÄËÎÔâ ÂÍÔËÑÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ [10, 31].
°ÔÐÑÄÐÖá "ÂÍÔËÑÏÖ ÔÓÂÄÐÇÐËâ" [10] ÏÑÉÐÑ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑ-
ÄÂÕß ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ²ÂÊÐÑÔÕß ÔËÎ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÄÖØ
ÚÂÔÕËÙ, ËÏÇáÜËØ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÌ ÊÂÓâÆ e Ë ÑÆËÐÂÍÑÄÑÇ
ÖÔÍÑÓÇÐËÇ, âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÑÌ ÔËÎÑÌ ÑÓÇÐÙÂ ÑÕ ÓÂÊÐËÙÞ
(ÒÑÆØÑÆâÜËÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ) àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÚÂÔÕËÙ. ¶ÂÍÕËÚÇÔÍË ÕÂÍÂâ ÂÍÔËÑÏÂ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÂ, ÚÕÑÃÞ ËÊÃÇÉÂÕß ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÂâ ÕÓÂÆË-
ÙËÑÐÐÑ ÖÔÕÓÂÐâÎÂÔß ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÑÌ
ÏÂÔÔÞ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÂÇÏÞÇ ÒÓË ÒÓËÏÇÐÇÐËË àÕÑÅÑ
ÒÑÆØÑÆÂ, ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË¥Ç£ËÕÕÂ Ë
¢ÓÇÏÂ [6], Â ÕÂÍÉÇ ®ËÐÑ, ³ÂÔÂÍË Ë ´ÑÐÂÍÑ [44]. ³ÎÇÆÖÇÕ
ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÏÇÕÑÆÞ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [6, 10,
31, 44], ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÎßÍÑ ÑÃÜÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ
ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÚÕÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÄÂÉÐÑ ÆÎâ ÒÑÐËÏÂÐËâ
ÒÓËÓÑÆÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ.

3. ³ËÎÂ Ë àÐÇÓÅËâ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ à××ÇÍÕÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ. ¥ÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÒÑÆÓÑÃÐÑ Ë ÒÑÎÐÑ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÆÇ×ÇÍÕÞ, ËØ ÄÑÊÐËÍÐÑ-
ÄÇÐËÇ, àÄÑÎáÙËâ Ë ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÑÒËÔÂÐÞ Ä ÏÑÐÑÅÓÂ-
×ËË [52] Ë ÑÃÊÑÓÂØ [53, 54]. ¬ ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ ÄÓÇÏÇÐË
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÄÑÒÓÑÔÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÍÑÔ-
ÏËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ ÍÂÍ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ [53, 55], ÕÂÍ Ë Ô
ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÔÇÚÇÐËÇÏ [56, 57], Â ÕÂÍÉÇ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÅÎÑÃÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÐÑÒÑÎâ [58].

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÐÂÚÂÎÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐ-
ÍÑÌ ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ [53, 55] Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ

ds 2 � ÿdt 2 � dr 2 � r 2

n 2
dj2 � dz 2 ; 04j4 2p : �27�

´ÂÍÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏ
ÕÇÐÊÑÓÑÏ ÍÓËÄËÊÐÞ [54]. ±ÂÓÂÏÇÕÓ n ÔÄâÊÂÐ Ô ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÏÂÔÔÑÌ m ÔÕÓÖÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ nÿ1 � 1ÿ 4m [53]. ¿ÕÂ

ÔËÕÖÂÙËâ ËÐÕÇÓÇÔÐÂ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ
âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÒÎÑÔÍËÏ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÄÑÊÐËÍÂáÜÂâ
ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ. ³ËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ ÄÒÇÓ-
ÄÞÇ ÃÞÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ËÐÇ [59, 60] Ë ³ÏËÕÑÏ [61]. £ àÕËØ
ÓÂÃÑÕÂØ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÃÞÎ ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÐ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÒÑÆØÑÆ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÍÑâÜÖáÔâ ÚÂÔÕËÙÖ Ô ÊÂÓâÆÑÏ e ÐÂ
ÓÂÔÔÕÑâÐËË r ÑÕ ÔÕÓÖÐÞ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
ÐÖÎÇÄÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

DA0 � ÿ 4pe��������
g �3�

p d�rÿ r 0� d�jÿ j 0� d�zÿ z 0� ;

ÅÆÇ �x 0;j 0; z 0� ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÚÂÔÕËÙÞ; g �3� � r 2=n 2 ì
ÑÒÓÇÆÇÎËÕÇÎß ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕË ÏÇÕ-
ÓËÍË ÔÕÓÖÐÞ,D � gikHiHk ìÕÓÇØÏÇÓÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ¢ÇÎßÕ-
ÓÂÏË. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ A0 ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ
ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
ÂÒÎÂÔÂ Ä ÍÑÐËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ:

A0�x� � 4peGn�x; x 0� :

±ÑÕÇÐÙËÂÎ, àÐÇÓÅËâ Ë ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÒÓÇÆÇÎ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ:

F�x� � 4peG ren
n �x; x� ; �28a�

U�x� � 1

2
eF�x� ; �28b�

F�x� � ÿHHU�x� : �28w�
¥Îâ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË Ë ÖÔÕÓÂÐÇÐËâ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕÇÌ

ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ËÊ ÕÑÚÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÄÞÚÇÔÕß ×ÖÐÍÙËá
¤ÓËÐÂ GM�x; x 0� Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ, ÍÑÕÑÓÂâ
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ä ÍÑÐËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ n! 1:

GM�x; x 0� � Gn� 1�x; x 0� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,

G ren
n �x; x 0� � Gn�x; x 0� ÿ Gn� 1�x; x 0� :

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ âÄÎâÇÕÔâ ÄÔáÆÖ ÒÎÑ-
ÔÍËÏ, ÕÑ ×ÇÌÐÏÂÐÑÄÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ [62]:

Gn�x; x 0� � in 2

8p2rr 0
sinh nZ

sinh Z
�
cosh nZÿ cos �Dj�� ; �29�

ÅÆÇ

cosh Z � 1� 1

2rr 0
�ÿDt 2 � Dz 2 � Dr 2� ;

Dx � xÿ x 0.
¬ÄÂÆÓÂÕ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ (27) ÒÓÑÔÕÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ

ÖÅÎÑÄÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ j � nf ÏÑÉÐÑ ÔÄÇÔÕË Í ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË®ËÐ-
ÍÑÄÔÍÑÅÑ. ·ÑÕâ àÎÇÏÇÐÕ ÆÎËÐÞ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ
ÄÞÅÎâÆËÕ ÍÂÍ àÎÇÏÇÐÕ ÆÎËÐÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ®ËÐÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ, ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÐÂÎËÚËË ÔÕÓÖÐÞ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä
ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ì ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÒÇÓËÑÆËÚÐÞ ÒÑ
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ÖÅÎÑÄÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ f Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ 2p=n. ¦ÔÎË ÉÇ ÑÒâÕß
ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ j, ÕÑ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÃÖÆÖÕ
ÒÇÓËÑÆËÚÐÞ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ j Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ 2p, ÐÑ ÕÑÅÆÂ
ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÃÖÆÖÕ ÑÕÎËÚÂÕßÔâ ÑÕ ÕÂÍÑÄÞØ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ. ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ
ÒÑÎÖÚÂáÜÂâÔâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ×ÖÐÍÙËË
¤ÓËÐÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ (29) Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (28),
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ àÐÇÓÅËË Ë ÔËÎÞ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ:

U em�r� � e2

2r
L0�n� ; F em

r �r� �
e2

2r 2
L0�n� ; �30�

ÅÆÇ

L0�n� � 1

p

�1
0

n coth �nx� ÿ coth �x�
sinh �x� dx : �31�

¹ËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÂÔÚÇÕÞ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ Ä [61], ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ
ÒÑÚÕË ÎËÐÇÌÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß L0�n� ÑÕ n. ¥Îâ ÏÂÎÑÅÑ
ÆÇ×ËÙËÕÂ ÖÅÎÂ, ÍÑÅÆÂ jnÿ 1j5 1, àÕÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

L0�n� � p
8
�nÿ 1� ; �32�

ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÊÂÓâÉÇÐÐÂâ ÚÂÔÕËÙÂ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÇÕÔâ ÑÕ
ÔÕÓÖÐÞ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË Ô ÔËÎÑÌ

F em
r � pe2

16r 2
�nÿ 1� : �33�

£ ÓÂÃÑÕÂØ [63 ë 65] ÃÞÎÂ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÂâ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐ-
ÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙÞ. ¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÎÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÒÑÆØÑÆ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÚÂÔÕËÙÖ Ô ÊÂÓâÆÑÏ
e, ÆÄËÉÖÜÖáÔâ ÒÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË xm�t 0� Ô 4-ÔÍÑÓÑÔÕßá
u m�t 0�. £ÐÂÚÂÎÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ 4-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
Am, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÑÅÑ ÚÂÔÕËÙÇÌ Ä ÕÑÚÍÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ xm

(ÓËÔ. 1a). ©ÂÕÇÏ ÒÑÏÇÜÂÇÏ Ä àÕÖ ÕÑÚÍÖ ÐÇÍÖá ×ËÍÕËÄÐÖá
ÚÂÔÕËÙÖ Ô ÊÂÓâÆÑÏ e, ÔÍÑÓÑÔÕßá u m Ë ÄÞÚËÔÎâÇÏ ÆÇÌ-
ÔÕÄÖáÜÖá ÐÂ ÐÇÇ 4-ÔËÎÖ ÑÓÇÐÙÂ: F m � eF mnun (ÓËÔ. 1Ã).
¥ÂÎÇÇ ÒÑÏÇÜÂÇÏ ×ËÍÕËÄÐÞÌ ÊÂÓâÆ ÐÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËá ÆÄË-
ÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ: x m ! xm�t�, u m ! u m�t�. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
×ËÍÕËÄÐÞÌ ÊÂÓâÆ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ËÔØÑÆÐÖá ÚÂÔÕËÙÖ
Ä ÆÓÖÅÑÌ, ÃÑÎÇÇ ÒÑÊÆÐËÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t. ¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË
ÔËÎÖ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÔÕÓÇÏËÕß ÚÂÔÕËÙÞ ÆÓÖÅ
Í ÆÓÖÅÖ, Õ.Ç. ÒÇÓÇÌÕË Í ÒÓÇÆÇÎÖ t! t 0 (ÓËÔ. 1Ä). ªÊ ÑÃÜÇÌ
ÕÇÑÓËË ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ Ä ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-
ÄÓÇÏÇÐË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [5, Ô. 170]) ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ
ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ËÏÇÇÕ ÆÄÇ ÔÑÔÕÂÄÎâá-
ÜËÇ ì ÎÑÍÂÎßÐÖá Ë ÐÇÎÑÍÂÎßÐÖá. ÑÍÂÎßÐÂâ ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâáÜÂâ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂâ ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËË d�s� ÑÕ
ÍÄÂÆÓÂÕÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË x m�t� Ë x m�t 0�,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ (ÒÑÔÎÇ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÏÂÔÔÞ) ÎÑÍÂÎßÐÖá
ÚÂÔÕß ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ì ÔËÎÖ ¥ËÓÂÍÂ ëÑÓÇÐÙÂ Ë
ÄÍÎÂÆ ÑÕ ÏÂÕÇÓËË-àÐÇÓÅËË (ÔÏ. (2)). ¯ÇÎÑÍÂÎßÐÂâ ÚÂÔÕß
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂâ y�ÿs�, ÆÂÇÕ ÐÇÎÑ-
ÍÂÎßÐÖá ÚÂÔÕß ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ.

£ ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÚÂÔÕËÙÞ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ
ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ L0�n� Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÆÇ×ËÙËÕÂ
ÖÅÎÂ n ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÚËÔÎÂ N ÊÂÏÍÐÖÕÞØ
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ ÐÂ ÍÑÐÖÔÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÙÇÎÑÌ

ÚÂÔÕßá n=2:

N �
�
n
2

�
: �34�

¥Îâ ÔÄÇÓØÏÂÔÔËÄÐÑÌ �n!1, m! 1=4� ÔÕÓÖÐÞ ÃÞÎÂ
ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÑÙÇÐÍÂ [65]

L0 � n
p
ln

2n
p
:

£ àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÑÚÐÞÇ ÒÑÎÇÄÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÏÇÕÓËÍÇ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ [66].
³ÄÇÓØÏÂÔÔËÄÐÞÇ ÍÑÔÏËÚÇÔÍËÇ ÔÕÓÖÐÞ ÑÃÔÖÉÆÂÎËÔß ÕÂÍÉÇ
Ä ÍÑÐÕÇÍÔÕÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ËÐ×ÎâÙËË [67 ë 73].

¢ÑÎÇÇ ÑÃÜÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÇ ËÐÇ
[60], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÞÚËÔÎÇÐÂ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÍÂÍ ÆÎâ

Â

e

e

t0

x

t

�xm; un�

�x m�t0�; un�t0��

Am

Ã

e

e

t0

x

t

�xm; un�

�xm�t0�; un�t0��

F m � eF mnun

Ä

t0

t

t! t0

x

t

�xm�t0�; un�t0��

�xm�t�; un�t��
F m�t�

e

e

²ËÔ. 1. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔËÎÞ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ. (Â) £ÐÂÚÂÎÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
Ä ÏÇÔÕÇ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÒÓÑÃÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ. (Ã) ©ÂÕÇÏ ÄÞÚËÔÎâÇÏ ÔËÎÖ
ÑÓÇÐÙÂ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÖá ÐÂ ÒÓÑÃÐÞÌ ÊÂÓâÆ. (Ä) ±ÑÏÇÜÂÇÏ ÒÓÑÃÐÖá
ÚÂÔÕËÙÖ ÐÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËá ÆÄËÉÇÐËâ, Õ.Ç. ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ ÑÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ËÔØÑÆÐÖá ÚÂÔÕËÙÖ Ä ÃÑÎÇÇ ÒÑÊÆÐËÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË, Ë
ÖÔÕÓÇÏÎâÇÏ ÑÃÇ ÕÑÚÍË ÆÓÖÅ Í ÆÓÖÅÖ.
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àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍË ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÚÂÔÕËÙ,
âÄÎâáÜËØÔâ ÊÂÓâÆÂÏË ÏÂÔÔËÄÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ËÎË ÄÇÍ-
ÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ. £ àÕËØ ÔÎÖÚÂâØ àÐÇÓÅËâ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

U�r� � e
q2

2r
L�n;mr� ;

ÅÆÇ

L�n;mr� � n sin �pn�
p

�1
0

exp �ÿ2mr cosh x�
cos �pn� ÿ cosh �2nx�

dx

cosh �x� ;

q âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÓâÆÑÏ ÚÂÔÕËÙÞ, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ ÔÑ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ,
ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÏÂÔÔËÄÐÞÏ ËÎË ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÞÏ ÒÑÎâÏË, Â e
ÓÂÄÐâÇÕÔâÿ1 ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ Ë�1 ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÂÔÕËÙÂ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ ÔÑ
ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ, ÒÓËÕâÅËÄÂÇÕÔâ Í ÔÕÓÖÐÇ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ
ÚÂÔÕËÙÂ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜÂâ Ô ÄÇÍÕÑÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ (ÏÂÔ-
ÔËÄÐÞÏ ËÎË ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÞÏ), ÑÕÕÂÎÍËÄÂÇÕÔâ. ²ÂÊÎËÚËÇ
ÄÞÊÄÂÐÑ ×ÑÓÏÑÌ ÚÎÇÐÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÇ
ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ [74]. ¿ÐÇÓÅËâ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

U�x� � e
q

2
F�x� :

£ ÔÎÖÚÂÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ �q � e, m � 0,
e � �1� ÒÑÎÖÚÂÇÏ ×ÑÓÏÖÎÖ (30). °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÒÑÎÖÚÇÐËâ (30) ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐâÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÕÑÉÆÇ-
ÔÕÄÑ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÇ ÒÓË n < 2:�1

0

n sin �pn�
cos �pn� ÿ cosh �2nx�

dx

cosh �x� �

�
�1
0

n coth �nx� ÿ coth �x�
sinh �x� dx :

¿ÐÇÓÅËâ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÎâ ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ
ÑÃÓÂÕÐÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËá ÑÕ ÔÕÓÖÐÞ (30),
ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä ÏÂÔÔËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ [60] ÑÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá

U�x� � e
mnq2

4
���
p
p cot

�
pn
2

�
exp �ÿ2mr�
�mr�3=2

; mr4 1 :

¤ÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÂâ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÎâ ÒÓÑÃÐÑÌ
ÐÇÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÏÂÔÔÑÌ m ÃÞÎÂ ÄÞÚËÔÎÇÐÂ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [61, 75] Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ G ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ¢ÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÚÂÔÕËÙÂ ÒÓËÕâ-
ÅËÄÂÇÕÔâ Í ÔÕÓÖÐÇ Ô ÔËÎÑÌ

F gr
r �r� � ÿ

m 2

2r 2
L0�n� : �35�

±ÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÇ ÊÐÂÍË Ä (35) Ë Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ ÔËÎÞ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (30) ÑÃÖÔÎÑ-
ÄÎÇÐÞ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÇ ÊÂÓâÆÞ (ÏÂÔÔÞ) ÄÔÇÅÆÂ
ÒÓËÕâÅËÄÂáÕÔâ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÑÆÐÑËÏÇÐÐÞÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÇ ÊÂÓâÆÞ ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÕÔâ.

¿ÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ Ë ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÂâ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÆÎâ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË
ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ ÆËÔÒËÓÂÙËË (ÆËÔÎÑÍÂÙËâ + ÆËÔÍÎËÐÂÙËâ)
[76 ë 78] ÃÞÎË ËÊÖÚÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ ¥Ç ÑÓÇÐÔË Ë ®ÑÓÇÌÓÞ
[79]. ¿ÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎÇÐËÇÏ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆË-

ÐÂÕ ÒÑ ÒÓÂÄËÎÖ

�t; r;f;Z� �
�
t; r;f� 2p

n
; Z� 2pk

�
:

±ÂÓÂÏÇÕÓÞ n Ë k ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÆËÔÍÎËÐÂÙËá Ë ÆËÔÎÑÍÂÙËá
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. £ ÐÑÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ j � fn, z �
� Zÿ knf àÎÇÏÇÐÕ ÆÎËÐÞ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

ds 2 � ÿdt 2 � dr 2 � r 2

n 2
dj2 � �dz� k dj�2 ;

z 2 �ÿ1;�1� ; 04j4 2p :

±ÑÎÖÚÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÔÂÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ:

U em � e2

2r
L�n; k� ; U gr � ÿm 2

2r
L�n; k� ;

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ L�n; k� ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÒÓÇÆÇÎ ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ
ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ:

L�n; k� � ÿ ln 2

p
ÿ

ÿ 2
X1
n� 1

�1
0

x2 ÿ p2�4n2=n2 ÿ 1��
x2 � p2�2n=n� 1�2��x2 � p2�2n=nÿ 1�2��

� dx�����������������������������������������������
cosh2 �x=2� � �pnk=r�2

q :

±ÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ L�n; k� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÍÂÍ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ, ÕÂÍ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ [79] ì ÔËÎÂ ÔÂÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ÏÑÉÇÕ ÏÇÐâÕß ÊÐÂÍ ÐÂ ÓÂÊÐÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ
ÔÕÓÖÐÞ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ Ä àÕÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÆËÔÎÑÍÂÙËË k. ¬ÂÍ Ë
ÑÉËÆÂÎÑÔß, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÌ ÆËÔÍÎËÐÂÙËË
(ËÎË ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ ÔÕÓÖÐÞ), ÍÑÅÆÂ k=r5 1,
ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá (31) ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ
ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ: L�n; k� ! L0�n�. £ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÌ
ÔËÕÖÂÙËË ÒÓÇÑÃÎÂÆÂÐËâ ÆËÔÍÎËÐÂÙËË (ËÎË ÐÂ ÏÂÎÞØ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ ÔÕÓÖÐÞ), ÍÑÅÆÂ k=r4 1, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

L�n; k� � ÿ ln 2

p
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ÒÓÇÑÃÎÂÆÂÐËË ÆËÔÍÎËÐÂÙËË ËÎË ÐÂ
ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ ÔÕÓÖÐÞ àÐÇÓÅËâ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÐÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÕÓÖÐÞ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ
ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ ÔËÕÖÂÙËâ ÒÓâÏÑ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÂâ, Â
ËÏÇÐÐÑ, àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÓËÕâÅË-
ÄÂÇÕ ÚÂÔÕËÙÖ, ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÂâ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÇÕ.

·ÑÕâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÔÕÓÖÐÞ âÄÎâÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÑ-
ÒÎÑÔÍËÏ, ÔËÎÖ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄÔÇ ÉÇ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ÏÇÕÑÆÑÏ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÏ ¥Ç£ËÕÕÂÏË [11] Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÔÎÂÃÞØ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ. £ ÆÂÐÐÑÌ ÔËÕÖÂÙËË ÓÑÎß
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÅÑ ÔÎÂÃÑÔÕß ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ËÅÓÂÇÕ ÏÂÎÞÌ ÆÇ×ËÙËÕ ÖÅÎÂ. ´ÂÍËÇ ÓÂÔÚÇÕÞ
ÔÆÇÎÂÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [80], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÌ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ G):

U el�x� � pe2

4

�
2T 0

0 ÿ T 1
1 ÿ T 2

2 ÿ T 3
3

r�x; x 0� d2x 0 ; �36�
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ÅÆÇ r�x; x 0� ì ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÇÓ-
ÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÔÕÓÖÐÇ, T m

n ì ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ
ÔÕÓÖÐÞ. ¥Îâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ, ÍÑÅÆÂ

T 0
0 � T 1

1 � md �2��x 0� ; T 2
2 � T 3

3 � 0 ;

ËÊ (36) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (ÔÏ. (33)):

U el � pe2m
4r
� pe2�nÿ 1�

16r
:

¿ÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÏÐÑÅËØ ÍÑÔÏËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÐ ËÊÖÚÂÎÂÔß Ä ÓÂÃÑÕÂØ [81 ë 87].
±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÆÎâ ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄ Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ �a; b; c � 1; 2�

ds 2 � ÿdt 2 � gab�xc� dxa dxb

ËÎË ÉÇ ÆÎâ ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄ Ô ËÐÕÇÓÄÂÎÑÏ

ds 2 � ÿdt 2 � dz 2 � gab�xc� dxa dxb :

¿××ÇÍÕËÄÐÂâ ÆÄÖÏÇÓËÊÂÙËâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕË
ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÏ ÄÞÃÑÓÑÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ

J m�xc� � ÿJ t�xc�; 0; 0; Jz�xc�� :
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÄÖÏÇÓÐÞÇ ÓËÏÂÐÑÄÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË âÄÎâ-

áÕÔâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ÒÎÑÔÍËÏË, ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ, Ä
ÍÑÕÑÓÞØ

gab � exp
�ÿO�xc�� dab :

£ ÓÂÃÑÕÇ [81] ÃÞÎÂ ÄÞÚËÔÎÇÐÂ ÎËÐÇÌÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
àÐÇÓÅËË U Ë ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ~F ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ
ÕÑÍÂ, ÕÇÍÖÜÇÅÑ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÔÕÓÖÐÞ ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍÖ
�x 1

1 ; x
2
1 �,

J m�xc� � �J t; 0; 0; Jz� d�x
1 ÿ x 1

1 � d�x 2 ÿ x 2
1 ����������

g�x�p :

´ÂÍÉÇ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ

U � ÿ 1

2
O�J t2 � Jz2� ;

~F � 1

2
exp

�
O
2

�
HHO�J t2 ÿ Jz2� :

¥Îâ ÏÖÎßÕËÍÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ N ÒÂÓÂÎÎÇÎß-
ÐÞØ ÔÕÓÖÐ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [88 ë 90] ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ô ÍÑÐ×ÑÓÏ-
ÐÞÏ ×ÂÍÕÑÓÑÏ

O �
XN
k� 1

2�1ÿ nÿ1k � ln jxÿ xkj

ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ àÐÇÓÅËË Ë ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ:

U � ÿ�J t2 � Jz2�
XN
k� 1

�1ÿ nÿ1k � ln jxÿ xkj ; �37a�

~F � exp

�
O
2

�
�J t2 ÿ Jz2�

XN
k� 1

�1ÿ nÿ1k �
nk

jxÿ xkj ; �37b�

ÅÆÇ

nk � xÿ xk
jxÿ xkj :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, àÐÇÓÅËâ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (37Â) âÄÎâÇÕÔâ
ÂÆÆËÕËÄÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
(37Ã) ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÇÇ ÑÕ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÏÐÑÉË-
ÕÇÎâ ÐÇ ÂÆÆËÕËÄÐÂ.

£ ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÌ ÔÕÓÖÐÞ �N � 1� ÔËÎÂ ÔÂÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ÕÑÍÂ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÔÕÓÖÐÇ, ÃÞÎÂ ÒÑÎÖÚÇÐÂ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [91]:

~F � �J t2 ÿ Jz2��nÿ 1� q

r2
;

ÅÆÇ r � njxj1=n. ¶ÑÓÏÂÎßÐÑ àÕÂ ÔËÎÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÔËÎÑÌ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄÖØ
ÕÑÍÑÄ: Jm Ë "ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ" ÕÑÍÂ J m

ind � �nÿ 1�J m=2.
©ÐÂÍ ÔËÎÞ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÍÂ ÍÄÂÆÓÂÕÂ 4-ÕÑÍÂ: ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÒÑÆÑÃÐÞÌ ÕÑÍ ÒÓËÕâÅËÄÂÇÕÔâ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÄÓÇÏÇÐË-
ÒÑÆÑÃÐÞÌ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÇÕÔâ.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÕÑÍÂ
(ÐÂÎËÚËÇ ÐÇÐÖÎÇÄÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ) ÍÓÑÏÇ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÕÑÍÂ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ [82, 83].
¿ÐÇÓÅËâ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑ-
ÏÇÐÕÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô àÐÇÓÅËÇÌ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆËÒÑÎâ d Ë
ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ

dind � ÿ 1

24
�n 2 ÿ 1�d :

¥Îâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ l Ë ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÑÅÑ Dab ÏÑÏÇÐÕÑÄ
ËÏÇÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ

l ind � ÿ
1

24
�n 2 ÿ 1� l ; Dab

ind �
1

1440
�11� n 2��n 2 ÿ 1�Dab :

£ÐÖÕÓÇÐÐââ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÕÑÍÂ ÒÓËÄÑÆËÕ ÕÂÍÉÇ Í ÒÑâÄÎÇÐËá
ÏÑÏÇÐÕÂ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ [83].

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ ÒÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÚÂÔÕËÙÞ Í ÔÕÓÖÐÇ.
±ÓËÚËÐÂ àÕÑÅÑ ÍÓÑÇÕÔâ Ä ÒÓËÐâÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ
ÔÕÓÖÐÞ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÐÂÎËÚËÇ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÌ
ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÓËÄÇÆÇÕ Í ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÏÑÆË×Ë-
ÍÂÙËË ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ÍÂÓÕËÐÞ. ´ÂÍËÇ ÓÂÔÚÇÕÞ ÃÞÎË ÔÆÇÎÂÐÞ
Ä ÓÂÃÑÕÇ [92] ÆÎâ ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÏÂÕÇÓËË E ÄÐÖÕÓË ÐÇÇ [56, 57]. ®ÇÕÓËÍÂ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÕÂÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâÏË:

ds 2in � ÿdt 2 � dr2 � r2o
E 2

sin2
�
Er
ro

�
dj2 � dz 2 �38a�

ÄÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ �r4ro� ÑÃÎÂÔÕË ÔÕÓÖÐÞ Ë

ds 2out � ÿdt 2 � dr 2 � r 2

n 2
dj2 � dz 2 �38b�

ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÌ �r5 ro�, ÅÆÇ ro, ro ì ÓÂÆËÖÔÞ ÔÕÓÖÐÞ Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ.

µÔÎÑÄËÇ C 1-ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÍÑà××ËÙË-
ÇÐÕÑÄ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÕÓÖÐÞ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ:

ro
ro
� tan E

E
; cos E � 1

n
:
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±ÂÓÂÏÇÕÓ E ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ "àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ" ÓÂÆËÖÔ
ÔÕÓÖÐÞ r� � 1=

��������
8pEp

:
ro
r�
� E :

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÆÇ×ËÙËÕÂ ÖÅÎÂ àÐÇÓÅËâ Ë ÔËÎÂ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ËÔÚÇÊÂáÕ, ÖÆÑÃÐÇÇ ÄÞÆÇÎËÕß ÏÐÑÉËÕÇÎß

e2

2ro

n 2 ÿ 1

n
;

Õ.Ç. àÐÇÓÅËá ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ U Ë ÄÞÔÑÕÖ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÃÂÓßÇÓÂUmax ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÏ ÄËÆÇ:

U � e2

2ro

n 2 ÿ 1

n
U�n;R� ; �39a�

Umax � e2

2ro

n 2 ÿ 1

n
Umax�n� : �39b�

£ÞÔÑÕÂ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÃÂÓßÇÓÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
àÐÇÓÅËË ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÔÕÓÖÐÞ, Õ.Ç. ÕÂÏ, ÅÆÇ ÑÐÂ
ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ U�n;R� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË R � r=ro ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ
ÓËÔ. 2, Â Umax�n� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË Eì ÐÂ ÓËÔ. 3.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4 ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË àÐÇÓÅËË ÔÂÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÑÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâ D ÆÑ ÔÕÓÖÐÞ, ËÊÏÇÓÇÐÐÑÅÑ Ä ÇÆËÐËÙÂØ ÓÂÆËÖÔÂ
ÔÕÓÖÐÞ ro, ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ Ë
ÔÕÓÖÐÞ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÔÇÚÇÐËÇÏ.¯Â ÓÂÔÔÕÑâÐËË
ÓÂÄÐÑÏ ÆÄÖÏ ÆËÂÏÇÕÓÂÏ ÔÕÓÖÐÞ ÊÐÂÚÇÐËâ àÐÇÓÅËÌ ÒÓÂÍ-

ÕËÚÇÔÍË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ àÕË ÄÇÎËÚËÐÞ ÓÂÊÎË-
ÚÂáÕÔâ ÎËÛß ÄÐÖÕÓË ÔÕÓÖÐÞ.

³ËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÑÕÕÂÎÍËÄÂáÜÂâ ÚÂÔÕËÙÖ ÑÕ
ÔÕÓÖÐÞ, ËÏÇÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÓÂÆËÂÎßÐÖá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ. £ÇÎË-
ÚËÐÂ Fr, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

Fr � e2

2r 2o

n 2 ÿ 1

n
Fr�n;R� ; �40�

ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 5. £ÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÕÓÖÐÞ ÒÓË
R � 1 ÔËÎÂ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÓÂÔØÑÆËÕÔâ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

Fr � ÿ e2

2r 2o

n 2 ÿ 1

8
ln jRÿ 1j ; �41�

ÐÑ ÓÂÃÑÕÂ ÒÓÑÕËÄ ÔËÎ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÑÌ, ÓÂÄÐÑÌ ÄÞÔÑÕÇ ÃÂÓßÇÓÂ Umax. ´ÂÍÂâ ÓÂÔØÑÆË-
ÏÑÔÕß ÔÄâÊÂÐÂ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, Ô ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎßá
ÔÕÓÖÐÞ: ÏÇÕÓËÍÂ C 1-ÅÎÂÆÍÂâ, Â ÍÓËÄËÊÐÂ ÒÓÇÕÇÓÒÇÄÂÇÕ
ÓÂÊÓÞÄ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÕÓÖÐÞ (ÄÐÖÕÓË ÔÕÓÖÐÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÑÌ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ
ÍÂÍ ÄÐÇ ÔÕÓÖÐÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ âÄÎâÇÕÔâ ÒÎÑÔÍËÏ).
£ÞÔÑÕÂ ÃÂÓßÇÓÂ ÆÎâ ÔÕÓÖÐÞ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË £ÇÎËÍÑÅÑ
ÑÃÝÇÆËÐÇÐËâ ÓÂÄÐÂ Umax � 2;8� 105 ¤à£.

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÔÂÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ÔÕÓÖÐÞ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÔÇÚÇÐËÇÏ ÄÂÉÐÑ Ä ÍÑÐÕÇÍÔÕÇ ÔÕÓÖÐÐÑÅÑ
ÍÂÕÂÎËÊÂ ÓÂÔÒÂÆÂ ÃÂÓËÑÐÑÄ [93 ë 99]. ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ

0,50 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
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0,10
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0,30

0,35

0,40

R

U

²ËÔ. 2. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß àÐÇÓÅËË ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ U ÑÕ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ
R � r=ro. ±ÂÓÂÏÇÕÓ ÍÑÐÖÔÂ E � 0;1.

0,20 0,4 0,6 0,8 1,0
0,40

0,45

0,50

0,55

Umax

E

²ËÔ. 3. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Umax

(ÄÞÔÑÕÂ ÃÂÓßÇÓÂ) ÑÕ E. ¥Îâ E4 0;1 ×ÖÐÍÙËâ Umax � 0;39.

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

0,1

0

0,2

0,3

0,4

0,5

D

U;Uthin

²ËÔ. 4. ¿ÐÇÓÅËâ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË
"ÕÑÎÔÕÑÌ" ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ U (ÉËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ) Ë ÆÎâ ÚÂÔÕËÙÞ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ U thin (ÕÑÐÍÂâ ÍÓË-
ÄÂâ) Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ D. ±ÂÓÂÏÇÕÓ ÍÑÐÖÔÂ
E � 0;1.
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0,5

0,7
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R

Fr

²ËÔ. 5. ³ËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-
ÄÓÇÏÇÐË ÔÕÓÖÐÞ ¤ÑÕÕÂ ë·ËÔÍÑÍÂ Fr Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÑÎÑÉÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙÞ R � rp=ro. ±ÂÓÂÏÇÕÓ ÍÑÐÖÔÂ E � 0;1.
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ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÒÓÇÒâÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÑÐËÍÐÑÄÇÐËá ÚÂÔÕËÙ
ÄÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐáá ÑÃÎÂÔÕß ÔÕÓÖÐÞ, ÅÆÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ Ë ÏÑÉÇÕ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÓÂÔÒÂÆ ÃÂÓËÑÐÑÄ. £ÑÊÐËÍÂÇÕ àÐÇÓÅÇÕËÚÇ-
ÔÍËÌ ÃÂÓßÇÓ. ¬ÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÃÞÎ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐ Ä
ÔÕÂÕßÇ ±ÇÓÍËÐÔÂ Ë ¥àÄËÔ [98]. ±ÑÆÓÑÃÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÔÕÓÖÐÞ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÔÇÚÇÐËÇÏ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [92]. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ ÔËÕÖÂÙËâ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÐÇ ËÊÏÇÐËÕÔâ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÔÕÓÖÐÞ Ô ÆÓÖÅÑÌ ÄÐÖÕ-
ÓÇÐÐÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ.

¿ÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ Ë ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ
ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÆÎâ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÎÇ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ
ÅÎÑÃÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÐÑÒÑÎâ Ô àÎÇÏÇÐÕÑÏ ÆÎËÐÞ �04y4 p,
04j4 2p�

ds 2 � ÿdt 2 � aÿ2 dr 2 � r 2�dy2 � sin2 y dj2� �42�

ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ Ä ÔÕÂÕßÇ [100]. ±ÂÓÂÏÇÕÓ a ÔÄâÊÂÐ Ô ÏÂÔÛÕÂ-
ÃÑÏ Z, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÏ ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÇ ÐÂÓÖÛÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ a2 � 1ÿ 8pZ2 [58]. ¿ÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ,
Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ,
âÄÎâÇÕÔâ ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÞÏ. ¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÃÞÎ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐ ÕÑÕ ÉÇ ÒÑÆØÑÆ, ÚÕÑ Ë Ä ÓÂÃÑÕÂØ [59 ë 61]. ±ÇÓÇ-
ÐÑÓÏËÓÑÄÍÂ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÆÑÔÕËÅÂÎÂÔß ÄÞÚËÕÂÐËÇÏ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ.
±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ Ë ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

U em�r� � e2

2r
S�a� ; U gr�r� � ÿm2

2r
S�a� ; �43�

ÅÆÇ

S�a� �
X1
l� 0

�
2l� 1����������������������������

a2 � 4l�l� 1�p ÿ 1

�
:

±ÓË ÏÂÎÑÏ ÆÇ×ËÙËÕÇ ÕÇÎÇÔÐÑÅÑ ÖÅÎÂ, ÍÑÅÆÂ j1ÿ aj5 1,
ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÂÇÕ

S�a� � p
8
�1ÿ a� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ
ÔÕÓÖÐÞ, àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÕÕÂÎÍË-
ÄÂÇÕ ÚÂÔÕËÙÖ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÂâ ÒÓËÕâÅËÄÂÇÕ.

²ÂÐÇÇ àÕÑÕ ÏÇÕÑÆ ÃÞÎ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÎÇ ÔËÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÌ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ¢ÑÐÆË ë±ËÓÂÐË ë²ÑÃËÐÔÑÐÂ
[101], ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÅÓÖÒÒÑÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ËÐÕÇÓÄÂÎÑÏ

ds 2 � ÿ2 du dv� A�u��dx 2�2 � B�u��dx 3�2 ÿ C�u� dx 2 dx 3 :

£ÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÔÄÇÕÂ ÄÆÑÎß ÑÔË
x1; u � �tÿ x1�= ���

2
p

Ë v � �t� x1�= ���
2
p

ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
"ÊÂÒÂÊÆÞÄÂáÜÇÇ" Ë "ÑÒÇÓÇÉÂáÜÇÇ" ÄÓÇÏÇÐÂ. ·ÑÕâ
×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ËÏÇÇÕ ÐÇÐÖÎÇÄÖá ÐÇÎÑÍÂÎßÐÖá ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâáÜÖá Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÐ-
×ÑÓÏÐÑ-ÒÎÑÔÍËÏ, ÒÑÎÖÚÂáÜÂâÔâ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËË ÚÂÔÕËÙÞ [102]. ¿ÕÑ ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÐÇ-
ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ. £ÇÎËÚËÐÂ vmn 0 (6)
ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ u Ë ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖá-
ÜÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ: vma 0 � dumd

u 0
a 0v�u�. ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ

ÔÎÖÚÂÇ fmna 0 � 0 Ë ÐÇÎÑÍÂÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÑÃÐÖÎâÇÕÔâ.

¤ÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑ-ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÏÑÉÇÕ ÄÞÊÞÄÂÕß ÓâÆ ËÐÕÇÓÇÔÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÕÓÖÐÞ ÑÐÂ ÐÇ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÆÎâ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ
ÚÂÔÕËÙÞ Ë ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÊÂÓâÆÂ e Ô ×ËÍÕËÄÐÞÏ ÊÂÓâÆÑÏ e 0 � eL0�n�=2 (ÔÏ. (30)),
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞÏ ÐÂ ÔÕÓÖÐÇ, ÕÑ àÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÔÔÇâÐËá
ÚÂÔÕËÙ ÐÂ ÔÕÓÖÐÇ, ÔÇÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ
ÓÇÊÇÓ×ÑÓÆÑÄÔÍÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá (e ì àÐÇÓÅËâ ÐÂÎÇÕÂáÜÇÌ
ÚÂÔÕËÙÞ):

dsself � 1

4
L2
0�n� dsR �

1

4
L2
0�n�

�
e2

2e

�2
cos �y=2�
sin3 �y=2� dy : �44�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ à××ÇÍÕ ËÏÇÇÕÔâ Ë Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÅÎÑÃÂÎß-
ÐÑÅÑ ÏÑÐÑÒÑÎâ. ±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÔÇÚÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÕÑÎßÍÑ ÔÆÇÎÂÕß ÊÂÏÇÐÖ L0�n� ! S�a� (43). ¯ÂÓâÆÖ Ô
ÖÍÂÊÂÐÐÞÏË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÕÂÍÉÇ ÆÓÖÅËÇ ÕËÒÞ ÔÇÚÇÐËÌ [95,
103, 104].

£ ÓÂÃÑÕÇ [103] ¿ÄÇÓÇÕÕÑÏ ÃÞÎÑ ÄÞÚËÔÎÇÐÑ ÔÇÚÇÐËÇ
ÓÂÔÔÇâÐËâ ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÆÎËÐÞ ÔÕÓÖÐÞ Ô
ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÔÇÚÇÐËÇÏ ro:

ds
dy dl

� p�h

2p?
1

ln2 �p?ro=�h�
: �45�

©ÆÇÔß p? ì ÒÑÒÇÓÇÚÐÂâ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔÕÓÖÐÇ ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâáÜÂâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÚÂÔÕËÙÞ. ¿ÕÑ ÔÇÚÇÐËÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓË
ÒÓâÏÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÚÂÔÕËÙ ÔÑ ÔÕÓÖÐÑÌ ÐÇÐÖÎÇÄÑÅÑ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ Ë ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÔÄâÊË. £
ÓÂÃÑÕÇ [103] ÃÞÎÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ ÏÑÆÇÎßÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÔÑ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÄÐÖÕÓË
ÔÕÓÖÐÞ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [97]
ÆÎâ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÊÂÓâÉÇÐÐÞØ ×ÇÓÏËÑÐÑÄ, ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖá-
ÜËØ Ô ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÄÐÖÕÓË ÔÕÓÖÐÞ. ªÔÒÑÎßÊÖâ àÕË
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, £ËÎÇÐÍËÐ [53] ÒÑÎÖÚËÎ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÒÑÕÇÓß àÐÇÓÅËË ÔÕÓÖÐÞ, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá v
ÔÍÄÑÊß ÔÓÇÆÖ,

dE

dl dt
� �hnv 2

ln2 �p?ro=�h�
;

ÅÆÇ nì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ.
³ÇÚÇÐËÇ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÂ ÔÕÓÖÐÇ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ

[95, 104], ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÎÐÑÔÕßá ËÆÇÐÕËÚÐÑ ÔÇÚÇÐËá ¡ÂÓÑ-
ÐÑÄÂ ë¢ÑÏÂ [105]

ds
dy dl

� �h

2pp?

sin2 �pa�
sin2 �y=2� ; �46�

ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑÕÇÓâÏ àÐÇÓÅËË

dE

dl dt
� 2�hnv 2������������������������

1ÿ �v 2=c 2�p ;

ÅÆÇ a � eF=2p ì ÒÑÕÑÍ ÒÑÎâ Ä ÇÆËÐËÙÂØ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÅÑ
ÒÑÕÑÍÂ.

±ÓËÚËÐÂ àÕÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÏ. ¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [95], ÔÕÓÖÐÞ, ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜËÇ Ä ÒÑÎÇÄÞØ ÏÑÆÇÎâØ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÔÒÑÐÕÂÐÐÑÅÑ
ÐÂÓÖÛÇÐËâ ÔËÏÏÇÕÓËË, ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÄÐÖÕÓË ÔÇÃâ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÒÑÎÇ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÕÓÖÐÞ ÒÑÎÇ ÒÇÓÇ-
ØÑÆËÕ Ä ÚËÔÕÖá ÍÂÎËÃÓÑÄÍÖ ÃÇÊ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËâ ÒÑÎÇÌ ËÆÇÐÕËÚÐÂ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËË
ÒÑÎâ ÔÑÎÇÐÑËÆÂ [105], ÚÕÑ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËá
ÕÂÍÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ.
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°ÃÂ ÔÇÚÇÐËâ (45) Ë (46) ÐÇ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË, Â ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÞ ËÎË
ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÒÑÎÇÌ, ÒÑÓÑÉÆÂáÜËØ
ÔÕÓÖÐÖ, ËÎË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÚÂÔÕËÙ Ô ÒÑÎâÏË ÄÐÖÕÓË
ÔÕÓÖÐÞ. ±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÔÇÚÇÐËÌ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂ-
ÎÑÔß, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ-
ÄÓÇÏÇÐÇÏ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ. ±ÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ ÉÇ ÔÇÚÇÐËâ (44)
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÍÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË.

µÔÍÑÓÇÐËÇ, ÄÞÊÞÄÂÇÏÑÇ ÔËÎÑÌ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, Í ËÊÎÖÚÇÐËá àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, àÐÇÓÅËâ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÎÇ
ÏÑÐÑÒÑÎâ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙÞ, ÑÃÎÂÆÂáÜÇÌ ÊÂÓâÆÑÏ e1 � e, Ô ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
×ËÍÕËÄÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÇÌ, ËÏÇáÜÇÌ ÊÂÓâÆ e2 � eS�a�=2, ÍÑÕÑ-
ÓÞÌ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÏÑÐÑÒÑÎâ (43). ¥Îâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ
ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ (30) ×ËÍÕËÄÐÞÌ ÊÂÓâÆ ÓÂÄÇÐ e2 � eL0�n�=2.
£ÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÓÏÑÊ-
ÐÑÏÖ ËÊÎÖÚÇÐËá [2]. £ ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ [2,
Ô. 260] ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË,
ËÊÎÖÚÇÐÐÑÌ ÊÂ ÄÔÇ ÄÓÇÏâ ÆÄËÉÇÐËâ:

E � pe41e
2
2g

2

4m 2r3
;

ÅÆÇ g Ë r ì ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÌ ×ÂÍÕÑÓ Ë ÒÓËÙÇÎßÐÑÇ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

£ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍËØ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÓÖÅÑÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ËÊÎÖÚÇÐËâ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ, ÐÇ ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô ÖÔÍÑÓÇÐËÇÏ, Â
ÄÞÊÞÄÂÇÏÞÌ ÔËÎÂÏË ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ. £ ÓÂÃÑÕÂØ [106 ë 112]
ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË
ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ ËÊÎÖÚÂáÕ ÆÂÉÇ ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÒÑ
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ ÎËÐËË. ´ÂÍÑÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÊÂÒÓÇÜÇÐ Ä ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ, ÐÑ ÓÂÊÓÇÛÇÐ Ä ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ. £ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÓÂÃÑÕÂØ
àÕË âÄÎÇÐËâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÐÂ ×ÑÐÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ
ÔÕÓÖÐÞ. £ ÓÂÃÑÕÇ [113] ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ âÄÎÇÐËâ ÃÞÎË
ËÊÖÚÇÐÞ ÆÎâ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÎÇ ÆÓÖÅÑÅÑ ÕÑÒÑÎÑ-
ÅËÚÇÔÍÑÅÑ ÆÇ×ÇÍÕÂ ì ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÅÎÑÃÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÐÑÒÑÎâ,
ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÅÑ ÏÇÕÓËÍÑÌ (42). ±ÓË ÖÎßÕÓÂÓÇÎâÕËÄËÔÕ-
ÔÍÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÚÂÔÕËÙÞ àÐÇÓÅËâ, ËÊÎÖÚÇÐÐÂâ ÊÂ ÔÚÇÕ
ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÅÑÓÂÊÆÑ ÏÇÐßÛÇ àÐÇÓÅËË, ËÊÎÖÚÇÐ-
ÐÑÌ ÒÓË ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÚÂÔÕËÙÞ [113].

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ âÄÎÇÐËâ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÔÂÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ. ¤ÑÄÑÓâ Ñ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ âÄÎÇÐËâØ Ä ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÔÆÇÎÂÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÑÃÜËÇ
ÒÑâÔÐÇÐËâ. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓËÕÇÎßÐÑÌ ÕÇÑÓËË, ÑÃÝÇÆËÐâáÜÇÌ Ä ÔÇÃÇ ÍÂÍ ÕÇÑÓËá
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË, ÕÂÍ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÖá ÕÇÑÓËá. °ÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÞÇ ÖÔÒÇØË ÆÑÔÕËÅÐÖÕÞ Ä ÕÇÑÓËË ÔÕÓÖÐ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÑÃÊÑÓ [114]), ÅÆÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÐËÊÍÑàÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÏ
ÒÓÇÆÇÎÇ àÕÑÌ ÕÇÑÓËË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÕÇÑÓËâ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ±Ñ àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÇ ÓÂÊÄËÕËÇ ÒÑÎÖÚËÎÂ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÅÓÂÄË-
ÕÂÙËË, Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÔÇ ÒÑÎâ ÍÓÑÏÇ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ âÄÎâáÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞÏË (ÔÏ. ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [5, 42,
115 ë 117]). ±ÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ,
ÍÑÅÆÂ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ 2 lgr
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÓÂÄÐËÏÞÏ Ô ÒÎÂÐÍÑÄÔÍÑÌ ÆÎËÐÑÌ lPl �

� �������������
G�h=c 3

p � 10ÿ33 ÔÏ [118]. ¯Â ÕÂÍËØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑ ÒÓËÏÇÐâÕß ÒÑÎÐÖá ÍÄÂÐÕÑÄÖá ÕÇÑÓËá ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËË.

¥ÂÎßÐÇÌÛËÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ ÍÂÔÂáÕÔâ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË. ³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ ÄÔÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ ÒÑÎâ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß
ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÞ, Õ.Ç. ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÄËÆÇ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕË
àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÌ. ¥ËÐÂÏËÍÂ àÕËØ ÄÑÊÃÖÉÆÇ-
ÐËÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÑÆÐÑÚÂÔÕËÚÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË. ·ÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ Ä àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÏÒÕÑ-
ÐÑÄÔÍÂâ ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ÚÂÔÕËÙ lC � �h=mc. ¯Â ÏÂÔÛÕÂÃÂØ
ÃoÂ ÎßÛËØ àÕÑÌ ÆÎËÐÞ, ÏÑÉÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâØ
ÍÂÍ Ñ ÚÂÔÕËÙÂØ. ´ÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÑÃÜÇÌ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË
ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÅÓÖÒÒÞ
±ÖÂÐÍÂÓÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ©ÂÏÇÐââ ÚÂÔÕÐÞÇ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÞÏË, ÐÇÔÎÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÍÑÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÞÇ ÑÃÑÃÜÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ Ë ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕËÙ, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ¶ÑÍÂ ëªÄÂÐÇÐÍÑ ÒÑÊÄÑÎâáÕ
ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÑÃÑÃÜËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¥ËÓÂÍÂ ÆÎâ ÚÂÔÕËÙÞ
ÔÑ ÔÒËÐÑÏ 1=2. ±ÓË ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑÏ ÑÃÑÃÜÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÑÔÕÂÇÕÔâ ÔÄÑÃÑÆÂ Ä ÆÑÃÂÄÎÇÐËË ÔÎÂÅÂÇÏÞØ, ÑÃÓÂÜÂá-
ÜËØÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË ËÔÚÇÊÐÑÄÇÐËË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ
Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÆÑÃÂÄËÕß ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ, ÒÓÑÒÑÓ-
ÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÇ R [119].

¦ÔÎË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÓÂÄÐËÏ Ô ÍÑÏÒÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ,
lgr � lC, ÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÒÓÑâÄÎÇÐËÇ à××ÇÍÕÂ ÓÑÉÆÇÐËâ ÒÂÓ
ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ. ±ÓË ÕÂÍËØ ÖÔÎÑÄËâØ ÒÓËÎËÄÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ "ÓÂÊÓÞÄÂÇÕ" ÄËÓÕÖÂÎßÐÖá ÒÂÓÖ Ë ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕ ÇÇ Ä
ÓÇÂÎßÐÖá. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ Ä ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË âÄÎâÇÕÔâ à××ÇÍÕ ·ÑÍËÐÅÂ [120], ÒÑÎÖ-
ÚËÄÛËÌ ÐÂÊÄÂÐËÇ "ËÔÒÂÓÇÐËÇ ÚÇÓÐÞØ ÆÞÓ". ±ÑÔÎÇ ÊÂÄÇÓ-
ÛÇÐËâ ÍÑÎÎÂÒÔÂ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ÒÑÕÑÍ ÚÂÔÕËÙ Ô
à××ÇÍÕËÄÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ

T � �hk
2pckB

;

ÅÆÇ kB ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ¢ÑÎßÙÏÂÐÂ, k ì ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ
ÅÓÂÄËÕÂÙËâ. £ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

T � �hc3

8pGMkB
;

ÅÆÇ M ì ÏÂÔÔÂ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÇÓÐÂâ
ÆÞÓÂ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÚÇÓÐÑÌ, Â ÔÄÇÕËÕÔâ Ô ÒÎÂÐÍÑÄÔÍËÏ
ÔÒÇÍÕÓÑÏ.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÓËÄËÊÐÞ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÍÑÏÒÕÑÐÑÄÔÍÑÌ ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ
ÚÂÔÕËÙ ÓÑÉÆÇÐËÇÏ ÚÂÔÕËÙ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. ¤ÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÓÑâÄÎâÇÕ ÔÇÃâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÄÂÍÖÖÏÐÞÇ
ÔÓÇÆÐËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ
ÑÕÎËÚÐÞÏË ÑÕ ÐÖÎâ. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í à××ÇÍÕÖ ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËË ÄÂÍÖÖÏÂ [5, 42, 115 ë 117]. £ ÓÂÏÍÂØ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÕÇÑÓËË ÅÓÂÄËÕÂÙËË ÄÔÇ àÕË âÄÎÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚË-
ÕÞÄÂÕß Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. £ÏÇÔÕÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ
ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÑÔâÕ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÒÑÎÖÍÎÂÔ-
ÔËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ¿××ÇÍÕ ÓÑÉÆÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙ ÃÖÆÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔËÎßÐÑÅÑ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÍÑÅÆÂ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ËÊÏÇÐÇÐËâ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÓÂÄÐËÏÞÏ Ô ÒÎÂÐÍÑÄ-

2 ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓËÄËÊÐÞ ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÎË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá jR a

bmnj � lÿ2gr .
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ÔÍËÏ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÂâ ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ ÅÓÂÄËÕÂÙËË âÄÎâÇÕÔâ
ÐÇÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÖÇÏÑÌ. ¬ÑÐÕÓÚÎÇÐÞ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÆÎâ
ÖÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕÇÌ, ËÏÇáÕ ÍÄÂÆÓÂ-
ÕËÚÐÖá ÒÑ ÍÓËÄËÊÐÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂáÜÖá ÔÑ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ. ±Ñ àÕÑÌ
ÒÓËÚËÐÇ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÑÆÐÑÒÇÕÎÇÄÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÄÞÔÛËÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÑÕ ÏÇÕÓËÍË.
¢ÑÎÇÇ ÅÎÖÃÑÍÑÇ Ë ÒÑÎÐÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ àÕËØ ÄÑÒÓÑÔÑÄ
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâØ [5, 21, 42, 115 ë 117].

¤ÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑ-ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÂâ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ âÄÎÇÐËâÏ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÚÂÔÕËÙÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ ÔÂÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÆÂÉÇ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÒÑÍÑâ, ÕÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß
ÄÎËâÐËÇ àÕÑÌ àÐÇÓÅËË ÐÂ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÚÂÔÕËÙÞ. ¥ÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâÏÑÉÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÄÎËâÕß ÐÂ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÚÂÔÕËÙ, ÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕß ÕÂÍÉÇ Í
ÔÄâÊÂÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ. £ÑÒÓÑÔ Ñ ÐÂÎËÚËË ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÃÇÔÔÒËÐÑÄÞØ
ÚÂÔÕËÙ ÃÞÎ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ Ä ÓÂÃÑÕÇ [121], Â ÆÎâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕ-
ÔÍËØ ÚÂÔÕËÙ ÔÑ ÔÒËÐÑÏ 0 Ë 1=2ì Ä ÓÂÃÑÕÇ [122].

±ÑÔÍÑÎßÍÖ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ (33) Ë ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÂâ
(35) ÔËÎÞ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ,
ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ËØ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÐÂ
ÍÄÂÐÕÑÄÖá ÚÂÔÕËÙÖ. ¯ÂÎËÚËÇ ËÎË ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÐÂÍÑÏ ÄÇÎËÚËÐÞ Z �
� �e2 ÿm2�=�h. ¥Îâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ Z (Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÒÓÇÄÂÎËÓÑÄÂÐËâ ÔËÎ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ ÐÂÆ ÔËÎÂÏË ÒÓËÕâ-
ÉÇÐËâ) ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ. ±ÓË ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÞØ Z (ÒÓÇÄÂÎËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÐÂÆ ÑÕÕÂÎ-
ÍËÄÂÐËÇÏ), ÐÂÒÓËÏÇÓ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÔÔËÄÐÑÌ ÐÇÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ, ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ.
¥Îâ ÚÂÔÕËÙÞ ÔÑ ÔÒËÐÑÏ 1=2 ÔÒÇÍÕÓ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ
ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÏË ÓÇÛÇÐËâÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥ËÓÂÍÂ �U �
� Zc�h=r��

gm�x�eHm �m

�h
�U

�
C � 0 ;

ËÏÇÇÕ ÄËÆ

EN;M � �
����������������
m2 � p23

q �
1ÿ m2

m2 � p23

Z 2

�N� ������������������������
n2M 2 � Z 2
p �2

�1=2
;

�47�

ÅÆÇ N ì ÅÎÂÄÐÑÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ, N � 0; 1; . . . ; M ì
ÒÑÎÐÞÌ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ, ÒÑÎÖÙÇÎÞÌ, M � n� 1=2,
n � 0;�1; . . . £ÇÎËÚËÐÂ p3 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÆÑÎß-
ÐÖá (ÄÆÑÎß ÔÕÓÖÐÞ) ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ ËÏÒÖÎßÔÂ. £ ÔÎÖÚÂÇ
ÃÇÔÔÒËÐÑÄÑÌ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ÄÑÎÐÑ-
ÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá
¬ÎÇÌÐÂ ë¤ÑÓÆÑÐÂ�

&ÿ �m�U�2	C � 0 ;

ÔÒÇÍÕÓ ËÏÇÇÕ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÕÑÎßÍÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÊÂÏÇÐÞ N! N� 1=2 Ë M! n,
n � 0;�1; . . . (ÒÑÎÐÞÌ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ, ÙÇÎÞÌ):

EN; n ��
����������������
m2 � p23

q
�

�
�
1ÿ m2

m2 � p23

Z 2ÿ
N� 1=2� ���������������������

n2n2 � Z 2
p �2 �1=2: �48�

£ ÐÇÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ c!1 �Z!1, m!1�
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÄÇÎËÚËÐÖ àÐÇÓÅËË ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ (ÃÇÊ àÐÇÓÅËË ÒÑÍÑâ):

EN; n � ÿ m�e2 ÿ Gm2�2
2�h2
ÿ
N� 1=2� njnj�2 ;

Ä ÒÑÎÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô [121].
±ÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ ÒÓË p3 � 0, n � 1 Ë Z � ÿGmm0

ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÒÇÍÕÓÑÏ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÂ
ÏÂÔÔÑÌ m Ä ÐßáÕÑÐÑÄÔÍÑÏ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ ÏÂÔÔÞ
m0 [123, 124]. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß ÍÑÓÇÐÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ Ä
ÒÓËÓÑÆÇ ÔÒÇÍÕÓÂ (47) Ë ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ Ä [123, 124]. £ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÎÑÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ËÏÇÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÓËÕâÉÇÐËÇ
ÏÇÉÆÖ àÎÇÍÕÓÑÐÑÏ Ë ÏÂÔÔÑÌ m0, ÍÑÕÑÓÑÇ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÔÄâÊÂÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÏ Ä [123, 124].
±ÑàÕÑÏÖ ÄÇÎËÚËÐÂ Z ÄÔÇÅÆÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ, Z � ÿGmm0.
£ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ, ÍÂÍ
ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ [53], ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÐßáÕÑÐÑÄÔÍÑÇ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÕÓÖÐÑÌ Ë ÚÂÔÕËÙÇÌ. ±ÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ
ÔÒÇÍÕÓÑÄ (48) Ë (47) ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÐÂÎËÚËÇÏ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÅÑ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙÞ ÔÑ ÔÕÓÖÐÑÌ ì ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ.
±ÓËÚÇÏ ÍÂÍ ÏÂÔÔÂ, ÕÂÍ Ë ÊÂÓâÆ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËá. ³ÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ,
ÇÔÎË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (ÑÕÕÂÎÍËÄÂ-
ÐËÇ) ÒÓÇÄÂÎËÓÖÇÕ ÐÂÆ ÔËÎÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÔÂÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙÞ (ÒÓËÕâÉÇÐËÇ). £ ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÖÏÏÂÓÐÂâ
ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÓËÕâÅËÄÂáÜÇÌ.

³ÆÇÎÂÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÑÙÇÐÍË. ®ÂÔÛÕÂÃÑÏ
àÐÇÓÅËË ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÏ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÖÓÑÄÐâÏË, âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÂ

Escale � Z 2mc2 :

¥Îâ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ËÏÇÇÏ

Escale � L2
0

�
Gm2

�hc

�2

mc2 � L2
0

�
m

mPl

�4

mc2 �

� 0;2� 10ÿ96
�

L0

LGUT
0

�2�
m

mel

�5

�|W� :

©ÆÇÔß LGUT
0 � �p=8� � 10ÿ6 ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ

ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ L0 Ä ÏÑÆÇÎË £ÇÎËÍÑÅÑ ÑÃÝÇÆËÐÇÐËâ, mPl �
� �����������

�hc=G
p

ì ÒÎÂÐÍÑÄÔÍÂâ ÏÂÔÔÂ, mel ìÏÂÔÔÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÒÑÎÖÚÇÐ-

ÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ. ³ÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÉËÆÂÕß ÆÎâ ÑÚÇÐß ÏÂÔÔËÄÐÞØ
ÚÂÔÕËÙ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÏÂÔÔÑÌ m � 60mPl �
� 10ÿ3 Å ÏÂÔÛÕÂÃ àÐÇÓÅËÌ Escale ÓÂÄÇÐ 1 à£.

4. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

±ÑÔÍÑÎßÍÖ âÄÎÇÐËÇ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙÞ, ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ
Ä ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ, Ä ÑÃÊÑÓÇ ËÊÎÑÉÇÐÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÒÑÆÓÑÃÐÑ, ÑÕÏÇÕËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ.
±ÑÎÇ ÕÑÚÇÚÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÇÎÑÍÂÎß-
ÐÞÌ ÑÃÝÇÍÕ, ÍÑÕÑÓÞÌ "ÚÖÄÔÕÄÖÇÕ" ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ,
ÐÑ Ë ÅÎÑÃÂÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË. ±Ñ
àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ âÄÎÇÐËÇ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙ, ÐÂØÑÆâ-
ÜËØÔâ Ä ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÓâÆÑÏ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕÇÌ. °ÕÏÇÕËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ËÊ ÐËØ.

4 µ¶¯, Õ. 175, å 6
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³ËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÔÇÌ
ÒÓÇÆÞÔÕÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ. £ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÔËÕÖÂÙËâØ
ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ËÏÇÇÕ ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÂÃÑÅÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÍÑÅÆÂ
ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËÇÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, ËÎË ÉÇ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâØ ÆÄËÉÇÐËâ. ªÐÕÇÓÇÔÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ,
ÚÕÑ ÔËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÕÎËÚÐÑÌ ÑÕ ÐÖÎâ
ÆÂÉÇ ÆÎâ ÚÂÔÕËÙÞ, ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ Ä ÒÑÍÑÇ. ¿ÕÑ ÄÒÑÎÐÇ
ÒÑÐâÕÐÑ ËÊ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ. ¦ÔÎË ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑ, ÕÑ ÆÂÉÇ ÆÎâ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ
ÚÂÔÕËÙÞ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇ ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ
ÚÂÔÕËÙÖ ÕÑÉÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑ. £ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ËÐÑÇ ì ÔÂÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËÇ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÔËÎÑÌ ÓÇÂÍÙËË ËÊÎÖÚÇÐËâ, ËÔÒÖ-
ÜÇÐÐÑÅÑ ÚÂÔÕËÙÇÌ. ¥Îâ ÒÑâÄÎÇÐËâ àÕÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑ ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙÞ.

³ËÎÂ ÔÂÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÕÂÍÉÇ, ÍÑÅÆÂ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÑ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ, ÆÂÉÇ Ô ËÔÚÇ-
ÊÂáÜÇ ÏÂÎÞÏË ÓÂÊÏÇÓÂÏË, ÑÃÎÂÔÕË, ÍÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ. ªÐÕÇÓÇÔ-
ÐÞÏ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÓË àÕÑÏ ÐßÕÑÐÑÄÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
ÔÕÓÖÐÞ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ: ÚÂÔÕËÙÂ "ÐÇ ÚÖÄÔÕÄÖÇÕ" ÔÕÓÖÐÖ,
ÑÆÐÂÍÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÚÇÓÇÊ
ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÑÃÝÇÍÕ ì ÒÑÎÇ ÚÂÔÕËÙÞ.

²ÂÃÑÕÂ ÂÄÕÑÓÂ ÃÞÎÂ ÚÂÔÕËÚÐÑ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ²¶¶ª,
ÅÓÂÐÕ å 05-02-17344.

5. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ.
°ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ Ë ÒÑÐâÕËÌ

£ ÑÃÊÑÓÇ ÒÓËÐâÕÂ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÇÆËÐËÙ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ Ë ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ
G � c � 1. ´ÂÏ, ÅÆÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, àÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ÄÞÒË-
ÔÂÐÞ Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ. ®ÂÔÔÂ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÍÂÍ
M, Â m, e Ë q ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÏÂÔÔÂ, àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ Ë
ÔÍÂÎâÓÐÞÌ ÊÂÓâÆÞ ÚÂÔÕËÙÞ.

±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ k ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÊÖÇÕ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÃÎËÊË
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ. ´ÑÚÐÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ k [125]:

k2 � ÿ 1

2
�H mwn��Hmwn� ;

ÅÆÇ ÄÔÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ; wm ì ÒÑÎÇ
¬ËÎÎËÐÅÂ, ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ Í ÅÑÓËÊÑÐÕÖ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ. £ÄÑÆâ
Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ a m ÑÓÃËÕÞ wn

a m � wnHnwm

ÿwawa
;

ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß àÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

k � lim �Va� ;
ÅÆÇ a � �a mam�1=2, V � �ÿwmwm�1=2; lim ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËÇ Í ÅÑÓËÊÑÐÕÖ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ. £ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔËÎÖ, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÂ ÆÎâ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐËâ
ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÏÂÔÔÞ Ä ÒÑÍÑÇ ÐÂ ÅÑÓËÊÑÐÕÇ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ.
(ÑÍÂÎßÐÂâ ÔËÎÂ a, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÌ.) ¿ÕËÏ ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ k. ¥Îâ ÊÂÓâ-
ÉÇÐÐÑÌ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ¬ÇÓÓÂ ë¯ßáÏÇÐÂ, Õ.Ç. ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ
Ô ÏÂÔÔÑÌ M, ÊÂÓâÆÑÏ Q Ë ÖÅÎÑÄÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ J, ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÂâ ÅÓÂÄËÕÂÙËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

k � �M 2 ÿ J 2 ÿQ2�1=2
2M
�
M� �M 2 ÿ J 2 ÿQ2�1=2�ÿQ2

:

±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ àÎÇÏÇÐÕÑÏ ÆÎËÐÞ

ds 2 � gmn dx
m dxn ;

ÅÆÇ gmn ì ÏÇÕÓËÍÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË. ³ËÅÐÂÕÖÓÂ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÄÞÃÑÓÖ ÊÐÂÍÑÄ Ä ÏÇÕÓËÍÇ
®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ: Zmn � diag �ÿ1;�1;�1;�1�. ªÐÆÇÍÔÞ, ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÇÐÐÞÇ ÅÓÇÚÇÔÍËÏË ÃÖÍÄÂÏË a; b; . . . ; ÄÍÎáÚÂáÕ Ä ÔÇÃâ
ÄÓÇÏâ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÐÞØ ÎÂÕËÐÔÍËÏË i; j; . . .
¬ÑÄÂÓËÂÐÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÄÇÍÕÑÓÂ vm, ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏÂâ
ÕÑÚÍÑÌ Ô ÊÂÒâÕÑÌ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

v m
;n � qnvm � Gm

anv
a ;

Dvm

ds
� unHnv

m :

©ÆÇÔß un � dxn=ds ì ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ. ¹ÂÔÕÐÂâ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÂâ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕÔâ ÊÂÒâÕÑÌ: qnv m � vm;n.

¢ËÄÇÍÕÑÓ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ g m
� a 0 �x; x 0� âÄÎâÇÕÔâ

ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ, Õ.Ç. ÄÇÍÕÑÓÑÏ, ÍÂÍ Ä ÕÑÚÍÇ x, ÕÂÍ
Ë Ä ÕÑÚÍÇ x 0 Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

v m�x� � g m
� a 0 �x; x 0� v a 0 �x 0� ;

ÅÆÇ ÄÇÍÕÑÓ v m Ä ÕÑÚÍÇ x ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÄÇÍÕÑÓÂ v a
0
Ä ÕÑÚÍÇ

x 0 ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÐÑÔÑÏ ÄÆÑÎß ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÑÌ. ±ÑÆ-
ÓÑÃÐÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÑÃÝÇÍÕÂ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÏÑÐÑ-
ÅÓÂ×ËâØ [5, 116]. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÃËÄÇÍ-
ÕÑÓÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (3Ã) ÔÄâÊÂÐÂ Ô
ÕÇÏ, ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÕß ÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÔÍÂÎâÓÞ, Ë
gm
� a 0 �x; x 0� u a 0 �x 0� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÍÂÎâÓ Ä ÕÑÚÍÇ x 0 Ë

ÄÇÍÕÑÓ Ä ÕÑÚÍÇ x.
´ÇÐÊÑÓÞ ²ËÏÂÐÂ, ²ËÚÚË, ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ë ÔÍÂÎâÓÐÂâ

ÍÓËÄËÊÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

R a
� bgd � qgGa

bd ÿ qdGa
bg � Ga

gsG
s
bd ÿ Ga

dsG
s
bg ;

Rbd � R a
� bad ; Gbd � Rbd ÿ 1

2
gbdR ; R � R b

b :

³ÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÑÎÇ f Ä ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ÒÑÆÚË-
ÐâÇÕÔâ ÍÑÄÂÓËÂÐÕÐÑ-ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬ÎÇÌÐÂ ë
¤ÑÓÆÑÐÂ ë¶ÑÍÂ�

&ÿm2

�h2
ÿ xR

�
f � 0 ;

ÅÆÇ & � g mnHmHn ì ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ¢ÇÎßÕ-
ÓÂÏË; x ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÐÇÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ ÔÄâÊË. ±ÓË ÔÒÇÙË-
ÂÎßÐÑÏ ÄÞÃÑÓÇ x � 1=6 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑÎâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÞÏ, Â ÒÓË x � 0 ÒÑÎÇ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÏËÐËÏÂÎßÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞÏ.

¦ÔÎË ÃÇÊÏÂÔÔÑÄÑÇ ÔÍÂÎâÓÐÑÇ ÒÑÎÇ ËÏÇÇÕ ËÔÕÑÚÐËÍ,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÌÔâ ÊÂÓâÆÑÏ q, ÕÑ ÑÐÑ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËá

�&ÿ xR�f � ÿ4p j ;

ÅÆÇ ÔÍÂÎâÓÐÞÌ ÕÑÍ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

j � q

�
d �4�
ÿ
xÿ x�s�� ds�������ÿgp :

´ÇÑÓÇÏÂ ÑÃ ÑÕÔÖÕÔÕÄËË "ÄÑÎÑÔ" ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ. ³ÖÕß
ÕÇÑÓÇÏÞ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ ÊÂÄÇÓÛÇÐËâ
ÍÑÎÎÂÒÔÂ ÄÐÇÛÐËÌ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ÏÑÉÇÕ ËÊÏÇÓËÕß ÕÑÎßÍÑ
ÚÇÕÞÓÇ ÄÇÎËÚËÐÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ÚÇÓÐÖá ÆÞÓÖ, ì
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ÏÂÔÔÖ M, àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ Q Ë ÏÂÅÐËÕÐÞÌ Qm ÊÂÓâÆÞ Ë
ÖÅÎÑÄÑÌ ÏÑÏÇÐÕ J. ¬ÂÉÆÂâ ËÊ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ ÒÑ ÑÃÓÂÊÐÑÏÖ
ÄÞÓÂÉÇÐËá, ÄÄÇÆÇÐÐÑÏÖ µËÎÎÇÓÑÏ, âÄÎâÇÕÔâ "ÄÑÎÑÔÑÏ".

®ÂÔÔËÄÐÑÇ ÕÇÎÑ, ÒÂÆÂáÜÇÇ ÐÂ ÚÇÓÐÖá ÆÞÓÖ, ÄÑÊÏÖ-
ÜÂÇÕ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ
ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ, Ë ÆÂÎßÐÇÌÛÂâ àÄÑÎáÙËâ ÚÇÓÐÑÌ ÆÞÓÞ
ÔÄâÊÂÐÂ Ô ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÞØ ÏÑÆ. £ ÓÂÃÑÕÂØ
[126, 127] Ë [128, 129] ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ Ë ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÄÔÇ
ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÞÇ ÏÑÆÞ Ô ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ, ÃoÂ Îß-
ÛËÏ ÔÒËÐÂ ÒÑÎâ, ËÊÎÖÚÂáÕÔâ. ±ÑÔÎÇ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÄÔÇØ
ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÞØ ÏÑÆ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÃÖÆÇÕ ÔÐÑÄÂ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß ÔÑÃÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÂ
Ô ËÊÏÇÐÇÐÐÑÌ ÏÂÔÔÑÌ. ±ÑÊÆÐÇÇ àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÃÞÎ
ÒÑÎÖÚÇÐ Ô ÆÓÖÅËØ ÒÑÊËÙËÌ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [23, 24]. ±ÑÆÓÑÃÐÑ
àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ËÊÎÑÉÇÐ Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [21]. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ
ÄÓÇÏâ ÆÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÕÇÑÓÇÏÂ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÇ ÆÎâ ÄÔÇØ
ÒÑÎÇÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÃÊÑÓ [130]). ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÔÂÏÑ-
ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÑÎÇÌ ÁÐÅÂ ë®ËÎÎÔÂ Ë
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÔÑØÓÂÐâáÜËÏËÔâ ÄÇÎËÚËÐÂÏË ÏÂÔÔÞ, ÊÂÓâÆÑÄ Ë ÖÅÎÑ-
ÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, ÐÑ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÐÂÎËÚËÇÏ ÍÑÓÑÕÍÑ-
ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÐÇÂÃÇÎÇÄÂ ÒÑÎâ.

´ÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËÇ ÆÇ×ÇÍÕÞ ÄÑÊÐËÍÂáÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
×ÂÊÑÄÞØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ Ä ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÑÎÇÄÞØ ÏÑÆÇÎâØ.
³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÚÇÕÞÓÇ ÄËÆÂ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ: ÏÑÐÑÒÑÎË, ÍÑÔÏËÚÇ-
ÔÍËÇ ÔÕÓÖÐÞ, ÆÑÏÇÐÐÞÇ ÔÕÇÐÍË Ë ÕÇÍÔÕÖÓÞ, Â ÕÂÍÉÇ
ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ËØ ÅËÃÓËÆÐÞÇ ÔÑÇÆËÐÇÐËâ. ®Þ ÍÑÔÐÇÏÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÄÞØ ÆÄÖØ ÄËÆÑÄ. £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÐÇÑÃÞÚÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÏÂÕÇÓËË ÄÐÖÕÓË àÕËØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÕÑÉÇ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÐÇÑÃÞÚÐÞÇ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂ. £ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÚËÔÕÑÏ ÄËÆÇ àÕÑ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÒÓË
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ, ÐÇ ËÏÇáÜËØ
ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, Õ.Ç. ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÏÑÐÑÒÑÎâ Ë ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÒÓâÏÑÌ,
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ Ô ÏÇÕÓËÍÑÌ (27)
ÄÔáÆÖ ÎÑÍÂÎßÐÑ ÒÎÑÔÍÑÇ ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÔÂÏÑÌ ÔÕÓÖÐÞ,
ÅÆÇ ÍÓËÄËÊÐÂ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÆÇÎßÕÂÑÃÓÂÊÐÞÌ ÄËÆ

Rr
�
j
� rj � Rr

�r � Rj
� j � �nÿ 1� d�r�

r
:

¤ÎÑÃÂÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ËÏÇÇÕ ÆÇ×ËÙËÕ ÒÎÑÔÍÑÅÑ
ÖÅÎÂ. ³ÇÚÇÐËÇ t � const Ë z � const ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÍÑÐËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ. ³ÕÓÖÐÞ, ÒÑâÄÎâáÜËÇÔâ Ä
ÕÇÑÓËË £ÇÎËÍÑÅÑ ÑÃÝÇÆËÐÇÐËâ, ÍÑÅÆÂ ÄÔÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÃÝÇÆËÐâáÕÔâ Ä ÑÆÐÑ ÇÆËÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË:
ro � 10ÿ29 ÔÏ, nÿ 1 � 10ÿ6.

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÐÞ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ-ÄÓÇÏâ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÅÎÑÃÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÐÑÒÑÎâ Ô
ÏÇÕÓËÍÑÌ (42) âÄÎâÇÕÔâ ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÞÏ:

Ryj
� � yj � Ry

�y � Rj
� j �

1ÿ a2

a2r
;

Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÆÇ×ËÙËÕÑÏ ÕÇÎÇÔÐÑÅÑ ÖÅÎÂ. ±ÑÆÓÑÃ-
ÐÑÇ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÕÇÑÓËË ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÆÇ×ÇÍÕÑÄ ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [52] Ë ÑÃÊÑÓÂØ [53, 54].
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