
£ 1932 Å. ®ÂÌÑÓÂÐÂ ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÎ ÓÂÃÑÕÖ ÒÑ ÆËÐËÏËÍÇ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÖÅÎÑÄÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Ä ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ [1]. ¿ÕÂ ÓÂÃÑÕÂ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÄÇ
ÚÂÔÕË: Ä ÒÇÓÄÑÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ ÔÄÇÆÇÐËâ ÑÃÜÇÌ
ÊÂÆÂÚË Í ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÔÒËÐÇ 1/2, Â ÄÑ ÄÕÑÓÑÌ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ
ÆËÐÂÏËÍÂ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ, ÊÂÄËÔâ-
ÜÇÏ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË. ±ÇÓÄÂâ ÚÂÔÕß, ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÍÑÕÑÓÑÌ ÃÞÎË
ÒÑÄÕÑÓÇÐÞ ÒÑÊÉÇ [2, 3] Ë ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓËÄÎÇÍÎÂ ÃÑÎßÛÑÇ
ÄÐËÏÂÐËÇ, ÐÇÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑ ÍÑÏÏÇÐÕËÓÑÄÂÎÂÔß (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [4]) Ë ÙËÕËÓÖÇÕÔâ Ä ÖÚÇÃÐËÍÂØ ÒÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ
[5]. £ÕÑÓÂâ ÚÂÔÕß ÖÒÑÏËÐÂÇÕÔâ ÓÇÆÍÑ, Ë ÇÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ì
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÒËÐÂ 1/2 Ä ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÑÆÐÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÎËÐÇÌÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, ì ÏÂÎÑ ËÊÄÇÔÕÇÐ.
°ÆÐÂÍÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ËÏÇÇÕ ÏÐÑÅÑ
ÑÃÜÇÅÑ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÆÓÖÅËØ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÓÂÃÑÕ
ÕÑÅÑ ÉÇ ÅÑÆÂ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÒÓË ÂÕÑÏÐÞØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâØ Ä ÔËÕÖÂÙËË
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÖÓÑÄÐÇÌ [6 ë 9]. £ àÕÑÌ
ÊÂÏÇÕÍÇ ÏÞ ØÑÕÇÎË ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÓÂÃÑÕÖ ®ÂÌÑ-
ÓÂÐÞ Ë ÔÄâÊÂÕß ÇÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ÆÓÖÅËØ ÓÂÃÑÕ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÇÔßÏÂ ÄÂÉÐÞ Ä ÕÇÑÓËË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ÂÕÑÏÑÄ Ë
ÏÑÎÇÍÖÎ ÒÓË ÐËÊÍËØ àÐÇÓÅËâØ. ±ÓË àÕÑÏ ÏÞ ÑÕÏÇÕËÏ
ÓÂÊÎËÚËÇ Ä ÒÑÆØÑÆÂØ Í ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ ­ÂÐÆÂÖ [6, 7], ©ËÐÇÓÂ [8] Ë ºÕáÍÇÎßÃÇÓÅÂ [9],
ÍÑÕÑÓÑÇ, ÒÑ ÐÂÛÇÏÖ ÏÐÇÐËá, ÐÇ ÑÕÓÂÉÇÐÑ ÆÑÎÉÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ Ä ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜÇÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ.

©ÂÆÂÚÂ Ñ ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ Ä ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇ-
ÄÑÌ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâØ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÎÂÔß Ä [6 ë 9] Ä ÆÄÖØ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâØ. ±ÇÓÄÑÇ ÍÂÔÂÇÕÔâ

ÄËÆÂ ÏÂÕÓËÙÞ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÑÃÎÂÔÕË ÍÄÂÊË-
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ, Â ÄÕÑÓÑÇ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÕÓÂÍÕÑÄÍÇ ÆÄËÉÇÐËâ
âÆÇÓ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË.

®ÂÕÓËÙÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË (ÏÂÕÓËÙÂ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ) Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÄÞÃËÓÂÎÂÔß Ä
×ÑÓÏÇ, ÍÑÕÑÓÂâ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ R:

V�R� � Ec ÿ F2�Rÿ Rc� a

a Ec ÿ F1�Rÿ Rc�
8>>: 9>>; ; �1�

ÅÆÇ Ec, Rc, F1, F2, a ì ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ R.
®ÂÕÓËÙÂ V ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÆÂÇÕ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÖá ÊÂÆÂÚÖ Ä
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÇÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÂáÕ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ Ä
ÔËÕÖÂÙËË ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄËÆ àÕÑÌ ÏÂÕ-
ÓËÙÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÂÓÕËÐÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÖÊÍÑÅÑ
ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÆÂÎË ÑÕ Rc ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ
ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÆÇÎÂÐÑ
ÏÐÑÅÑ ÃÑÎßÛÇ ÏËÐËÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËâ ÒÓË R � Rc,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÓÂÄÐÑ 2a.

¥Îâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ à××ÇÍÕÑÄ ÔÎÇ-
ÆÖÇÕ ÖÚÇÔÕß ÆÄËÉÇÐËÇ âÆÇÓ Ô ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá.
±ÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓËÐËÏÂÎÑÔß Ä [6 ë 9], ×ÑÓÏÖÎË-
ÓÑÄÂÎÑÔß ÍÂÍ ÖÔÎÑÄËÇ, ÚÕÑ ÎÑÍÂÎßÐÂâ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ àÐÇÓ-
ÅËâ âÆÇÓ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÒÓË R � Rc ÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ 2a:

mv2c
2

4 2a : �2�

©ÆÇÔß m ì ÒÓËÄÇÆÇÐÐÂâ ÏÂÔÔÂ âÆÇÓ, Â vc ì ÔÍÑÓÑÔÕß
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓË R � Rc. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÖÔÎÑÄËÇ (2) ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÖÆÂÎÇÐÐÑÔÕß ÑÃÎÂÔÕË ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇ-
ÐËâ ÑÕ ÕÑÚÇÍ ÒÑÄÑÓÑÕÂ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÂâ àÐÇÓÅËâ
ËÔÚÇÊÂÇÕ. ±ÂÓÂÏÇÕÓÞ, ÄØÑÆâÜËÇ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (1), ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÔÍÑÏÃËÐËÓÑÄÂÐÞ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÇ
ÑÕÐÑÛÇÐËÇ

z � 2pa2

�h jF1 ÿ F2j vc ; �3�
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ÍÑÕÑÓÑÇ ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ®ÇÔÔË Ä ÑÃÎÂÔÕË ÍÄÂÊË-
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ.

­ÂÐÆÂÖ Ä ÓÂÃÑÕÇ [6] ÐÂÛÇÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä
ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÑÚÕË ÄÐÇÊÂÒÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ (NS, ÖÔÎÑÄËÇ z5 1)
Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ
ÃÂÊËÔÇ Ô ×ÖÐÍÙËâÏË £¬¢. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ ÆÎâ
ÆÄÖÍÓÂÕÐÑÅÑ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ ÑÃÎÂÔÕË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ (ÒÓË
ÔÃÎËÉÇÐËË Ë ÓÂÊÎÇÕÇ ÂÕÑÏÑÄ) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

PL;NS
WKB � 4z sin2�FL� ; �4�

ÅÆÇFL ìÐÇÍÑÕÑÓÂâ×ÂÊÂ, ÐÂÃÇÅÂáÜÂâ ÊÂ ÄÓÇÏâ ÆÄËÉÇÐËâ
ÔËÔÕÇÏÞ ÑÕ ÑÃÎÂÔÕË ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ Í ÕÑÚÍÂÏ ÒÑÄÑ-
ÓÑÕÂ, ÒÓËÚÇÏ ÖÔÎÑÄËÇ (2) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÇÓÇÒËÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ
FL 4 1. ¦ÔÎË PL;NS

WKB ÖÔÓÇÆÐËÕß ÒÑ ÃÞÔÕÓÞÏ ÑÔÙËÎÎâÙËâÏ,
ÑÐÑ ÆÂÇÕ ÔÓÇÆÐáá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß �P L;NS

WKB � 2z.
£ ÓÂÃÑÕÇ [7] ­ÂÐÆÂÖ ÄÞÚËÔÎËÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä

ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÑÚÕË-ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ (NA, ÖÔÎÑÄËÇ
z4 1), ËÔÒÑÎßÊÖâ ÕÇÑÓËá ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ
ÃÂÊËÔÇ Ë ÄÄÑÆâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËÌ
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÑÃÎÂÔÕß ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ R. £ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÒÓË ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÏ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËË
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

PL;NA
JWKB � C exp�ÿz� ; �5�

ÅÆÇ ÑÉËÆÂÇÏÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÐÑÉËÕÇÎâ C ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß, ÒÑ
­ÂÐÆÂÖ, ÒÑÓâÆÍÂ ÇÆËÐËÙÞ.

©ËÐÇÓ [8] ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎ ÊÂÆÂÚÖ ÑÃ ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÏ ÒÓÑØÑÉ-
ÆÇÐËË ÆÎâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ, ÊÂÄËÔâÜÇÅÑ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË,

Ĥ�t� � V̂ �R�t�� ;
ÒÑÎÑÉËÄ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (1)

Rÿ Rc � vct :
°Ð ÒÑÔÕÓÑËÎ ÔËÔÕÇÏÖ ÆÄÖØ ÄÓÇÏÇÐÐ�yØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ
ÂÏÒÎËÕÖÆ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÖá
ÆËÐÂÏËÍÖ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÆÎâ
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ âÆÇÓ (ÕÂÍ ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÏÑÇ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ, SC). ¥ÄÂ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÃÞÎË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÞ Ä ÑÆÐÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, Ë ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÃÞÎÑ ÓÇÛÇÐÑ Ä
×ÖÐÍÙËâØ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÙËÎËÐÆÓÂ. ªÔÒÑÎßÊÖâ ËÊÄÇÔÕ-
ÐÞÇ (ËÊ "ÃËÃÎËË" ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ [10]) ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕËÍË, ©ËÐÇÓ ÐÂÛÇÎ ÕÑÚÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÒÇÓÇØÑÆÂ

PZ
SC � exp�ÿz� : �6�

¦ÔÎË ËÅÐÑÓËÓÑÄÂÕß ÊÂÏÇÚÂÐËÇ ©ËÐÇÓÂ [8], ÚÕÑ ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎß àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ Ä (6) ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÕÂÍÑÄÑÅÑ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ
­ÂÐÆÂÖ (5) (ÔÑÑÃÜÇÐÐÑÌ ÇÏÖ ²ÑÊÇÐÍÇÄËÚÇÏ) ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ
2p, ÕÑ ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ ÏÐÑÉËÕÇÎß C Ä (5) ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ Ë
ÚÕÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÂâ ×ÑÓÏÂ ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ Ä
×ÑÓÏÖÎÇ (5) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÆÎâ ÎáÃÞØ ÄÇÎËÚËÐ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
z, Â ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ z4 1. £ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÍÑÏÏÇÐÕÂ-
ÓËÌ ©ËÐÇÓÂ ÄÞÊÄÂÐ ÐÇÆÑÓÂÊÖÏÇÐËÇÏ, ÔÄâÊÂÐÐÞÏ Ô ÕÇÏ,
ÚÕÑ ­ÂÐÆÂÖ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ h ÄÏÇÔÕÑ �h.

¦ÔÎË ËÆÕË ÆÂÎÇÇ Ë ÄÞÓÂÊËÕß ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÖá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ÒÇÓÇØÑÆÂ ÆÎâ ÆÄÖÍÓÂÕÐÑÅÑ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ �P ÚÇÓÇÊ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕß ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÅÑ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ P ÍÂÍ

�P � 2P�1ÿ P� ; �7�

ÕÑ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ (7) ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ P � PZ
SC Ë z5 1

ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ­ÂÐÆÂÖ ËÊ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËâ (4). ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓËÐâÕÑ ÐÂÊÞÄÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ ÒÓË ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÏ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËË

PLZ � exp�ÿz� �8�

×ÑÓÏÖÎÑÌ ­ÂÐÆÂÖ ë ©ËÐÇÓÂ.
ºÕáÍÇÎßÃÇÓÅ [9] ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎ ÆÄÂ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÍÑÑÓÆË-

ÐÂÕÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ ÅÂ-
ÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ

Ĥ�R� � T̂�R� �U�R� ;

ÅÆÇ T̂�R�ìÑÒÇÓÂÕÑÓ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË âÆÇÓ Ë Û�R�ì
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÏÂÕÓËÚÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÂÒÒÓÑ-
ÍÔËÏËÓÖÇÕÔâ ÏÂÕÓËÙÇÌ V�R� Ä ÑÃÎÂÔÕË ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇ-
ÐËâ. ±ÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ
ºÕáÍÇÎßÃÇÓÅ ÔÕÑÎÍÐÖÎÔâ Ô ÕÓÖÆÐÑÔÕßá ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÓÑÆÑÎÉÇÐËâ ÓÇÛÇÐËâ £¬¢ ÚÇÓÇÊ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÎËÐËË
³ÕÑÍÔÂ. µÔÒÇÛÐÞÌ, ÐÑ ÄÇÔßÏÂ ÔÎÑÉÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ àÕÑÌ
ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÒÑÊÄÑÎËÎ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÆÄÖÍÓÂÕÐÑÅÑ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ P St

WKB Ä
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË £¬¢:

P St
WKB � 4 exp�ÿz��1ÿ exp�ÿz�� sin2�F St� : �9�

©ÆÇÔß F St ì ×ÂÊÂ, ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÄËÆÂ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÑÌ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ Ë
ÕÑÚÍÂÏË ÒÑÄÑÓÑÕÂ (×ÂÊÂ ºÕáÍÇÎßÃÇÓÅÂ). ºÕáÍÇÎßÃÇÓÅ
ÔÔÞÎÂÇÕÔâ ÐÂ ÓÂÃÑÕÖ ­ÂÐÆÂÖ [5], ÑÕÏÇÚÂâ, ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË z5 1 Ë ÚÕÑ Ä àÕÑÏ
ÒÓÇÆÇÎÇ FSt ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô FL. ¦ÔÎË ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (9) ÖÔÓÇÆ-
ÐËÕß ÒÑ ×ÂÊÇ (ËÎË, ÍÂÍ ÒÓËÐâÕÑ ÅÑÄÑÓËÕß, ÒÑ ÛÕáÍÇÎß-
ÃÇÓÅÑÄÔÍËÏ ÑÔÙËÎÎâÙËâÏ) Ë ÊÂÕÇÏ ÔÓÂÄÐËÕß ÇÅÑ Ô ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËÇÏ (7), ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇØÑÆÂ ÒÓË
ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÏ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËË ÒÑ ºÕáÍÇÎßÃÇÓÅÖ:

P St � exp�ÿz� : �10�

¬ÂÍ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, £¬¢-ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ, ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ ºÕáÍÇÎßÃÇÓÅÑÏ, ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÕÑÚÐÑÌ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ
©ËÐÇÓÑÏ.

£ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÆÓÖÅÑÏ ÍÑÐÕÇÍÔÕÇ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÖÊÍÑÅÑ
ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÃÞÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ®ÂÌÑÓÂÐÑÌ ì ÒÓË
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÆËÐÂÏËÍË ÔÒËÐÂ 1/2 Ä ÊÂÄËÔâÜÇÏ ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÚÕË ËÔÚÇÊÂÇÕ Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÏÇÐÕ [1]. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÌ
àÄÑÎáÙËá ÔÒËÐÂ, ÃÞÎ ÄÊâÕ Ä ÄËÆÇ

Ĥ�t� � g _Bztŝz � gBxŝx ; �11�

ÅÆÇ g ì ÅËÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ, Â _Bz, Bx ì ÐÇ
ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ. ¡ÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÇÓÑâÕÐÑ-
ÔÕË ÆÄÖØ ÔÒËÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÄÓÇÏÇÐË ÃÞÎË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÄËÆÇ ÍÑÐÕÖÓÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂ-
ÎÑÄ ÒÑ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÞÉËÄÂÐËâ f, ÄÞÓÂÉÇÐÐÂâ Ä ×ÖÐÍÙËË ÃÇÊÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t / t, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

f �t� �
���
k
p

exp�ÿkp=8�
2�1� i� ���pp

�
L

sk=4iÿ1 exp
�
s2

8i
� st

�
ds ; �12�
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ÅÆÇ k � gB2
x=��h _Bz�, L ì ÆÑÎÉÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÞÃÓÂÐÐÞÌ

ÍÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ë f ÐÑÓÏÂÎËÊÑÄÂÐÑ ÕÂÍ, ÚÕÑ
j f �t�j2t!ÿ1 � 1. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÄÞÉËÄÂ-
ÐËâ ÓÂÄÐÂ j f �t�j2t!1, Ë ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÇÓÇØÑÆÂ (Õ.Ç. ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÇÓÇÑÓËÇÐÕÂÙËË ÔÒËÐÂ ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ) ÓÂÄÐÂ PM � 1ÿ j f �t�j2t!1. ÁÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ PM ÕÂÍÑÄÑ:

PM � exp

�
ÿ pgB2

x

�h _Bz

�
: �13�

´ÇÒÇÓß ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ Ä (11) ÒÑÆÑÃÇÐ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÖ ©ËÐÇÓÂ. ±ÓË ÆÑÎÉÐÑÌ ËÆÇÐÕË×ËÍÂÙËË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ gBx � a Ë g _Bz � jF1 ÿ F2jvc ×ÑÓÏÖÎÂ (13)
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ PM � exp�ÿz�, Õ.Ç. ÑÐÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô PLZ Ë
P St. ³ÆÇÎÂÇÏ ÆÄÂ ÊÂÏÇÚÂÐËâ ÒÑ ÒÑÄÑÆÖ ×ÑÓÏÖÎ (12) Ë (13).
£Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ËÐÕÇÅÓÂÎ ®ÂÌÑÓÂÐÞ ÆÂÇÕ ÑÆÐÑ ËÊ ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÙËÎËÐÆÓÂ,
ÚÕÑ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÔÄâÊß Ô ÒÑÆØÑÆÑÏ ©ËÐÇÓÂ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ,
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (12) ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä [1] ÃÇÊ ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÔÄâÊË ÔÑ
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÄÞÔÛËØ ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ±ÑÔÎÇÆ-
ÐÇÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÇÆÎÑÉËÕß ÓÇÛÇÐËÇ®ÂÌÑÓÂÐÞ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÆÑÄÑÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÑÌ ÊÂÆÂÚË Ä ÖÚÇÃÐËÍÇ ÒÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÏÇØÂÐËÍÇ. ¥Ñ ÔËØ ÒÑÓ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÂâ ÔÔÞÎÍÂ ÐÂ ÄÞÄÑÆ
ÕÑÚÐÑÅÑ ÒÑÎÖÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ÒÇÓÇØÑÆÂ ÆÇÎÂÎÂÔß ÐÂ ÔÕÂÕßá ©ËÐÇÓÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÇÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÑ ÒÓÑÔÕÂ Ë ÍÓÂÕÍÂ ÆÎâ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ Ä ÖÚÇÃÐËÍÇ.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ PLZ � P St � PM, ÃÞÎÑ ÃÞ ÎÑÅËÚÐÑ ÐÂÊÞÄÂÕß
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ
ÒÓË ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÏ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËË ÑÃÎÂÔÕË ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇ-
ÐËâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ­ÂÐÆÂÖ ë ©ËÐÇÓÂ ëºÕáÍÇÎßÃÇÓÅÂ ë®ÂÌÑ-
ÓÂÐÞ:

PLZStM � exp

�
ÿ 2pa2

�h jF1 ÿ F2j vc

�
: �14�

¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, ËÏâ ®ÂÌÑÓÂÐÞ ÐËÍÑÅÆÂ ÐÇ ÖÒÑÏË-
ÐÂÇÕÔâ Ä ÔÄâÊË Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (14), ØÑÕâ ÇÇ àÎÇÅÂÐÕÐÞÌ
ÄÞÄÑÆ ÒÓÇÍÓÂÔÐÑ ÆÑÒÑÎÐâÇÕ ÂÓÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÄÞÄÑÆ ­ÂÐ-
ÆÂÖ, ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ©ËÐÇÓÂ Ë ÔÍÓÖÒÖÎÇÊÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ
ºÕáÍÇÎßÃÇÓÅÂ. ®ÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÒâÕß ÓÂÃÑÕ Ä 1932 Å.
ÊÂÎÑÉËÎË ÑÔÐÑÄÖ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÏÇÕÑÆÂÏ Ä ÕÇÑÓËË ÐÇÂÆËÂ-

ÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ: ÒÑËÔÍÖ ÓÇÛÇÐËâ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÏ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËá ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÆÑÎ-
ÉÇÐËâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß, ÑÃÓÂÜÇÐËá Í ØÑÓÑÛÑ ËÊÖÚÇÐÐÞÏ ÄÞÔ-
ÛËÏ ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ Ë ÒÓÂÄËÎßÐÑÌ ÕÓÂÍ-
ÕÑÄÍÇ âÄÎÇÐËâ ³ÕÑÍÔÂ ÒÓË ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ³ÔÞÎÍË ÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÇ ÓÂÃÑÕÞ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÑÃÊÑÓÇ [11] Ë ÔÃÑÓÐËÍÇ
[12].

®Þ ÐÂÆÇÇÏÔâ, ÚÕÑ àÕÂ ÊÂÏÇÕÍÂ ÚÂÔÕËÚÐÑ ÖÔÕÓÂÐËÕ
ÐÇÊÂÔÎÖÉÇÐÐÑÇ ËÅÐÑÓËÓÑÄÂÐËÇ ÓÂÃÑÕÞ ®ÂÌÑÓÂÐÞ [1] Ä
ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÏ ËÊÎÑÉÇÐËË ÕÇÑÓËË ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÑÄ (ÄÍÎáÚÂâ ÕÂÍÉÇ Ë ÓÂÃÑÕÞ ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÂÄÕÑÓÑÄ [11,
13]) Ë ÒÑÔÎÖÉËÕ ÐÇÃÑÎßÛËÏ ÆÑÒÑÎÐÇÐËÇÏ Í âÓÍÑÏÖ
ÑÒËÔÂÐËá ÄÍÎÂÆÂ ®ÂÌÑÓÂÐÞ Ä ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÖá ×ËÊËÍÖ Ä
ÑÚÇÓÍÇ ¡ÏÂÎßÆË [14].

®Þ ÒÓËÊÐÂÕÇÎßÐÞ ­.±. ±ËÕÂÇÄÔÍÑÏÖ, ÑÃÓÂÕËÄÛÇÏÖ
ÐÂÛÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÇÏÖ àÕÑÅÑ ÔÑÑÃÜÇÐËâ Ë ÒÓÑâÄËÄÛÇÏÖ
ËÐÕÇÓÇÔ Í ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÒÑÆØÑÆÂÏ Ä ÓÇÛÇÐËË ÑÆÐÑÌ ËÊ ÊÂÆÂÚ
ÕÇÑÓËË ÐÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ.

³ÒËÔÑÍ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ
1. Majorana E Nuovo Cimento 9 45 (1932)

2. Schwinger J Phys. Rev. 51 648 (1937)
3. Rabi I I Phys. Rev. 51 652 (1937)
4. Bloch F, Rabi I I Rev. Mod. Phys. 17 237 (1945)

5. ­ÂÐÆÂÖ ­ ¥, ­Ë×ÛËÙ ¦ ® ¬ÄÂÐÕÑÄÂâ ÏÇØÂÐËÍÂ: ¯ÇÓÇÎâÕË-
ÄËÔÕÔÍÂâ ÕÇÑÓËâ (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1974)

6. Landau L D Phys. Z. Sowjetunion 1 88 (1932)

7. Landau L D Phys. Z. Sowjetunion 2 46 (1932)

8. Zener C Proc. R. Soc. London Ser. A 137 696 (1932)

9. StuÈ ckelberg E C GHelv. Phys. Acta. 5 369 (1932)

10. Whittaker E T, Watson G N A Course of Modern Analysis 4th ed.

(Cambridge: Univ. Press, 1927)

11. Nikitin E E, in Atomic, Molecular & Optical Physics Handbook (Ed.

G W F Drake) (Woodbury, NY: American Institute of Physics,

1996) p. 561; also in the forthcoming second edition of this book,

2005

12. Osherov V I, Ponomarev L I (Eds) Nonadiabatic Transitions in

Quantum Systems (Chernogolovka: Institute of Problems of Che-

mical Physics Russ. Acad. of Sci., 2004)

13. ¯ËÍËÕËÐ E E, µÏÂÐÔÍËÌ ³ Á ¯ÇÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÒÓË
ÏÇÆÎÇÐÐÞØ ÂÕÑÏÐÞØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâØ (®.: ¡ÕÑÏËÊÆÂÕ, 1979)

14. Amaldi E La Vita e l'Opera di Ettore Majorana (Roma: Accademia

Nazionale dei Lincei, 1966)

Majorana formula and the Landau ±Zener ± Stuckelberg treatment of the avoided crossing problem

F.Di Giacomo

Department of Chemical Engineering and Materials, University of Rome "La Sapienza"

Via del Castro Laurenziano 7, I-00161 Rome, Italy

E.E.Nikitin

Max-Planck Institut fuÈr Biophysikalische Chemie, Tammannstrasse 6,

D-37077 GoÈttingen, Germany; Department of Chemistry,

Technion-Israel Institute of Technology, Haifa 32000, Israel

TheMajorana formula for the probability of spin-êipping in a time-dependentmagnetic éeldwhich almost vanishes at a certainmoment
is discussed at the background of the celebrated work by Landau, Zener and Stueckelberg on the nonadiabatic dynamics in the avoided
crossing situation.

PACS numbers: 01.40. ± d, 01.65.+g, 03.65 ±w

Bibliography 14 references Received 27 February 2005

Uspekhi Fizicheskikh Nauk 175 (5) 545 ± 547 (2005) Physics ±Uspekhi 48 (5) (2005)

´. 175, å 5] ¶°²®µ­¡ ®¡«°²¡¯½ ª ©¡¥¡¹¡ ­¡¯¥¡µë ©ª¯¦²¡ëº´À¬¦­¾¢¦²¤¡ 547


	 ℄㼄㠄䄄㸄㨄 㬄㠄䈄㔄䀄〄䈄䌄䀄䬄

