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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¶ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÆËÔÒÇÓÔËâÏË
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ, ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÍÂÍ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ
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âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÒÓËÐÙËÒÂ ÐÇÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ [1]. °ÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ Ë âÄÎâÇÕÔâ ÒÓâÏÞÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂ-
ÕËÄÐÑÔÕË ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ x̂ Ë p̂ [2 ë 4]. ±Ñ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá
ÄÇÎËÚËÐÞ D2x Ë D2p ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ
Ë ÐÇ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÑÛËÃÍÂÏË ËÊÏÇÓÇÐËâ.

¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÒÓÑÄÇÓÍÂ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (1) ÒÑÆ-
ÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ. ±ÓËÅÑÕÂÄÎËÄÂáÕ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÌ ÂÐÔÂÏÃÎß ÚÂÔÕËÙ. £ ÑÆÐÑÌ ÇÅÑ ÒÑÎÑÄËÐÇ ËÊÏÇÓâáÕ
ÕÑÚÐÑ (Ô ÑÛËÃÍÑÌ, ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇÌ Dx) ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÚÂÔ-
ÕËÙ, Ä ÆÓÖÅÑÌ ì ËÏÒÖÎßÔÞ. ªÊ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÚËÔÎÑÄÞØ
ÏÂÔÔËÄÑÄ ÐÂØÑÆâÕ ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ.

¦ÔÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ, ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá (1), ÐÑ ÆÓÖÅËÇ ÒÑ ÔÑÆÇÓÉÂÐËá. ¯ÂËÃÑÎÇÇ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ
ËÊ ÐËØ ì ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÑÛËÃÍÑÌ ËÊÏÇÓÇÐËâ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇÏ ËÏÒÖÎßÔÂ. ´ÓÂÆËÙËÑÐÐÑ
ÑÐÑ ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÏËÍÓÑÔÍÑÒÂ (ÏËÍÓÑÔÍÑÒ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ) Ë ÊÂÒË-
ÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÕÇØ ÉÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ, ÚÕÑ Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (1).
®Þ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÇÅÑ Ä ÄËÆÇ
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ÅÆÇ D2
mx ì ÆËÔÒÇÓÔËâ ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ,

D2
p p ì ÆËÔÒÇÓÔËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ. ±ÑÆ ÑÛËÃÍÑÌ

(ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕßá) ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÒÑÐËÏÂÇÕÔâ ÓÂÊ-
ÐÑÔÕß ÏÇÉÆÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ËÊÏÇÓÇÐËâ Ë ËÔÕËÐÐÞÏ ÇÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇÏ. ±ÑÆ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇÏ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑÐËÏÂÇÕÔâ
ËÊÏÇÐÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÇÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ Ô ÒÓËÃÑÓÑÏ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÐË ÑÛËÃÍÂ
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ËÊÏÇÓÇÐËâ, ÐË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ë
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÑÃÝÇÍÕÂ.

ÑÅËÚÇÔÍËÏ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (1) ÔÚËÕÂÇÕÔâ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÆËÔÒÇÓÔËâÏË ÑÛËÃÑÍ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ
(ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ) ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ
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±ÑÆ ÔÑÄÏÇÔÕÐÞÏ ËÊÏÇÓÇÐËÇÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ
ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ Ô
ÑÃÝÇÍÕÑÏ ÆÄÖØ ÒÓËÃÑÓÑÄ, ÑÆËÐ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ËÊÏÇÓâÇÕ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ, ÆÓÖÅÑÌ ì ËÏÒÖÎßÔ.

£ ÔÕÂÕßâØ, ÒÑÔÄâÜÇÐÐÞØ ÂÐÂÎËÊÖ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ, ÇÔÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ,
ÐÂÊÄÂÐÐÑÇ Ä [5] ËÔÕËÐÐÞÏ ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË
ÆÎâ ÔÑÄÏÇÔÕÐÞØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ. ©ÂÒËÛÇÏ ÇÅÑ Ä ÄËÆÇ [6]

Dx1 Dx2 5 �h : �4�

©ÆÇÔß x1 Ë x2 ÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÇ ÑÃÝÇÍÕÂ, Â ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÇ
ÒÓËÃÑÓÑÄ. £ÇÎËÚËÐÞ Dx1 Ë Dx2 ÐÇ ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ, Â
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÕÑÚÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ
x1 Ä ÑÆÐÑÏ ÒÓËÃÑÓÇ Ë x2 Ä ÆÓÖÅÑÏ.

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ (1) ë (3) ÔÕÑÎßÍÑ ÉÇ ÎÇÕ, ÔÍÑÎßÍÑ Ë
ÔÂÏÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ËØ ÄÊÂËÏÑÔÄâÊß
Ë ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÑÔÕÂáÕÔâ ÒÓÇÆÏÇÕÑÏ ÆËÔÍÖÔÔËË.

¯Â ÊÂÓÇ ÓÂÊÄËÕËâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐÐÞÏ ÃÞÎÑ ÏÐÇÐËÇ, ÚÕÑ ÔÂÏÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÐÇÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ ËÊÏÇÓË-
ÕÇÎßÐÞØ ÒÓËÃÑÓÑÄ, ÚÕÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß Ä ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÔËÔÕÇÏÞ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ËÊ-ÊÂ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎß-
ÐÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ, ÄÞÊÄÂÐÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ËÊÏÇ-
ÓÇÐËâ [4, 7]. °ÕÅÑÎÑÔÍË ÕÂÍËØ ÄÊÅÎâÆÑÄ ÔÑØÓÂÐËÎËÔß Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞØ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÖÚÇÃÐËÍÂØ ÒÑ
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ Ä [8 ë 10]. ³ÚËÕÂÇÕÔâ, ÚÕÑ
ÐÇÕ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËâ ÏÇÉÆÖ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâÏË Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂ-
ÐËË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÑÃÜËØ
ÒÓËÐÙËÒÑÄ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË Ë ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕÇÌ ËÊÏÇÓËÕÇÎßÐÞØ ÒÓËÃÑÓÑÄ. ±ÓË àÕÑÏ ÐÇ ÑÃÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ ÄÐËÏÂÐËâ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2) ÆÑÍÂÊÞÄÂ-
ÎÑÔß ÐÂ ÒÓËÏÇÓÂØ (ÑÃÞÚÐÑ Ô ÏËÍÓÑÔÍÑÒÑÏ), Ä ÍÑÕÑÓÞØ
×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÓËÐËÏÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÔÂÏ ÒÓËÃÑÓ (ÎÖÚ ÔÄÇÕÂ) ÖÉÇ
ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË.

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2) ÑÃÞÚÐÑ ÒÑÐËÏÂÇÕÔâ ÕÂÍ: Ä ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ô ÑÛËÃÍÑÌ D2

mx ÆËÔ-
ÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ ÄÔÇÅÆÂ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ
D2
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mx�. ´ÂÍÑÇ ÒÑÐËÏÂÐËÇ ÑÛËÃÑÚÐÑ. ±ÓË ÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÃÝÇÍÕ ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË Ô
ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÏÇÐßÛÇÌ ËÔØÑÆÐÑÌ [11 ë 13] Ë
ÏÇÐßÛÇÌ ÚÇÏ �h2=�4D2

mx� [14]. ±ÓËÃÑÓ ÏÑÉÇÕ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ
ÑÔÕÂÄËÕß ÔÎÇÆÑÄ ÔÄÑÇÅÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâ ÐÂ
ÑÃÝÇÍÕ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÖÏÇÐßÛÇÐËÇ ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (3) ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ, ÇÔÎË ËÏÇ-
áÕÔâ Ä ÄËÆÖ ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë
ËÏÒÖÎßÔÂ, ÑÕÐÑÔâÜËØÔâ Í ÔÑÔÕÑâÐËá ÒÑÔÎÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ. £
ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÒÓËÅÑÕÑÄËÕß ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÇ, ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË.
°ÆÐÂÍÑ ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ
Ä ÔÄâÊÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÃÝÇÍÕ ë ÒÓËÃÑÓ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÇ ÄÂÓËÂÐÕÞ, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (3) ÏÑÉÇÕ ÐÇ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÅÑ
ËÏÒÖÎßÔÂ, ÑÕÐÑÔâÜËÏÔâ ÍÑ ÄÓÇÏÇÐË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ÑÃÝÇÍÕÂ Ô ÒÓËÃÑÓÂÏË.

±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÐÇÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÑÔÕË [3, 15, 16]
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ÓÖÇÕ ÐÂÒËÔÂÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
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��hĈi��2 ; �6�

D2
m:sAD2

m:sB5
�h2

4
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¯Ñ àÕÑ ÃÖÆÇÕ ÑÛËÃÍÑÌ!
¸ÇÎß ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË ì Ô ÒÑÊËÙËÌ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ

ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ËÊÏÇÓÇÐËÌ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ËÔÕÑÍË Ë
ÅÓÂÐËÙÞ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (2), (3) Ë ÐÂÌÕË
ÒÓÂÄËÎßÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÄÏÇÔÕÑ ÑÛËÃÑÚÐÞØ (6), (7).

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ, ÚÕÑ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË
ËÊÏÇÓÇÐËÌ ÒÑÐËÏÂáÕ ÒÑÆ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÑÔÎÇ
ËÊÏÇÓÇÐËâ, ÄÄÑÆâÕÔâ ÒÑÐâÕËâ ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÅÑ Ë ÐÇÔÇÎÇÍÕËÄ-
ÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËÌ. ¯Â ÒÓËÏÇÓÇ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÔØÇÏÞ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ (2) âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÑÔÕË ÏÇÉÆÖ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÏË ÒÓËÃÑÓÂ. ©ÂÕÇÏ ËÔÔÎÇ-
ÆÖáÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ DmADpB Ë DmBDpA Ä ÔÎÖÚÂÇ
�Â; B̂ � � i�hĈ, ËÊÎÂÅÂÇÕÔâ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÂÒÒÂÓÂÕ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÓË ËÊÏÇÓÇÐËË, ÒÓËÄÑÆâÕÔâ
ÒÓËÏÇÓÞ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÆËÔÒÇÓÔËË ËÏÒÖÎßÔÂ
ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá (2).

¥ÂÎÇÇ ËÔÔÎÇÆÖáÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÑÛËÃÍÂÏË
ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÐÂÃÎáÆÂÇ-
ÏÞØ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÕÓË ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÏÑ-
ÆÇÎË ËÊÏÇÓÇÐËâ: 1) ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ Ô
ÑÃÝÇÍÕÑÏ ÆÄÖØ ÒÓËÃÑÓÑÄ, ÍÑÅÆÂ ÑÆËÐ ËÊ ÐËØ ÓÇÂÅËÓÖÇÕ
ÐÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ, ÆÓÖÅÑÌ ì ÐÂ ËÏÒÖÎßÔ; 2) ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ
ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÔÒÑÏÑ-
ÅÂÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÔÄÑÃÑÆÞ, ÍÑÅÆÂ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ
ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÑÄÏÇÔÕ-
ÐÑÏÖ ËÊÏÇÓÇÐËá ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÍÑÏÃËÐÂÙËÌ ÐÂÃÎá-
ÆÂÇÏÞØ; 3) ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ Ë ÚËÔÎÂ
ÍÄÂÐÕÑÄ ÏÑÆÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÅÑÏÑÆËÐÐÑÌ ÔØÇÏÇ. ±ÓË àÕÑÏ
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (4), ÇÅÑ ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá (3). £ ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÂÐÂÎËÊËÓÖáÕÔâ
ÑÛËÃÍË ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ÑÙÇÐËÄÂÐËâ ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ
ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ Ô ÒÑÏÑÜßá ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÑÇ ÕÂÍËÏ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËÇÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ.

°ÔÐÑÄÐÞÇ ËÕÑÅË ÓÂÃÑÕÞ ×ÑÓÏÖÎËÓÖáÕÔâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5.

2. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÑÛËÃÍÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ

£ ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÐÇËÊÃÇÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐËÇ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÒÒÂÓÂÕÂ Ë ÒÑÐâÕËÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÕÇÑÓËË ËÊÏÇÓÇÐËÌ. ªÊÎÑÉËÏ ÍÓÂÕÍÑ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ËÊ ÐËØ.

2.1. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÐâÕËâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÇÑÓËË ËÊÏÇÓÇÐËÌ
ªÊÏÇÓÇÐËÇ ì ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ.
¯ÇÑÃÓÂÕËÏÞÏ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ ÖÉÇ ÐÂ ÒÇÓ-
ÄÑÏ àÕÂÒÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÒÑ ÕÑÚÍÇ ÄÞÔÄÇÚËÄÂÐËâ ÐÂ àÍÓÂÐÇ.
´ÂÍÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÒÓâÏÞÏ. ¦ÔÎË ÉÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ
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ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÆÎâ ÑÙÇÐÍË ÐÂÒÓâ-
ÉÇÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ, ÚÇÓÇÊ ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓÑØÑÆËÕ ÒÑÕÑÍ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ, ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞÏ ÃÖÆÇÕ ÄÕÑÓÑÌ àÕÂÒ ËÊÏÇÓÇÐËâ. ±ÇÓÄÞÌ
àÕÂÒ ì ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ô ÒÑÎÇÏ ì ËÏÇÇÕ
ÑÃÓÂÕËÏÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ´ÂÍÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË
ÒÑÎâ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÍÑÔÄÇÐÐÞÏ.

±ÑÕÑÍ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÔØÇÏÇ ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÍÄÂÐ-
ÕÑÄÑÌ ÔÚËÕÞÄÂáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ (¬³³) [17, 18] ì ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕÇÎâ, ÏËÍÓÑÆÂÕÚËÍÂ [14]. ±ÑÔÎÇ ÍÑÔÄÇÐ-
ÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÑÃÝÇÍÕ ÑÔÕÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ ÉÇ ÑÍÓÖÉÇÐËË, ÚÕÑ
Ë ÆÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ. ¬ÑÔÄÇÐÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÆÂÇÕ ËÐ×ÑÓÏÂÙËá
ÍÂÍ ÑÃ ËÔØÑÆÐÑÏ (ÂÒÓËÑÓÐÑÏ) ÔÑÔÕÑâÐËË ÑÃÝÇÍÕÂ, ÕÂÍ Ë Ñ
ÇÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËË ÒÑÔÎÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ (ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÏ).

¹ÇÏ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÒÓÑÙÇÔÔ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÑÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÑÃÝÇÍÕÂ Ô ÒÓËÃÑÓÑÏ ÍÂÍ Ô ÑÃÞÚÐÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÑÌ? £ ÒÓËÃÑÓÇ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ ÑÃ ÑÃÝÇÍÕÇ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÖÇÕÔâ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÐÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÖÓÑÄÇÐß. ¿ÕÑ ÆÂÇÕ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ
ÆÇÌÔÕÄËÌ ÓÂÊÆÇÎËÕß ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÂÐÔÂÏÃÎß ÑÃÝÇÍÕÑÄ
ÐÂ ÒÑÆÂÐÔÂÏÃÎË Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ËÊÏÇÓÇ-
ÐËÌ. ³ÑÔÕÑâÐËâ ÄÕÑÓËÚÐÞØ ÂÐÔÂÏÃÎÇÌ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâÏË ÒÑÔÎÇ ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ [14].

·ÑÕâ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÑÃÎÂ-
ÆÂáÕ ÇÆËÐËÚÐÞÇ ÑÃÝÇÍÕÞ, ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÃÝÇÍÕ
ÒÓËÅÑÕÂÄÎËÄÂÇÕÔâ Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÏÑÉÐÑ
ÕÑÎßÍÑ Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÐÂÆ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ ÐÇÓÂÊÎËÚËÏÞØ
ÑÃÝÇÍÕÑÄ ËÎË ÐÂÆ ÑÆÐËÏË ÕÇÏÉÇ ÑÃÝÇÍÕÑÏ, ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑ
ÄÑÊÄÓÂÜÂÇÏÞÏ Ä ËÔØÑÆÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ. ¬ÑÅÆÂ ÅÑÄÑÓâÕ Ñ
ÔÑÔÕÑâÐËË ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÑÃÝÇÍÕÂ, ÐÇÄÑÎßÐÑ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇ-
ÄÂáÕ, ÚÕÑ àÕÑÕ ÑÃÝÇÍÕ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕÇÎÇÏ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÑÅÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ. £ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÇ ÐÂÆ ÇÆËÐËÚÐÞÏ
ÑÃÝÇÍÕÑÏ ÒÓÑÙÇÔÔ ÓÂÊÆÇÎÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÄËÓÕÖÂÎßÐÞÏ: ÑÐ
ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕÔâ ÓÇÅËÔÕÓÂÙËÇÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ.
³ÑÔÕÑâÐËÇ ÒÑÔÎÇ ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÊÂÄËÔËÕ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÕÑÚÐÑÔÕË, ÐÑ Ë ÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ.

¦ÔÎË ÓÂÊÆÇÎÇÐËâ ÒÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÐÇ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ, ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÑÔÎÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÒÓËÃÑ-
ÓÑÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ ÔÏÇÔß ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÏÑÅÎË ÃÞÒÑÎÖÚËÕßÔâ ÒÓË ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÏËÊÏÇÓÇÐËË [11, 14].
²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÊÏÇÓâÇÏÑÌ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ Ä ÕÂÍÑÌ ÔÏÇÔË
ÐÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ. ±ÑÆÑÃÐÞÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ
ÐÂÊÞÄÂáÕ ÐÇÔÇÎÇÍÕËÄÐÞÏË [14].

£ ÔÄâÊË Ô ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕßá ÒÑÐâÕËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÑÔÎÇ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÕÑÚÐËÕß, ÚÕÑ ÒÑÐËÏÂÕß ÒÑÆ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËÇÏ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÓË ËÊÏÇÓÇÐËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. °ÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÆËÔÒÇÓÔËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÍÂÍ ÆËÔÒÇÓÔËË
ÓÂÊÐÑÔÕË p�t� ÿ p�0�, ÅÆÇ p�t� ì ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÒÑÔÎÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ, p�0� ì ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ ÆÑ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ, ×ËÊËÚÇÔÍË ÃÇÔÔÏÞÔÎÇÐÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÊÏÇÓÇÐËâ
ËÏÒÖÎßÔÂ p�0� Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÇÔÑÄÏÇÔÕÐÞ. ªÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ
ÓÂÊÐÑÔÕß ÆËÔÒÇÓÔËÌ ËÏÒÖÎßÔÑÄ

D2p�t� ÿ D2p�0� �
�ÿ

pÿ h pi�2 wt� p� dpÿ

ÿ
�ÿ

pÿ h pi�2 w0� p� dp : �8�

©ÆÇÔßwt� p� Ëw0� p�ìÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ Ä
ÍÑÐÇÚÐÑÏ Ë ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËâØ ÑÃÝÇÍÕÂ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ. (±ÓÇÆÇÎÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ä (8) Ë ÐËÉÇ ÑÕ ÿ1
ÆÑ1.)

©ÐÂÚÇÐËÇ ÓÂÊÐÑÔÕË (8) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕÑÅÑ, Í ÍÂÍÑÏÖ
ËÊÏÇÓÇÐËá ÑÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÔâ: Í ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÏÖ ËÎË ÐÇÔÇÎÇÍ-
ÕËÄÐÑÏÖ.

2.2. ªÔÕÑÍË ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
ÑÛËÃÍÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÖá ÍÄÂÐÕÑÄÖá ÔØÇÏÖ ÍÑÔÄÇÐÐÑÅÑ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ¹ÕÑÃÞ Ä ÒÓËÃÑÓ ÒÑÔÕÖÒÂÎÂ
ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ, ÅÂ-
ÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ĥi ÑÃÝÇÍÕÂ Ô ¬³³ ÆÑÎÉÇÐ
ÃÞÕß ÎËÐÇÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ¥ÑÒÖ-
ÔÕËÏ, ÚÕÑ Ĥi � ax̂Ŷ; ÅÆÇ Ŷ ì ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ¬³³
(ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ, ËÏÒÖÎßÔ, ÍÄÂÆÓÂÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë Õ.Æ.), a ì
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÔÄâÊË. ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÔËÔÕÇÏÞ
ÑÃÝÇÍÕ ë ÒÓËÃÑÓ Ä ÄËÆÇ

Ĥ � Ĥo � Ĥi � Ĥa ;

ÅÆÇ Ĥo Ë Ĥa ì ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÞ ÑÃÝÇÍÕÂ Ë ÒÓËÃÑÓÂ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

©ÂÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÍÂÓÕËÐÇ
¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ, ÔÚËÕÂâ Ŷ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ¬³³:

�a� dp̂

dt
� 1

i�h
� p̂; Ĥo� � aŶ ;

�9�
�b� dP̂

dt
� 1

i�h
�P̂; Ĥa� � ax̂ :

©ÆÇÔß P̂ ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÔÑÒÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ Y ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ ¬³³. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9a) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÐÂ ÑÃÝÇÍÕ ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ ÒÓËÃÑÓÂ
ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÔËÎÂ (ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÄÎËâÐËâ),
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÍÑÕÑÓÑÌ F̂b:a � aŶ.

£ ÔÎÖÚÂÇ "ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÅÑ" ËÊÏÇÓÇÐËâ, Õ.Ç. ÐÂÔÕÑÎßÍÑ
ÏÂÎÑÌ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ t ÒÓËÃÑÓÂ Ô ÑÃÝÇÍ-
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË àÄÑÎáÙËâÏË ÑÃÝÇÍÕÂ Ë ÒÓËÃÑÓÂ
ÊÂ àÕÑ ÄÓÇÏâ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß (t! 0, at ì ÍÑÐÇÚÐÂâ
ÄÇÎËÚËÐÂ), ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (9) ËÏÇÇÏ

�a� p̂�t� � p̂�0� � atŶ�0� ; �10�
�b� P̂�t� � P̂�0� � atx̂�0� :
ªÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÑÔÕÖÒÂÇÕ Ä

ÒÓËÃÑÓ Ä ÄËÆÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ¬³³. °ÙÇÐÍÂ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ x�0� ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÒÑÔÎÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ
¬³³ P�t�. ¦ÔÎË ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÆÂÇÕ ÄÇÎËÚËÐÖ ~P, ÕÑ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÑÙÇÐÍË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÓËÐËÏÂÇÕÔâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ
ÒÓÂÄÆÑÒÑÆÑÃÐÑÇ ÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ

~x � 1

at

ÿ
~Pÿ 
P̂�0��� ; �11�

ÅÆÇ


P̂�0��ìÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ ¬³³ Ä ËÔØÑÆÐÑÏ

ÔÑÔÕÑâÐËË.
¥ËÔÒÇÓÔËÇÌ ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÖÔÎÑÄÐÖá

(ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ) ÆËÔÒÇÓÔËá ÑÙÇÐÍË.
£ ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐÂ ÓÂÄÐÂ

D2
mx �

1

�at�2
ÿ
D2
m

~P� D2P�0��5 D2P�0�
�at�2 ; �12�

ÅÆÇ D2
m

~Pì ÆËÔÒÇÓÔËâ ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ¬³³,
D2P�0� ì ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ¬³³ Ä ËÔØÑÆÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË. ²ÂÊÃÓÑÔ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÙÇÐÍË ÒÓË
ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÑÃÝÇÍÕÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÇÇ ÃÇÊÖÔÎÑÄ-
ÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ

D2~x � D2
mx� D2x�0� ; �13�

ÅÆÇ D2x�0�ì ÂÒÓËÑÓÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÃÝÇÍÕÂ.
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±ÑÔÎÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÒÓËÃÑÓÑÏ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (10)
ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ

D2p�t� � D2p�0� � �at�2 D2Y�0� ; �14�

ÚÕÑ ÐÂ

D2
p p � �at�2 D2Y�0� �15�

ÃÑÎßÛÇ ÇÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ËÔØÑÆÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË.
ªÊ (12) Ë (15) ËÏÇÇÏ

D2
mxD

2
p p5D2P�0�D2Y�0� : �16�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÑÔÕÑÎßÍÖ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË
ÆÎâ ÔÑÔÕÑâÐËâ ¬³³. (£ ÒÓËÏÇÓÇ Ô ÏËÍÓÑÔÍÑÒÑÏ Ô ÔÂÏÑÅÑ
ÐÂÚÂÎÂ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÑÔÕÖÎËÓÖÇÕÔâ ÕÂÍÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ¬³³
(ÔÄÇÕÂ).) ±ÑàÕÑÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2) ÏÇÉÆÖ ÑÛËÃÍÑÌ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇÏ ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÑÉÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË. ¶ÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2) ÇÔÕß
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÓËÃÑÓÂ, ÒÇÓÇÔÚË-
ÕÂÐÐÑÇ Í ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÏ ÑÃÝÇÍÕÂ.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ. ªÐÑÅÆÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (13) Ë (14) [19]. ±ÑÔÎÇ ÇÅÑ ÑÒÕËÏËÊÂÙËË
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

D2~xD2p�t�5 �h2 ;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÖá ÆËÔÒÇÓÔËá ÑÙÇÐÑÍ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ, ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÑÃÝÇÍÕÂ Ë
ÒÓËÃÑÓÂ, Ô ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ
ÒÑÔÎÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ.

2.3. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÑÛËÃÍÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ Â ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ B̂
Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓ �Â; B̂ � ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ
±ÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÐÇÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÆÎâ ÑÃÝÇÍÕÂ Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÑÛËÃÍÂ ËÊÏÇ-
ÓÇÐËâ ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÑÚÇÄËÆÐÞÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË
ÒÓË ËÊÏÇÓÇÐËË ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ Â ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐËÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ B̂, ÕÂÍÑÌ ÚÕÑ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓ
�Â; B̂ � � i�hĈ âÄÎâÇÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÇÔÎË
Â � x̂, B̂ � p̂ 2, ÕÑ ËÊ (5) ÔÎÇÆÖÇÕ

D2xD2p 2 5 �h2
��h p̂i��2 ; �17�

ÅÆÇ h p̂iì ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ.
¦ÔÎË ÃÞ ÒÑÆÑÃÐÑÇ (5) ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÃÞÎÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ

ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÆËÔÒÇÓÔËÌ ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ Ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËâ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÎÂ ÃÞ ÊÂÄË-
ÔÇÕß ÐÇ ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ËÏÒÖÎßÔÂ, Â ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÇÅÑ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ. °ÆÐÂÍÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (10a) ËÊÏÇÐÇÐËÇ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÄÂÆÓÂÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ

D2p 2 � D2p 2�t� ÿ D2p 2�0� �
� 4


p 2�0���at�2 D2Y� �at�4 D2Y 2 ; �18�

D2Y 2 � hY 4i ÿ hY 2i2 :

ªÊ (12) Ë (18) ËÏÇÇÏ

D2
mxD

2
p p

2 � 4


p 2�0��D2PD2Y� �at�2 D2PD2Y 2 : �19�

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá (5)

D2PD2Y 2 5 �h2hY i2 :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÔÎÖÚÂÇ hY i � 0 ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (19)
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÑÔß Ä [20]. £ ÅËÎßÃÇÓÕÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Í
àÕÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÔÕÓÇÏËÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÑ
ÒÓË D2Y! 0.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÔÑÔÕÑâÐËâ ¬³³

D2Y 2 � hY 4i ÿ hY 2i2 � 2�D2Y �2 ;

ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (19) ÓÂÄÐÑ

�h2�at�2
2

D2Y5
�h 4�at�2
8D2P�0� �

�h 4

8D2
mx

:

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÑÛËÃÍÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

D2
mxD

2
p p

2 5 �h2


p 2�0��� �h 4

8D2
mx

: �20�

¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË (17). ²ÂÊÎËÚËÇ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë Ä
ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÄÕÑÓÞÏ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ.
±ÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (20) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÓÇÆÐÇÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ Ä (17)
×ËÅÖÓËÓÖÇÕ ÍÄÂÆÓÂÕ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ.

ÇÅÍÑ ÆÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÑÛËÃÍÑÌ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ D2

m p 2 Ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇÏ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ D2

px ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖáÜÇÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË, ÐÑ Ë ÑÕ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâ ÑÛËÃÍÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ
ÍÄÂÆÓÂÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ (20). ±ÓÇÆÔÕÂÄÎââ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÄËÆÇ Ĥi � ap̂ 2Ŷ Ë ÓÇÛÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÐÂØÑÆËÏ

D2
m p 2 D2

px5 �h2


p 2�0�� : �21�

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÑÛËÃÍÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ë
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ D2

mAD2
pB ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÑÄ

�Ĉ; Â�; ��Ĉ; Â�; Â�; ���Ĉ; Â�; Â�; Â�; . . .

¦ÔÎË �Ĉ; Â� � 0, ÕÑ

D2
mAD2

pB5
�h2

4



Ĉ 2�0�� : �22�

£ ÔÎÖÚÂÇ �Ĉ; Â� � i�hb (ÅÆÇ bì c-ÚËÔÎÑ) ËÏÇÇÏ

D2
mAD2

pB5
�h2

4



Ĉ 2�0��� b 2 �h 4

8D2
mA

: �23�

¦ÔÎË ÉÇ ÐÇ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÞÇ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÞ
�. . . �Ĉ; Â�; Â�; . . . ; Â�, ÕÑ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÅÑ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÃÖÆÖÕ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÇ ÄÇÎË-
ÚËÐÂÏ �hn=�D�nÿ2�m A�, ÅÆÇ n � 4; 6; 8; . . .

¬ ÍÂÍÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2), (21) ë
(23)?±ÓË ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (14) ë (23) ÄÔÇ ÖÔÓÇÆ-
ÐÇÐËâ Ä ÍÂÓÕËÐÇ ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ ÒÓÑÄÑÆËÎËÔß ÒÑ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ
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ÔÑÔÕÑâÐËâÏ ÑÃÝÇÍÕÂ Ë ÒÓËÃÑÓÂ. £ ÍÂÓÕËÐÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ
àÕÑÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËá ÑÃÝÇÍÕÂ Ô ÒÓËÃÑÓÑÏ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÏÖ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËØ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ.

¦ÔÎË ÆÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÃÝÇÍÕ ÃÞÎ Ä ÚËÔÕÑÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËË jcoi, Â ¬³³ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË jcai, ÕÑ ÒÑÔÎÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ (Ä ÏÑÏÇÐÕ t), ÐÑ ÆÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ P̂�t� Ä ÒÓËÃÑÓÇ
ÒÓËÃÑÓ Ë ÑÃÝÇÍÕ ÃÖÆÖÕ Ä ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË

jCenti � exp �ÿiĤit�
��ca�0�

�
 ��co�0�
�
:

(©ÆÇÔß Ë Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÔÚËÕÂÇÏ �h � 1.) £ x- Ë Y-ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËË ×ÖÐÍÙËâ

jCenti �
��
jY ico�x�ca�Y � exp �ÿiatxY � jxi dx dY : �24�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá (24) ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÃÝÇÍÕÂ

went�x� � hCentjxi hxjCenti �
���ca�Y �

��2��co�x�
��2 dY � wo�x�

ÕÂÍÑÇ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä ËÔØÑÆÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË jcoi. ¿××ÇÍÕ
ÔÖÉÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÒÓË ËÊÏÇÓÇÐËË Ä àÕÑÏ ÓÂÔÚÇÕÇ
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ ËÏÇÇÏ
ÆÇÎÑ Ô ÐÇÔÇÎÇÍÕËÄÐÞÏ ËÊÏÇÓÇÐËÇÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.

£ ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË (24) ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË
ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ

went� p� � hCentj pih pjCenti �
���jo�atY� p���2 ��ca�Y �

��2 dY ;
jo�atY� p� �

�
exp �ÿi� p� atY �x�co�x� dx ;

co�x� �


x
��co�0�

�
; ca�Y � �



Y
��ca�0�

�
:

¶ÖÐÍÙËâ went� p� ÇÔÕß ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÔÖÏÏÞ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ p� atY. ´ÂÍÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËá ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆËÔÒÇÓÔËâ (14).

2.4. °ÛËÃÍÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ Ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ
ÒÓË ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÏ ËÊÏÇÓÇÐËË
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ Ä ÔÎÖÚÂÇ,
ÍÑÅÆÂ ËÔØÑÆÐÞÌ ÂÐÔÂÏÃÎß ÓÂÊÆÇÎâÇÕÔâ ÐÂ ÒÑÆÂÐÔÂÏÃÎË Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË ËÊÏÇÓÇÐËâ.

2.4.1. ³ÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÑÔÎÇ ÕÑÚÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ Ä ¬³³.
´ÑÚÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ P̂ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ~P ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕ ÎáÃÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ¬³³ Ä ÔÑÔÕÑâÐËÇ j ~Pi. ´ÂÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
ÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÒÓÑÇÍÕÑÓ j ~Pih ~Pj. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÔËÔÕÇÏÂ
ÑÃÝÇÍÕ ë¬³³ ËÊ ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ jCenti ÒÇÓÇØÑÆËÕ
Ä ÔÑÔÕÑâÐËÇ (ÃÇÊ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË)

j ~Pih ~PjCenti � j ~Pi 

��co� ~P�

�
;

ÅÆÇ��co�P�
� � � ja�P� atx�co�x�jxi dx ;

ja�P� atx� �
�
hPjYica�Y � exp �ÿiatxY � dY :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÕÑÚÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ ¬³³ ÒÓÇ-
ÄÓÂÜÂÇÕ ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ä ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÐÇÊÂÒÖ-

ÕÂÐÐÞØ j ~Pi Ë
��co� ~P�

�
. £ÇÍÕÑÓ

��co� ~P�
�

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÑÔÎÇ ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÊÐÂÚÇÐËÇ ~P ÊÂÆÂÇÕ ÑÙÇÐÍÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
ÑÃÝÇÍÕÂ ~x � ~P=at, ÄÇÍÕÑÓ

��co� ~P�
�
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ��co�~x�

� � � ja�~xjx�co�x� jxi dx ; �25�

ja�~xjx� � �at�1=2 ja� ~P� atx� : �26�
±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ (ÂÒÓËÑÓÐÑÅÑ) ÔÑÔÕÑâÐËâ

ÑÃÝÇÍÕÂ

jcoi �
�
co�x1� jx1i dx1

Ä ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÇ (25) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÐÂ
jcoi ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÓÇÆÖÍÙËË [17, 21]

R̂�~x� �
�
ja�~xjx� jxihxj dx � ja�~xjx̂� : �27�

¡ÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÒÑÎÖÚËÎÑÔß ÚËÔÕÞÏ ÒÑÕÑÏÖ,
ÚÕÑ ÃÞÎË ÚËÔÕÞÏË ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ Ë¬³³ Ë
ÕÑÚÐÞÏ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ ¬³³.

2.4.2. ¡ÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ. ¡ÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÂÃÎá-
ÆÂÇÏÞØ ÑÃÝÇÍÕÂ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÒÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÒÓÂÄËÎÂÏ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (25) (ÒÓË ËÆÇÂÎËÊËÓÑÄÂÐÐÞØ
ÖÔÎÑÄËâØ ËÊÏÇÓÇÐËâ).

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÄÇÍÕÑÓÖ (25) ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÄÑÎ-
ÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ

c�xj~x� � ja�~xjx�co�x�
w 1=2�~x� ; �28�

ÅÆÇ

w�~x� �
�
w�~xjx�wo�x� dx

ì ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÙÇÐÍË ~x.
±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (28) ËÔØÑÆÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË

ÒÑÆÑÃÐÑ ÇÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ×ËÎßÕ-
ÓÑÏ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ ja�~xjx�. ¥ÓÖÅËÏË
ÔÎÑÄÂÏË, ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ËÊÏÇÐâÇÕ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ àÕÑ ÆÇÎÂÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞÌ ×ËÎßÕÓ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ, ÊÂÄËÔâÜËÏ
ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÓËÃÑÓÂ Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.

³ÑÅÎÂÔÐÑ (28) ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÃÝÇÍÕÂ

w�xj~x� � w�~xjx�wo�x�
w�~x� �29�

ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÖÔÎÑÄÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÙÇÐÍË
w�~xjx� � ��ja�~xjx�

��2 Ë ÂÒÓËÑÓÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ wo�x� �

��co�x�
��2 ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÍÎÂÔÔËÚÇ-

ÔÍËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ¢ÂÌÇÔÂ [22].
±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô (29) ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (28), ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÇ ÐÇ

ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, Â ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ
×ÖÐÍÙËË, ÏÑÉÐÑ ÐÂÊÄÂÕß ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÂÐÂÎÑÅÑÏ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËâ ¢ÂÌÇÔÂ.
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¡ÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÑÃÝÇÍÕÂ

w� pj~x� � 1

2p

����� ja�~x� x�co�x� exp �ÿipx� dx
����2 :

¡ÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ

h p 2i �
���c 0�~xjx���2 dx �

�
���j 0a�~xjx�co�x� � ja�~xjx�c 0o�x�

��2 dx : �30�

2.4.3. ±ÓËÏÇÓÞ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÓË
ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÏ ËÊÏÇÓÇÐËË. ±ÓËÏÇÓ 1. £ ÔÎÖÚÂÇ ÚËÔÕÞØ
ÅÂÖÔÔÑÄÞØ Ô ÏËÐËÏÂÎßÐÞÏË ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕâÏË ÐÂ-
ÚÂÎßÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÑÃÝÇÍÕÂ Ë ¬³³ ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ ÃÖÆÇÕ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ D2x�~x�, ÑÃÓÂÕÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ

1

D2x�~x� �
1

D2
0x
� 1

D2
mx

:

¡ÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ ÕÂÍÉÇ ÅÂÖÔÔÑÄÑ
Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ

D2p�~x� � �h2

4D2x�~x� :

¥ËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ

D2
p p �

�h2

4D2
mx

: �31�

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (31), ÑÕÐÑÔâÜÇÇÔâ Í ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÏÖ ËÊ-
ÏÇÓÇÐËá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ, ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá (2).
¿ÕÑÕ ÒÓËÏÇÓ ÄÑÔÒÓËÐËÏÂÎÔâ ÍÂÍ ÐÂÅÎâÆÐÑÇ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎß-
ÔÕÄÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2) Ë ÒÓË ÔÇÎÇÍÕËÄÐÞØ
ËÊÏÇÓÇÐËâØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ¬ÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐÐÑÇ ÖÃÇÉÆÇÐËÇ, ÚÕÑ Ë Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÔÇÎÇÍ-
ÕËÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÐÇËÊÃÇÉÐÑ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá (2).
°ÆÐÂÍÑ ÕÂÍÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÑÛËÃÑÚÐÑ. ±ÑÔÎÇ ÔÇÎÇÍÕËÄ-
ÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÏÇÐßÛÇ ÇÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ. µÃÇÆËÕßÔâ Ä àÕÑÏ
ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ Ë ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÐÑ Ô
ÍÑÓÓÇÎâÙËÇÌ ÏÇÉÆÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ Ë ËÏÒÖÎßÔÑÏ ÑÃÝÇÍÕÂ
[11]. °ÆÐÂÍÑ ÐÂÅÎâÆÐÇÇ àÕÑ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÐÂ ÆÓÖÅËØ
ÒÓËÏÇÓÂØ [12, 13].

±ÓËÏÇÓ 2. £ÑÊßÏÇÏ ×ÖÐÍÙËá co�x� Ä ÄËÆÇ ÒÓâÏÑ-
ÖÅÑÎßÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ

co�x� �
1

�2l�1=2
pri ÿ l < x < l ;

0 ; esli ina~e:

8<: �32�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ D2
o p � 1. ±ÖÔÕß

ja�~xjx� �

�
�
k

3p

�1=2ÿ
1� cos k�xÿ ~x�� pri ÿ p

k
4 xÿ ~x4

p
k
;

0 ; esli ina~e;

8<:
�33�

ÅÆÇ p=k < l.

¥ÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÒÑÎÖÚÇÐÑ
ÊÐÂÚÇÐËÇ ~x, ÕÂÍÑÇ ÚÕÑ j~xj4 lÿ p=k: ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
àÕÑÏÖ ÔÎÖÚÂá ÅÓÂ×ËÍË ×ÖÐÍÙËÌ (32) Ë (33) ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ
ÐÂ ÓËÔ. 1. ³ÑÅÎÂÔÐÑ (28) ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÒÑÄÕÑÓâÇÕ ÒÓËÃÑÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá ja�~xjx�.

¶ÖÐÍÙËâ ja�~xjx� Ä (33) Ë ÇÇ ÒÇÓÄÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ
ËÏÒÖÎßÔÂ ÍÑÐÇÚÐÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ËÊ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô
ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ.

¢ÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÂÒÓËÑÓÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ËÏÒÖÎßÔÂ
Ä ÆÂÐÐÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ ÐÇ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ. ¦ÔÕß ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ
ÕÂÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ co�x� Ë ja�~xjx�, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ËÏ
ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂØ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÃÖÆÇÕ ÏÇÐßÛÇ
ÂÒÓËÑÓÐÑÌ.

£ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ
ËÏÒÖÎßÔÂ ÍÑÐÇÚÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË j~xj < lÿ p=k: £ ÒÓÑÕËÄÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÃÖÆÇÕ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÌ, ÍÂÍ Ë Ä ËÔØÑÆÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ,
ÅÓÂ×ËÍ ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÏÒÖÎß-
ÔÂ ÒÑÌÆÇÕ ÐËÉÇ ÅÓÂ×ËÍÂ ÂÒÓËÑÓÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ.

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞÌ
×ÂÍÕ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÓËÔ. 1 ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ
ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ

D2p�~x� � �at�2 D2Y

ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (15), Õ.Ç. ÓÂÄÐÂ ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ. ¡ÒÓËÑÓÐÂâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕß
ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ ÐÂ ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÐÇ
ÒÑÄÎËâÎÂ.

£ ÔËÕÖÂÙËË, ËÊÑÃÓÂÉÇÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 1, ËÊÏÇÓÇÐËÇ,
ÆÇÌÔÕÄÖâ ÍÂÍ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ×ËÎßÕÓ, ÄÞÆÇÎâÇÕ ÕÑÎß-
ÍÑ ÚÂÔÕËÙÞ, ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÎÇÉÂÕ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ, ÅÆÇ
c 0o�x� � 0. ¬ÂÓÕËÐÂ ÕÂÍÂâ, ÍÂÍ ÇÔÎË ÃÞ ÄÔÇ ÚÂÔÕËÙÞ Ô
ÕÂÍËÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË ËÏÇÎË ÆÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ
ÉÇ ËÏÒÖÎßÔ. £ àÕÑÏ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËË ÐÇ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËâ Ô
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÖÕÄÇÓÉÆÇ-
ÐËÇ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÒÓÑÛÎÑÅÑ, Â ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑ-
ÔÕË ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ Ë ÃÖÆÖÜÇÏÖ.

±ÓË ÉÇÎÂÐËË Ë àÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÒÓËÃÑÓ ÄÑÊÏÖÜÂÇÕ
ËÏÒÖÎßÔ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (2). µÏÇÐßÛÇÐËÇ
ÆËÔÒÇÓÔËË ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÏÑÉÐÑ

ja�~xjx�

~x

co�x�

x
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ÔÚËÕÂÕß ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ. °ÆÐÂÍÑ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÕÂÍËÇ ÖÔÎÑÄËâ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ ÃÖÆÇÕ
ÓÂÄÐÂ ËÔØÑÆÐÑÌ. ±ÓËÃÑÓ ÐÇ ÑÔÕÂÄËÕ ÔÎÇÆÑÄ ÔÄÑÇÅÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâ.

±ÓËÏÇÓ 3. ¥ÑÒÖÔÕËÏ, ÚÕÑ ÕÇÒÇÓß ×ÑÓÏÖ ÒÓâÏÑÖÅÑÎß-
ÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ËÏÇÇÕ ×ÖÐÍÙËâ ja�~xjx�, Â ×ÑÓÏÖ ÍÑÎÑ-
ÍÑÎÂ ì ×ÖÐÍÙËâ co�x�:

ja�~xjx� �
1

�2l�1=2
pri ÿ l < xÿ ~x < l ;

0 ; esli ina~e;

8<: �34�

co�x� �

�
�
k

3p

�1=2ÿ
1� cos k�xÿ ~x�� pri ÿ p

k
4 xÿ ~x4

p
k
;

0 ; esli ina~e;

8<:
�35�

ÅÆÇ p=k < l. ±ÓË j~xj < lÿ p=k ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÂÒÓËÑÓÐÑÏÖ. ¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ
Ô ÒÓËÃÑÓÑÏ, ÐÂØÑÆËÄÛËÏÔâ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË Ô D2Y � 1, ÚÇÏÖ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ D2

p p � 1, ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ ÐÇ
ËÊÏÇÐËÎÂÔß. ±ÓÂÄÆÂ, ÒÓË àÕÑÏ ÐÇ ËÊÏÇÐËÎÂÔß Ë ÐÇÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÐÑÔÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.

¯Ñ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÔÇÃÇ, ÚÕÑ ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÑÃÝÇÍÕÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÐÇÒÇÓÇÍÓÞÄÂá-
ÜËØÔâ ËÆÇÐÕËÚÐÞØ ÍÑÎÑÍÑÎÑÑÃÓÂÊÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ

cN�x� �
1cN�x�
1=2 X

N

m� 1

co�x�mL�

(LìÒÇÓËÑÆ) Ë ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ ËÊ ÍÑÎÑÍÑÎÑÄ ÒÇÓÇÍÓÞÄÂÇÕÔâ
ÒÓËÃÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ja�~xjx� (ÓËÔ. 2). ¡ÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ
ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÃÖÆÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÑÆÐËÏ ÍÑÎÑÍÑ-
ÎÑÏ, ÍÂÍ Ë Ä ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÖáÜÇÏ ÒÓËÏÇÓÇ.

¡ÒÓËÑÓÐÂâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏ ÏÇÉÆÖ ÍÓÂÌÐËÏË Ä
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÍÑÎÑÍÑÎÂÏË, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÂÒÑÔÕÇ-
ÓËÑÓÐÂâ ì ÛËÓËÐÑÌ ÍÑÎÑÍÑÎÂ. ªÊÏÇÓÇÐËÇ Ä ÕÂÍÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÓËÄÇÆÇÕ Í ÖÏÇÐßÛÇÐËá ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.
¹ÕÑ ÉÇ ÔÕÂÐÇÕ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ËÏÒÖÎßÔÂ? °ÐÂ ÐÇ ËÊÏÇÐËÕÔâ!

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË
cN�x� ÔÓÇÆÐËÌ ÍÄÂÆÓÂÕ ËÏÒÖÎßÔÂ

h p 2
Ni �

1

kcNk
�1
ÿ1

��c 0N�x���2 dx � N

kcNk
� p=k

ÿp=k

��c 0o�x���2 dx �
� 1

kcok
� p=k

ÿp=k

��c 0o�x���2 dx � h p 2
o i ;

ÅÆÇ h p 2
o iì ÔÓÇÆÐËÌ ÍÄÂÆÓÂÕ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ

ÑÆËÐÑÚÐÑÏÖ ÍÑÎÑÍÑÎÖ co�x�.
¯ÇËÊÏÇÐÐÑÔÕß ÆËÔÒÇÓÔËË ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ

ÐÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÇËÊÏÇÐÐÑÔÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ.
¶ÖÐÍÙËâ wo� p� ÑÆËÐÑÚÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÅÎÂÆÍÂâ, Â wN� p�
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÂ. ªÊÏÇÓÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
ÖÐËÚÕÑÉËÎÑ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËË Ä ËÔØÑÆÐÑÏ ÚËÔÕÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË. ¦ÔÎË ÃÞ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÃÞÎÑ ÔÏÇÔßá
ÍÑÎÑÍÑÎÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ ÐÇ ËÊÏÇÐËÎÑÔß ÃÞ ÄÑÄÔÇ.

°ÕÔÖÕÔÕÄËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÄÎËâÐËâ ÒÓËÃÑÓÂ ÐÂ
ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ ÐÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÑÕÔÖÕÔÕ-
ÄËâ ÄÑÑÃÜÇ ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÎËâÐËâ ÒÓË-

ÃÑÓÂ. £ ÔÑÔÕÑâÐËË ÒÓËÃÑÓÂ (34) ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔËÎÞ
athY i ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÄÎËâÐËâ ÒÓËÃÑÓÂ ÐÂ ÑÃÝÇÍÕ ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá.
¦ÔÎË ËÊÏÇÐËÕß hY i, ÐÇ ËÊÏÇÐââ ÏÑÆÖÎâ ×ÖÐÍÙËË ja�~xjx�,
ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ Ä ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË ËÊÏÇÐËÕÔâ ÐÂ athY i. (¿ÕËÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÇ
ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÃÇÊ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ [23].)

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÆÂÐÐÑÏÖ ÒÓËÏÇÓÖ ÔËÕÖÂÙËâ ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐÂ ÒÓË ËÊÏÇÓÇÐËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÕÇÎÂ ÒÖÕÇÏ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓËØÑÆÂ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ×ÑÕÑÐÂ, ÇÔÎË
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÇÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÄÞÎÇÕÂ w�t� ËÏÇÇÕ
ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÖá ×ÑÓÏÖ. ¬ÂÓÕËÐÂ ÃÖÆÇÕ ÕÂÍÑÌ, ÍÂÍ ÇÔÎË
ÃÞ ×ÑÕÑÐÞ, ÄÓÇÏâ ÄÞÎÇÕÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÅÑÓËÊÑÐ-
ÕÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË ÅÓÂ×ËÍÂ w�t�, ËÏÇÎË ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ ËÏ-
ÒÖÎßÔÞ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÏÇÔÕÑ ÒÓË ËÊÏÇÓÇ-
ÐËË ×ÂÊÞ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÐÖÎß-ÆÇÕÇÍÕÑÓÂ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ, ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂáÜÇÏÔâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓÂ Ô ÒÓËÃÑÓÑÏ Ä ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÄÃÎËÊË ÐÖÎâ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ [24].

³ÎÇÆÖÇÕ ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ Ë ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÍÂÍ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÂ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÅÂÖÔÔÑÄÞØ ÔÑÔÕÑâÐËâØ. ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ
ÆËÔÒÇÓÔËË ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ Ä ÆÓÖÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÂÄÆÂÕß ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÐÂ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÏËÐËÏÖÏ ÔÓÇÆÐÇÌ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË
ÑÃÝÇÍÕÂ.

2.4.4. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ë
ÑÛËÃÍÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ
D2p�~x� Ë �h2=�4D2

mx� ÒÑÆÓÑÃÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÑÔß Ä [14]. ¬ÂÍ
ÏÞ ÄËÆÇÎË, ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ D2p�~x�
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕßÏÇÐßÛÇ ÂÒÓËÑÓÐÑÌD2p�0�, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÄÐÂ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ. ¯Ñ ÏÑÉÇÕ ÎË ÑÐÂ ÃÞÕß
ÏÇÐßÛÇ ÚÇÏ �h2=�4D2

mx�? ®ÇÐÔÍËÏ ÆÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÕÂÍÂâ
ÔËÕÖÂÙËâ ÄÑÊÏÑÉÐÂ (ÓËÔ. 3). ¥ËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÑÔÎÇ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÓÂÄÐÑÌ ËÔØÑÆÐÑÏÖ ÊÐÂ-
ÚÇÐËá. £ÇÎËÚËÐÂ ÉÇ

D2
mx �

�
�~xÿ x�2 ��ja�~xjx�

��2 dx
ÒÓË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐËÊÍËØ ÍÓÞÎßâØ ×ÖÐÍÙËË ja�~xjx�
ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÛËÓËÐÞ ÇÇ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÑÌ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,
ÊÐÂÚÇÐËÇ �h=�Dmx� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÃÑÎßÛÇ ÚÇÏ Dp�~x�. °ÆÐÂÍÑ
ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË (24) ÓÂÄÐÂ
(14) Ë ÄÔÇÅÆÂ ÃÑÎßÛÇ ÚÇÏ �h2=�4D2

mx�.

ja�~xjx�

~x

co�x�

x
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3. °ÛËÃÍË ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ

°ÃÞÚÐÑ ÒÑÆ ÔÑÄÏÇÔÕÐÞÏ (ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞÏ) ËÊÏÇÓÇÐËÇÏ
ÆÄÖØ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ ËÊÏÇÓÇÐËÇ, ÒÓË
ÍÑÕÑÓÑÏ Ô ÑÃÝÇÍÕÑÏ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ
ÆÄÂ ÒÓËÃÑÓÂ. ¦ÔÕß ÆÄÂ ÄÂÓËÂÐÕÂ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÕÂÍËØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ. £ ÒÇÓÄÑÏ ÑÆÐÂ
ËÊ ¬³³ ÓÇÂÅËÓÖÇÕ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ,
ÆÓÖÅÂâ ì ÐÂ ËÏÒÖÎßÔ [5, 6]. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÑÃÝÇÍÕÂ Ô ÒÓËÃÑÓÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ

Ĥi � ÿax̂Ŷ� bp̂Ẑ :

£ ÆÓÖÅÑÏ ÄÂÓËÂÐÕÇ Ä ÔØÇÏÖ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÄÄÑÆËÕÔâ ÇÜÇ ÑÆÐÂ
ÔÕÇÒÇÐß ÔÄÑÃÑÆÞ (y; py) Ä ÔÑÔÕÑâÐËË Ô ÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ
ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕßá (DyDpy � �h=2).

¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÃÇÓÇÕÔâ Ä ×ÑÓÏÇ

Ĥi � ÿa�x̂ÿ ŷ�Ŷ� b� p̂� p̂y�Ẑ : �36�
¿ÕÑ ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÕß ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ËÊÏÇ-
ÓÇÐËÇ ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ x̂ Ë p̂ Ä ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ
ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ

Q̂ÿ � x̂ÿ ŷ ; P̂� � p̂� p̂y :

(±ÑÆÑÃÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ Ä [25] ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÑÒÕËÏÂÎßÐÞÏ.)
¶ÑÓÏÂÎßÐÑ ÕÑÚÐÑÔÕß ËÊÏÇÓÇÐËâ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ Q̂ÿ Ë P̂�
ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÂ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÓÇÆÇÎÞ ÑÛËÃÑÍ ÑÙÇÐË-
ÄÂÐËâ x Ë p ÓÂÄÐÞ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕâÏ y Ë py.

¥Îâ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÐÂ-
ÃÎáÆÂÇÏÞØ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÔØÇÏÞ, ÔÑÄÇÓ-
ÛÇÐÐÑ ÐÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÖÍÂÊÂÐÐÞÏ ÄÞÛÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâÏ. ¯ËÉÇ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÕÂÍÑÄÞÏË, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
âÄÎâáÕÔâ ÅÑÏÑÆËÐÐÂâ ÔØÇÏÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÐÞØ
ÂÏÒÎËÕÖÆ ÏÑÆÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÔØÇÏÂ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.

³ÐÂÚÂÎÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ
ÔØÇÏ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÐÇÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ. (³ÑÔÕÑâÐËÇ ÒÑÔÎÇ ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÅÑ
ËÊÏÇÓÇÐËâ Ä ÒÇÓÄÑÌ ÔØÇÏÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÑÔß Ä [5, 6].)

3.1. ¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÇ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ
±ÑÎÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÑÃÝÇÍÕÂ Ë ¬³³ Ä àÕÑÌ ÔØÇÏÇ

Ĥ � Ĥo ÿ ax̂Ŷ� bp̂Ẑ� Ĥa;x � Ĥa; p ; �37�

ÅÆÇ Ĥa;x, Ĥa; p Ë Ŷ, Ẑ ì ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÞ Ë ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ¬³³, ÓÇÂÅËÓÖáÜËØ ÐÂ x Ë p ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

±ÑÎÑÉËÏ Ĥo � p̂ 2=2m. ¤ÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÖ (37) ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

�a� dx̂

dt
� p̂

m
� bẐ ; �38�

�b� dp̂

dt
� aŶ ;

�a� dP̂y

dt
� 1

i�h
�P̂y; Ĥa; x� � ax̂ ; �39�

�b� dP̂z

dt
� 1

i�h
�P̂z; Ĥa; p� ÿ bp̂ :

£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ �at 2 ! 0,
bt 2 ! 0� ËØ ÓÇÛÇÐËâÏË ÃÖÆÖÕ

�a� x̂�t� � x̂�0� � btẐ ; �40�
�b� p̂�t� � p̂�0� � atŶ ;

�a� P̂y�t� � P̂y�0� � at x̂�0� � 1

2
abt 2Ẑ ;

�41�
�b� P̂z�t� � P̂z�0� ÿ bt p̂�0� ÿ 1

2
abt 2Ŷ :

±ÑÔÎÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ Py�t� Ë Pz�t� ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ Ë ËÏÒÖÎßÔ ÑÃÝÇÍÕÂ Ä ÎáÃÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇ-
ÏÇÐË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÕÑ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÑ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ �x�0�; p�0��, Ä ÏÑÏÇÐÕ ÑÍÑÐÚÂÐËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
�x�t�; p�t��, Ä ÏÑÏÇÐÕ t=2 �x�t=2�; p�t=2��. ¦ÔÎË 
Py�0�

� �
� 
Pz�0�

� � hY i � hZ i � 0, ÄÑ ÄÔÇØ ÕÓÇØ ÔÎÖÚÂâØ ÑÙÇÐÍÑÌ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÒÑ ÏÇÕÑÆÖ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÂÄÆÑÒÑÆÑÃËâ
ÃÖÆÇÕ ~Py=at, Â ÑÙÇÐÍÑÌ ËÏÒÖÎßÔÂ ÃÖÆÇÕ ~Pz=bt, ÅÆÇ ~Py Ë
~Pz ì ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËÊÏÇÓÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ¬³³. °ÛËÃÍË
ÑÙÇÐËÄÂÐËâ ÃÖÆÖÕ ÓÂÊÐÞÏË.

°ÛËÃÍË ÑÙÇÐËÄÂÐËâ x�0� Ë p�0�. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (41),
ÆËÔÒÇÓÔËË ÑÛËÃÑÍ ÑÙÇÐËÄÂÐËâ x�0� Ë p�0� Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÕÑÚÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ Py�t� Ë Pz�t� ÓÂÄÐÞ

�a� D2
m:s x�0� � D2

mx�
1

4
D2
px ; �42�

�b� D2
m:s p�0� � D2

m p� 1

4
D2
p p :

©ÆÇÔß

D2
mx �

D2Py�0�
�at�2 ; D2

px � �bt�2 D2Z ;

D2
m p � D2Pz�0�

�bt�2 ; D2
p p � �at�2 D2Y

ìÆËÔÒÇÓÔËË ÑÛËÃÑÍ ËÊÏÇÓÇÐËâ Ë ÆËÔÒÇÓÔËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ
ÒÓË ÓÂÊÆÇÎßÐÑÏ ËÊÏÇÓÇÐËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ.
£ÕÑÓÞÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ Ä ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔÕâØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (42) ì
ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÄÎËâÐËâ ÐÂ ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ ÒÇÓÇÍÓÇÔÕÐÑÅÑ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÒÓËÃÑÓÑÏ, ËÊÏÇÓâáÜËÏ ËÏ-
ÒÖÎßÔ, Ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÒÓËÃÑÓÑÏ, ËÊÏÇÓâáÜËÏ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ. ±ÓÑÔÕÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ
D2
m:s x�0�D2

m:s p�0�, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ

D2Py D
2Y5

�h2

4
; D2Pz D

2Z5
�h2

4
;

D2Py D
2Pz �

�
abt 2

2

�4

D2YD2Z5
1

8
�abt 2�2�h2 ;

ja�~xjx�

~x

co�x�

x

²ËÔ. 3. ±ÓËÏÇÓ, ÆÑÍÂÊÞÄÂáÜËÌ, ÚÕÑ ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÏÇÐßÛÇ ÚÇÏ �h2=�4D2

mx�.
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ÆÂáÕ

D2
m:s x�0�D2

m:s p�0�5
�h2

4
: �43�

®ËÐËÏÖÏ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓË

D2YD2Z � �h2

�abt 2�2 : �44�

£ ÒÓËÐÙËÒÇ ÏÑÉÐÑ ËÔÍÎáÚËÕß ÄÕÑÓÞÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ Ä
(42), ËÊÏÇÓââ Ä ¬³³ ÐÇ Py�t� Ë Pz�t�, Â ÍÑÏÃËÐÂÙËË

Q̂x � P̂y ÿ 1

2
abt 2Ẑ ;

Q̂p � P̂z � 1

2
abt 2Ŷ :

¯Ñ àÕÑ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ËÊÏÇÐËÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (43). ³ÑÄÏÇÔÕÐÑÇ
ÕÑÚÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞØ ÍÑÏÃËÐÂÙËÌ ÐÇÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐË ÐÇ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ. £
ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔÕâØ (42) ÄÏÇÔÕÑ D2

px Ë D2
p p ÒÑâÄâÕÔâ D2

mQx Ë
D2
mQp.
°ÛËÃÍË ÑÙÇÐËÄÂÐËâ x�s� Ë p�s�. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (41)

ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

�a� P̂y�t� � P̂y�0� � atx̂�t� ÿ 1

2
abt 2Ẑ ;

�45�
�b� P̂z�t� � P̂z�0� ÿ btp̂�t� � 1

2
abt 2Ŷ :

¥ËÔÒÇÓÔËË ËÔÍÑÏÞØ ÑÙÇÐÑÍ ÃÖÆÖÕ ÕÂÍËÏË ÉÇ, ÍÂÍ Ë (42).
ªØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ

D2
m:s x�t�D2

m:s p�t�5
�h2

4
; �46�

ÍÂÍ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ ÒÓÂÄËÎÑ, ÚÕÑ
ÐÇÎßÊâ ÒÓËÅÑÕÑÄËÕß ÔÑÔÕÑâÐËÇ, ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËá ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË.

±ÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ Ë ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (4).
°ÃÑÊÐÂÚÂâ x1 � Py�t�=at, x2 � Pz�t�=bt, ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (41)
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

D2x1 � D2
mx� D2x�0� ; D2x2 � D2

m p� D2p�0� :

±ÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÐÂØÑÆËÏ

D2x1 D
2x2 5 �h2 :

¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÞÇ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ËÊÏÇÓÇÐËÌ Ä ÆÄÖØ ¬³³.

°ÛËÃÍË ÑÙÇÐËÄÂÐËâ x�s=2� Ë p�s=2�. ªÊ (40) Ë (41)
ÔÎÇÆÖÇÕ

�a� P̂y�t� � P̂y�0� � atx̂
�
t
2

�
;

�47�
�b� P̂z�t� � P̂z�0� ÿ btp̂

�
t
2

�
:

¥ËÔÒÇÓÔËË ËÔÍÑÏÞØ ÑÙÇÐÑÍ

D2
m:s x

�
t
2

�
� D2Py

�at�2 ; D2
m:s p

�
t
2

�
� D2Pz

�bt�2

ÐÇ ÔÄâÊÂÐÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ Ë ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ
ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÞÏË. ¿ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß Ä ×ÑÓÏÇ

D2
m:s x

�
t
2

�
D2
m:s p

�
t
2

�
> 0 : �48�

±ÑÎÖÚÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë
ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÑÉÇÕ ÆÂÕß ÕÑÚÐÞÇ ËØ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÏÑÏÇÐÕ
ÄÓÇÏÇÐË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÔÇÓÇÆËÐÇ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄËâ. ¿ÕÑ ÐÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÅÑÕÑÄËÕß
ÔÑÔÕÑâÐËÇ, ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÑÔÕË. (¯ÂØÑÆâÔß Ä ÓÂÏÍÂØ ÂÒÒÂÓÂÕÂ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂ-
ÐËÍË, ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÃÇÊ ÑÛËÃÑÍ ÒÑÎÖÚËÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕ,
ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÜËÌ ÇÇ ÑÔÐÑÄÂÏ.)

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ Ä ÏÑÏÇÐÕ t=2 ÑÃÝÇÍÕ
ÐÂØÑÆËÕÔâ ÄÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË Ô ¬³³ Ë ÔÑÅÎÂÔÐÑ (38)
ÑÒÇÓÂÕÑÓ p̂ � m _̂xÿmbẐ ÐÇ ÓÂÄÇÐ ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÕÇÎÂ (ÊÆÇÔß p̂ ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÅÑ
ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÔÄâÊÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ). £ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂ-
ÐËÍÇ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÂâ ÑÕ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ ÒÑ ÔÍÑÓÑÔÕË. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÂÏ ÎÂÅÓÂÐ-
ÉËÂÐ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÎÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÏÑÉÐÑ
ÔÆÇÎÂÕß ÕÂÍ, ÚÕÑ Ë Ä ÔÄâÊÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÌ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ x ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÇÐ ÍËÐÇÏÂ-
ÕËÚÇÔÍÑÏÖ m _x. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË àÕÑÏ ËÊÏÇÐËÕÔâ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ±ÓË ÐÑÄÑÏ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËË ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÕÂÐÇÕ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÞÏ
ÕÑÚÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ Ë Ä ÏÑÏÇÐÕ t=2.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÛËÃÍÖ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ m _x�t=2�.
³ÑÅÎÂÔÐÑ (38a)

m _x

�
t
2

�
� p

�
t
2

�
ÿmbZ :

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÆËÔÒÇÓÔËâ ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ

D2
m:s�m _x� � D2

m:s p

�
t
2

�
� �mb�2 D2Z �

� D2Pz

�bt�2 � �mb�2D2Z5
�hm

t
:

£ÇÎËÚËÐÂ
�����������
�hm=t

p
ì ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÍÄÂÐ-

ÕÑÄÞÌ ÒÓÇÆÇÎ ÕÑÚÐÑÔÕË ËÊÏÇÓÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ [26, 27]. ±ÓË
t! 0 ÒÑÎÖÚÂÇÏ D2

m�m _x� ! 1. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÕÑÚÐÑÇ
ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÑÕÐÑÔâÜÇÅÑÔâ ÍÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÒÓËÃÑÓÑÏ, ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ.

3.2. ³ÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ
Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÔÄÑÃÑÆÞ
£ ÔØÇÏÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ Ô ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
(36) ÑÃÜËÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÑÃÝÇÍÕÂ, ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ Ë ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ Ô ÐËÏË ¬³³ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Ĥ � Ĥo � Ĥy ÿ aQ̂ÿŶ� bP̂�Ẑ� Ĥa; x � Ĥa; p : �49�
¢ÇÊ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÑÃÜÐÑÔÕË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ
ÂÐÂÎËÊÂ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß Ĥo � P̂ 2=2m, Ĥy � p̂ 2

y =2my.
£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ �at 2 ! 0,

bt 2 ! 0� ÓÇÛÇÐËâÏË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ÇÌ-
ÊÇÐÃÇÓÅÂ ÃÖÆÖÕ

P̂y�t� � atQ̂ÿ � P̂y�0� ; P̂z�t� � btQ̂� � P̂z�0� ;
Q̂ÿ�t� � Q̂ÿ�0� ; P̂��t� � P̂��0� ;
ŷ�t� � ŷ�0� � btẐ ; p̂y�t� � p̂y�0� ÿ atŶ :
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ªÊÏÇÓÇÐËÇ P̂y�t� Ë P̂z�t� ÆÂÇÕ ÑÙÇÐÍË

~Qÿ �
~Py

at
; ~P� �

~Pz

bt
:

ªØ ÖÔÎÑÄÐÞÇ ÆËÔÒÇÓÔËË

D2
mQÿ �

D2Py�0�
�at�2 ; D2

mP� �
D2Pz�0�
�bt�2 :

ªÊ ÑÙÇÐÑÍ ~Qÿ Ë ~P� ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÙÇÐÍË

~x�0� � ~Qÿ �


y�0�� ; ~p�0� � ~P� ÿ



py�0�

�
;

~x�t� � ~Qÿ �


y�t�� ; ~p�t� � ~P� ÿ



py�t�

�
;

ÖÔÎÑÄÐÞÇ ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÑÕÑÓÞØ

D2
m:s x�0� � D2

mQÿ � D2y�0� ;
D2
m:s p�0� � D2

mQ� � D2py�0� ;
D2
m:s x�t� � D2

mQÿ � D2y�t� ;
D2
m:s p�t� � D2

mQ� � D2py�t� :

©ÐÂÚÇÐËâ D2
mQÿ Ë D2

mP� ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ
ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÏÂÎÞÏË. £ ÕÂÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÓÑËÊÄÇÆÇ-
ÐËÇ

D2
m:s x�0�D2

m:s p�0� � D2y�0�D2py�0�5 �h2

4

ÕÂÍÑÇ ÉÇ, ÍÂÍ Ë (43) Ä ÔØÇÏÇ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÔÑÄÏÇÔÕ-
ÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ.

³ ÆËÔÒÇÓÔËâÏË ÑÙÇÐÑÍ ~x�t� Ë ~p�t� ÄÔÇ ÑÃÔÕÑËÕ ÅÑÓÂÊÆÑ
ØÖÉÇ. ±ÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ

D2
m:s x�t�D2

m:s p�t�5
9�h2

4
�50�

Ä 9 ÓÂÊ ÃÑÎßÛÇ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ. ±ÓËÚËÐÂ àÕÑÅÑ Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ Ë ÒÑÔÎÇ ÕÑÚÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ Py Ë Pz ÑÃÝÇÍÕ
ÑÔÕÂÇÕÔâ Ä ÊÂÒÖÕÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÔÑ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ
ÔÕÇÒÇÐßá ÔÄÑÃÑÆÞ. ©ÂÒÖÕÂÐÐÑÔÕß ÏÑÉÐÑ ÔÐâÕß, ËÊÏÇÓââ
ÑÕÆÇÎßÐÑ ÕÑÚÐÑ y�t� ËÎË py�t� ÎËÃÑ ËÊÏÇÓââ ËØ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ.
±ÑÔÎÇ ÕÑÚÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ y�t� ËÏÇÇÏ D2

m:s x�t� � D2
mQÿ.

¥ÂÎÇÇ, ÒÑÎÂÅÂâ D2Py�0�=�at�2 ! 0, ÐÂØÑÆËÏ

D2
m:s x�t�D2

m:s p�t�5
�h2

4
:

´ÂÍÑÌ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ
ËÊÏÇÓÇÐËâ y�t� Ë py�t� Ô ÑÛËÃÍÂÏË D2

m:s y�t�D2
m:s py�t� �

� �h2=4.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë

ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÔÄÑÃÑÆÞ ÆÂÇÕ ÕÂÍÑÌ ÉÇ, ÑÒÕËÏÂÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÍÂÍ Ë
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÇ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë
ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ËÔØÑÆÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË �x�0�; p�0��. °ÆÐÂÍÑ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÒÓËÅÑÕÑÄÎÇÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ
(ËÊÏÇÓÇÐËâ x�t� Ë p�t�� àÕÂ ÔØÇÏÂ ÆÂÎÇÍÂ ÑÕ ÑÒÕËÏÂÎß-
ÐÑÌ, ÇÔÎË ÑÐÂ ÐÇ ÆÑÒÑÎÐâÇÕÔâ ËÊÏÇÓÇÐËÇÏ ÄÑ ÄÔÒÑÏÑÅÂ-
ÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÔÄÑÃÑÆÞ.

£ ÓâÆÇ ÓÂÃÑÕ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
ÂÒÓËÑÓÐÞØ ÆËÔÒÇÓÔËÌ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ Q̂ÿ�0� Ë P̂��0�:

D2Qÿ�0�D2P��0� �
� ÿD2x�0� � D2y�0��ÿD2p�0� � D2py�0�

�
5 �h2 : �51�

¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ì ÂÐÂÎÑÅ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (4). °ÆÐÂÍÑ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (51) ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÔÕË ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Q̂ÿ Ë P̂�.
¿ÕË ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (51)
âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÑÃÝÇÍÕÂ
Ë ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÔÄÑÃÑÆÞ.

²ÇÂÎËÊÂÙËË ÔÑÄÏÇÔÕÐÞØ ÍÑÔÄÇÐÐÞØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂÏ (37), (49), ÐÇ ÃÞÎÑ. ¯Ç
ÃÞÎÑ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÑ Ë ÐË ÑÆÐÑÅÑ ÓÇÂÎËÔÕËÚÐÑÅÑ ÔÒÑÔÑÃÂ.
±ÑàÕÑÏÖ ÃÑÎßÛËÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ
ÓÇÂÎËÊÖÇÏÞÇ ÔØÇÏÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÔÕÂÐ-
ÆÂÓÕÐÑÌ ÔØÇÏÇ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ, ÐÑ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË
ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÑÙÇÐËÕß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÐÇÍÑÏÏÖ-
ÕËÓÖáÜËØ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ. ´ÂÍÑÄÞÏË âÄÎâáÕÔâ ÅÑÏÑÆËÐ-
ÐÂâ ÔØÇÏÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ ÏÑÆÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë
ÔØÇÏÂ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.

3.3. ³ÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ
ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ ÏÑÆÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ
¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÐÞÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏ (¬Ä¡)

X1 � A cos y ; X2 � A sin y ;

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏ ÍÂÍ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ Ë ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕË
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ~A � X1 � iX2, Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÑÒÕËÍÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÏÑÆÞ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ

x̂y � x̂ cos yÿ p̂ sin y �
�

�h

2

�1=2ÿ
ây exp �ÿiy� � â exp �iy�� ;

p̂y � p̂ cos y� x̂ sin y � i

�
�h

2

�1=2ÿ
ây exp �ÿiy� ÿ â exp �iy�� ;

x̂ �
�

�h

2

�1=2

�ây � â� ; p̂ � i

�
�h

2

�1=2

�ây ÿ â� ;

ÅÆÇ ây, âì ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÓÑÉÆÇÐËâ Ë ÖÐËÚÕÑÉÇÐËâ. ¬ÑÏÏÖ-
ÕÂÕÑÓ �x̂y; p̂y� � i�h ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÖ ÑÒÇÓÂÕÑ-
ÓÑÄ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ. ¶ÂÊÂ y ì ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ
ÄÇÎËÚËÐÂ, ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÐÂÚÂÎÂ ÑÕÔÚÇÕÂ ÄÓÇÏÇÐË
(Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÑÕÔÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÑÕ ×ÂÊÞ ÑÒÑÓÐÑÅÑ
ÍÑÎÇÃÂÐËâ).

¥Îâ ËÊÏÇÓÇÐËâ ¬Ä¡ ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÏÇÕÑÆ ÅÇÕÇÓÑÆËÐË-
ÓÑÄÂÐËâ [29] ËÎË ÅÑÏÑÆËÐËÓÑÄÂÐËâ [30 ë 32]. °ÃÝÇÍÕÑÏ
ËÊÏÇÓÇÐËâ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ âÄÎâÇÕÔâ ÄÑÎÐÂ, ÒÓËØÑÆâÜÂâ ÐÂ
ÆÇÕÇÍÕÑÓ ÊÂ ÄÓÇÏâ ËÊÏÇÓÇÐËâ.

³ÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ xy, py ÒÓÑËÊÄÑÆËÎÑÔß Ô ÒÑÏÑ-
Üßá ÄÑÔßÏËÒÑÓÕÑÄÑÌ (ÚÇÕÞÓÇ ÄØÑÆÂ Ë ÚÇÕÞÓÇ ÄÞØÑÆÂ)
ÔØÇÏÞ ÅÑÏÑÆËÐËÓÑÄÂÐËâ [30]. °ÃÞÚÐÂâ ÔØÇÏÂ ÅÑÏÑÆËÐË-
ÓÑÄÂÐËâ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ �50 :50�-ÆÇÎËÕÇÎâ ÎÖÚÂ Ë ÆÄÖØ ×ÑÕÑ-
ÆÇÕÇÍÕÑÓÑÄ (ÓËÔ. 4), Ä àÕÑÌ ÔØÇÏÇ ÇÔÕß ÆÄÂ ÄØÑÆÂ Ë ÆÄÂ
ÄÞØÑÆÂ. ³ËÅÐÂÎ ÒÑÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÑÆËÐ ËÊ ÄØÑÆÑÄ ÆÇÎËÕÇÎâ,
ÑÒÑÓÐÑÇ ÍÑÎÇÃÂÐËÇ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÔËÅÐÂÎÂ ì ÐÂ ÆÓÖÅÑÌ.

£ÞØÑÆÐÞÇ ÏÑÆÞ ËÆÇÂÎßÐÑÅÑ ÆÇÎËÕÇÎâ ÔÄâÊÂÐÞ Ô
ÄØÑÆÐÞÏË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

b̂1 � 1���
2
p ÿ

â1 exp �iy� � iâ2
�
; b̂2 � 1���

2
p ÿ

â2 � iâ1 exp �iy�
�
:

²ÂÊÐÑÔÕß ÚËÔÎÂ ×ÑÕÑÐÑÄ Ä ÄÞØÑÆÐÞØ ÎÖÚÂØ

N̂21 � b̂
y
1 b̂1 ÿ b̂

y
2 b̂2 � i

ÿ
â
y
1 exp �ÿiy�â2 ÿ â1 exp �iy�ây2

�
: �52�

³ÓÇÆÐÇÇ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (52) ÒÑ ÍÑÅÇÓÇÐÕ-
ÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá jai (Ô ÐÖÎÇÄÑÌ ÔÓÇÆÐÇÌ ×ÂÊÑÌ) ÑÒÑÓÐÑÌ
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ÄÑÎÐÞ ÓÂÄÐÑ

ijajÿây1 exp �ÿiy� ÿ â1 exp �iy�
� �

�
�
2

�h

�1=2

jaj p̂y �
�
2

�h

�1=2

hnLOi1=2 p̂y :

(hnLOiì ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÚËÔÎÂ ÍÄÂÐÕÑÄ ÒÓÑÃÐÑÌ ÄÑÎÐÞ,
ÒÑÒÂÆÂáÜÇÇ ÐÂ ÆÇÕÇÍÕÑÓ ÊÂ ÄÓÇÏâ ËÊÏÇÓÇÐËâ.) ªÊÏÇÓââ
N21, ÐÂØÑÆËÏ ÑÙÇÐÍÖ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÂÄÆÑÒÑÆÑÃËâ

~py �
�

�h

2

�1=2 ~N21

hnLOi1=2
:

¥ËÔÒÇÓÔËâ ÑÙÇÐÍË ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÆËÔÒÇÓÔËÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ë
×ÂÊÞ ÑÒÑÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. µÔÎÑÄÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÓÂÊÐÑÔÕË
ÚËÔÎÂ ÍÄÂÐÕÑÄ, ÔÄâÊÂÐÐÂâ Ô ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕâÏË ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ Ë ×ÂÊÞ ÑÒÑÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ,

D̂NLO
21 � hajN̂ 2

21jai ÿ hajN̂21jai2 � âyâ �53�

ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔËÅÐÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÇÐÐÑ, âÄÎâÇÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ Ë ÆËÔÒÇÓÔËâ ÑÙÇÐÍË ¬Ä¡:

D̂m py � �hD̂NLO
21

2hnLOi �
�hâyâ
2hnLOi : �54�

£ÓÇÂÎßÐÞØ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ÅÑÏÑÆËÐÐÞØ ÔØÇÏÂØ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÑÒÑÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÎÂÊÇÓ. ¦ÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËÇ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÞÏ, ÐÑ àÕÑ ÐÇ ÊÐÂÚËÕ, ÚÕÑ
ÑÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÚËÔÕÑÏÖ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá
ÏÑÆÞ jai. ¥ËÔÒÇÓÔËâ ×ÂÊÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÎÂÊÇÓÂ ÐÇ
ÒÑÔÕÑâÐÐÂ, ÑÐÂ ÓÂÔÕÇÕ ÒÑ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ. ¥Ë×-
×ÖÊËÇÌ ×ÂÊÞ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÐÇÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÐÑÔÕßá ×ÂÊÞ Ä ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÕÑÎßÍÑ Ä
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË tc, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÏ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ
�Dtc�1=2 5 1=hni, ÅÆÇ D ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ×ÂÊÞ.
±ÓË D � 103 ÄÇÎËÚËÐÂ tc 5 10ÿ3=hni2. ±ÑàÕÑÏÖ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÒÑ ÔÉÂÕËá ÔÄÇÕÂ ÔËÅÐÂÎßÐÖá Ë
ÑÒÑÓÐÖá ÄÑÎÐÞ ÒÑÎÖÚÂáÕ ËÊ ÑÆÐÑÅÑ ÎÖÚÂ ÒÖÕÇÏ ÇÅÑ
ÆÇÎÇÐËâ [33]. ±ÓË àÕÑÏ ×ÂÊÂ ÄÑÎÐÞ ÃÖÆÇÕ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ, ÐÑ
ÄÎËâÐËÇ ÆË××ÖÊËË ×ÂÊÞ ÐÂ ÓÂÊÐÑÔÕß ×ÂÊ ÔËÅÐÂÎßÐÑÌ Ë
ÑÒÑÓÐÑÌ ÄÑÎÐ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ. (£ ÓÇÂÎßÐÞØ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ ÐÂ ÑÛËÃÍÖ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÄÎËâÇÕ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ÄÞØÑÆ ÆÇÕÇÍÕÑÓÑÄ.)

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ ÑÃÞÚÐÂâ ÔØÇÏÂ
ÅÑÏÑÆËÐËÓÑÄÂÐËâ ×ÂÍÕËÚÇÔÍË âÄÎâÇÕÔâ ÔØÇÏÑÌ ÔÑÄÏÇÔÕ-
ÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ: ¬Ä¡
Ë ÚËÔÎÂ ×ÑÕÑÐÑÄ. ¹ËÔÎÑ ×ÑÕÑÐÑÄ ÔËÅÐÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ
ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß, ÄÞÚËÕÂâ ËÊ ÔÖÏÏÞ ÊÂÓÇÅËÔÕÓËÓÑÄÂÐÐÞØ
×ÑÕÑÐÑÄ ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ×ÑÕÑÐÑÄ Ä ÑÒÑÓÐÑÌ ÄÑÎÐÇ. ¥ËÔ-
ÒÇÓÔËâ ÑÛËÃÍË ÕÂÍÑÅÑ ÑÙÇÐËÄÂÐËâ ÓÂÄÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËË ÚËÔÎÂ
×ÑÕÑÐÑÄ Ä ÒÓÑÃÐÑÌ ÄÑÎÐÇ hnLOi. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÑËÊ-
ÄÇÆÇÐËÇ ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÑ ÔÑÔÕÑâÐËá ÔËÅÐÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËË ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ ¬Ä¡ D2

m:s py � hDm pyi Ë ÆËÔÒÇÓÔËË
ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ ÚËÔÎÂ ×ÑÕÑÐÑÄ D2

m:s n ËÏÇÇÕ ÄËÆ

D2
m:s py D

2
m:s n �

�h

2
hâyâi : �55�

°ÐÑ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÐÑÔÕË

D2py D
2n5

1

4

��hxyi��2 ; �56�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÖ � p̂y; n̂� � ÿix̂y.
³ØÇÏÂ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÆÄÖØ ¬Ä¡ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ

ÐÂ ÓËÔ. 5. ³ËÅÐÂÎßÐÂâ Ë ÑÒÑÓÐÂâ ÄÑÎÐÞ ÔÐÂÚÂÎÂ ÆÇÎâÕÔâ
ÐÂ ÆÄÂ ÎÖÚÂ ÍÂÉÆÂâ ÐÂ ÆÄÖØ ÓÂÊÐÞØ ÆÇÎËÕÇÎâØ. ©ÂÕÇÏ ÑÆËÐ
ËÊ ÄÕÑÓËÚÐÞØ ÎÖÚÇÌ ÔËÅÐÂÎÂ Ë ÑÒÑÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÑÆÂÇÕÔâ
ÐÂ ÑÆËÐ ËÊ ÆÄÖØ ÅÑÏÑÆËÐÐÞØ ÆÇÕÇÍÕÑÓÑÄ. ¯Â ÆÓÖÅÑÌ
ÆÇÕÇÍÕÑÓ ËÆÇÕ ÄÕÑÓÑÌ ÔËÅÐÂÎßÐÞÌ ÎÖÚ Ë ÆÓÖÅÂâ ÒÑÎÑÄËÐÂ
ÑÒÑÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÒÓÇÆÄÂÓËÕÇÎßÐÑ ÊÂÆÇÓÉÂÐÐÂâ ÒÑ ×ÂÊÇ ÐÂ
p=2. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÇÓÄÞÌ ÅÑÏÑÆËÐÐÞÌ ÆÇÕÇÍÕÑÓ ËÊÏÇÓâÇÕ
ÑÆÐÖ ¬Ä¡, ÄÕÑÓÑÌ ì ÆÓÖÅÖá. ³ØÇÏÂ ÓÇÂÎËÊÖÇÕ ÔÑÄÏÇÔÕ-
ÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÆÄÖØ ¬Ä¡ ÏÑÆÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ¯Ñ Ä ÑÕÎËÚËÇ
ÑÕ ÔØÇÏ (37), (49) Ä ÍÑÐÙÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÑÃÝÇÍÕ
(ÄÑÎÐÂ) ÒÑÅÎÑÜÂÇÕÔâ.

±ÎÂÕÑÌ ÊÂ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ
ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ
ÕÑÚÐÑÔÕË ËÊÏÇÓÇÐËâ. ¯ÇÖÔÕÓÂÐËÏÞÇ ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ
ÔÑÊÆÂáÕ ÄÂÍÖÖÏÐÞÇ ÒÑÎâ, ÒÓÑÐËÍÂáÜËÇ Ä ÔØÇÏÖ ÚÇÓÇÊ
ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ ÄØÑÆÞ ÆÇÎËÕÇÎÇÌ ÔËÅÐÂÎßÐÑÌ Ë ÑÒÑÓÐÑÌ ÄÑÎÐ.
£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÂ ÅÑÏÑÆËÐÐÞÇ ÆÇÕÇÍÕÑÓÞ ÔËÅÐÂÎßÐÂâ Ë
ÑÒÑÓÐÂâ ÄÑÎÐÞ ÒÓËØÑÆâÕ Ä ÔÖÏÏÇ Ô ÄÂÍÖÖÏÐÞÏË ÒÑÎâÏË

a1

a2

b2

b1
N1

N2

³ËÅÐÂÎ

°ÒÑÓÐÂâ ÄÑÎÐÂ

BS

²ËÔ. 4. ¤ÑÏÑÆËÐÐÂâ ÔØÇÏÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ.

a2

a02

a21

±ÎÂÔÕËÐÍÂ l=4

a12

a01

a11

a1

BS3

D2

D1

D3

D4

BS2 BS4

BS1

a22

°ÒÑÓÐÂâ ÄÑÎÐÂ

£ÂÍÖÖÏ

³ËÅÐÂÎ

£ÂÍÖÖÏ

²ËÔ. 5. £ÑÔßÏËÒÑÓÕÑÄÂâ ÅÑÏÑÆËÐÐÂâ ÔØÇÏÂ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ
ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ.
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a01 Ë a02:

â11 � 1���
2
p ÿ

â1 exp �iy� � iâ01
�
; â22 � 1���

2
p �â2 � iâ02� :

²ÂÊÐÑÔÕß ÚËÔÎÂ ×ÑÕÑÐÑÄ, ÒÑÒÂÆÂáÜËØ ÐÂ ×ÑÕÑÆÇÕÇÍ-
ÕÑÓÞ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

N̂21 � i���
2
p �ây11â22 ÿ â11â

y
22� :

³ÓÇÆÐÇÇ ÒÑ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá ÑÒÑÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ë
ÄÂÍÖÖÏÐÑÏÖ ÒÑÎá â02 ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË àÕÑÅÑ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÓÂÄÐÑ

1

2�h1=2
jaj� p̂y � x̂01� ;

ÅÆÇ x̂01 � ��h=2�1=2�ây01 � â01� ì ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÂ ÄÂÍÖÖÏÐÑÅÑ
ÒÑÎâ a01.

±ÑÔÎÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ N21 ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÑÙÇÐÍÂ ÔÖÏÏÞ
py � x01, ÑÛËÃÍÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÆÑÃÐÑ (54) ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÐÖÎá ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË àÐÇÓÅËË ÑÒÑÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. ±ÓË àÕÑÏ
ÆËÔÒÇÓÔËâ ÑÛËÃÍË ÑÙÇÐËÄÂÐËâ py ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í

D2
m:s py � hx̂ 2

01i5
�h

2
:

£ ÆÓÖÅÑÌ ÒÑÎÑÄËÐÇ ÔØÇÏÞ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÕÔâ ÑÙÇÐÍÂ ÔÖÏÏÞ �xy � p02�. ±ÓÇÆÇÎÑÏ ÑÛËÃÍË ÑÙÇ-
ÐËÄÂÐËâ xy ÃÖÆÇÕ

D2
m:sxy � h p 2

02i5
�h

2
:

±ÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ

D2
m:s py D

2
m:sxy 5

�h2

4
�57�

ÕÂÍÑÇ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä ÔØÇÏÂØ (37), (49).
±Ñ ÕÑÚÐÑÔÕË ËÊÏÇÓÇÐËâ Ë ÔÎÑÉÐÑÔÕË ÓÇÂÎËÊÂÙËË

ËÔÔÎÇÆÖÇÏÂâ ÄÑÔßÏËÒÑÓÕÑÄÂâ ÔØÇÏÂ ÖÔÕÖÒÂÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ
ÅÑÏÑÆËÐÐÑÌ ÔØÇÏÇ. £ÑÔßÏËÒÑÓÕÑÄÂâ ÔØÇÏÂ ÓÂÊÓÂÃÂÕÞ-
ÄÂÎÂÔß Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß ÐÇ ÆÎâ ËÊÏÇÓÇÐËâ ¬Ä¡, Â ÍÂÍ
ÔØÇÏÂ ÑÒÇÓÂÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÍÑ-
ÔËÐÖÔÂ Ë ÔËÐÖÔÂ ÓÂÊÐÑÔÕË ×ÂÊ [28, 30]. °ÃÇ ¬Ä¡ ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÏÑÆÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÊÏÇÓÇÐÞ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ Ô
ÕÑÌ ÉÇ ÕÑÚÐÑÔÕßá Ë Ô ÒÑÏÑÜßá ÅÇÕÇÓÑÆËÐËÓÑÄÂÐËâ. ³
ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÏÑÉÐÑ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ ÑÙÇ-
ÐËÕß ¬Ä¡ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÒÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.

4. °ÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ Ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ
ÒÓË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏ ËÊÏÇÓÇÐËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ

¡ÐÂÎËÊ ËÊÏÇÓÇÐËâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÖÚÂÔÕÄÖÇÕ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÂâ
¬³³, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÕÑÎßÍÑ Ô ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, ÐÑ ÆÂÎÇÍ ÑÕ ÂÐÂÎËÊÂ ÓÇÂÎßÐÞØ ÔØÇÏ, Ä
ÍÑÕÑÓÞØ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ¬³³ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÒÑÕÑÍË ×ÑÕÑÐÑÄ
ËÎË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ.

4.1. ¬ÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË
ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ
²ÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÓÇÂÎßÐÞØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÑÙÇÐÑÍ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ~x�tj�.
±ÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÆËÔÍÓÇÕÐÖá ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑÔÕß ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ×ÖÐÍÙËÇÌ ~x�t�. (£ÑÊÏÑÉÐÑ Ë
ÆÓÖÅÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ [14].)
³ËÎÇ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÄÎËâÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓË

ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÏ ËÊÏÇÓÇÐËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓ
a�tÿ t0�Ŷ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÑÒÑÔÕÂÄËÕß

F̂b:a �
X
j

a�tÿ tj� Ŷj ;

ÅÆÇ Yj ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ, tj ì ÏÑÏÇÐÕ ÐÂÚÂÎÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ Ô ÑÃÝÇÍÕÑÏ j-Ì ¬³³. ¥ÎËÕÇÎßÐÑÔÕß t ÍÂÉÆÑÅÑ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÍÑÐÇÚÐÂ.

±ÓË ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÏ ËÊÏÇÓÇÐËË ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÖá ÑÙÇÐÍÖ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ~x ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÕÑÚÐÑÅÑ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ ~̂x � x̂� x̂er, ÅÆÇ x̂er ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ
ÑÛËÃÍË ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÑÅÎÂÔÐÑ (11)
ÓÂÄÇÐ x̂er � P̂�0�=at. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ
ËÊÏÇÓÇÐËÌ ×ÖÐÍÙËá ~x�t� ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ
ÕÑÚÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ

~̂x�t� � x̂�t� � x̂er�t� ; �58�

ÅÆÇ x̂�t� ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÃÝÇÍÕÂ, x̂er�t� ì
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÑÛËÃÍË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.

¬ÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÑÃÝÇÍÕÂ Ä ÓÇÉËÏÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÇÇ ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ x̂0�t�. £
ÎËÐÇÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ

x̂�t� � x̂0�t� �
� t

0

F̂b:a�t 0�K�tÿ t 0� dt 0 ; �59�

ÅÆÇ

K�tÿ t 0� � 1

i�h

�
x̂�t�; x̂�t 0��

ì ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÑÃÝÇÍÕÂ. (¥ÓÖÅËÇ ÒÑÆØÑÆÞ Í ÒÓÑÃÎÇÏÇ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä [14].)

¬ÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÞÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÑÛËÃÍË ËÊÏÇ-
ÓÇÐËâ Ë ÔËÎÞ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÄÎËâÐËâ ÔÎÖÉÂÕ ÍÑÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË

Bx�t1; t2� � 1

2


�
x̂er�t1�; x̂er�t2�

	�
;

BF�t1; t2� � 1

2


�
F̂b:a�t1�; F̂b:a�t2�

	�
;

BxF�t1; t2� � 1

2


�
x̂er�t1�; F̂�t2�

	�
:

£ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ËÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Sx�o�, SF�o�, SxF�o�, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË [17, 21, 34]:

Sx�o�SF�o� � D2Y�0�D2P�0�5 �h2

4
; �60�

Â Ô ÖÚÇÕÑÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËË [17, 21]:

SF�o�Sx�o� ÿ jSxFj2 5 �h2

4
� �ho

��ImSxF�o�
��2 : �61�

£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÕÆÇÎß-
ÐÞØ ¬³³ Ô ÑÃÝÇÍÕÑÏ ÍÑÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÔÕÂÐÑ-
ÄâÕÔâ d-ÑÃÓÂÊÐÞÏË, Â ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ
ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ
ÔÓÇÆÐÇÌ ÊÂ ÄÓÇÏâ �t ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ

D2
m�x � D2

�
1

�t

� �t

0

x̂er�t� dt
�
� Sx

�t
:
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¥ËÔÒÇÓÔËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÊÂ àÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ

D2
p p � D2

�� �t

0

F̂b:a�t� dt
�
� SF �t :

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

D2
m�xD2

p p � SxSF 5
�h2

4

âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎÑÅÑÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (16).
²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ~x�t�

âÄÎâÇÕÔâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÏÐÑÅÑ-
ÍÓÂÕÐÑ ÒÑÆÄÇÓÅÐÖÕ ÎáÃÞÏ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâÏ Ä ÙÇÎâØ ËÊÄÎÇÚÇÐËâ ËÊ ÐÇÅÑ ÐÖÉÐÑÌ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË.
¬ÄÂÐÕÑÄÞÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇÏ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÓÂÔÚÇÕÇ ÃÖÆÇÕ
ÕÑÎßÍÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (61).

4.2. °ÛËÃÍË ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ÑÙÇÐËÄÂÐËâ
ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÛËÃÍË ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ
ÑÙÇÐËÄÂÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ

X̂1 � x̂�0� � x̂y

�mo�1=2
; X̂2 � p̂�0�

mo
� p̂y

�mo�1=2
;

ÅÆÇ m Ë oìÏÂÔÔÂ Ë ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
×ÖÐÍÙËâ ~x�t� âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ

~̂x�t� � X̂1 cosot� X̂2 sinot�

� 1

mo

� t

0

F̂b:a�t 0� sino�tÿ t 0� dt 0 � x̂er�t� : �62�

°ÙÇÐËÄÂÐËá X1 Ë X2 ÏÇÛÂÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ xer�t�, ÐÑ Ë ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ
ÔËÎÑÌ Fb:a�t�.

³ ÒÑÏÑÜßá ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÅÑ
ÑÙÇÐËÄÂÐËâ Ä [17] ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÑÙÇÐÍË ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÐÞØ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆ, ÖÔÎÑÄÐÞÇ ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÑÕÑÓÞØ

D2
m:sX1 � D2

m:sX2 � �SxSF�1=2
mo

5
�h

2mo
: �63�

ªØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ

D2
m:sX1 D

2
m:sX2 5

�
�h

2mo

�2

� 1

4

��
�X̂1; X̂2�
���2 �64�

ÒÑÆÑÃÐÑ (57). (°ÙÇÐÍË ÐÂÌÆÇÐÞ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË SxF � 0 Ë Ä
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË SF=Sxmo2 5 1, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑÏÂÎÑÏÖ ÄÑÊÏÖÜÇÐËá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÊÂ
ÒÇÓËÑÆ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ.)

©ÐÂâ ÑÙÇÐÍË ~X1 Ë ~X2, ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß ÐÂÚÂÎßÐÖá
àÐÇÓÅËá Ë ×ÂÊÖ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ:

~W � mo2

2
� ~X 2

1 � ~X 2
2 � ; ~j � ÿ arctan

~X1

~X2

:

±ÓË Dm:sX1; 2 5 hX1; 2i ÆËÔÒÇÓÔËË ÑÛËÃÑÍ ÑÙÇÐËÄÂÐËâ

D2
m:sW � 2ohWi�SxSF�1=2 ;

�65�
D2
m:sj �

o
2hWi �SxSF�1=2 :

£ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ

D2
mW � �hohW i � ��ho�2hni ; D2

mj �
�ho

4hWi �
1

4hni : �66�

±ÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ

1

��ho�2 D2
m:sX1 D

2
m:sW �

�hhni
2mo

ÒÑÆÑÃÐÑ (55).
¬ÑÓÇÐß ËÊ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÑÛËÃÑÍ ËÊÏÇÓÇÐËâ (63), (66)

ÐÂÊÞÄÂáÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÒÓÇÆÇÎÂÏË (³¬±)
ÑÛËÃÑÍ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ. (±Ñ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá, ³¬± ÑÛËÃÑÍ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ ÑÙÇÐÑÍ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÞØ ÒÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ.)

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ. £ÞÃÑÓ ÏÑÏÇÐÕÂ
ÄÓÇÏÇÐË, Í ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÑÙÇÐÍË ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ, ÐÇ
ÔÄâÊÂÐ Ô ÐÂÚÂÎÑÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ³
ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË ÑÛËÃÍÂÏË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÙÇÐÇÐÞ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ ÑÕÐÑÔâÜËØÔâ ÍÂÍ Í ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÏÖ
ÔÑÔÕÑâÐËá (ÆÑ ÐÂÚÂÎÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ), ÕÂÍ Ë Í ÕÇÍÖÜÇÏÖ
ÔÑÔÕÑâÐËá, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÑÏÖ ËÊÏÇÓÇÐËÇÏ.

4.3. ³ÑÔÕÑâÐËÇ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÑÇ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ÔÇÎÇÍÕËÄÐÞÏ ËÊÏÇÓÇÐËÇÏ
²ÇÂÎßÐÞÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÎÑÕÐÖá ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÆËÔÍÓÇÕÐÞØ
ËÊÏÇÓÇÐËÌ. ¬ÂÉÆÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÓÇÆÖÙËÓÖÇÕ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÑÃÝÇÍÕÂ. ®ÇÉÆÖ ËÊÏÇÓÇÐËâÏË ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÇÅÑ ÔÄÑÃÑÆÐÂâ
àÄÑÎáÙËâ. £ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ
ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÏ
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
ÓÇÆÖÍÙËË Ë ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÄÑÎáÙËË. ±ÓË ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÔÎÂÃÑÏ ÄÎËâÐËË ÐÂ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËÌ Ë ÏÂÎÞØ ËÐÕÇÓÄÂÎÑÄ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÆËÔÍÓÇÕÐÑÇ ËÊÏÇ-
ÐÇÐËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ.
³ÍÑÓÑÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÎÂÅÂÇÕÔâ ËÊ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÄÑÎáÙËË Ë ÔÍÑÓÑÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÊÂ ÔÚÇÕ ÓÇÆÖÍÙËË [35]. µÓÂÄÐÇÐËÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÑÔÕÑâÐËâ ¬³³ Ë ÒÑÔÎÇ-
ÆÖáÜËØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ Ä ÐËØ.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÚËÔÕÑÅÑ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÔÑÔÕÑâÐËâ ¬³³ ÑÒÇÓÂÕÑÓ
ÓÇÆÖÍÙËË (27) ÒÓË ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÏ ËÊÏÇÓÇÐËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

R̂�~xj� � G exp

�
ÿ�xÿ ~xj�2

4D2
mx

�
;

ÅÆÇ G ì ÐÑÓÏËÓÖáÜËÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß. ³ÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ
ÒÑÔÎÇ n-ÍÓÂÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË dt (ÃÇÊ
ÖÚÇÕÂ àÄÑÎáÙËË)

��c�t�� �Yn
j� 1

R̂�~xj�jc0i �

� Gn exp

�
ÿ
X
j

�x̂ÿ ~xj�2
4D2

mx

�
jc0i �

� B exp

�
ÿ
ÿ
x̂ÿ ~x�t��2n
4D2

mx

�
jc0i �

� B exp

�
ÿ
ÿ
x̂ÿ ~x�t��2n dt

4D2
mx

�
jc0i : �67�

4 µ¶¯, Õ. 175, å 10
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©ÆÇÔß ~x�t� ì ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÑÕÔÚÇÕÑÄ ÊÂ ÄÓÇÏâ dt, n ì
ÚÂÔÕÑÕÂ ËÊÏÇÓÇÐËÌ, Bì ÐÑÓÏËÓÖáÜËÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß.

¥ËÔÒÇÓÔËâ ÑÛËÃÍË ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ ÊÂ ÄÓÇÏâ dt ÔÄâÊÂÐÂ ÔÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ Sx ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

D2
mx

n dt
� Sx

dt
:

ªÊ (67) ÔÎÇÆÖÇÕ

d

dt

��c�t�� � ÿkÿx̂ÿ ~x�t��2 ��c�t�� ; k � 1

Sx
: �68�

¥ÑÃÂÄÎââ Í ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (68) ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ àÄÑÎáÙËË, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. ¦ÅÑ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

dr̂
dt
� 1

i�h
�Ĥ0; r̂� ÿ k

�ÿ
x̂ÿ ~x�t��2; r̂	 ; �69�

ÅÆÇ r̂ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÃÝÇÍÕÂ.
µÓÂÄÐÇÐËÇ (69) ÄÒÇÓÄÞÇ ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ®ÇÐÔÍËÏ [14]

ÒÓË ÆÓÖÅÑÏ ÒÑÆØÑÆÇ Í ÒÓÑÃÎÇÏÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËÌ ì Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÇÕÑÆÂ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÒÑ
ÒÖÕâÏ. ªÊÎÑÉÇÐÐÞÌ ÄÞÛÇ ÒÑÆØÑÆ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ
²ÇÏÃÑÄÔÍËÏ [35], ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÎÖÚËÎ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÖÚËÕÞ-
ÄÂáÜÇÇ ÑÛËÃÍË ËÊÏÇÓÇÐËâ Ä ¬³³, ÍÑÓÓÇÎâÙËË Ä ÔÑÔÕÑâ-
ÐËË ¬³³ Ë ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÔÕß ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ ¬³³.

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(69) ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÊÂÏÇÐËÕß ÐÂ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÎáÃÑÌ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËË (69) ÒÑÆ ÔËÏÄÑÎÑÏ xÏÑÉÐÑ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÕß ÎáÃÖá
ËÊ ÐËØ. ³ÑÔÕÑâÐËÇ r̂�t� âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ ÒÑÔÎÇ ÔÇÎÇÍ-
ÕËÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ÒÓË
ËÊÏÇÓÇÐËË ÊÂÒËÔË ~x�t�. ¶ÖÐÍÙËâ ~x�t� âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (62).

²ÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (69) (Ë ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÅÑ) ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ
Ä [36]. ¯ÂÌÆÇÐÑ, ÚÕÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÇÅÑ
ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÅÂÖÔÔÑÄÖ Ô ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÆËÔÒÇÓÔËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ, ÐÑ
ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏË, ÊÂÄËÔâÜËÏË ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË ~x�t�. ³ÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ×ÑÓÏË-
ÓÖÇÏÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÓÓÇÎâÙËâ ÏÇÉÆÖ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÑÌ Ë ËÏÒÖÎßÔÑÏ.

±ÓË ËÆÇÂÎËÊËÓÑÄÂÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ËÊÏÇÓÇÐËâ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (69), ÍÄÂÊËÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ
ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ ÃÖÆÇÕ ÚËÔÕÑÇ
ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

D2x � �h

2mo
;

D2p � �hmo
2

"
1�

�
�hk

mo2

�2
#
;

D2�xp� � �h2k

2mo
;

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÏË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË

D2xD2pÿ D2�xp� � �h2

4
:

©ÆÇÔß m Ë oìÏÂÔÔÂ Ë ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ.

±ÓË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏ ËÊÏÇÓÇÐËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÚËÔÕÑÇ ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂÏË

D2x �
�

�h

4km

�1=2

; D2p � ��h 3km�1=2 ; D�xp� � �h

2
:

ªÏÇâ ÊÂÒËÔß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ
ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ, ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÚËÕÂÕß ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ Ä
ÎáÃÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË. ¬ÂÍ Ë ÒÓË ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÏ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËË, ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÇÅÑ
ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÔÑÔÕÑâÐËâ ¬³³ Ë ÕÑÚÐÑÔÕË ËÊÏÇ-
ÓÇÐËâ P�t� Ä ¬³³.

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

°ÃÝÇÍÕÂÏË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÂÐÂÎËÊÂ ÃÞÎË ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ ÑÛËÃÍÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÏÇÉÆÖ ÑÛËÃÍÂÏË ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÐÇÍÑÏÏÖÕË-
ÓÖáÜËØ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ.

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÔØÇÏÞ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ÒÑÍÂÊÂÎÑ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2) ÏÇÉÆÖ ÑÛËÃÍÑÌ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇÏ ËÏÒÖÎßÔÂ
ÑÃÝÇÍÕÂ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÑÔÕË ÏÇÉÆÖ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÏË ÒÓËÃÑÓÂ. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑ-
ÄÂÏË, ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2) ÄÕÑÓËÚÐÑ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËá ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË. ±ÑàÕÑÏÖ ÐÇÎßÊâ ÔÚËÕÂÕß ÑÃÑ-
ÔÐÑÄÂÐÐÞÏ ÏÐÇÐËÇ, ÚÕÑ ÐÇÕ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËâ ÏÇÉÆÖ
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâÏË Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÑÔÕË ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÑÃÜËØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÏÇØÂÐËÍË Ë ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ ËÊÏÇÓËÕÇÎßÐÞØ
ÒÓËÃÑÓÑÄ.

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (2) ÐÇÎßÊâ ÒÑÐËÏÂÕß ÕÂÍ, ÚÕÑ Ä ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ô ÑÛËÃÍÑÌ D2

mx ÆËÔÒÇÓÔËâ
ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÑÔÎÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÄÔÇÅÆÂ ÃÑÎßÛÇ ÐÂ-
ÚÂÎßÐÑÌ ÐÂ D2

p p5 �h2=�4D2
mx�. µÄÇÎËÚÇÐËÇ ÆËÔÒÇÓÔËË

ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (2) ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË
ÐÇÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÏ ËÊÏÇÓÇÐËË Ë ÕÑÎßÍÑ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÚÂÔÕÐÞØ
ÔÎÖÚÂâØ ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ.

±ÓË ÔÇÎÇÍÕËÄÐÑÏ ËÊÏÇÓÇÐËË ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÇ ÂÒÓËÑÓÐÞÏ ÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ Ë
ÕÑÚÐÑÔÕßá ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ, Â ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÞÏ
ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ ÑÃÝÇÍÕÂ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÂÒÓËÑÓÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÒÓËÃÑÓÂ Ë ÑÃÝÇÍÕÂ Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ~x.
£ ÔÎÖÚÂÇ ÚËÔÕÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ë ÕÑÚÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ Ä ÒÓËÃÑÓÇ ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ c�xj~x�
ÓÂÄÐÂ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËá ËÔØÑÆÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÑÃÝÇÍÕÂ co�x� Ë ÒÓËÃÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ja�~xjx� (ÔÏ. (28)).
³ÇÎÇÍÕËÄÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ËÊÏÇÐâÇÕ ÔÑÔÕÑâÐËÇ
ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÑÆÑÃÐÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ×ËÎßÕÓÖ, ×ÖÐÍÙËâ
ÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÓËÃÑÓÂ Ë
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ.

±ÓË ÒÓÑÚËØ ÓÂÄÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÂâ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ Ë ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÍÂÍ ÃÑÎßÛÇ, ÕÂÍ Ë ÏÇÐßÛÇ ËÔØÑÆÐÑÌ. £ÑÊÏÑÉÐÞ
ÕÂÍËÇ ÔËÕÖÂÙËË, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ Ä ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË
ÑÃÝÇÍÕÂ ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÏÒÖÎßÔÂ: Â) ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ËÔØÑÆÐÑÅÑ
ÇÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ë ×ÎÖÍÕÖÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÄÎËâÐËâ ÒÓËÃÑÓÂ, Ã) ÏÑ-
ÉÇÕ ÃÞÕß ÏÇÐßÛÇ ÚÇÏ �h2=�4D2

mx�.
£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (2) ÒÓÑËÔØÑÆËÕ

ÖÄÇÎËÚÇÐËÇ ÕÑÎßÍÑ ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ËÏÒÖÎßÔÂ,
Õ.Ç. ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÑÌ ÒÑ ÄÔÇÏ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ~x ÆËÔ-
ÒÇÓÔËË ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÂÒÑÔÕÇÓËÑÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËâØ c�xj~x�.
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£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ËÊÏÇÓÇÐËË ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ Â Ô
ÑÛËÃÍÑÌ DmA ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ DpB ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ B̂, ÍÑÏ-
ÏÖÕÂÕÑÓ ÍÑÕÑÓÑÌ Ô Â �Â; B̂ � � i�hĈ âÄÎâÇÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑ-
ÓÑÏ, ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ D2

mAD2
pB ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ

ÑÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË Ë
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÕÑÓËÚÐÞØ ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓÑÄ
�. . . �Ĉ; Â�; Â� . . . ; Â� (ÔÏ. (22), (23)). ¦ÔÎË �Ĉ; B̂ � 6� �Ĉ; Â�,
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÑÛËÃÍÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ë ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÐÇÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞ, Õ.Ç. D2

mAD2
pB 6� D2

mBD2
pA:

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÑÛËÃÍÂÏË ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ ÐÇÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÑÔß ÍÂÍ
ÐÂ ÒÓËÏÇÓÂØ ÑÃÜÇÒÓËÐâÕÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇ-
ÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ, ÕÂÍ Ë ÐÂ ÒÓËÏÇÓÂØ
ÅÑÏÑÆËÐÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÐÞØ ÂÏÒÎËÕÖÆ ÏÑÆÞ
ËÊÎÖÚÇÐËâ Ë ÔØÇÏÞ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ.

±ÓË ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÏ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÏ ËÊÏÇÓÇÐËË ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ ÍÂÍ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ (ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ
(37)), ÕÂÍ Ë Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÔÄÑ-
ÃÑÆÞ (ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ (36)) ÆËÔÒÇÓÔËË ÑÛËÃÑÍ ËÊÏÇÓÇÐËâ
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ ÆÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô
ÒÓËÃÑÓÑÏ �x�0�; p�0�� Ë ËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÑÔÎÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ �x�t�; p�t�� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá (3). ±ÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËÇ ÑÛËÃÑÍ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ë ËÏÒÖÎßÔÂ, ÑÕÐÑÔâÜËØÔâ Í ÔÇÓÇÆËÐÇ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÃÝÇÍÕÂ Ô ÒÓËÃÑÓÂÏË, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÕÑÅÑ, ÍÂÍ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÑÃÝÇÍÕÂ. £
ÔÎÖÚÂÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ (37) ÆËÔÒÇÓÔËË ÑÙÇÐÑÍ D2

m:sx�t=2�
Ë D2

m:s p�t=2� ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ
ÏÂÎÞÏË. ¯Ñ ÒÓË àÕÑÏ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ËÏÒÖÎßÔ ÐÇ ÓÂÄÇÐ
ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÏÖ: p�t=2� 6� m _x�t=2�.

±ÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆËÔÒÇÓÔËÌ ÑÛËÃÑÍ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇ-
ÓÇÐËâ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ Â Ë B̂, ÍÑÏÏÖÕÂÕÑÓ ÍÑÕÑÓÞØ
âÄÎâÇÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ, ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË, ÒÑÆÑÃÐÑ ÕÑÏÖ ÍÂÍ ÑÕÎË-
ÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÐÇÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ D2

mAD2
pB.

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐÐÂâ ÄÑÔßÏËÒÑÓÕÑÄÂâ ÅÑÏÑÆËÐÐÂâ ÔØÇÏÂ
(ÔÏ. ÓËÔ. 5) ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÐÞØ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆ (¬Ä¡) ÏÑÆÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÊÐÑÄËÆÐÑÔÕßá
ÔØÇÏÞ ËÊÏÇÓÇÐËâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË
ÔÄÑÃÑÆÞ. £ àÕÑÌ ÔØÇÏÇ ÑÛËÃÍË ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ
¬Ä¡ Ä ËÔØÑÆÐÑÌ ÏÑÆÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá (3).

±ÓÑÔÕÂâ (ÚÇÕÞÓÇØÒÑÓÕÑÄÂâ) ÅÑÏÑÆËÐÐÂâ ÔØÇÏÂ, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ ÑÃÞÚÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÔØÇÏÂ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÕÑÎßÍÑ
¬Ä¡, ×ÂÍÕËÚÇÔÍË âÄÎâÇÕÔâ ÔØÇÏÑÌ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ë ÚËÔÎÂ ×ÑÕÑÐÑÄ. ±ÑÍÂ-
ÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÑÛËÃÍË ÑÙÇÐËÄÂÐËâ ¬Ä¡ ÒÓË ÍÑÅÇ-
ÓÇÐÕÐÑÌ ÑÒÑÓÐÑÌ ÄÑÎÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÐÇÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, ÐÑ Ë ×ÂÊÞ ÑÒÑÓÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ. ±ÑàÕÑÏÖ ÑÛËÃÍÂ ÑÙÇÐËÄÂÐËâ ÑÆÐÑÌ ËÊ ¬Ä¡
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÃÇËØ ¬Ä¡. £ ËÕÑÅÇ ÆËÔÒÇÓÔËâ
ÑÛËÃÍË ÑÙÇÐËÄÂÐËâ ¬Ä¡ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÚËÔÎÖ ÍÄÂÐ-
ÕÑÄ Ä ÔËÅÐÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÇ (ÔÏ. (55)). ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÔÓÇÆÐËØ
ÆËÔÒÇÓÔËÌ ÑÛËÃÑÍ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ¬Ä¡ Ë ÚËÔÎÂ
ÍÄÂÐÕÑÄ

D2
m:s py D

2
m:sn5

�hhni
2

�70�

ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ àÕËÏ
ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË.

³ÑÄÏÇÔÕÐÑÇ ÑÙÇÐËÄÂÐËÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ ÄÑÊÏÑÉÐÑ Ë Ô
ÒÑÏÑÜßá ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. °ÙÇÐÍË
ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ËÊ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ~x�t� Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ

ÕÇÑÓËË ÑÙÇÐËÄÂÐËâ. ªØ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÒÓÇÆÇÎÞ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË ÐÂ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä ÒÓËÃÑÓÇ. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ
ÆËÔÒÇÓÔËâÏË ÑÛËÃÑÍ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÅÑ ÑÙÇÐËÄÂÐËâ ¬Ä¡ ÅÂÓ-
ÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ë ÚËÔÎÂ ÍÄÂÐÕÑÄ ÕÂÍËÇÉÇ, ÍÂÍ Ë
Ä ÅÑÏÑÆËÐÐÑÌ ÔØÇÏÇ. ©ÐÂÚÇÐËâ ÆËÔÒÇÓÔËÌ ÑÛËÃÑÍ ÑÙÇÐË-
ÄÂÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÇ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕ ÎáÃÑÇ ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÝÇÍÕÂ Ä ÅÂÖÔÔÑÄÑ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÊÐÂÚÇ-
ÐËâÏË ÆËÔÒÇÓÔËÌ.

¡ÄÕÑÓ ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÃÑÎßÛÖá ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß £.¢. ¢ÓÂ-
ÅËÐÔÍÑÏÖ Ë ¶.Á. ·ÂÎËÎË, ÄÊâÄÛËÏ ÐÂ ÔÇÃâ ÕÓÖÆ ÑÊÐÂÍÑ-
ÏËÕßÔâ Ô ÓÖÍÑÒËÔßá ÔÕÂÕßË Ë ÆÂÄÛËÏ ÓâÆ ÙÇÐÐÞØ ÔÑÄÇÕÑÄ
ÒÑ ÇÇ ÔÑÆÇÓÉÂÐËá.
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Uncertainty relation and the measurement error ± perturbation relation

Yu.I. Vorontsov

Physics Department, M.V. Lomonosov Moscow State University,

Vorob'evy Gory, 119899 Moscow, Russian Federation

Tel. (7-095) 939-39 03. Fax (7-095) 932-88 20

E-mail: vorontsov@phys.msu.ru

The classical relation between coordinate measurement error and momentum perturbation, Dp pDmx5 �h=2, is discussed in terms of its
origin and physical implications. It is demonstrated that only in some special cases the momentum variance in the posterior state
increases according to this relation. For the case where the commutator �Â; B̂ � is an operator, the relation between DpB and DmA is
shown to differ substantially from the corresponding uncertainty relation. Quantum limits for errors in the joint homodyne measure-
ment of optical mode quadrature amplitudes are established. It is shown that similar results are obtained by continuously measuring a
coordinate to determine the quadrature amplitudes of a harmonic oscillator.
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