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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ØÓÑÏÑÆËÐÂÏËÍÇ (¬·¥) ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÓÂÔÔÇâ-
ÐËâ A�s; t� Ä ÓÇÆÉÇÄÔÍÑÌ ÍËÐÇÏÂÕËÍÇ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓ-
ÅËâØ, 2E � ��

s
p

, Ë ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÒÇÓÇÆÂÐÐÑÏ ËÏÒÖÎßÔÇ
q � ������ÿtp

Ä ÎËÆËÓÖáÜÇÏ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
(­­±), as ln s � 1, as � g2=�4p� ! 0, ÅÆÇ g ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ

ÔËÎßÐÖá ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ ÔÄâÊË, ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÄÞÚË-
ÔÎÇÐËÇÏ Ô ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇÏ ÄÇÆÖÜËØ ÄÍÎÂ-
ÆÑÄ � �asln�s��n ÄÑ ÄÔÇØ ÒÑÓâÆÍÂØ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ.
¡ÏÒÎËÕÖÆÂ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË ÅÎáÑÐÂ Ä t-ÍÂÐÂÎÇ
ËÏÇÇÕ ÓÇÆÉÇÄÔÍÖá ×ÑÓÏÖ [1]

A�s; t� � s j�t�; j�t� � 1� o�t� ;

ÅÆÇ j�t� ì ÓÇÆÉÇ-ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÅÎáÑÐÂ. ¶ÖÐÍÙËâ o�t� Ä
­­± ÆÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

o�t� � ÿ g2

8p2
Nc ln

�
ÿ t

l2

�
�O�g4� ;

ÅÆÇ l ì ×ËÍÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ ÅÎáÑÐÂ, ÄÄÇÆÇÐÐÂâ ÆÎâ ÓÇÅÖÎâ-
ÓËÊÂÙËË ËÐ×ÓÂÍÓÂÔÐÑÌ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË, Â Nc ì ÓÂÐÅ
ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ (ÆÎâ ¬·¥ Nc � 3). £ ËÐÍÎáÊËÄ-
ÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÂØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË ÓÂÔÚÇÕÇ ÒÑÎÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ,
àÕÂ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕß ÔÑÍÓÂÜÂÇÕÔâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ËÔÒÖÔÍÂÐËâ ÏâÅÍÑÅÑ ÅÎáÑÐÂ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÄÍÎÂÆ, ÐÑ
Ô ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÏ ÊÐÂÍÑÏ [1]. ±ÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ A�s; t� ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÅÎáÑÐ
ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ Í ÔÇÏÇÌÔÕÄÖ ÚÂÔÕËÙ Ô ÐÇÚÇÕÐÞÏË ÔÒËÐÂÏË j Ë
ÏÂÔÔÂÏË

��
t
p

, ÎÇÉÂÜËÏË ÐÂ ÓÇÆÉÇÄÔÍÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË j � j�t�
Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÔËÅÐÂÕÖÓÑÌ. ²ÇÆÉÇÄÔÍÂâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ
ÅÎáÑÐÂ ÃÞÎÂ ÄÞÚËÔÎÇÐÂ Ä ÆÄÖØ ÒÇÓÄÞØ ÒÑÓâÆÍÂØ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä [1, 2].

£ ÓÇÉËÏÇ ­­± ÐÂËÃÑÎÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ
ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ s � �pA � pB�2 ' �pA 0 � pB 0 �2 âÄ-
ÎâÇÕÔâ ÓÑÉÆÇÐËÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÅÎáÑÐÑÄ Ô ËÏ-
ÒÖÎßÔÂÏË kr (r � 1; 2; . . . ; n) Ä ÏÖÎßÕËÓÇÆÉÇÄÔÍÑÌ ÍËÐÇÏÂ-
ÕËÍÇ, ÍÑÅÆÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÇ àÐÇÓÅËË

����
sk
p

, sk��krÿ1 � kr�2,
ÄÇÎËÍË Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ k?r ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÞ. £ àÕÑÌ
ÍËÐÇÏÂÕËÍÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÓÑÉÆÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÏÖÎßÕËÓÇÆÉÇÄ-
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ÔÍÖá ×ÑÓÏÖ [1]

A2!2�n � 2sG c1
AA0

s
o�t1�
1

q21
G d1
c2c1

s
o�t2�
2

q22
G d2
c3c2

. . .
s
o�tn�1�
n�1
q2n�1

G cn�1
BB 0 ;

ÅÆÇ qr ì ÒÇÓÇÆÂÐÐÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ, tr � ÿq2r . ³ËÏÄÑÎÞ
A;A0;B, B 0; c1; d1 . . . ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÅÎáÑÐÐÞÏ ÙÄÇÕÑÄÞÏ
ËÐÆÇÍÔÂÏ. £ÇÓÛËÐÞ G dr

cr�1cr , ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÓÑÉÆÇÐËá
ÅÎáÑÐÂ ÙÄÇÕÂ dr Ë ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕË, ÔÑÆÇÓÉÂÕ
ÒÑÏËÏÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ÍÑÐÔÕÂÐÕ fdrcr�1cr ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ
ÅÓÖÒÒÞ SU�Nc� ÕÂÍÉÇ ×ÂÍÕÑÓ �qrq�r�1�=kr. £ àÕÑÏ ÏÐÑÉË-
ÕÇÎÇ ÏÞ ÄÄÇÎË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ qr � q1r � iq2r ; q

�
r

Ë kr; k�r ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ qr Ë kr ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.±ÓË
ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÒÑÎÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ G
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÒÓÑÒÂÅÂÕÑÓ krj jÿ2 Ä ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÏ ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

±ÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÑÎÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ
st � sD ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÑÃÏÇÐÖ Ä t-ÍÂÐÂÎÇ ÓÇÆÉÇÑÐÑÏ Ô ÄÂÍÖÖÏ-
ÐÞÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË, ÄÍÎáÚÂâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÖá
ÔËÅÐÂÕÖÓÖ, Ë Ô ËÐÕÇÓÔÇÒÕÑÏ D ÆÎâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ²ÇÆÉÇ. ¿ÕÑÕ ÓÇÆÉÇÑÐ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÏÇÓÑ-
ÐÑÏ. £ ÎËÆËÓÖáÜÇÏ Ë Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâØ
ÒÑÏÇÓÑÐ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÄâÊÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÆÄÖØ
ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ. ¦ÅÑ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¢ÂÎËÙÍÑÅÑ, ¶ÂÆËÐÂ, ¬ÖÓÂÇÄÂ Ë ­ËÒÂ-
ÕÑÄÂ (¢¶¬­) [1]. ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÆÎâ ÑÒËÔÂ-
ÐËâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ä ÅÎÖÃÑÍÑÐÇÖÒÓÖÅÑÏ ÎÇÒÕÑÐ-
ÂÆÓÑÐÐÑÏ ÓÂÔÔÇâÐËË ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¥ÑÍÛËÙÇ-
ÓÂ, ¤ÓËÃÑÄÂ, ­ËÒÂÕÑÄÂ, ¡ÎßÕÂÓÇÎÎË Ë ±ÂÓËÊË (¥¤­¡±)
[3]. £ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÓËÙÇÎßÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ q ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
¢¶¬­ ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ [4, 5]

E f �q 1; q 2� � H12 f �q 1; q 2� ; �1�

ÅÆÇ Ä ­­± ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ E ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÒÑÏÇÓÑÐÐÞÏ ËÐÕÇÓÔÇÒÕÑÏ D ÍÂÍ

D � ÿ g2Nc

8p2
E �2�

Ë Ä ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

H12 � ln jp1j2 � ln jp2j2�

� 2Re
p1p

�
2

jp1j2jp2j2
ÿ
ln jr12j2

�
p�1p2 � 4g : �3�

©ÆÇÔß ÒÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÚÎÇÐÂ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÓÇÆÉÇ-ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
ÆÄÖØ ÄËÓÕÖÂÎßÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ, ÕÓÇÕËÌ ÚÎÇÐ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÆÄÖØ
à××ÇÍÕËÄÐÞØ ÄÇÓÛËÐ G dr

cr�1cr � qrq
�
r�1=kr ÆÎâ ÓÑÉÆÇÐËâ

ÅÎáÑÐÂ Ä ÏÖÎßÕËÓÇÆÉÇÄÔÍÑÌ ÍËÐÇÏÂÕËÍÇ Ë g � ÿC�1�ì
ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ¿ÌÎÇÓÂ (ÔÏ. [4]). ªÐ×ÓÂÍÓÂÔÐÂâ ÓÂÔØÑÆË-
ÏÑÔÕß ÏÇÉÆÖ ÚÎÇÐÂÏË, ÑÕÄÇÚÂáÜËÏË ÄËÓÕÖÂÎßÐÞÏ Ë
ÓÇÂÎßÐÞÏ ÄÍÎÂÆÂÏ, ÒÓË l! 0 ÔÑÍÓÂÜÂÇÕÔâ. ®Þ ÄÄÇÎË
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÅÎáÑÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
rk � xk � iyk, r�k (r12 � r1 ÿ r2) Ë ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍË ÔÑÒÓâÉÇÐ-
ÐÞÇ ËÏÒÖÎßÔÞ pk � iq=�qrk�, p�k � iq=�qr�k�. µÓÂÄÐÇÐËÇ
¢¶¬­ Ä ­­± ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÌ ÅÓÖÒÒÞ ®ÈÃËÖÔÂ [5]

rk !
a rk � b

c rk � d
; �4�

ÅÆÇ a; b; c; d ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ.
¦ÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ Í ÅÎÂÄÐÑÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË

ÖÐËÕÂÓÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÅÓÖÒÒÞ ®ÈÃËÖÔÂ. ¥Îâ àÕÑÌ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÄÇÔÂ

m � 1

2
� in� n

2
; em � 1

2
� inÿ n

2
�5�

ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÂÐÑÏÂÎßÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË g � 1� 2in
(Ô ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ n� Ë ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÔÒËÐÞ
n ÆÎâ ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄOm; ~m�q 0�. ¬ÑÐ×ÑÓÏÐÞÇ ÄÇÔÂ
ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË

M 2fm; ~m � m�mÿ 1� fm; ~m ; M �2fm; ~m � em� emÿ 1� fm; ~m �6�

ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ¬ÂÊËÏËÓÂ M 2 Ë M �2 ÅÓÖÒÒÞ ®ÈÃËÖÔÂ (ÆÎâ
ÒÑÏÇÓÑÐÂ ÚËÔÎÑ ÓÇÆÉÇÑÐÑÄ n � 2),

M 2 �
�Xn

k�1
Ma

k

�2

�
X
r<s

2Ma
r M

a
s � ÿ

X
r<s

r2rsqrqs ;

M �2 � �M 2��: �7�
©ÆÇÔßMa

k ì ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ ÅÓÖÒÒÞ

M 3
k � rkqk ; Mÿ

k � qk ; M�
k � ÿr2kqk �8�

Ë qk � q=�qrk�. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË H ÏÑÅÖÕ ÒÑÐË-
ÏÂÕßÔâ ÍÂÍ ÕÓÇØÕÑÚÇÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÍÑÐ×ÑÓÏ-
ÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ, Ä ÂÐÊÂÙÇ ±ÑÎâÍÑÄÂ ËÏÇÇÏ [5]

fm; ~m�q 1; q 2; q 0� �


0
��j�q 1�j�q 1�Om; ~m�q 0�

��0� �
�
�

r12
r10 r20

�m� r�12
r�10 r

�
20

� ~m

: �9�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÑÕ ÂÐÊÂÙ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢¶¬­, ÏÑÉÐÑ
ÄÞÚËÔÎËÕß àÐÇÓÅËá [1]

Em; ~m � 4Re

�
C
�
1

2
� in� jnj

2

��
ÿ 4C�1� : �10�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Em; ~m ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ×ÑÓÏÇ,
ÔÑÄÏÇÔÕËÏÑÌ Ô ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑÌ ÔÇÒÂÓÂÃÇÎßÐÑÔÕßá H12 [4],

Em; ~m � em � e ~m ; em � C�m� �C�1ÿm� ÿ 2C�1� : �11�

®ËÐËÏÖÏ Em; ~m, ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓË n � n � 0,
ÓÂÄÇÐ:

minEm; ~m � ÿ8 ln 2 : �12�

£ÔÎÇÆÔÕÄËÇ àÕÑÅÑ ÒÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ Ä ­­± ÃÞÔÕÓÑ ÓÂÔÕÇÕ:

st � sD; D � g2

p2
Nc ln 2 ; �13�

Ë ÐÂÓÖÛÂÇÕ ÒÓÇÆÇÎ ¶ÓÖÂÔÔÂÓÂ st 4 ln2 s. ¥Îâ ÕËÒËÚÐÞØ
ÄËÓÕÖÂÎßÐÑÔÕÇÌ ×ÑÕÑÐÂ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÂØ ÅÎÖÃÑÍÑÐÇÖÒÓÖÅÑÅÑ
ep-ÓÂÔÔÇâÐËâ, ËÊÏÇÓÇÐÐÞØ Ä ¥¿©ª (¤ÇÓÏÂÐËâ), à××ÇÍ-
ÕËÄÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÔÄâÊË g ÕÂÍÑÄÂ, ÚÕÑ D � 0;5.

±ÑÒÓÂÄÍË Í ÎËÆËÓÖáÜÇÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ÒÑÊÄÑÎâáÕ
ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÑÃÎÂÔÕß ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢¶¬­ [2].
£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÆÎâ ÒÑÏÇÓÑÐÐÑÅÑ ËÐÕÇÓ-
ÔÇÒÕÂ D � 0;2 [6], ÚÕÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ
ÑÙÇÐÍÑÌ ËÐÕÇÓÔÇÒÕÂ ÏâÅÍÑÅÑ ÒÑÏÇÓÑÐÂ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ
ÏÐÑÅÑ ÎÇÕ ÐÂÊÂÆ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ¬.¡. ´ÇÓ-®ÂÓÕËÓÑÔâÐÂ,

338 ­.±. ­ª±¡´°£ [µ¶¯ 2004



¡.¢. ¬ÂÌÆÂÎÑÄÂ Ë ÆÓÖÅËØ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÑÇ Ä
àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÂÐÐËÅËÎâÙËË ÄËÓ-
ÕÖÂÎßÐÞØ ×ÑÕÑÐÑÄ Ä ÂÆÓÑÐÞ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÞÏË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË Ä ¸¦²¯Ç. £
ÓÂÏÍÂØ ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÌ ÔØÇÏÞ ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÑÍ ÏÑÉÐÑ
ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÅÓÖÒÒÞ ®ÈÃËÖÔÂ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÓÂÐÇÇ Ä ­­± [5], ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐÐÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÆÂÉÇ ÒÑÔÎÇ ÖÚÇÕÂ ÒÑÒÓÂÄÑÍ Í ÎËÆË-
ÓÖáÜÇÏÖ ÚÎÇÐÖ Ä âÆÓÇ¢¶¬­ [6]. ´ÇÏ ÐÇÏÇÐÇÇ ÒÑÒÓÂÄÍË Í
ÎËÆËÓÖáÜÇÏÖ ÄÍÎÂÆÖ Ä ÒÑÏÇÓÑÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÔÇÒÕ ÐÇ ÒÓË-
ÄÑÆâÕ Í ÖÐËÕÂÓËÊÂÙËË ÂÏÒÎËÕÖÆ ÓÂÔÔÇâÐËâ, Ë ÒÓÑÕËÄÑÓÇ-
ÚËÇ Ô ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇÏ ¶ÓÖÂÔÔÂÓÂ ÆÎâ ÒÑÎÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ
ÑÔÕÂÇÕÔâ. ³ÂÏÑÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ Í ÒÑÔÕÓÑÇÐËá
ÖÐËÕÂÓÐÑÌ S-ÏÂÕÓËÙÞ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ Ä ÒÇÓÕÖÓÃÂ-
ÕËÄÐÑÌ ¬·¥ ÆÑÎÉÇÐ ÑÔÐÑÄÞÄÂÕßÔâ ÐÂ à××ÇÍÕËÄÐÑÏ
ÆÇÌÔÕÄËË ÆÎâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑ-
ÐÑÄ [7]. ®Þ, ÑÆÐÂÍÑ, Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÃÑÎÇÇ
ÒÓÑÔÕÑÌ ÏÇÕÑÆ, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÓÇÛÇÐËÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¢ÂÓÕÇÎßÔÂ, ¬ÄËÚËÐÔÍÑÅÑ Ë ±ÓÂÔÂÎÑÄËÚÂ
(¢¬±) (Bartels, Kwiecinski, Prascalowich) ÆÎâ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ n ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ [8].

2. ³ÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ
ÅÎáÑÐÑÄ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ØÓÑÏÑÆËÐÂÏËÍÇ
ÒÓË ÃÑÎßÛÑÏ ÚËÔÎÇ ÙÄÇÕÑÄ

±ÑÏÇÓÑÐ ¢¶¬­ âÄÎâÇÕÔâ ÔÄâÊÂÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ ÆÄÖØ
ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ. ¿ÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ, ÑÆÐÂÍÑ,
ÎËÛß Ä ÎËÆËÓÖáÜÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ë ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÒÇÓÄÑÌ
ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÐÇÏÖ. £ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÂÍÉÇ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÏÇ-
ÓÑÐÂ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÃÑÎßÛÇÏÖ ÚËÔÎÖ ÅÎáÑÐÑÄ. ²ÇÆÉÇÄ-
ÔÍËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ë ÏÖÎßÕËÅÎáÑÐÐÞÇ ÄÇÓÛËÐÞ ÆÎâ ÒÑÎÇ-
ÄÑÌ ÓÇÆÉÇÑÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ¬·¥ Ô
ÒÑÏÑÜßá à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÑÅÑ Ä [7]. £
ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÏ ­­± ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÐÇÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ
ÚËÔÎÂ ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ Ä t-ÍÂÐÂÎÇ, ÖÚËÕÞÄÂâ
ÕÑÎßÍÑ ËØ ÒÂÓÐÑÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÇ, ÆÂÄÂÇÏÑÇ (Ô ÕÑÚ-
ÐÑÔÕßá ÆÑ ÙÄÇÕÑÄÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ) ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ Hkl.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¢¬± [8]

Em; ~m cm; ~m � Hcm; ~m ; H �
X

14 r<l4 n

Hrl
Ta
r T

a
l

�ÿNc� : �14�

©ÆÇÔß Ta
r ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÅÇÐÇÓÂÕÑÓ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ,

ÆÇÌÔÕÄÖáÜËÌ ÐÂ ÙÄÇÕÑÄÑÌ ËÐÆÇÍÔ ÅÎáÑÐÂ r. ®Þ ÕÂÍÉÇ
ÖÚÎË, ÚÕÑ ÄÄËÆÖ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË H ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÅÓÖÒÒÞ®ÈÃËÖÔÂ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË Ë àÐÇÓÅËË
ÐÖÏÇÓÖáÕÔâ ÔÄÑËÏË ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÏË ÄÇÔÂÏË m Ë em ÆÎâ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÅÓÖÒÒÞ ®ÈÃËÖÔÂ.
ªÐÕÇÓÔÇÒÕÞ Dm; ~m, ×ËÅÖÓËÓÖáÜËÇ Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ
ÄÞÓÂÉÇÐËâØ st � sD ÆÎâ ÒÑÎÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ Ë ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜËÇ ËÊ ×ÇÌÐÏÂÐÑÄÔÍËØ ÆËÂÅÓÂÏÏ Ô n ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞÏË
ÅÎáÑÐÂÏË Ä t-ÍÂÐÂÎÇ, ÆÂáÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

Dm; ~m � ÿ g2Nc

8p2
Em; ~m : �15�

¶ÖÐÍÙËË cm; ~m ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ ÔÍÂÚÍÖ t-ÍÂÐÂÎßÐÑÌ
ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ fj�t� ÐÂ ÓÂÊÓÇÊÂØ Ä j-ÒÎÑÔÍÑÔÕË, Â
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Dm; ~m ÓÂÔÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
o (o � jÿ 1). ªÊ-ÊÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÅÓÖÒÒÞ ®ÈÃËÖÔÂ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË fj�t� ËÏÇáÕ ÄËÆ
�oÿ Dm; ~m�1=2 Ë ÐÇ ÆÄËÅÂáÕÔâ Ô t. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ

cm; ~m�q 1; q 2; . . . ; q n; q 0�, ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÔÄâÊÂÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÇ Cm; ~m�q 0� ÆÎâ n ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ËØ ÒÓËÙÇÎßÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ q 1; q 2; . . . ; q n.

£ ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÆÇÓÑÐÂ ì ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÕÓÇØ ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ Ô ÊÂÓâÆÑÄÑÌ ÚÇÕÐÑÔÕßá
C � ÿ1 Ë ÔËÅÐÂÕÖÓÑÌ Pj � ÿ1ì ÙÄÇÕÑÄÑÌ ×ÂÍÕÑÓ ÉÇÔÕÍÑ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐ Ë ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ dabc
[8, 9]. ±ÑàÕÑÏÖ, ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÍÂÉÆÂâ
ÒÂÓÂ ÅÎáÑÐÑÄ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß Ä ÒÓËÔÑÇÆËÐÇÐÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËË, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÂ fm; ~m, ÔÕÑâÜÇÅÑ
ÒÇÓÇÆ dabc, ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ [8]:

Em; ~m fm; ~m � 1

2
�H12 �H13 �H23� fm; ~m : �16�

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÒÑÄÇÆÇ-
ÐËÇÏ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓÅËâØ ÓÂÊÐÑÔÕË ÏÇÉÆÖ ÒÑÎÐÞÏ
ÔÇÚÇÐËÇÏ spp Ë spp ÆÎâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÚÂÔÕËÙ p Ë ÂÐÕË-
ÚÂÔÕËÙ p Ô ÏËÛÇÐßá [9]

spp ÿ spp � sDm; ~m : �17�

£ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÃÑÊÇ-ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÑÆÆÇÓÑÐÂ
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ:

fm; ~m�q 1; q 2; q 3; q 0� � fm; ~m�q 2; q 1; q 3; q 0� �
� fm; ~m�q 2; q 3; q 1; q 0� : �18�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÓÖÅÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÂÐÕË-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏÖ ÕÇÐÊÑÓÖ fabc, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÂÐÕËÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô
ÒÑÏÇÓÑÐÐÞÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË C � Pj � 1.

£ ÙÇÎâØ ÖÒÓÑÜÇÐËâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÃÇÔ-
ÙÄÇÕÐÞØ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ n ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑ-
ÐÑÄ ÒÓË n > 3 ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÒÓÇÆÇÎ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÚËÔÎÂ
ÙÄÇÕÑÄ Nc !1 [4]. ³ÑÅÎÂÔÐÑ 'Õ ·ÑÑ×ÕÖ Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ
ÄÂÉÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÒÎÂÐÂÓÐÞÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ. £ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ, ÑÒËÔÞÄÂâ ÙÄÇÕÑÄÞÇ ÔÕÇÒÇÐË ÔÄÑÃÑÆÞ
ÅÎáÑÐÂ r Ô ÒÑÏÑÜßá àÓÏËÕÑÄÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ AaT

a
r ÓÂÐÅÂ Nc

Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÓËÐÂ Ä ÄËÆÇ ÒÂÓÞ ÍÄÂÓÍÑÄÑÌ Ë ÂÐÕËÍÄÂÓÍÑ-
ÄÑÌ ÎËÐËÌ, ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÕÑÎßÍÑ ÄÞÉËÄÂáÜËÇ Ä
t-ÍÂÐÂÎÇ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ. ¥ÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÌ ÄÍÎÂÆ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÑÎ-
ÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÙÄÇÕÑÄÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ:

cm; ~m�q 1; q 2; . . . ; q n; q 0� �

�
X

fi1; i2; ...; ing
fm; ~m�q i1 ; q i2 ; . . . ; q in ; q 0� tr �Tai1Tai2 . . .Tain � ;

�19�

ÅÆÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄ-
ÍÂÏ i1 . . . inf g ÅÎáÑÐÑÄ 1; 2; . . . ; n. ±ÓË ÃÑÎßÛËØ Nc ÍÂÉ-
ÆÞÌ ÚÎÇÐ Ä ÔÖÏÏÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËáºÓÈÆËÐÅÇÓÂ,
ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÚÇÅÑ ÆÎâ ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÂ fm; ~m�q 1; q 2; . . . ; q n; q 0�
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÙËÍÎËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ

fm; ~m�q 1; q 2; . . . ; q n; q 0� � fm; ~m�q n; q 1; . . . ; q nÿ1; q 0� �20�

ÏÞ ËÏÇÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËá Ä ÑÆÆÇÓÑÐ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ,

Em; ~m fm; ~m � Hfm; ~m ; H � 1

2

Xn
r�1

Hr; r�1 : �21�

1*
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´ÑÎßÍÑ ÔÑÔÇÆÐËÇ ÅÎáÑÐÞ ÒÓË Nc !1 ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕ-
ÄÖáÕ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ, Ë ×ÂÍÕÑÓ 1=2 ÔÄâÊÂÐ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ
ÍÂÉÆÂâ ÅÎáÑÐÐÂâ ÒÂÓÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÒÓËÔÑÇÆËÐÇÐÐÑÏ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË. ±ÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ Hn; n�1 � H1; n.
£ÂÉÐÑ, ÚÕÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ H Ä ¬·¥ ÒÓË ÃÑÎßÛÑÏ
ÚËÔÎÇ ÙÄÇÕÑÄ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÖá ÔÇÒÂÓÂÃÇÎß-
ÐÑÔÕß [10]:

H � 1

2
�h� h�� ; �h; h�� � 0 ; �22�

ÅÆÇ ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÞÌ Ë ÂÐÕËÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÞ

h �
Xn
k�1

hk; k�1 ; h� �
Xn
k�1

h�k; k�1 �23�

ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÒÂÓÞ ¢¶¬­-
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÄ [10]:

hk; k�1 � ln�pk� � ln�pk�1� � pÿ1k ln�rk; k�1� pk�
� pÿ1k�1 ln�rk; k�1� pk�1 � 2 g : �24�

¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑÌ ÔÇÒÂÓÂÃÇÎßÐÑÔÕË H ÄÑÎÐÑ-
ÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ fm; ~m�q 1; q 2; . . . ; q n; q 0� ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ
ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑÌ ×ÂÍÕÑÓËÊÖÇÏÑÔÕË [10]:

fm; ~m�q 1; q 2; . . . ; q n; q 0� �
X
r; l

cr;l f
r
m�r1; r2; . . . ; rn; r0��

� f l
~m �r�1; r�2; . . . ; r�n; r

�
0� ; �25�

ÅÆÇ r Ë l ì ÐÑÏÇÓÂ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑÏ Ë ÂÐÕËÅÑÎÑ-
ÏÑÓ×ÐÑÏ ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ:

Em fm � h fm ; E ~m f ~m � h� f ~m ; Em; ~m � 1

2
�Em � E ~m� : �26�

¬ÂÍ Ë Ä ÆÄÖÏÇÓÐÞØ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ ÕÇÑÓËâØ ÒÑÎâ, ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ cr; l ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÞ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË fm; ~m�q 1; q 2; . . . ; q n; q 0� Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ q -ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä àÕËØ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ ÏÑÆÇÎâØ
ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÂâ ×ÂÍÕÑÓËÊÂÙËâ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ ÂÎÅÇÃÓÞ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ £ËÓÂÔÑÓÑ [11].

3. ªÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕß ÓÇÆÉÇÑÐÐÑÌ ÆËÐÂÏËÍË
Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ØÓÑÏÑÆËÐÂÏËÍÇ
ÒÓË ÃÑÎßÛÑÏ ÚËÔÎÇ ÙÄÇÕÑÄ

­ÇÅÍÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÂÓÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß ÆÓÖÅÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ [10]

hk; k�1 � rk; k�1 ln�pk� rÿ1k; k�1 � rk; kÿ1 ln�pk� rÿ1k; kÿ1�

� ln�pk�1� � 2 ln�rk; k�1� � 2 g : �27�

¬ÂÍ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ËÏÇÇÏ ÆÄÂ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËâ ÐÑÓÏË-
ÓÑÄÍË ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË

k f k21 �
�Yn

r�1
d2rr

����Yn
r�1

rÿ1r; r�1 f

����2 ;
k f k22 �

�Yn
r�1

d2rr

����Yn
r�1

pr f

����2 ; �28�

ÔÑÄÏÇÔÕËÏÞØ Ô àÓÏËÕÑÄÑÔÕßá H. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÕÓÂÐÔ-
ÒÑÐËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ hT ÔÄâÊÂÐ Ô h ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ
ÆÄÖØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÒÑÆÑÃËâ [10]

hT �
Yn
r�1

pr h
Yn
r�1

pÿ1r �
Yn
r�1

rÿ1r; r�1 h
Yn
r�1

rr; r�1 : �29�

±ÑàÕÑÏÖ h ÍÑÏÏÖÕËÓÖÇÕ,

�h;A� � 0 ; �30�

Ô ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ [10]

A � r12r23 . . . rn1 p1p2 . . . pn : �31�

¥ÂÎÇÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÃÑÕÇ [12] ËÏÇÇÕÔâ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ fqrg
ÄÊÂËÏÐÑ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ

�qr; qs� � 0 ; �qr; h� � 0 ; �32�

ÄÞÓÂÉÂáÜËØÔâ Ä ÄËÆÇ

qr �
X

i1< i2< ...<ir

ri1i2 ri2i3 . . . riri1 pi1 pi2 . . . pir : �33�

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, qn ÓÂÄÐÑ A, Â q2 ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑM 2.
±ÓÑËÊÄÑÆâÜËÌ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÆÎâ àÕËØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ

ÆÄËÉÇÐËâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÕÓÂÐÔ×ÇÓ-ÏÂÕÓËÙÇÌ T�u� ÆÎâ
XXX-ÏÑÆÇÎË [12, 13]

T�u� � tr
�
L1�u�L2�u� . . . Ln�u�

� �Xn
r�0

unÿr qr ; �34�

ÅÆÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ L ËÏÇáÕ ÄËÆ

Lk�u� � u� rk pk pk

ÿr2k pk uÿ rk pk

� �
�

� u
1 0
0 1

� �
� 1
ÿrk

� �
�rk 1 � pk : �35�

´ÓÂÐÔ×ÇÓ-ÏÂÕÓËÙÂ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÊâÕËâ ÔÎÇÆÂ
ÏÂÕÓËÙÞ ÏÑÐÑÆÓÑÏËË t�u�:

T�u� � tr
�
t�u��; t�u� � L1�u�L2�u� . . . Ln�u� : �36�

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ t�u� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá
ÁÐÅÂ ë¢ÂÍÔÕÇÓÂ [12, 13]

t s1r0
1
�u� t s2r0

2
�v� l r01r02r1r2�vÿ u� � l s1s2s0

1
s 0
2
�vÿ u� t s02r2�v� t s

0
1
r1�u� ; �37�

ÅÆÇ l�w� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô L-ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ÆÎâ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ
ÔÒËÐÑÄÑÌ ÏÑÆÇÎË ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ

l s1s2s0
1
s0
2
�w� � w d s1

s0
1
d s2
s0
2
� i d s1

s0
2
d s2
s0
1
: �38�

¬ÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÔÕß T�u� Ë T�v�,�
T �u�;T �v�� � 0 ; �39�

ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÁÐÅÂ ë¢ÂÍÔÕÇÓÂ.
¦ÔÎË ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÑÄÂÕß t�u� ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ

t�u� � j0�u� � j3�u� jÿ�u�
j��u� j0�u� ÿ j3�u�

� �
; �40�
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ÕÑ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÎÑÓÇÐÙ-ÍÑÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ ÆÎâ ÕÑÍÑÄ jm�u�:�

jm�u�; jn�v�
� � � jm�v�; jn�u�� � i Emnrs

2�uÿ v�
ÿ
j r�u� j s�v�ÿ

ÿ j r�v� j s�u�� : �41�

©ÆÇÔß Emnrs ì ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ (E1230 � 1) Ä
ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ, Ë ÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ Zmn ËÏÇÇÕ ÔËÅÐÂÕÖÓÖ (1;ÿ1;ÿ1;ÿ1). ´ÂÍÂâ
×ÑÓÏÂ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÁÐÅÂ ë¢ÂÍÔÕÇÓÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÅÓÖÒÒÞ
­ÑÓÇÐÙÂ.

¤ÇÐÇÓÂÕÑÓÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÄÓÂÜÇÐËÌ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ
Ô ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÂÏË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÅÓÖÒÒÞ ®ÈÃËÖÔÂ

M �
Xn
k�1

Mk ; �42�

M 3
k � rk qk ; M 1

k �
1

2
�1ÿ r2k� qk ; M 2

k �
i

2
�1� r2k� qk :

�43�
¬ÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÂÎÅÇÃÓÞ­ÑÓÇÐÙÂ ËÏÇáÕ
ÄËÆ�

Ms;Mt
� � iEstu Mu;

�
Ms;Nt

� � iEstu Nu;�
Ns;Nt

� � iEstu Mu ; �44�

ÅÆÇ Nì ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ ÎÑÓÇÐÙÇÄÔÍËØ ÃÖÔÕÑÄ.
¬ÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÔÕß ÕÓÂÐÔ×ÇÓ-ÏÂÕÓËÙÞ T�u� Ô ÎÑÍÂÎß-

ÐÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ h [12, 13]�
T �u�; h� � 0 �45�

ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ�
Lk�u�Lk�1�u�; hk; k�1

� � ÿi ÿLk�u� ÿ Lk�1�u�
� �46�

ÆÎâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ hk; k�1. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ, Ä ÔÄÑá
ÑÚÇÓÇÆß, ÄÞÕÇÍÂÇÕ ËÊ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË hk; k�1 ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÅÓÖÒÒÞ ®ÈÃËÖÔÂ, Â ÕÂÍÉÇ ËÊ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂh

hk; k�1;
��Mk; k�1�2;Nk; k�1

�i � 4Nk; k�1 ; �47�

ÅÆÇ

Mk; k�1 �Mk � Mk�1 ; Nk; k�1 �Mk ÿ Mk�1 �48�
ÔÖÕß ÅÇÐÇÓÂÕÑÓÞ ÅÓÖÒÒÞ ­ÑÓÇÐÙÂ ÆÎâ ÆÄÖØÅÎáÑÐÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕË
àÕÑÅÑ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓËÐâÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ
ÒÂÓÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ hk; k�1 ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ ¬ÂÊËÏËÓÂ Mk; k�1

ÿ �
2, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÑÐ ÆËÂÅÑÐÂÎÇÐ,

hk; k�1 jmk; k�1i �
ÿ
C�mk; k�1� �C�1ÿmk; k�1�ÿ

ÿ 2C�1��jmk; k�1i; �49�
Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ ÄÇÔÑÄ:

�Mk; k�1�2 jmk; k�1i � mk; k�1�mk; k�1 ÿ 1� jmk; k�1i : �50�

¥ÂÎÇÇ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ
Mk; k�1 Ë Nk; k�1, Â ÕÂÍÉÇ ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ �Mk�2 � 0, ÏÑÉÐÑ
ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ Nk; k�1 ËÏÇÇÕ ÐÇÐÖÎÇÄÞÇ ÏÂÕÓËÚ-

ÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÕÑÎßÍÑ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÕÑâÐËâÏË jmk; k�1i Ë
jmk; k�1 � 1i. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ
ÆÎâNk; k�1 ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕ-
ÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÆÎâC-×ÖÐÍÙËÌ:

C�m� � C�mÿ 1� � 1

mÿ 1
;

C�1ÿm� � C�2ÿm� � 1

�mÿ 1� : �51�

±ÂÓÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ hk; k�1 ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐ
ÚÇÓÇÊ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÒÓË ÏÂÎÞØ u ÆÎâ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ bL ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË ¤ÇÌÊÇÐÃÇÓÅÂ Ô ÅÇÐÇ-
ÓÂÕÑÓÂÏË ÅÓÖÒÒÞ ®ÈÃËÖÔÂ Ä ÓÑÎË ÔÒËÐÑÄ [13, 14]

bLk; k�1�u� � Pk; k�1�1� i u hk; k�1 � . . .� : �52�

¶ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ bL ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÐÂ ×ÖÐÍÙËË
f �rk; rk�1�, ÒÓË àÕÑÏ Pk; k�1 ÊÂÆÂÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

Pk; k�1 f �rk; rk�1� � f �rk�1; rk� : �53�

°ÒÇÓÂÕÑÓ bLk; k�1 ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËá ÁÐÅÂ ë¢ÂÍÔÕÇÓÂ [13]

Lk�u�Lk�1�v� bLk; k�1�uÿ v� �
� bLk; k�1�uÿ v�Lk�1�v�Lk�u� : �54�

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËá ÆÎâ hk; k�1:bLk; k�1�u� �

� Pk; k�1

���������������������������������������������������������������������
G� bmk; k�1 � iu�G�1ÿ bmk; k�1 � iu�
G� bmk; k�1 ÿ iu�G�1ÿ bmk; k�1 ÿ iu�

s
G�1ÿ iu�
G�1� iu� ;

�55�

ÅÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ bmk; k�1 ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÍÂÍ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

bmk; k�1 � bmk; k�1 ÿ 1� � �Mk �Mk�1�2 ; �56�

Ë ÏÐÑÉËÕÇÎß ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÔÕË, âÄÎâáÜËÌÔâ ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Ô ÇÆËÐËÚÐÞÏ ÒÇÓËÑÆÑÏ, ×ËÍÔËÓÖÇÕÔâ
ËÊ ÕÓÇÖÅÑÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÁÐÅÂ ë¢ÂÍÔÕÇÓÂ

bL13�u� bL23�v� bL12�uÿ v� � bL12�uÿ v� bL23�v� bL13�u� : �57�

¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÜËØ ÍÑÏÏÖÕÂÙËÑÐÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ ÁÐÅÂ ë ¢ÂÍ-
ÔÕÇÓÂ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÌ ÂÐÊÂÙ
¢ÇÕÇ [13]. ³ÐÂÚÂÎÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÄÞÛÇÒÓËÄÇÆÇÐÐÖá
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÂÙËá ÏÂÕÓËÙÞ ÏÑÐÑÆÓÑÏËË t�u� Ä ÕÇÓÏËÐÂØ
ÕÑÍÑÄ jm�u�, ÒÑÔÕÓÑËÕß ÒÔÇÄÆÑÄÂÍÖÖÏÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ j0i,
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ

j��u� j0i � 0 : �58�

¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÑÆÐÂÍÑ, ËÏÇáÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ L-ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÓÇÅÖÎâÓËÊÑÄÂÐÞ,

Ld
k�u� �

u� rk pk ÿ i d pk

ÿr2k pk � 2 i rk d uÿ rk pk � id

� �
; �59�
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ÒÖÕÇÏ ÄÄÇÆÇÐËâ ÏÂÎÑÅÑ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÄÇÔÂ d ! 0 ÆÎâ
ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ. ¥ÓÖÅÂâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÑÔÕÑËÕ
Ä ÒÇÓÇØÑÆÇ Í ÆÖÂÎßÐÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÏÖ
d � ÿ1 [14]. ¥Îâ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË (59) ÒÔÇÄÆÑÄÂÍÖÖÏÐÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÊÂÆÂÇÕÔâ ÍÂÍ

jdi �
Yn
k�1

r2dk : �60�

°ÐÑ ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ ÕÓÂÐÔ×ÇÓ-
ÏÂÕÓËÙÞ

T �u�jdi � 2 j0�u�jdi �
ÿ�uÿ id�n � �u� id�n�jdi : �61�

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÄÔÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ
ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ Í jdi ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
jÿ�v�
jv1v2 . . . vki � jÿ�v1� jÿ�v2� . . . jÿ�vk� jdi ; �62�

ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË
ÕÓÂÐÔ×ÇÓ-ÏÂÕÓËÙÞ T �u� Ô ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË

eT�u� � �u� id�n
Yk
r�1

uÿ vr ÿ i

uÿ vr � �uÿ id�n
Yk
r�1

uÿ vr � i

uÿ vr ;

�63�
ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ v1; v2; . . . ; vk
âÄÎâáÕÔâ ÐÂÃÑÓÑÏ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¢ÇÕÇ [13]�

vs ÿ id
vs � id

�n

�
Y
r 6�s

vs ÿ vr ÿ i

vs ÿ vr � i
�64�

ÆÎâ s � 1; 2; . . . ; k. £ ÔËÎÖ àÕÑÅÑ ×ÖÐÍÙËâ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ

Q�u� �
Yk
r�1
�uÿ vr� �65�

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá [13, 14]eT�u�Q�u� � �uÿ id�n Q�u� i� � �u� id�n Q�uÿ i� ; �66�
ÅÆÇ eT�u� ì ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÕÓÂÐÔ×ÇÓ-ÏÂÕÓËÙÞ.
³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË h Ë qk ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÞ
ÚÇÓÇÊ ÓÇÛÇÐËÇ Q�k��u� àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÂÐÊÂÙÂ ³ÍÎâÐËÐÂ [15]

jv1v2 . . . vki � Q�k��bu1� Q�k��bu2� . . . Q�k��bunÿ1� jdi ; �67�

ÅÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ bur ì ÐÖÎË ÕÑÍÂ jÿ�u�:

jÿ�u� � c
Ynÿ1
r�1
�uÿ bur� : �68�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ Ë ËÐÕÇÓÔÇÒÕÑÄ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÓÇÆÉÇÊÑ-
ÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÓÇÛÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÂÍ-
ÔÕÇÓÂ [13, 14]. ±ÑÆØÑÆ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ë³ÍÎâÐËÐÂ ÃÖÆÇÕ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6.

4. ¥ÖÂÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÓÇÆÉÇÑÐÐÞØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËÌ

ªÐÕÇÅÓÂÎÞ ÆÄËÉÇÐËâ qr Ë ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ h ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÙËÍÎËÚÇÔÍÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË ÅÎáÑÐÐÞØ
ËÐÆÇÍÔÑÄ i! i� 1 (i � 1; 2; . . . ; n) Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÃÑÊÇ-

ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÓÇÆÉÇÑÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÓËNc !1.
ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ àÕË ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÕÂÍÉÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËØ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÌ [16]

riÿ1; i ! pi ! ri; i�1 ; �69�

Ä ÔÑÚÇÕÂÐËË Ô ÑÃÓÂÜÇÐËÇÏ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÅÑ ÖÏÐÑ-
ÉÇÐËâ. ¿ÕÂ ÆÖÂÎßÐÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÍÂÍ ÖÐËÕÂÓ-
ÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÑÎÐÑÅÑ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ

p �
Xn
r�1

pr � 0 : �70�

£ÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ cm; ~m ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô p � 0
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÚÇÓÇÊ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá
fm ~m ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ qk Ë q�k ÆÎâ k � 1; 2; . . . ; n ÍÂÍ

cm; ~m�q 12; q 23; . . . ; q n1��
�
d2r0
2 p

fm; ~m�q 1; q 2; . . . ; q n; q 0� :
�71�

±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ àÓÏËÕÑÄÑÔÕß ÒÑÎÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÂ [10, 12]

H� �
Yn
k�1
jrk; k�1jÿ2H

Yn
k�1
jrk; k�1j2 �

Yn
k�1
jpkj2H

Yn
k�1
jpkjÿ2 ;

�72�
ÓÇÛÇÐËÇc�~m;m ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ-ÔÑÒÓâÉÇÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâºÓÈ-
ÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ p � 0 ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ ÚÇÓÇÊ c ~m;m Ä
ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

c�~m;m�q 12; q 23; . . . ; q n1� �
Yn
k�1
jrk; k�1jÿ2�

� ÿc ~m;m�q 12; q 23; . . . ; q n1�
��
: �73�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ cm; ~m ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ A � qn Ë A� Ô ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË
ÊÐÂÚÇÐËâÏË lm Ë l�m � l ~m [10]:

Acm; ~m � lm cm; ~m ; A� cm; ~m � l ~m cm; ~m ;

A � r12 . . . rn1 p1 . . . pn ; �74�
ÏÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ ÆÖÂÎßÐÑÔÕß ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ cm; ~m [16]

cm; ~m�q 12; . . . ; q n1� � jlmj 2n
� Ynÿ1

k�1

d2r0kÿ1; k
2p

�

�
Yn
k�1

exp�iq k; k�1 q 0k�
jr0k; k�1j2

c�~m;m�q 012; . . . ; q 0n1� : �75�

£ ÑÆÆÇÓÑÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÂâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß
×ËÍÔËÓÖÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ [10]

fm; ~m�q 1; q 2; q 3; q 0� �
�
r12 r23 r31
r210 r

2
20 r

2
30

�m=3

�

�
�
r�12 r

�
23 r

�
31

r�210 r
�2
20 r

�2
30

� ~m=3

fm; ~m�x� �76�
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Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË fm; ~m�x� ÑÆÐÑÌ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x, âÄÎâáÜÇÌÔâ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍËÏ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÚÇÕÞÓÇØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ

x � r12 r30
r10 r32

: �77�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÃÑÊÇ-ÔËÏÏÇÕÓËâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÑÆÆÇÓÑÐÂ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÏÑÆÖÎâÓÐÞÇ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂ fm; ~m�x� ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏ
x! 1ÿ x; x! 1=x [16, 17].

°ÆÆÇÓÑÐÐÂâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ cm; ~m�q i j� ÒÓË q � 0
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÂ ÍÂÍ

cm; ~m�q i j� �
�

r23
r12r31

�mÿ1� r�23
r�12r

�
31

� ~mÿ1
wm; ~m�z� ;

z � r12
r32

; �78�

ÅÆÇ

wm; ~m�z��
�
d2x fm; ~m�x�
2 pjxÿ zj4

� �xÿ z�3
x�1ÿ x�

�2m=3� �x� ÿ z��3
x��1ÿ x��

�2 ~m=3

:

�79�
¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ f1ÿm;1ÿ ~m�z�:

wm; ~m�z� �
�
x�1ÿ x��2�mÿ1�=3�

� �x��1ÿ x���2� ~mÿ1�=3 f1ÿm; 1ÿ ~m�z� ; �80�

ÄÄËÆÖ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËâÏË �m; em� Ë �1ÿm; 1ÿ em�. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÔÎÑÄËÇ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÅÓÖÒÒÞ ®ÈÃËÖÔÂ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËâ

wm; ~m�z� �
�
d2x

2 p
�xÿ z�2mÿ2 �x� ÿ z��2 ~mÿ2 w1ÿm; 1ÿ ~m�x�

�81�

ÆÎâ ÒÑÆØÑÆâÜÇÅÑ ÄÞÃÑÓÂ ×ÂÊ Ö ×ÖÐÍÙËÌ wm; ~m Ë w1ÿm; 1ÿ ~m.
µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË ÆÎâ wm; ~m�z� ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä

ÒÔÇÄÆÑÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÇ [16]:

z�1ÿ z� �iq�2ÿm z��1ÿ z�� �iq��2ÿ ~m j1ÿm; 1ÿ ~m�z� �
� jlm; ~mj

�
j1ÿm; 1ÿ ~m�z�

��
; �82�

ÅÆÇ

j1ÿm; 1ÿ ~m�z��
�
z�1ÿ z��1ÿm�z��1ÿ z���1ÿ ~m wm; ~m�z� : �83�

µÔÎÑÄËÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË

kjm; ~mk2 �
�

d2x��x�1ÿ x���2 ��jm; ~m�x�
��2 �84�

ÔÑÄÏÇÔÕËÏÑ Ô ÆÖÂÎßÐÑÔÕßá.
¥Îâ ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÞØ ×ÂÍÕÑÓÑÄj�m��x� ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÖÂÎß-

ÐÑÔÕË ËÏÇáÕ ÄËÆ [16]

amj�m��x� � lmj�1ÿm��x� ;
a1ÿmj�1ÿm��x� � l1ÿmj�m��x� ; �85�

ÅÆÇ

am � x�1ÿ x� p 1�m : �86�

¦ÔÎË ÏÞ ÒÓÑËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÖÇÏ p ÍÂÍ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ, Â xÿ 1=2
ÍÂÍ ËÏÒÖÎßÔ, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË ÆÎâ ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÄÂÉÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ m � 1=2 ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄÇÆÇÐÑ Í ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËáºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ V�p� � ���

l
p

pÿ3=2 [16].
°ÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÓÇ-

ÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÂÙËË ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ A,

a1ÿm am j � ÿix�1ÿ x��x�1ÿ x�q2 � �2ÿm��
� ��1ÿ 2x�qÿ 1�m

�	
qj � lj �87�

ËÏÇÇÕ ÕÓË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËâ j�m�i �x; l� [10] ÆÎâ
ÍÂÉÆÑÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ l. ±ÓË x! 0 ÑÐË ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÄÞÃÓÂÐÞ Ä ÄËÆÇ [17]

j�m�r �x; l� �
X1
k�1

d
�m�
k �l� xk ; d

�m�
1 �l� � 1 ; �88�

j�m�s �x; l� �
X1
k�0

a
�m�
k �l� xk � j�m�r �x; l� ln x ; a

�m�
1 � 0 ;

�89�

j�m�f �x; l� �
X1
k�0

c
�m�
k�m�l� xk�m ; c�m�m �l� � 1 : �90�

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (87) ÐÂÎÂÅÂÇÕ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÞÇ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ
ak; ck Ë dk. ªÊ ÖÔÎÑÄËâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕË Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
x � 0 ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÎ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË:

jm; ~m�x; x�� � j�m�f �x; l�j� ~m�f �x�; l���

� c2 j�m�r �x; l�j� ~m�r �x�; l���
� c1

ÿ
j�m�s �x; l�j� ~m�r �x�; l�� �

� j�m�r �x; l�j� ~m�
s �x�; l��

�� �l! ÿl� : �91�
¬ÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ c1; c2 Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ

ÊÐÂÚÇÐËâ l ×ËÍÔËÓÖáÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕË
fm; ~m�q 1; q 2; q 3; q 0� ÒÓË q 3 � q i (i � 1; 2) Ë ÃÑÊÇ-ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÇÌ [17].

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË ÕÂÍÉÇ ËÏÇÇÏ [16]

jc1j � jlj : �92�

¥ÓÖÅÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

Im
c2
c1
� Im

ÿ
mÿ1 � emÿ1� �93�

ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÑ [16] ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÑ-ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ jm; ~m Ë j1ÿm; 1ÿ ~m

ÅÓÖÒÒÞ ®ÈÃËÖÔÂ ÔÄâÊÂÐÞ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÃÔÖÉÆÂÎÑÔß ÄÞÛÇ. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÞ ËÊ ÓÂÃÑÕÞ [17], ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÑÃÂ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ c1 Ë c2 ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ.

¦ÔÎË ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ n ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÂÓÐÞÌ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ hk; k�1�t�, ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÍÂÍ

hk; k�1�t� � exp
ÿ
iT �u� t� hk; k�1 exp

ÿÿ iT �u� t� ; �94�
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ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß ÔÎÇÆÖáÜÖá ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÖ Ä ÒÑÎ-
ÐÑÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÇ h ÃÇÊ ÇÅÑ ËÊÏÇÐÇÐËâ:

hk; k�1 ! hk; k�1�t� ; �95�

ÒÑÔÍÑÎßÍÖ h Ë T�u� ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ËÊ-
ÊÂ ÃÞÔÕÓÞØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÒÓË t!1 hk; k�1�t� ÆËÂÅÑÐÂÎË-
ÊÖÇÕÔâ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÕÓÂÐÔ×ÇÓ-ÏÂÕÓËÙÂ
T �u� ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÂ:

hk; k�1�1� � fk; k�1� bq2; bq3; . . . ; bqn� : �96�

£ ÑÆÆÇÓÑÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ hk; k�1�1� âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÒÑÎÐÑÅÑ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ M2 Ë ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ q3 � A, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÄËÆÇ

A � i3

2

�
M 2

12 ;M
2
13

�� i3

2

�
M 2

23 ;M
2
12

�� i3

2

�
M 2

13 ;M
2
23

�
: �97�

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ n ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ ÏÑÉÐÑ
ÒÓËÏÇÐËÕß ÕÇØÐËÍÖ ¬ÎÇÃÛÂ ë¤ÑÓÆÂÐÂ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÖá ÐÂ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÑÃÜËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑÎÐÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ q2 Ô ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË m�mÿ 1� Ë ÐÂ-
ÃÑÓÂ f bMkg ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ
ÐÂÌÕË ÄÔÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ M2

k; k�1 Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËË. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÑÄÂÕß h,
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÖÐËÕÂÓÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ Í
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËá, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ T �u� ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÂ. ÁÆÓÑ
àÕÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ (ÔÏ. [16]).

5. °ÆÆÇÓÑÐÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ
Ë ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÆÄËÉÇÐËâ

¤ÑÎÑÏÑÓ×ÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÆÎâ n ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ
ÅÎáÑÐÑÄ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ×ÑÓÏÇ, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÅÓÖÒÒÞ ®ÈÃËÖÔÂ [16],

h �
Xn
k�1

�
ln

�
rk�2;0 r

2
k; k�1

rk�1;0 rk�1; k�2
qk

�
�

� ln

�
rkÿ2;0 r2k; kÿ1
rkÿ1;0 rkÿ1; kÿ2

qk

�
ÿ 2C�1�

�
; �98�

ÅÆÇ r0 ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÆÆÇÓÑÐÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ. ªÔÒÑÎß-

ÊÖâ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÌ ÂÐÊÂÙ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË

fm�r1; r2; r3; r0��
�

r23
r20r30

�m

jm�x� ; x � r12r30
r10r32

; �99�

ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË jm�x� Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ x [10]

h � 6g� ln�x2q� � ln
��1ÿ x�2q��

� ln

�
x2

1ÿ x

��1ÿ x�q�m
���

� ln

�
1

1ÿ x

��1ÿ x�q�m
���

� ln

� �1ÿ x�2
x

�xqÿm�
�
� ln

�
1

x
�xqÿm�

�
: �100�

µÆÑÃÐÑ ÄÄÇÔÕË ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá
P � xq Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÐÑÄÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËâ ÄËÆÂ

ln�q� � ÿ ln�x� �C�ÿxq� ;
ln�x2q� � ln�q� � 2 ln�x� ÿ 1

P

Ë ÓÂÔÍÎÂÆÞÄÂâ ×ÖÐÍÙËË Ä ÓâÆ ÒÑ x, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ÑÆÆÇÓÑÐÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ Ä ÐÑÓÏÂÎßÐÑ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÏ
ÄËÆÇ [16]:

h

2
� ÿ ln�x� �C�1ÿ P� �C�ÿP��

�C�mÿ P� ÿ 3C�1� �
X1
k�1

xk fk�P� ; �101�

ÅÆÇ

fk�P� � ÿ 2

k
� 1

2

�
1

P� kÿm
� 1

P� k

�
�
Xk
t�0

ct�k�
P� t

:

�102�
©ÆÇÔß

ct�k��
�ÿ1�kÿt G�m� t���tÿ k� �m� t� �mk=2

�
kG�mÿ k� t� 1�G�t� 1�G�kÿ t� 1� : �103�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ h Ë B � iA ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ, h âÄÎâÇÕÔâ
×ÖÐÍÙËÇÌ B. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ B àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ
ÆÑÎÉÐÂ ËÏÇÕß ÄËÆ

h

2
� ln�B� � 3g�

X1
r�1

cr
B 2r

: �104�

±ÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÚÎÇÐÂ àÕÑÅÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËâ ÃÞÎË ÄÞÚËÔÎÇÐÞ Ä [5]. ²âÆ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÑÃÓÂÕÐÞÇ
ÔÕÇÒÇÐË B2, ÕÂÍ ÍÂÍ h ÆÑÎÉÇÐ ÃÞÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕÇÐ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÄÔÇØ ÏÑÆÖÎâÓÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÄÍÎá-
ÚÂâ ËÐÄÇÓÔËá x! 1=x, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ B ÏÇÐâÇÕ ÊÐÂÍ.
´ÂÍÑÇ ÉÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÑÎÉÐÑ ËÏÇÕß
ÏÇÔÕÑ ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ e=2 Ë m � i l àÕËØ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ.

¥Îâ ÃÑÎßÛËØ m ÖÆÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä P-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË, ÒÓË àÕÑÏ x
ÄÞÔÕÖÒÂÇÕ Ä ÓÑÎË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÔÆÄËÅÂ,

x � exp

�
ÿ d

dP

�
; �105�

ÒÑÔÎÇ ÄÞÆÇÎÇÐËâ ËÊ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ B Ë h ÑÃÜÇÅÑ
×ÂÍÕÑÓÂ

jm�P� � G�ÿP�G�1ÿ P�G�mÿ P� exp�ipP�Fm�P� :
�106�

¶ÖÐÍÙËâ Fm�P� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÂÊÎÑÉÇÐÂ Ä ÓâÆ ÒÑ 1=m:

Fm�P� �
X1
n�0

mÿnF n
m�P� ; F 0

m�P� � 1 ; �107�

ÒÓË àÕÑÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ F n
m�P� ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÒÑÎËÐÑ-

ÏÂÏË ÔÕÇÒÇÐË 4n, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÏË ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÏÖ
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ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

F n
m�P� �

XP
k�1
�kÿ 1� �kÿ 1ÿm��

� ��kÿm�F nÿ1
m �kÿ 1�� �kÿ 2�F nÿ1

1ÿm�kÿ 1ÿm��ÿ
ÿ 1

2

Xm
k�1
�kÿ 1� �kÿ 1ÿm� ��kÿm�Fnÿ1

m �kÿ 1��

� �kÿ 2�Fnÿ1
1ÿm�kÿ 1ÿm��;F0

m�P� � 1 ; �108�
ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ä ÔËÎÖ ÔÎÇÆÖáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÖÂÎßÐÑÔÕË, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÒÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË xm! x ÆÎâ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÅÑ ÄÞÃÑÓÂ ×ÂÊÞ Fm�P�:

F1ÿm�P� 1ÿm� ÿ 1

m
P�Pÿ 1� �Pÿm��

� F1ÿm�Pÿm� � Fm�P� ;
Fm�P�m� ÿ 1

m
P�Pÿ 1� �P�mÿ 1��

� Fm�P�mÿ 1� � F1ÿm�P� : �109�

£ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÒÑÔÎÇ ÊÂÏÇÐÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ P! Pÿm ÄÑ
ÄÕÑÓÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË Ë ÔÎÑÉÇÐËË ÇÅÑ Ô ÒÇÓÄÞÏ ÒÑÎÖÚËÏ

Fm�P� ÿ Fm�Pÿ 1� � 1

m
�Pÿ 1� �Pÿ 1ÿm��

���Pÿm�Fm�Pÿ 1���Pÿ 2�F1ÿm�Pÿmÿ 1�� ;
ÑÕÍÖÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (108).

±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇF n
m�0� Ä àÕÑÏ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕ-

ÐÑÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞ:

F n
m�0� � ÿF n

1ÿm�0� ; �110�

ÚÕÑ ÅÂÓÂÐÕËÓÖÇÕ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

F n
m�m� � F n

1ÿm�0� �111�

ÍÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑ-
ÓÑÐÞ, ËÔØÑÆâ ËÊ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÌ ×ÑÓÏÖÎÞ Ë ÒÓËÐËÏÂâ ÄÑ
ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ rm � F n

1ÿm�0 � ÿ F n
m�0 � ÂÐÕËÔËÏ-

ÏÇÕÓËÚÐÂ, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÞÃÓÂÕß F n
m�0 � � ÿrm=2 , ÕÂÍ ÍÂÍ

ÆÑÃÂÄÎÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÄÍÎÂÆÂ ÒÓËÄÇÆÇÕ Í ÒÇÓÇÑÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËá ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ F0

m�P� � 1. ¯ÂËÃÑÎÇÇ
ÑÃÜËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË âÄÎâÇÕÔâ,
ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂÛÂ ×ÖÐÍÙËâ Fm�P�, ÖÏÐÑÉÇÐÐÂâ ÐÂ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÖá ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ.

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÂÇÕ

Fm�1� � Fm�0� :

¿ÐÇÓÅËâ ÑÆÆÇÓÑÐÂ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ Fm�P� ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ:

e
2
� ln�m� � 3g� q

qP
lnFm�P��

� ÿFm�P�
�ÿ1X1

k�1
mÿk fk�Pÿ k�Fm�Pÿ k��

�
Yk
r�1
�Pÿ r��Pÿ r� 1��Pÿ rÿm� 1� ; �112�

Ë àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ P, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ h Ë B
ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ.

£ÄËÆÖ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÒÓË P! 1 ÏÞ ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß

f1�Pÿ 1� ! c0�1�
Pÿ 1

� m

2

1

Pÿ 1
; �Pÿ 1� fk�Pÿ k� 6� 1

Ë Fm�1� � Fm�0�, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÏÑÉÐÑ ÖÒÓÑ-
ÔÕËÕß:

e
2
� ln�m� � 3g� F0m�1�

Fm�1� �
m�1ÿm�

2m
: �113�

®ÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß e ÚÇÓÇÊ ÊÐÂÚÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË Fm�P� Ä
ÆÓÖÅËØ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞØ ÕÑÚÍÂØ s:

e
2
� ln�m� � 3g� F 0m�s�

Fm�s� �
�1ÿm� c0�k�

ms
Fm�0�
Fm�s� �

�
Ysÿ1
r�1
�sÿ r��sÿ r� 1��sÿ rÿm� 1��

�
Xsÿ1
k�1

mÿk fk�sÿ k� Fm�sÿ k�
Fm�s� �

�
Yk
r�1
�sÿ r��sÿ r� 1��sÿ rÿm� 1� :

¿ÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏÖ Ä ÔËÎÖ
ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ Fm; 1ÿm�P�, ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ
ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË.

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÎÇÆÖáÕ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË Fm�P�,

Fm�P� 1� �
�
1� P�Pÿm�

m
�2Pÿm�

�
Fm�P�ÿ

ÿ P�Pÿ 1�2�Pÿm�2�Pÿmÿ 1�
m2

Fm�Pÿ 1� ;

Ë ÇÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ F 0�P�,

F 0m�P� 1� �
�
1� P�Pÿm�

m
�2Pÿm�

�
F 0m�P�ÿ

ÿ P�Pÿ 1�2�Pÿm�2�Pÿmÿ 1�
m2

F 0m�Pÿ 1��

� 1

m

�
P�Pÿm��2Pÿm��0 Fm�P�ÿ

ÿ 1

m2
�
P�Pÿ 1�2�Pÿm�2�Pÿmÿ 1��0Fm�Pÿ 1� :

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,

Fm�0�� Fm�1� ; Fm�2� �
�
1� �1ÿm��2ÿm�

m

�
Fm�1� ;

F 0m�2��
�
1� �1ÿm��2ÿm�

m

�
F 0m�1��

m2ÿ 6m�6
m

Fm�1�;

c0�2� � ÿm�mÿ 1�
4

; f1�1� � ÿ6� �13=2�mÿ �3=2�m
2

2�2ÿm� :

±ÑàÕÑÏÖ ÑÃÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ÒÓË s � 1; 2 ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÕ:

e
2
� ln m� 3g� F 0m�2�

Fm�2� �
2�2ÿm�

m
f1�1� Fm�1�

Fm�2� �

� 2�1ÿm��2ÿm�
m2

c0�2� Fm�0�
Fm�2� �

� ln m� 3g� F 0m�1�
Fm�1� �

m�1ÿm�
2m

:
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¥ÂÎÇÇ, ÃÇÊ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÑÃÜÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË, ÚÕÑ

Fm�1�m� � Fm�m� � Fm�1� � Fm�0� � 1 : �114�

¥Îâ ÆÓÖÅËØ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ Fm ÏÞ ÒÓËØÑ-
ÆËÏ Í ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ, ÔÎÇÆÖáÜËÏ ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
ÆÄËÉÇÐËâ:

Fm�2� �
�
1� �1ÿm��2ÿm�

m

�
;

Fm�s� 1� �
�
1� s�sÿm�

m
�2sÿm�

�
Fm�s�ÿ

ÿ s�sÿ 1�2�sÿm�2�sÿmÿ 1�
m2

Fm�sÿ 1� ;

Fm�2�m� �
�
1� �1�m��2�m�

m

�
;

Fm�s� 1�m� �
�
1� �s�m�s

m
�2s�m�

�
Fm�s�m�ÿ

ÿ �s�m��s�mÿ 1�2s2�sÿ 1�
m2

Fm�s�mÿ 1� :

²ÇÛÇÐËÇÏ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔÎÖÉËÕ ÒÑÎËÐÑÏ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞÏ mÿ1 Ë m

Fm�s� �
X2�sÿ1�ÿ1

k�0

X2k
l�0

ckl mÿk ml :

®Þ ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÇÏ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞÇ Ä àÕËØ ÕÑÚÍÂØ, ÑÒÓÇÆÇÎââ

F 0m�1� � e�m� : �115�

ªÏÇÐÐÑ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

F 0m�2� �
�
1� �1ÿm��2ÿm�

m

�
e�m� �m2 ÿ 6m� 6

m
�116�

Ë

F 0m�s� 1� �
�
1� s�sÿm�

m
�2sÿm�

�
F 0m�s�ÿ

ÿ s�sÿ 1�2�sÿm�2�sÿmÿ 1�
m2

F 0m�sÿ 1��

� 1

m

�
s�sÿm��2sÿm��0 Fm�s�ÿ

ÿ 1

m2
�
s�sÿ 1�2�sÿm�2�sÿmÿ 1��0Fm�sÿ 1� : �117�

±ÂÓÂÏÇÕÓ e�m� ×ËÍÔËÓÖÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÖÂÎßÐÑÔÕË ÆÎâ Fm�s� ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË P!1. ¥Îâ ÕÑÅÑ
ÚÕÑÃÞ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß àÕÑ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ, ÄÇÓÐÇÏÔâ Í
ËÊÐÂÚÂÎßÐÑÏÖ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË

Fm�P� � jm�P� exp�ipP�
G�ÿP�G�1ÿ P�G�mÿ P�mP :

¶ÖÐÍÙËâ jm�P� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
®ÇÎÎËÐÂ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä x-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË

jm�x� � ÿ
� i1

ÿi1

dP

2pi
xPjm�P�

Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÖÂÎßÐÑÔÕË

�P�m�jm�P�m� ÿ �Pÿ 1�jm�P�mÿ 1� �

� G�1ÿ Pÿm� mmj1ÿm�P�
G�1ÿ P� exp �ip�1�m�� :

¬ÑÐÕÖÓ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ P ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐ ÒÓÂÄÇÇ ÄÔÇØ
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ j�P� Ë ÒÓË x!1 ÔÆÄËÅÂÇÕÔâ ÄÎÇÄÑ ÆÑ
ÕÑÚÇÍ, ÅÆÇ ËÏÇáÕÔâ ÒÑÎáÔÞ jm�P�. ¶ÖÐÍÙËâ jm�x�,
ÍÑÅÆÂ x! 1, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËÇÌ
c� �1ÿ x� ln�1ÿ x� Ë �1ÿ x�m. ±ÑàÕÑÏÖ jm�P� ÒÓË
P! ÿ1 ËÏÇÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÚÎÇÐÞ � Pÿ1 Ë Pÿ1ÿm.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË ÆÎâ jm�P� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒË-
ÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ

Pjm�P� ÿ �Pÿmÿ 1�jm�Pÿ 1� �

� exp
�
ip�1ÿm��G�1ÿ P�
G�1ÿ P�m� j1ÿm �Pÿm� mm:

°ÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá

x�1ÿ x� q1�mjm�x� � ÿmmj1ÿm�x� ;

ÇÔÎË ÏÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÏ x1�m q1�m ÍÂÍ

x1�m q1�m � exp
�
ip�ÿ1�m�� G�1ÿ P�m�

G�ÿP� :

¦ÔÎË ÃÞ ÏÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÎË àÕÖ ÄÇÎËÚËÐÖ ÍÂÍ

x1�m q1�m � G�1� P�
G�Pÿm� ;

ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË ËÏÇÎÑ ÃÞ ÄËÆ

P ejm�P� ÿ �Pÿmÿ 1� ejm�Pÿ 1� �

� ÿG�Pÿm�
G�P� ej1ÿm �Pÿm� mm:

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓÂÄÞÇ ÚÂÔÕË àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ
ÐÂ ×ÂÍÕÑÓ

Km�P� �
sin
�
p�Pÿm��
sin�pP� exp�ÿipm� ;

ÍÑÕÑÓÞÌ âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ:
Km�P� � Km�P� 1�. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕÑÓ ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ ÆÎâ
ÙÇÎÞØ m Ë ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ m, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ,
ÇÔÎË ÏÞ ËÕÇÓËÓÖÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÑÎÖÚÇ-
ÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
ÆÄËÉÇÐËâ, ÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

Kÿ1m �P� � K1ÿm�Pÿm� :

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÇÔÎË ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ
ÒÑ ÒÑÎáÔÂÏ, ÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÔÎÇÆÖáÜËÇ ËÊ ÆÄÖØ ×ÑÓÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË, ÃÖÆÖÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÆÎâ ÐÇÙÇÎÞØ
m. ±ÓÑËÊÄÑÆâ ÏÑÆÖÎâÓÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ x! 1=x ÆÎâ
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ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË jm�x�, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÎÖÚËÕß ÔÄâÊß
ÏÇÉÆÖ ÓÇÛÇÐËâÏË àÕËØ ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:ejm�P� � jm�ÿP�m�; m! ÿm :
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ejm�P� ËÏÇÇÕ ÒÑÎáÔÞ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
ÒÓË P � ÿm Ë ÒÓË P � ÿk Ë ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÓË
P � ÿmÿ k. ®Þ ÏÑÉÇÏ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ×ÖÐÍÙËá ÃÇÊ ÒÑÎá-
ÔÑÄ

eOm�P� � ejm�P�
G�P�G�1� Pÿm�G�Pÿm�mmÿP ;

ÍÑÕÑÓÂâ ÔÄâÊÂÐÂ Ô Fm�P� ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:

eOm�P� � F s
m�mÿ P� :

ªÐÆÇÍÔ s ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÊÆÇÔß ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÖ m! ÿm.
®ÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÓÖÅËÇ ÏÑÆÖÎâÓÐÞÇ ÒÓÇ-

ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ä x ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË, ÐÂÒÓËÏÇÓ x! 1ÿ x, ÚÕÑ
ÆÂÔÕ ÆÓÖÅËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÓÇÛÇÐËâÏË j Ë ej.
£ÑÊÏÑÉÐÑ, ÚÕÑ ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÞÇ àÐÇÓÅËË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ
àÕËÏ ÐÑÄÞÏ ÓÇÛÇÐËâÏ, ÃÖÆÖÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË Ë ÖÔÎÑÄËÇ ËØ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËâ ÒÓËÄÇÆÇÕ Í ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËá m, ÒÑÆÑÃÐÑ ÕÑÏÖ, ÍÂÍ
àÕÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ë³ÍÎâÐËÐÂ,
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÜÇÅÑÔâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6.

²ÇÛÂâ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ Fn
m�P� Ë ÒÑÆ-

ÔÕÂÄÎââ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË, ÏÞ ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÎâ e=2
[16]:

e
2
� ln�m� � 3g�

�
3

448
� 13

120

�
mÿ 1

2

�2

ÿ

ÿ 1

12

�
mÿ 1

2

�4�
1

m 2
�

�
�
ÿ 4185

2050048
ÿ 2151

49280

�
mÿ 1

2

�2

� . . .

�
1

m 4
�

�
�

965925

37044224
� . . .

�
1

m 6
� . . . �118�

¿ÕÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ Ô ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÂÉÇ ÆÎâ ÐÂËÏÇÐßÛÇÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ m � 0;20526, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ àÐÇÓÅËË
ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ e � 0;49434 [17]. ¥Îâ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÕÂÍËÏ ÉÇ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÏ
ÄÇÔÑÏ m � 1=2, ÅÆÇ e � 5;16930 Ë m � 2;34392 [9],
àÐÇÓÅËâ ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÒÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÏÖ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÓâÆÖ Ô ØÑÓÑÛÇÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá. ²ÂÊÄËÕÞÌ Ä àÕÑÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÆØÑÆ ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÓÂÄÐËÕß Ô
ÏÇÕÑÆÑÏ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÑÏ ÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¢ÂÍÔÕÇÓÂ [17].

³ ÒÑÏÑÜßá ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÑÆÆÇÓÑÐÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ x:

2H � h� h� � 12g� ln
ÿjxj4jqj2�� ln

ÿj1ÿ xj4jqj2��
� �xÿ 1�m �x� ÿ 1� ~m � ln ÿjqj2�� ln

ÿjxj4jqj2���
� �xÿ 1�ÿm �x� ÿ 1�ÿem � �ÿx�m �ÿx�� ~m�

� �ln ÿj1ÿ xj4jqj2�� ln
ÿjqj2���ÿx�ÿm �ÿx��ÿ ~m : �119�

­ÑÅÂÓË×ÏÞÄ àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËËÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÇÔÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇ�

d2p

2p
exp�ip y�

�
2g� ln

�p�2
4

�
�

� ÿ2
�
y�jyj ÿ e�
jyj2 ÿ 2 p ln

1

e
d2�y�

�
: �120�

¿ÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÑÏÑÅÂÇÕ ÐÂÌÕË ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ËÐÕÇÅÓÂ-
ÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ B Ë B� Ô ÑÃÓÂÜÂáÜËÏËÔâ Ä ÐÖÎß ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË m � m� � 0:

jm; ~m�x� � 1� �ÿx�m�ÿx�� ~m � �xÿ 1�m�x� ÿ 1� ~m : �121�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ fm; ~m�q 1; q 2; q 3; q 0�
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÙËÍÎËÚÇÔÍÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ q 1! q 2! q 3! q 1, ÐÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÊÂÏÇÐ q 1$ q 2 ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÚÇÕÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÔÒËÐÂ n � emÿm, ÅÆÇ ÐÑÓÏÂ kjm; ~mk1 ÓÂÔ-
ØÑÆËÕÔâ ËÊ-ÊÂ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕÇÌ ÒÓË x � 0, 1,1. ªÏÇÐÐÑ ÒÑ
àÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ

emÿm � 2k� 1 ; k � 0;�1;�2; . . . �122�

£ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÃÑÊÇ-ÔËÏÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË àÕÑ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ f-ÔÄâÊË Ë ËÏÇÇÕ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÖá
ÊÂÓâÆÑÄÖáC-ÚÇÕÐÑÔÕß. °ÐÑ ÏÑÉÇÕ ÑÕÄÇÚÂÕß ÊÂ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË g2�x� ÒÓË ÏÂÎÞØ x. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÆÎâ
H ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (119), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

2Hjm; ~m�x� � Ep
m; ~m jm; ~m�x� ; �123�

ÅÆÇ Ep
m; ~m ì ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÑÏÇÓÑÐÐÑÅÑ ÅÂÏËÎß-

ÕÑÐËÂÐÂ,

E p
m; ~m � E pm � E p~m ; �124�

Ë

E pm � C�1ÿm� �C�m� ÿ 2C�1� : �125�

®ËÐËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇE p
m; ~m ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓË emÿm ��1

Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ o � 0. £ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÚÇÕÐÞØ n � emÿm
ÐÑÓÏÂ jjj1 ×ÖÐÍÙËË jm; ~m�x� ÍÑÐÇÚÐÂ:�

d2x jjm; ~m�x�j2
3pjx�1ÿ x�j2 � Re

ÿ
C�m� �C�1ÿm� �C� em��

�C�1ÿ em� ÿ 4C�1�� : �126�
°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ ÒÓË m � em � 1=2. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËÇ ÆÖÂÎßÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ ÓÇÛÇÐËâ jm�x�
ÐÑÄÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÑÆÆÇÓÑÐÂ, ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÒÓË ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÍÇ q k [18]. ¯ÑÓÏËÓÑÄÍÂ jjj2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ àÓÏË-
ÕÑÄÑÔÕË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ¢¶¬­. °ÃÂ ÓÇÛÇÐËâ ËÏÇáÕ
ÓÂÄÐÞÇ àÐÇÓÅËË, ÚÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÌ Ä [18]
ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËÇÌ ÆÖÂÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÍÂÍ ÔËÏÏÇÕÓËË
ÒÓË ÃÑÎßÛÑÏ Nc ÏÇÉÆÖ ÓÇÆÉÇÑÐÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË Ô
ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË ÅÎáÑÐÂ, ÐÑ Ô ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÌ
ÔËÅÐÂÕÖÓÑÌ [18]. ±ÓË ÃÑÎßÛÑÏ ÚËÔÎÇ ÙÄÇÕÑÄ ÕÂÍÉÇ
ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÂÐÑÏÂÎßÐÞØ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕÇÌ
ÍÄÂÊËÒÂÓÕÑÐÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Ä ÓÂÔÛËÓÇÐÐÑÌN � 4 ÔÖÒÇÓ-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÕÇÑÓËË [19].
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6. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ë³ÍÎâÐËÐÂ

ªÕÂÍ, ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâºÓÈÆËÐ-
ÅÇÓÂ ÆÎâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÐÂØÑÉÆÇÐËË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÏÂÕÓËÙÞ
ÏÑÐÑÆÓÑÏËË, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ ÃËÎËÐÇÌÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâÏ ÁÐÅÂ ë¢ÂÍÔÕÇÓÂ [12]. µÆÑÃÐÑ ÓÂÃÑÕÂÕß Ä ÔÑÒÓâÉÇÐ-
ÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ [14], ÅÆÇ ÏÂÕÓËÙÂ ÏÑÐÑÆÓÑÏËË ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓËÊÖÇÕÔâ ÍÂÍet�u� � eLn�u� . . . eL1�u� � A�u� B�u�

C�u� D�u�
� �

; �127�

Â eLk�u� ÆÂÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏeLk�u� � u� pkrk0 ÿpkr2k0
pkr2k0 uÿ pkrk0

� �
: �128�

±ÔÇÄÆÑÄÂÍÖÖÏÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÂÐÐËÅËÎË-
ÓÖÇÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏË C�u� Ë C��u�, ËÏÇÇÕ ÄËÆ [14]

C�0��q 1; q 2; . . . ; q n; q 0� �
Yn
k�1

1

jrk0j4
: �129�

¥Îâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ n-ÓÇÆÉÇÑÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ×ËÊËÚÇÔÍËÏË
ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞØ ÄÇÔÑÄm; em Ä ÓÂÏÍÂØ ÂÐÊÂÙÂ ¢ÇÕÇ
ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÑÆØÑÆ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ë³ÍÎâÐËÐÂ [13,
15]. £ÐÂÚÂÎÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÄÇÔÕË ×ÖÐÍÙËá ¢ÂÍÔÕÇÓÂ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá (ÔÏ. [14, 21, 22])

L�n��l; l�Q�l; m; l� � �l� i�n Q�l� i; m; l��
� �lÿ i�n Q�lÿ i; m; l� ; �130�

ÅÆÇ L�n��l; l�ì ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÏÂÕÓËÙÞ ÏÑÐÑÆÓÑ-
ÏËË,

L�n��l; l� �
Xn
k�0
�ÿi�k mk lnÿk ;

m0 � 2 ; m1 � 0 ; m2 � m�mÿ 1� : �131�

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÓÂÃÑÕÑÌ [21] ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ mk � i k qk ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞ.

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâºÓÈ-
ÆËÐÅÇÓÂ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÞ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá ¢ÂÍÔÕÇÓÂ
Q�l� Ä ÂÐÊÂÙÇ ³ÍÎâÐËÐÂ [15]:

f �r1; r2; . . . ; rn; r0� � Q�bl1; m; l�Q�bl2; m; l� . . .

. . .Q�blnÿ1; m; l�C�0� ; �132�

ÅÆÇ blr ì ÐÖÎË ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ B�u� ÏÂÕÓËÙÞ
ÏÑÐÑÆÓÑÏËË:

B�u� � ÿP
Ynÿ1
r�1
�uÿ blr� ; P �

Xn
k�1

pk : �133�

£ ÓÂÃÑÕÇ [21] ÃÞÎÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎÇÐÑ ÖÐËÕÂÓÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ n ÓÇÆÉÇ-
ÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ ËÊ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ Ä
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ë³ÍÎâÐËÐÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÞ blr ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞ [21] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [22]). £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÖÔÎÑÄËâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕË âÆÓÂ àÕÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÂÓÅÖ-
ÏÇÐÕÞ ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÂÍÔÕÇÓÂQ�l� ËQ�l�� Ä ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑÏ Ë Ä
ÂÐÕËÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑÏ ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ ÍÄÂÐÕÖáÕÔâ (ÔÏ.
[21, 22]):

l � s� i
N

2
; l� � sÿ i

N

2
; �134�

ÅÆÇ s ì ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ, Â N ì ÙÇÎÑÇ ÚËÔÎÑ. £ ÓÂÃÑÕÇ [21]
ÃÞÎ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ ÑÃÜËÌ ÏÇÕÑÆ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÂÍ-
ÔÕÇÓÂ ÆÎâ n-ÓÇÆÉÇÑÐÐÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ë ÃÞÎË
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË Ë ËÐÕÇÓÔÇÒÕÞ ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÕÓÇØ Ë ÚÇÕÞÓÇØ ÓÇÆÉÇÑÐÑÄ. °ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ [21],
ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÂÃÑÓ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ
Q�t� (t � 0; 1; . . . ; nÿ 1), ËÏÇáÜËØ ÍÓÂÕÐÞÇ ÒÑÎáÔÞ ÑÆÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÑ Ä ÄÇÓØÐÇÌ Ë Ä ÐËÉÐÇÌ l-ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕâØ Ä
ÕÑÚÍÂØ l � ik (k � 0;�1;�2; . . .). ªÔÒÑÎßÊÖâ ÄÔÇ àÕË
×ÖÐÍÙËË, ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÐÑÓÏËÓÖÇÏÖá ÒÑÎÐÖá ×ÖÐÍ-
ÙËá ¢ÂÍÔÕÇÓÂ Qm; ~m; l �l�, ÐÇ ËÏÇáÜÖá ÒÑÎáÔÑÄ ÒÓË
s � 0 [21],

Qm; ~m;l �l� �
X
t; l

Ct;l Q
�t��l; m; l�Q�l��l�; em; l s� ; �135�

ÅÆÇ m s
r � �ÿ1�rmr. ¿ÕÑ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÄÞÃÑÓÑÏ ÍÑà××ËÙËÇÐ-

ÕÑÄ Ct;l.
±ÑÎÐÂâ àÐÇÓÅËâ Em; ~m ÔÄâÊÂÐÂ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ

(ÔÏ. [21]):

E � i lim
l; l�!i

q
ql

q
ql�
�

� ln
��lÿ i�nÿ1�l� ÿ i�nÿ1jlj2 n Qm; ~m; l �k�

�
: �136�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÖÐÍÙËâ Qm; ~m; l �l� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ
ÃËÎËÐÇÌÐÖá ÍÑÏÃËÐÂÙËá ×ÖÐÍÙËÌ Q�t��l� Ë Q�l��l��
(t ; l � 1; 2; . . . ; n), ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÞÇ àÐÇÓÅËË ÆÎâ ÄÔÇØ ÓÇÛÇ-
ÐËÌ Q�t� ÆÑÎÉÐÞ ÔÑÄÒÂÆÂÕß. ¿ÕÑ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËá ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ qk [21].

±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ÆÎâ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ n ÓÇÆÉÇÑÐÑÄ Ä ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ×ÑÓÏÇ, ÆÎâ ÚÇÅÑ
ÄÄÇÆÇÏ ÐÑÄÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá x � ÿil,

O�x; l�Q�x; l� � �x� 1�n Q�x� 1; l��
� �xÿ 1�n Q�xÿ 1; l� ; �137�

ÅÆÇ

O�x; l� �
Xn
k�0
�ÿ1�k mk xnÿk �138�

Ë

m0 � 2 ; m1 � 0 ; m2 � m�mÿ 1� ;
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÆÄË-
ÉÇÐËâ mk (k > 2) ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞ.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÓÇÛËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ, ÄÄÇÆÇÏ
ÐÂÃÑÓ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÆÎâ r � 1; 2; . . . ; nÿ 1:

fr�x; l� �
X1
l�0

� eal�l�
�xÿ l �r �

ebl�l�
�xÿ l �rÿ1 � . . .� egl�l�

xÿ l

�
;

�139�
ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ eal; . . . ; egl ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕ-
ÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ, ÒÑÎÖÚÂáÜËÏÔâ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ fr
ÄÏÇÔÕÑ Q�x� Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ, ÐÑ Ô ÆÓÖÅËÏË ÐÂÚÂÎß-
ÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË

ea0 � 1; eb0 � . . . � eg0 � 0 : �140�

±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÄÔÇ ×ÖÐÍÙËË fr�x; l� ÄÞÓÂÉÇÐÞ Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ ÐÂÃÑÓÂ ÄÞÚÇÕÑÄ eal; . . . ; egl ÆÎâ fnÿ1�x; l�.

³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ n "ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ" ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËÌ
Q�t��x; l� (t � 0; 1; 2; . . . ; nÿ 1) ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ, ËÏÇá-
ÜËØ ÒÑÎáÔÞ t-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÓË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÙÇÎÞØ x Ë
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ÒÑÎáÔÞ �nÿ 1ÿ t�-ÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÙÇÎÞØ
x [21],

Q�t��x; l� �
Xt
r�1

C �t�r �l� fr�x; l��

� b�t��l�
Xnÿ1ÿt
r�1

C �nÿ1ÿt�r �l s� fr�ÿx; l s� ; �141�

ÅÆÇ ÏÇÓÑÏÑÓ×ÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË fr�x; l� ÃÞÎË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
ÄÞÛÇ. ´ÂÍÂâ ×ÑÓÏÂ ÓÇÛÇÐËâ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕßá
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ x! ÿx ; l ! l s.
¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ C

�t�
r �l�, C �nÿ1ÿt�r �l s� Ë b�t��l� ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ,

ÇÔÎË ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ÒÓË
x!1,

lim
x!1 xk Q�t��x; l� � 0 ; k � 1; 2; . . . ; nÿ 2 :

¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÑÄC �t�r Ô ÚËÔÎÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ nÿ 2. ®Þ ÐÑÓÏËÓÖÇÏ
Q�t��x; l�, ÄÞÃËÓÂâ

C
�t�
t �l� � C

�nÿ1ÿt�
nÿ1ÿt �l� � 1 : �142�

£ÂÉÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÕÓË ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÓÇÛÇÐËâ
Q�r� ÆÎâ r � 1; 2; . . . ; nÿ 2 ÔÄâÊÂÐÞ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËÇÏ�

d�r��l� � p ctg �px��Q�r��x; l� � Q�r�1��x; l��
� a�r��l�Q�rÿ1��x; l� : �143�

£ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÎÇÄÂâ Ë ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ
ÖÓÂÄÐÇÐËá ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ÄÔáÆÖ, ÄÍÎáÚÂâ x!1, Ë ËÏÇáÕ
ÑÆÐË Ë ÕÇ ÉÇ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË. ±ÑàÕÑÏÖ Ä ÔËÎÖ ÇÆËÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÔÕË ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ "ÏËÐËÏÂÎßÐÞØ" ÓÇÛÇÐËÌ ÄÇÎËÚËÐÂ
p ctg �px�Q�r��x; l� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÍÂÍ
Q�rÿ1��x; l�; Q�r��x; l� Ë Q�r�1��x; l�. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ ÒÇÓÇÆ Q�r�1��x; l� ÄÞÃÓÂÐ ÓÂÄÐÞÏ ÇÆËÐËÙÇ ÄÄËÆÖ
ÐÂÛÇÌ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË Q�r��x; l�.

¶ÖÐÍÙËâ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ÄÑ ÄÔÇÏ x-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÃËÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËÇÌ ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑÌ Ë ÂÐÕËÅÑÎÑ-
ÏÑÓ×ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÌ Q�r�. £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ àÕÑÅÑ ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÂâ
àÐÇÓÅËâ, ÄÞÓÂÉÇÐÐÂâ ÚÇÓÇÊ ÄÞÚÇÕÞ a0 � 1, b0, a1, b1 Ä
ÃÎËÉÂÌÛËØ Í ÐÖÎá ÒÑÎáÔÂØ,

E � b1
a1
� n � b0 ÿ mnÿ1

mn
; �144�

ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ ÆÎâ ÄÔÇØ ÓÇÛÇÐËÌ, Õ.Ç.
E�0� � E�1� � . . . � E�n�. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËá ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ mk Ë àÐÇÓÅËË E [21].

±ÑÎÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ n ÓÇÆÉÇÑÐÑÄ
ÆÂÇÕÔâ ÔÖÏÏÑÌ ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑÌ Ë ÂÐÕËÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑÌ àÐÇÓ-
ÅËÌ

Em; ~m � Em�l� � E ~m�l s�� :
¿ÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË jm; ~m, ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâáÜÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËá ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË
¢ÂÍÔÕÇÓÂ ë ³ÍÎâÐËÐÂ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ l; l� ! i [21]. ®ÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

Em; ~m � Em�l s� � E ~m�l�� ;
ÄÊâÄ ÆÓÖÅÑÌ ÒÓÇÆÇÎ l; l� ! ÿi. ¿ÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ
àÐÇÓÅËË ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ô
àÓÏËÕÑÄÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ [21], ÒÑàÕÑÏÖ ÑÐË ÆÑÎÉÐÞ

ÔÑÄÒÂÆÂÕß ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË jm; ~m. ¿ÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ
ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÆÎâ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ l :

Em�l� � E ~m�l s�� � Em�l s� � E ~m�l�� ;

ÚÕÑ ÆÂÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂ ÔÒÇÍÕÓ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÑÄ ÆÄËÉÇÐËâ. °ÆËÐ ËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÒÖÕÇÌ ÓÂÊÓÇÛËÕß
àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÄâÊË ì ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß, ÚÕÑÃÞ l ÃÞÎ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ËÎË ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÞÏ. °ÆÐÂÍÑ ÖÔÎÑÄËâ
ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÇ ÔÕÑÎß ÑÅÓÂÐËÚËÕÇÎßÐÞÏË,
ÇÔÎË ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ Q�x� ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÞØ ÃËÎËÐÇÌÐÞØ ÍÑÏÃËÐÂÙËÌ ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ Q�r� Ë
Q�s��.

7. ²ÇÆÉÇÑÐÐÞÇ ËÐÕÇÓÔÇÒÕÞ
Ë ÂÐÑÏÂÎßÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË
ÍÄÂÊËÒÂÓÕÑÐÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ

ªÐÍÎáÊËÄÐÞÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ni�x; lnQ2� ÐÂÌÕË ÄÐÖÕÓË
ÂÆÓÑÐÂ Ô ÃÑÎßÛËÏ ËÏÒÖÎßÔÑÏ jpj ! 1 ÒÂÓÕÑÐ i, ÐÇÔÖ-
ÜËÌ ÆÑÎá x ÒÑÎÐÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ Q2, Ë àÕÂ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ËÊ àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¥¤­¡± [3]. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ âÆÇÓ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ËÐÍÎáÊËÄ-
ÐÞÇ ÒÂÓÕÑÐÐÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ i! k, ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÏÂÕÓËÚ-
ÐÞÏË àÎÇÏÇÐÕÂÏË g kij �as� ÏÂÕÓËÙÞ ÂÐÑÏÂÎßÐÞØ ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Oj ÕÄËÔÕÂ 2 Ô ÎÑÓÇÐÙÇÄÞÏË
ÔÒËÐÂÏË j � 2; 3; . . .

¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÚËÔÕÑÌ ÕÇÑÓËË ÁÐÅÂ ë®ËÎÎÔÂ Ô
ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÑÌ ÅÓÖÒÒÑÌ SU�Nc� ËÏÇÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ
ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÑ-ÒÇÓÇÐÑÓÏËÓÖÇÏÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ. ¦ÅÑ
ÂÐÑÏÂÎßÐÂâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÔËÐÅÖÎâÓÐÂ Ä ÐÇ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍÇ o � jÿ 1! 0. £ àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß
ÂÐÑÏÂÎßÐÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÄÑ ÄÔÇØ ÒÑÓâÆÍÂØ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ [5]:

go �
asNc

po
ÿC 00�1�

�
asNc

po

�4

� . . . ; �145�

ËÔÒÑÎßÊÖâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ âÆÓÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¢¶¬­ Ä ­­± [1] ÒÓË n � 0:

oBFKL � as Nc

p

�
2C�1� ÿC�g� ÿC�1ÿ g�� : �146�

²ÇÛËÄ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÍÑÎÑ
ÆÓÖÅËØ ÔËÐÅÖÎâÓÐÞØ ÕÑÚÇÍ g � ÿk (k � 1; 2; . . .), ËÊ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ¢¶¬­ ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÐÂÌÕË ÂÐÑÏÂÎßÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑ-
ÔÕË ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÄÞÔÛÇÅÑ ÕÄËÔÕÂ. ¢ÑÎÇÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÂÐÑÏÂÎßÐÞØ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔ-
ÕÇÌ ÆÎâ ÍÄÂÊËÒÂÓÕÑÐÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ (ÔÏ. [27]), ÒÑÔÕÓÑÇÐ-
ÐÞØ ËÊ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÅÎáÑÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ Ë ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÂ
ÖÐËÕÂÓËÊÂÙËá ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÓË ÄÞÔÑÍËØ àÐÇÓ-
ÅËâØ. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÕÄËÔÕÂ 2. £ ÒÓÇÆÇÎÇ
Nc !1 àÕÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÑ ÒÇÓÇÐÑÓÏË-
ÓÖÇÏ [23].

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÞÔÑÍÑàÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ
ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÌ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ¶ÇÌÐÏÂÐÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÍÂÉ-
ÆÞÌ ËÊ n ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ ÒÓË Nc !1 ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ Ô ÆÄÖÏâ ÔÑÔÇÆâÏË. £ ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÅÎáÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂQn

r�1 ln jrr ÿ r0rj2. ±ÓË ÏÂÎÞØ as ÒÑÎÐÂâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÅÑ ÔÄâÊÂÐÐÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËá n ÓÇÆÉÇ-
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ÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ, ÒÓËÏÇÓÐÑ ÓÂÄÐÂ ÒÑÎÑÉÇÐËá ÒÑÎáÔÂ
�m� em�=2 � n=2 Ä ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâºÓÈ-
ÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ n ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄo�m; em; m3; . . . ; mn�
(ÔÏ. [21]):

m� em
2
� n

2
ÿ g�n� ; g�n� � c�n�

as Nc

o
�O

��
as Nc

o

�2�
:

�147�

©ÆÇÔß g�n� ì ÂÐÑÏÂÎßÐÂâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß. ¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ
ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÂÐÑ-
ÏÂÎßÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÆÎâ ÆËÂÅÓÂÏÏ Ô ÑÃÏÇÐÑÏ ÐÇÔÍÑÎß-
ÍËÏË ¢¶¬­ ÒÑÏÇÓÑÐÂÏË Ä t-ÍÂÐÂÎÇ [23]. ±ÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÕÂÍÉÇ ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ô ÆÄÂÉÆÞ
ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÏÂÕÓËÚ-
ÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÍÄÂÊËÒÂÓÕÑÐÐÞØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ [24]. £ ÚÂÔÕ-
ÐÑÔÕË, ÆÎâ ÑÆÆÇÓÑÐÂ ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ c�3� � 0
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÐÇÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐÐÑÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ ®. ²ÞÔÍËÐÂ Ë
¡. ºÖÄÂÇÄÂ. ¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÃÞÎ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ Ë ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÒÑÎáÔÐÑÌ
ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË ÑÍÑÎÑ �m� em�=2 � 2 (ÄÏÇÔÕÑ 3=2, ÍÂÍ
ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÑÉËÆÂÕß ËÊ ÑÃÜËØ ×ÑÓÏÖÎ) [21]. ¥Îâ
n � 4 Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÄÞÛÇÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ
ÒÑÎáÔÐÂâ ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕß ÃÞÎÂ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÂ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑ-
ÔÕË �m� em�=2 � 2 (ÔÏ. ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÐËÉÇ). ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ,
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÔÎÖÚÂá ¢¶¬­ ÒÑÏÇÓÑÐÂ, ÂÐÑÏÂÎßÐÞÇ ÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÔÕË g3 Ë g4 ÃÞÎË ÄÞÚËÔÎÇÐÞ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ as=o
(ÔÏ. [21]), ÚÕÑ ÄÂÉÐÑ ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÏÖÎßÕËÓÇÆÉÇÄÔÍËØ
ÄÍÎÂÆÑÄ Ä ÅÎÖÃÑÍÑÐÇÖÒÓÖÅËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâØ ÃßÇÓÍÇÐÑÄÔÍÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x. ®Þ ÄÞÚËÔÎËÎË o=as
ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËám � em ÆÎâ ÑÆÆÇÓÑÐÂ Ë ÆÎâ ÚÇÕÞÓÇØÓÇÆÉÇÑÐ-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ [21].

£ ÑÆÆÇÓÑÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (n � 3) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÎËÐÇÌ-
ÐÖá ÍÑÏÃËÐÂÙËá ÄÄÇÆÇÐÐÞØ ÓÂÐÇÇ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ f1�x; m; m� Ë f2�x; m; m� ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß ËÔÕËÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ, ÄÍÎáÚÂá-
ÜËÇ ÑÃÎÂÔÕß x!1.

¤ÑÎÑÏÑÓ×ÐÞÇ àÐÇÓÅËË ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÄÞÚÇÕÑÄ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÅÑ Ë ÍÓÂÕÐÑÅÑ ÒÑÎáÔÑÄ ×ÖÐÍÙËÌ
¢ÂÍÔÕÇÓÂ Ä ÕÑÚÍÇ x � 1. °ÐË ÆÑÎÉÐÞ ÔÑÄÒÂÆÂÕß ÆÎâ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ, ÚÕÑ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÍÄÂÐ-
ÕÑÄÂÐËÇ m ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ m [21].

±ÇÓÄÞÇ ÍÑÓÐË ÃÞÎË ÐÂÏË ÐÂÌÆÇÐÞ ÆÎâ m � em � 1=2
ÚËÔÎÇÐÐÑ (ÔÏ. [21]):

m1 � 0;205257506 . . . ; m2 � 2;3439211 . . . ;

m3 � 8;32635 . . . ; m4 � 20;080497 . . . �148�
Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË àÐÇÓÅËâÏË

E1 � 0;49434 . . . ; E2 � 5;16930 . . . ;

E3 � 7;70234 . . . ; E4 � 9;46283 . . . �149�

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÃÞÎË ÄÞÚËÔÎÇÐÞ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË
m ÆÎâ 0 < m < 1 (ÔÏ. [21]). ¿ÐÇÓÅËâ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÖÏÇÐß-
ÛÂÇÕÔâ ÑÕ E � E1 ÒÓË m � 1=2. °ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ
ÎËÛß m � 0, 1 Ë 1=2 âÄÎâáÕÔâ ×ËÊËÚÇÔÍËÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË.
¥Îâ ÆÓÖÅËØ m ÍÓËÄÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÆÎâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÄÞÔÛÇÅÑ
ÕÄËÔÕÂ. ¿ÐÇÓÅËâ ÊÂÐÖÎâÇÕÔâ ÒÓË m � 0; 1, ÚÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ Ä [21],

E�m; m � 0� � p
sin�pm� �C�m� �C�1ÿm� ÿ 2C�1� :

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ ÆÎâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
E�m; m � 0� ×ÖÐÍÙËâ Q�1� ÐÇ ÄØÑÆËÕ Ä ÒÑÎÐÖá ÄÑÎÐÑÄÖá
×ÖÐÍÙËá Qm; ~m; m ÃËÎËÐÇÌÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÚÇÅÑ
ÑÃÜËÌ ÏÇÕÑÆ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ÐÇ ÓÂÃÑÕÂÇÕ.

¹ËÔÎÇÐÐÑ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÒÓË m! 0

E�m� � 2;152mÿ 2;754m2 � . . . ;

m1�m� � 0;375
����
m
p ÿ 0;0228m� . . . �150�

±ÑàÕÑÏÖ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô m � 1 Ë em � 0 (ËÎË ÐÂÑÃÑÓÑÕ)
âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ ÑÆÆÇÓÑÐÂ, ÑÕÄÇÚÂáÜËÏ
jnj � 1. ¦ÅÑ àÐÇÓÅËâ ÒÓË n! 0 ÊÂÐÖÎâÇÕÔâ, Ë ÑÐÑ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÎÇÉÂÜËÏ ÐËÉÇ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô m � em � 1=2. ±ÑÆ-
ÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ
ÐÂÌÆÇÐÐÑÅÑ Ä [18], ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÐÇÅÑ m ÑÕÎËÚÐÑ ÑÕ ÐÖÎâ.

°ÃÔÖÆËÏ ÄÑÊÏÑÉÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô n � 2 ÒÓË m > 1 (ÔÏ.
[21]). ¿ÐÇÓÅËâ ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕ ÖÏÇÐßÛÂÕßÔâ. ³ÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô jnj � 2 ÐÂ àÕÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, ÕÂÍ
ÍÂÍ m ÚËÔÕÑ ÏÐËÏÑÇ ÐÂ àÕÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ Ë ÊÂÐÖÎâÇÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÒÓË m � 1 Ë m � 2.

£ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË m � 2 àÐÇÓÅËâ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÔÕß, ÒÓË àÕÑÏ m ËÔÚÇÊÂÇÕ:

E�m� � 2

mÿ 2
� 1� �2ÿm� ; im � 2ÿmÿ 3

2
�mÿ 2�2 :
�151�

¯Ñ ÆÎâ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ m � 1=2� in� 3=2,em � 1=2� inÿ 3=2, ÑÕÄÇÚÂáÜËØ jnj � 3 Ë n! 0, ÒÑÎÐÂâ
àÐÇÓÅËâ ÍÑÐÇÚÐÂ, E � 2.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÔÕË ÒÓË g � 2ÿm! 0 Ë o4 as Nc

g � 2
as Nc

po
ÿ 2

�
as Nc

po

�2

ÿ 2

�
as Nc

po

�3

�O

��
as Nc

po

�4 �
:

°ÃÓÂÕËÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ÆÎâ ÍÄÂÓ-
ÕÇÕÑÐÂ (ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô ÚÇÕÞÓßÏâ ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞÏË ÅÎáÑ-
ÐÂÏË). ¥Îâ m4 � q4 ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÐÑÄÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ. £ÇÎËÚËÐÞ m Ë q4 ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÕÔâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË
Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕßá ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä
q -ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ³ÎÇÆÖâ ÑÃÜÇÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÇ, ËÊÎÑÉÇÐÐÑÌ Ä
[21], ÏÞ ËÜÇÏ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ÆÎâ ÍÄÂÓÕÇ-
ÕÑÐÂ Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ ÒÑÎáÔÂÏ. £ÐÂÚÂÎÇ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂáÕÔâ
ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ ÄÞÚÇÕÑÄ Ä ÒÑÎáÔÂØ.
©ÂÕÇÏ ÏÞ ÕÓÇÃÖÇÏ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÆÂÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÎËÐÇÌÐÞÇ ÔÄâÊË
ÏÇÉÆÖ ÄÞÚÇÕÂÏË.

¢ÇÓâ ÎËÐÇÌÐÞÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËË ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ f1��x; m; �m; q4�, f2�x; m; m; q4� Ë f3�x; m; m; q4�, ÏÞ
ÔÕÓÑËÏ ÕÓË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ
Q�r�.

¿ÐÇÓÅËâ ÚÇÕÞÓÇØÓÇÆÉÇÑÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ
ÚÇÓÇÊ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÄÞÚÇÕÑÄ Ä ÒÑÎáÔÂØ ×ÖÐÍÙËË ¢ÂÍÔÕÇÓÂ
ÒÓË x � 1 (ÔÏ. [21]).

¹ËÔÎÇÐÐÑ ÐÂØÑÆËÏ ÒÇÓÄÞÇ ÍÑÓÐË ÑÃÔÖÉÆÂÄÛËØÔâ
ÄÞÛÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ m � em � 1=2

m � 0 ; q4 � 0;1535892 ; E � ÿ1;34832 ;
m � 0;73833 ; q4 � ÿ0;3703 ; E � 2;34105 :

¥Îâ ÒÇÓÄÑÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ Ô m � 0; em � 1 Ë
jnj � 1 ËÏÇÇÏ

m � 0 ; q4 � 0;12167 ; E � ÿ2;0799 :

350 ­.±. ­ª±¡´°£ [µ¶¯ 2004



´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÍÄÂÓÕÇÕÑÐÂ Ô jnj � 1
ÑÕÄÇÚÂÇÕ m � 0, em � 1. ¦ÅÑ àÐÇÓÅËâ ÐËÉÇ, ÚÇÏ àÐÇÓÅËâ
E � ÿ1;34832 ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô m � em � 1=2.

¯ÂÏË ÃÞÎÂ ÒÓÑÔÎÇÉÇÐÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÒÇÓ-
ÄÑÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÕ m ÆÎâ 0 < m < 1=2 (ÔÏ.
[21]). £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÑÆÆÇÓÑÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÐÇ ÊÂÐÖÎâÇÕÔâ ÒÓË m � 0. ¿ÐÇÓÅËâ
ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô m ÆÎâ 0 < m < 1=2 Ë ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÊÐÂÚÇÐËÇ E � ÿ2;0799 ÒÓË m � 0.

¯ÂËÐËÊÛÇÇ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍË ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÚÇÕÞÓÇØ ÓÇÆÉÇÑ-
ÐÑÄ ÒÓËm � 2 ÖØÑÆËÕ ÐÂÿ1 Ë q4 ËÔÚÇÊÂÇÕ (q3 ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá
ÆÎâ ÄÔÇØ m Ä àÕÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË). ¿ÐÇÓÅËâ ÒÓË m! 2 ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

E � 4

mÿ 2
� 2� �2ÿm� � . . . ; q4 � 1

4
�mÿ 2�2 � . . .

�152�
¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÔËÏÏÇÕÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÊÂÏÇÐÞ m$ 1ÿm
ÏÞ ËÏÇÇÏ ÒÓË em! ÿ1

E � ÿ 4em� 1
� 3� em� . . .

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÏ
ÔÒËÐÑÏ n � 3 ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÓÇÅÖÎâÕÑÓÂ
ÒÓÇÆÇÎ n! 0. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

E � E1�m� � E1� em� � 4�O�n2� :
®Þ ÏÑÉÇÏ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÂÐÑÏÂÎßÐÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÆÎâ
g � 2ÿm! 0

g � 4
as Nc

po
� 8

�
as Nc

po

�2

� . . .

³ÑÔÕÑâÐËÇ Ôm � 3=2 (ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ n � 2; n � 0) ÏÑÉÇÕ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÆÎâ ÍÄÂÓÕÇÕÑÐÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÐÇÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ q4 ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑ. °ÐÑ ËÏÇÇÕ ÃÑÎßÛÖá
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÖá àÐÇÓÅËá E � ÿ5;863, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂØÑÆËÕÔâ
ÐËÉÇ, ÚÇÏ àÐÇÓÅËâ E � ÿ5;545 ¢¶¬­ ÒÑÏÇÓÑÐÂ,
ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÑÅÑ ËÊ ÆÄÖØ ÓÇÆÉÇÊÑÄÂÐÐÞØ ÅÎáÑÐÑÄ. °ÆÐÂÍÑ
ÆÎâ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ àÕÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ
×ËÊËÚÇÔÍË ÓÇÂÎËÊÖÇÏÞÏ ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ, ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÃËÎËÐÇÌÐÞÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÂÍÔÕÇÓÂ Ë ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ àÕÑ
ÓÇÛÇÐËÇ ÐÑÓÏËÓÖÇÏÑ. ¢ÑÎßÛÑÌ ËÐÕÇÓÔÇÒÕ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô
ÍÑÐ×ÑÓÏÐÞÏ ÔÒËÐÑÏ 2 ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÑÆËÕß Í ÕÂÍËÏ ÐÇ×Ë-
ÊËÚÇÔÍËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ, ÍÂÍ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÇ ÒÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇ-
ÐËÇ. ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÖÐËÕÂÓËÊÂÙËË
ÂÏÒÎËÕÖÆ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÇ ÓÇÛÂÇÕÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÓÇÆÉÇÑÐÑÄ.

8. µÓÂÄÐÇÐËâ ¢¶¬­ Ë ¥¤­¡± Ä N=4
ÔÖÒÇÓÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÏÑÆÇÎË

£ ÔÖÒÇÓÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÍÂÎËÃÓÑÄÑÚÐÞØ ÕÇÑÓËâØ ÏÑÉÐÑ
ÄÞÚËÔÎËÕß ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÎËÆËÓÖáÜÇÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ÆÎâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¢¶¬­ Ë ¥¤­¡± [25, 26]. £ÂÉÐÑ, ÚÕÑ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ âÆÓÂ ¢¶¬­ Ä àÕÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÔÒËÐÂ jnj Ë ÑÃÐÂ-
ÓÖÉËÄÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑ àÓÏËÕÑÄÑÌ ÔÇÒÂÓÂÃÇÎßÐÑÔÕË [25]. ¿ÕÑ
ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÆÑÎ-
ÉÇÐËÇ Í ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ jnj Ë ÐÂÌÕË ÂÐÑÏÂÎß-
ÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÕÄËÔÕÂ 2 Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË
Ô ËØ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÞÏ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇÏ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¥¤­¡± [25, 26]. ¡ÐÑÏÂÎßÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ

Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÔÆÄËÅÂ ÂÓÅÖ-
ÏÇÐÕÂ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË

Q̂� j � � ÿ 4

3
S1� j � � 16S1� j �S2� j � � 8S3� j �ÿ

ÿ 8 eS3� j � � 16 eS1;2� j � ; �153�

K� j � � 1

j

�
S1� j �

j
� S2� j � � eS2� j �

�
; �154�

Sk� j � �
Xj
i�1

1

ik
; eSk� j � �

Xj
i�1

�ÿ1�i
ik

; �155�

eSk; l� j � �
Xj
i�1

1

ik
eSl�i� : �156�

£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÃÞÎ ÆÑÔÕËÅÐÖÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÌ
ÒÓÑÅÓÇÔÔ Ä ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ N � 4 ÔÖÒÇÓÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ
ÕÇÑÓËË ÁÐÅÂ ë®ËÎÎÔÂ Ä ÓÂÏÍÂØ AdS/CFT-ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ
[20, 28], ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÇÆÇÎ ÔËÎßÐÑÌ ÔÄâÊË asNc !1
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÒÇÓÅÓÂÄËÕÂÙËÇÌ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ ÂÐÕË-ÆÇ-³ËÕÕÇÓÂ AdS5 � S5. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÃÞÎÑ
ÒÑÎÖÚÇÐÑ [29] ÑÚÇÐß ËÐÕÇÓÇÔÐÑÇ ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËÇ, ÍÂÔÂá-
ÜÇÇÔâ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÂÐÑÏÂÎßÐÞØ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕÇÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
ÕÄËÔÕÂ 2 ÒÓË ÃÑÎßÛËØ j

g� j � � a�z� ln j ; z � asNc

p
�157�

Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÔËÎßÐÑÌ ÔÄâÊË (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [30] Ë [31], ÅÆÇ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÒÓÂÄÍÂØ):

lim
z!1 a � ÿ

�
asNc

p

�1=2

� 1�O

��
asNc

p

�ÿ1=2�
: �158�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÐÂÛÇÌ ÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ g� j � ÔÑÆÇÓÉËÕ ÆÑÒÑÎ-
ÐËÕÇÎßÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ ÿ1=2 ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÐÑÓÏËÓÑÄÍÑÌ Ä
[29]. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÄÔÇ ÂÐÑÏÂÎßÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË
gi� j � Ë egi� j � ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ j , Ë ÐÂÛË ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÞ ÆÎâ g� j � ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÐÂÌÕË ÒÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÚÎÇÐÂ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ a ÒÓË ÏÂÎÞØ as

lim
z!0

ea � ÿ asNc

p
�
�
z�2�
2
ÿ 1

12

��
asNc

p

�2

� . . . ;

ÅÆÇ z�x� ì z-×ÖÐÍÙËâ ²ËÏÂÐÂ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÍÎÂÆ
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ ÿ1=12 ËÔÚÇÊÂÇÕ ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË
ÔÖÒÇÓÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ ÔØÇÏÞ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕÐÑÌ ÓÇÆÖÍÙËË [25].

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕÔáÆÂ Ä ÓÇÉËÏ ÔËÎßÐÑÌ
ÔÄâÊË, ÏÞ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÏ ÒÇÓÇÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÇÓÕÖÓÃÂÕËÄ-
ÐÑÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÏÇÕÑÆ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËá ±ÂÆÇ, Â ÕÂÍÉÇ ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ Nc ÓâÆ
ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÔØÑÆËÏÑÔÕË.
±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ~a ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÑÅÑ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ

asNc

p
� ÿea� z�2�

2
ÿ 1

12

� � ea 2 : �159�

ªÊ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ
ÆÎâ ea ÒÓË ÃÑÎßÛËØ as:

ea � ÿ1;1632� asNc

p

�1=2

� 0;67647�O

��
asNc

p

�ÿ1=2�
;

�160�
ÚÕÑ ØÑÓÑÛÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÏË ÐÂ
AdS/CFT-ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÊÂÒËÔÂÕß ÆÎâ
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ea ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÅÑ ÄËÆÂ�
asNc

p

�n

�
X2n
r�n

Cr ea r ;

ÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Cr ÆÎâ n5 3 ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÃÓÂÐÞ ÕÂÍ,
ÚÕÑÃÞ ÄÍÎáÚËÕß ÄÔá ËÏÇáÜÖáÔâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËá ÑÃ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÇ ×ÖÐÍÙËË a�z�.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÆÎâ j! 2 ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË
Ë ËÏÒÖÎßÔÂ g� j � � � jÿ 2� g 0�2� , ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ g 0�2�
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÊÄÎÇÚÇÐ ËÊ ÐÂÛËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ä ÒÇÓÄÞØ
ÆÄÖØ ÒÑÓâÆÍÂØ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ,
ÇÔÎË ×ÂÍÕÑÓ g 0�2� ÒÓË ÃÑÎßÛËØ z � asNc=p ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎÇÐ z, ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ ÒÑÏÇÓÑÐ-
ÐÑÅÑ ËÐÕÇÓÔÇÒÕÂ j � 2ÿO�1=z�, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ Ä ÓÂÏÍÂØ
AdS/CFT-ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ [33]. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÏÐËÕß, ÚÕÑ Ä
àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ g � 1=2� in� � jÿ 1�=2! 1 ÆÎâ ÅÎÂÄÐÑÌ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÖÐËÕÂÓÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÅÓÖÒÒÞ
®ÈÃËÖÔÂ, ×ËÅÖÓËÓÖáÜÇÌ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ¢¶¬­ [1]. ®ÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÒÓËÐâÕß ÒÑÒÞÕÍÖ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ËÐÕÇÓÔÇÒÕÂ ÒÑÏÇÓÑÐÂ,
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÇÅÑ ÒÇÓÕÖÓÃÂÕËÄÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ jÿ 1 �
� c1z� c2z

2 Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË c1;2, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏË Ä
ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÓÂÃÑÕÇ [2]. ±ÑÔÎÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ±ÂÆÇ
jÿ 1 � c1z=�1ÿ c1z=c2� ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ Ä ÓÇÉËÏÇ ÔËÎßÐÑÌ
ÔÄâÊË ËÐÕÇÓÔÇÒÕ ÒÑÏÇÓÑÐÂ Ä ÒÓËÃÎËÊËÕÇÎßÐÑÏ ÔÑÅÎÂÔËË Ô
AdS/CFT-ÑÙÇÐÍÑÌ (ÔÏ. [33]). £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÑÃÓÂÕËÏ
ÄÐËÏÂÐËÇ, ÚÕÑ Ä ÄÞÔÛËØ ÒÑÓâÆÍÂØ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢¶¬­ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÑ ÒÖÕÇÏ
ÄÍÎáÚÇÐËâ ÏÐÑÅÑÅÎáÑÐÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÏÇÓÑÐÐÑÌ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË.

Á ÃÎÂÅÑÆÂÓá ¡.±. ¢ÖØÄÑÔÕÑÄÂ, ¡.£. ¬ÑÕËÍÑÄÂ,
£.¯. £ÇÎËÉÂÐËÐÂ Ë ·. ÆÇ £ÇÅÂ ÊÂ ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÆËÔÍÖÔÔËË.
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Integrability properties of high energy dynamics in multi-color QCD
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It is shown that the interaction of the Reggeized gluons in the leading-log approximation (LLA) for multicolor QCD has a number of
remarkable mathematical properties, including conformal invariance, holomorphic factorization, and duality symmetry. The Reggeon
hamiltonian is identical to that of the integrableHeisenbergmodel withMoebius group generators as spins. Using the Baxter ë Sklyanin
representation, the intercepts of colorless states made of three and four reggeized gluons are calculated together with anomalous
dimensions of the corresponding high twist operators. To understand the origin of the integrability of high energy dynamics in multi-
color LLA QCD beyond LLA, corrections to the BFKL and DGLAP equations of the N � 4 supersymmetric gauge theory are
calculated.
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