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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ 2003 Å. ËÔÒÑÎÐËÎÑÔß 50 ÎÇÕ ÔÑ ÆÐâ ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐËâ
ÛËÓÑÍÑËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÓÂÃÑÕÞ ¡.®. °ÃÖØÑÄÂ [1], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÑÐ ÄÒÇÓÄÞÇ ÖÚÇÎ ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ Ä ÓÂÏÍÂØ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ²ÂÐÇÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÓÑÄÑÆË-
ÎËÔß Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË (ÂÍÖÔÕËÍË).
®ÇÕÑÆËÍÂ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÂâ Ä àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ¡.®. °ÃÖØÑÄÂ, ÐÇ
ÒÑÕÇÓâÎÂ ÔÄÑÇÌ ÂÍÕÖÂÎßÐÑÔÕË Ë Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ. °ÐÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏ ÂÒÒÂÓÂÕÑÏ ÆÎâ
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕÇØÐËÚÇÔÍËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ. °ÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÃÞÎÑ
ÒÑÊÆÐÇÇ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [2, 3],
×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÃÞÔÕÓÑ ÐÂÓÂÔÕÂáÕ Ô ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËÇÏ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐ (ÔÄÇÕÂ) Ä ÔÓÇÆÇ ÔÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏË (ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÎË-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÞ) ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâÏË ËÊ-ÊÂ à××ÇÍÕÂ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕ-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÄÒÇÓÇÆ. ¯ÂÚËÐÂâ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ
ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÐÇÒÓËÅÑÆÐÞÏË ÓÂÔÚÇÕÞ ÒÑ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËÌ Ä ÕÑÌ ËÎË ËÐÑÌ ÇÇ ×ÑÓÏÇ (ÑÃÎÂÔÕß ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ). £ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâØ [4 ë 13] Ë ÑÃÊÑÓÐÞØ ÔÕÂÕßâØ [14 ë 18]
ÒÓËÄÇÆÇÐÑ ÑÃÜÇÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÕÇÑÓËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÐÂ ÏÑÏÇÐÕ ËØ
ÄÞØÑÆÂ Ä ÔÄÇÕ. £ àÕËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÑÃÛËÓÐÂâ
ÃËÃÎËÑÅÓÂ×Ëâ. ¯ËÉÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ àÕÂÒÞ
ÑÒËÔÂÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË.

±ÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÄÂÉÐÞÏË àÕÂÒÂÏË ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÞØ ÒÓÑÃÎÇÏ ÐÂÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕÔâ:
� ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Í

ÔÍÂÎâÓÐÑÏÖ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ­ÇÑÐÕÑÄËÚÂ
(ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË [19]);
� ÏÇÕÑÆ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ (®±£) ³.®. ²ÞÕÑÄÂ

[20] ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ô ÖÚÇÕÑÏ
ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ (ÒÓËÏÇÐÇÐÐÞÌ Ä ÖÒÑÏâÐÖÕÑÌ
ÄÞÛÇ ÓÂÃÑÕÇ ¡.®. °ÃÖØÑÄÂ [1]);
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� ÊÂÒËÔß ÓÇÛÇÐËâ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÐÑÏ ÄËÆÇ ËÎË Ä ÄËÆÇ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
[21, 22].

¥Îâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÊÂÆÂÚË ÒÓËÐÙËÒË-
ÂÎßÐÑ ÄÂÉÐÞÏË àÕÂÒÂÏË ÓÂÊÄËÕËâ ÕÇÑÓËË Ô ÐÂÛÇÌ ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ âÄÎâáÕÔâ:
� ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÑÒËÔÂÐËâ ÂÏÒÎË-

ÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËâ ®±£ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ×ÂÊÑÄÑÅÑ àÍÓÂÐÂ Ë ÔÎÖÚÂâ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ-ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ;
� ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË ÑÒËÔÂÐËâ ÄÑÎÐÑ-

ÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÞØ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË (ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ë
×ÖÐÍÙËÌ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÒÑÓâÆÍÑÄ Ë ÖÔÕÂÐÑÄ-
ÎÇÐËÇ ÊÂÍÑÐÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ) [13, 23 ë 25];
� ÂÐÂÎËÊ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä

ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ËÆÇÑÎÑÅËË ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË [26];
� ÂÐÂÎËÊ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÑÕÓÂÉÇÐÐÞØ

ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ [27, 28];
� ÄÞØÑÆ ÊÂ ÓÂÏÍË ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐ-

ÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË (ÆË×-
×ÖÊËÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ [13], ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÎÑÍÂÎßÐÑÏÖ ÏÇÕÑÆÖ ¹ÇÓÐÑÄÂ [6]).

¬ÓÂÕÍÑÏÖ ËÊÎÑÉÇÐËá àÕËØ ÄÑÒÓÑÔÑÄ Ë ÒÑÔÄâÜÇÐÂ
ÐÂÔÕÑâÜÂâ ÓÂÃÑÕÂ.

2. ªÔØÑÆÐÞÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
Ë ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ËØ ÔÎÇÆÔÕÄËâ

2.1. µÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚË
²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [4])

rotE�r� � ikH�r� ;
rotH�r� � ÿike�r�E�r� ; �1�
div e�r�E�r� � 0 ;

ÅÆÇ E�r�,H�r�ìÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÅÑ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎÇÌ, e�r� ì ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÔÓÇÆÞ, k � o=c � 2p=l ì ÄÑÎÐÑÄÑÇ
ÚËÔÎÑ (l ì ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ, Â c ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ ÄÑÎÐÞ�. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕß m � 1, ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß ÔÓÇÆÞ s � 0 Ë ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÔÇØ ÒÑÎÇÌ ËÏÇÇÕ ÄËÆ exp �ÿiot�.

µÓÂÄÐÇÐËâ (1) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ÊÂÏÍÐÖÕÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ E�r��

D� k 2e�r��E�r� � ÿHHÿE�r�HH ln e�r�� : �2�

®ÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ H�r� ÒÓË àÕÑÏ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

H�r� � 1

ik
rotE�r� : �3�

®Þ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÔÓÇÆÇ ÔÑ ÔÎÂÃÞÏË ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÆËàÎÇÍÕÓË-

ÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. ±ÑÎÑÉËÏ

e�r� � 1� e1�r� ;
ÅÆÇ e1�r� ì ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÂâ ÚÂÔÕß ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË �he1�r�i � 0�. ®ÂÎÑÔÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ e1�r�
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ hje1�r�ji5 1. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2)
ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÖÒÓÑÜÇÐÐÑÌ ×ÑÓÏÇ

�D� k 2�E�r� � ÿk 2e1�r�E�r� ÿ HH
ÿ
E�r�HHe1�r�

�
: �4�

£ ÓÂÃÑÕÂØ [29, 30] ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ
ÒÓÑÄÑÆËÎÂÔß ÑÙÇÐÍÂ ÆÇÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä
ÖÔÎÑÄËâØ ÓÇÂÎßÐÑÌ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÞ ÐÂ ÆÎËÐÂØ ÒÑÓâÆÍÂ 1 ÍÏ Ë
ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÑÐÂ ÍÓÂÌÐÇ ÏÂÎÂ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÒÑÔÎÇÆÐËÏ ÚÎÇÐÑÏ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(4). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÌÕË ×ÂÍÕËÚÇÔÍË Í ÔÍÂÎâÓ-
ÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá

�D� k 2�U�r� � ÿk 2e1�r�U�r� : �5�

³ÎÇÆÖÇÕ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÍÓÂÇÄÞÇ ÖÔÎÑÄËâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá
(5) Ë ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ËÔÕÑÚÐËÍ ËÊÎÖÚÇÐËâ.

2.2. µÓÂÄÐÇÐËÇ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ (ÍÓÂÇÄÂâ ÊÂÆÂÚÂ)
±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÔÎÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÊÂÐËÏÂÇÕ ÚÂÔÕß
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ L0 < x < L Ë ÕÑÚÇÚÐÞÌ ËÔÕÑÚÐËÍ ÐÂØÑÆËÕÔâ
Ä ÕÑÚÍÇ Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË �x0;R0�, ÅÆÇ ÚÇÓÇÊ R ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÑÔË x. ´ÑÅÆÂ
ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ G�x;R; x0;R0� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ�

q2

qx 2
� DR � k 2

�
1� e�x;R���G�x;R; x0;R0� �

� d�xÿ x0� d�Rÿ R0� ; �6�
ÅÆÇ k ì ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ, DR � q2=qR2, Â e�x;R� � e1�r�ì
ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÑÕ ÇÆË-
ÐËÙÞ. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6) ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÂ ÓÂÊÓÞÄ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ Ä ÕÑÚÍÇ x0

q
qx

G�x;R; x0;R0�
����
x�x0�0

ÿ q
qx

G�x;R; x0;R0�
����
x�x0ÿ0

�

� d�Rÿ R0� : �7�
±ÖÔÕß ÄÐÇ ÔÎÑâ ÔÓÇÆÞ e�x;R� � 0; ÕÑÅÆÂ ÄÐÇ ÔÎÑâ

ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ�
q2

qx 2
� DR � k 2

�
G�x;R; x0;R0� � 0 :

¯Â ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ ÆÑÎÉÐÞ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÖÔÎÑÄËâ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËÌ G Ë qG=qx. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÆÎâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6) ÕÂÍÉÇ ÆÑÎÉÐÞ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÖÔÎÑÄËâ ËÊÎÖ-
ÚÇÐËâ ÒÓË x! �1. ¿ÕË ÍÓÂÇÄÞÇ ÖÔÎÑÄËâÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß
Ä ÄËÆÇ�

q
qx
� i

�����������������
k 2 � DR

p �
G�x;R; x0;R0�

����
x�L0

� 0 ;
�8��

q
qx
ÿ i

�����������������
k 2 � DR

p �
G�x;R; x0;R0�

����
x�L
� 0 :

°ÒÇÓÂÕÑÓ
�����������������
k 2 � DR

p
, ×ËÅÖÓËÓÖáÜËÌ Ä (8), ÆÎâ ÃÇÊ-

ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÒÑ R ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐËÇÏ ¶ÖÓßÇ. ¦ÅÑ ÉÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÎËÐÇÌ-
ÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ, âÆÓÑ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇ-
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ÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÓËÐÂ ÆÎâ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
(ÔÏ. ÐËÉÇ).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÇ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ä ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ (6), (8). ¿ÕÂ
ÊÂÆÂÚÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá

G�x;R; x0;R0� � g0�xÿ x0;Rÿ R0��

�
� L

L0

dx 0
�
dR 0 g0�xÿ x 0;Rÿ R 0� e�x 0;R 0�G�x 0;R 0; x0;R0� ;

�9�

ÅÆÇ g0�x;R�ì×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ Ä ÔÄÑÃÑÆÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.
£ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

g0�x;R� � ÿ 1

4pr
exp �ikr� ; r �

�����������������
x 2 � R2

p
; �10�

Ë àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÇÏ

g0�x;R� �
�
g0�q� exp

n
i
����������������
k 2 ÿ q 2

p
jxj � iqR

o
dq ;

g0�q� � 1

8ip2
����������������
k 2 ÿ q 2

p :

¥ÇÌÔÕÄËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
�����������������
k 2 � DR

p
Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂ

ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá F�R� ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ
ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ�����������������

k 2 � DR

p
F�R� �

�
K�Rÿ R 0�F�R 0� dR 0 ;

âÆÓÑ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[13, 31])

K�Rÿ R 0� �
�����������������
k 2 � DR

p
d�Rÿ R 0� �

� 2i�k 2 � DR� g0�0;Rÿ R 0� :
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ âÆÓÑ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

L�Rÿ R 0� � �k 2 � DR�ÿ1=2d�Rÿ R 0� � 2ig0�0;Rÿ R 0� :

¦ÔÎË ÕÑÚÇÚÐÞÌ ËÔÕÑÚÐËÍ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÔÎÑâ
x0 � L, ÕÑ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ ÒÓË L0 < x < L
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ�

q2

qx 2
� DR � k 2

�
1� e�x;R���G�x;R;L;R0� � 0 �11�

Ô ÍÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË, ÄÞÕÇÍÂáÜËÏË ËÊ ÖÔÎÑÄËÌ (7), (8),�
q
qx
� i

�����������������
k 2 � DR

p �
G�x;R;L;R0�

����
x�L0

� 0 ;
�12��

q
qx
ÿ i

�����������������
k 2 � DR

p �
G�x;R;L;R0�

����
x�L
� ÿd�Rÿ R0� :

¬ÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚÇ (11), (12) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

G�x;R;L;R0� � g�xÿ L;Rÿ R0��

�
� L

L0

dx 0
�
dR 0 g�xÿ x 0;Rÿ R 0� e�x 0;R 0�G�x 0;R 0;L;R0� ;

�13�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÕÑÚÍÇ x0 � L Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (9).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÔÇ àÕË ÍÓÂÇÄÞÇ ÊÂÆÂÚË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÔÄÇÆÇÐÞ Í ÊÂÆÂÚÂÏ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÒÑ ÄÔÒÑÏÑ-
ÅÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ L ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ
ÏÇÕÑÆÂ ÒÑÅÓÖÉÇÐËâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [13, 31]). ±ÓË àÕÑÏ
ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÃÓÂÕÐÑ-ÓÂÔÔÇâÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÃÖÆÇÕ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ËÐÕÇÅÓÑ-ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ.
³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÖÒÓÑÜÇÐËÇ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÆÎâ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÑ-
ËÔÕÞØ ÔÓÇÆÂØ (ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÇ ÊÂÆÂÚË), ÍÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÏÇÕÑÆÂ ÒÑÅÓÖÉÇÐËâ ÒÓÇÄÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÇ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏË ÐÂÚÂÎßÐÞÏË
ÖÔÎÑÄËâÏË, Ë àÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÎÐÞÌ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [13, 31]).

¦ÔÎË ÐÂ ÔÎÑÌ ÔÓÇÆÞ L0 < x < L ËÊ ÑÃÎÂÔÕË x < L0

ÒÂÆÂÇÕ ÄÑÎÐÂ u0�x;R� (Ä ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË
ÑÔË x), ÕÑ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ U�x;R� ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ�

q2

qx 2
� DR � k 2

�
1� e�x;R���U�x;R� � 0 �14�

Ô ÍÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË�
q
qx
ÿ i

�����������������
k 2 � DR

p �
U�x;R�

����
x�L
� 0 ;

�15��
q
qx
� i

�����������������
k 2 � DR

p �
U�x;R�

����
x�L0

� 2i
�����������������
k 2 � DR

p
u0�L;R� :

±ÑÎÇ U�x;R� ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

U�x;R� � u1�x;R� � u2�x;R� ; �16�
q
qx

U�x;R� � ik
�����������������
k 2 � DR

p �
u1�x;R� � u2�x;R�

	
;

ÅÆÇ ÄÏÇÔÕÑ ÑÆÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË U�x;R� ÏÞ ÄÄÇÎË Ä ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐËÇ ÆÄÇ ì u1�x;R� Ë u2�x;R�. ¿ÕË ×ÖÐÍÙËË ÑÒËÔÞÄÂáÕ
ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ä
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ ÑÔË x
Ë ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÒÑÎÇÏ U�x;R� ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË, ÄÞÕÇÍÂáÜËÏË
ËÊ (16),

u1�x;R� � ÿ i

2
�����������������
k 2 � DR

p �
q
qx
� i

�����������������
k 2 � DR

p �
U�x;R� ;

�17�
u2�x;R� � i

2
�����������������
k 2 � DR

p �
q
qx
ÿ i

�����������������
k 2 � DR

p �
U�x;R� :

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ (17) ÒÑ x Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (14),
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ u1�x;R� Ë
u2�x;R� Ô ÍÓÂÇÄÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË, ÄÞÕÇÍÂáÜËÏË ËÊ (15),
ÄËÆÂ [32]�

q
qx
ÿ i

�����������������
k2 � DR

p �
u1�x;R� �

� ik 2

2
�����������������
k 2 � DR

p e�x;R�U�x;R� ; �18��
q
qx
� i

�����������������
k 2 � DR

p �
u2�x;R� �

� ÿ ik 2

2
�����������������
k 2 � DR

p e�x;R�U�x;R� ;

u1�L0;R� � u0�L;R� ; u2�L;R� � 0 :

¶ÖÐÍÙËâ u2�x;R� ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÑÎÐÖ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâá-
ÜÖáÔâ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÒÂÆÂá-
ÜÇÌ ÄÑÎÐÞ, Õ.Ç. ÑÃÓÂÕÐÑ ÓÂÔÔÇâÐÐÑÇ ÒÑÎÇ.

5*
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2.3. ±ÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË
¦ÔÎË ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß à××ÇÍÕÂÏË, ÔÄâÊÂÐÐÞÏË Ô ÓÂÔÔÇâÐËÇÏ
ÐÂÊÂÆ, Õ.Ç. ÒÑÎÑÉËÕß u2�x;R� � 0 Ä (18), ÕÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÇ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

q
qx
ÿ i

�����������������
k 2 � DR

p �
U�x;R� � ik 2

2
�����������������
k 2 � DR

p e�x;R�U�x;R� ;

U�L0;R� � u0�L0;R� ; �19�
ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÑÒËÔÂÐËÇ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ
ÖÅÎÞ (ÐÇ ÒÓÇÄÞÛÂáÜËÇ, ÑÆÐÂÍÑ, p=2). ±ÓË ÓÂÔÔÇâÐËË ÐÂ
ÏÂÎÞÇ ÖÅÎÞ �DR 5 k 2�, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ÒÑÎÇ U�x;R� Ä ÄËÆÇ

U�x;R� � exp
�
ik�xÿ L0�

	
u�x;R�

Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (19), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔ-
ÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÍÄÂÊËÑÒÕËÍË, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÇ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏË
ÕÓÇØÏÇÓÐÞÏË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâÏË

q
qx

u�x;R� � i

2k
DRu�x;R� � ik

2
e�x;R�u�x;R� ; �20�

u�0;R� � u0�R� ;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÂÛÎÑ ÖÔÒÇÛÐÑÇ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÊÂÆÂÚÂØ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ Ä ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ ©ÇÏÎË Ë ÑÍÇÂÐÂØ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÑÒÓÑÔÂÏ ÄÞÄÑÆÂ Ë ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËâ ÍÂÍ
ÔÂÏÑÅÑ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ, ÕÂÍ Ë ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ÒÂÓÂÃÑÎË-
ÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÑÔÄâÜÇÐÑ ÏÐÑÅÑ ÓÂÃÑÕ.

´ÂÍ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (20) âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ x Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÒÓË x � 0, ÕÑ ÆÎâ
àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË ÒÑ x
(ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ x ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß ÄÓÇÏÇÐË), Õ.Ç. ÆÎâ ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ

du�x;R�
de�x 0;R 0� � 0 pri x 0 < 0 ; x 0 > x : �21�

¥Îâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÓË x � x 0 ËÏÇÇÏ ÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÑ

du�x;R�
de�xÿ 0;R 0� �

ik

2
d�Rÿ R 0� u�x;R� : �22�

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÎËÚËÐÂ du�x;R�=de�x 0;R 0� ÒÓË
04 x 0 < x ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÂ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20) ÒÓË ÒÑÏÑÜË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

du�x;R�
de�x 0;R 0� �

ik

2
G�x;R; x 0;R 0� u�x 0;R 0� :

¶ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ G�x;R; x 0;R 0� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÒÓË àÕÑÏ
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá

G�x;R; x 0;R 0� � g�xÿ x 0;Rÿ R 0� �

� ik

2

� x

x 0
dx 00

�
dR 00 g�xÿ x 00;Rÿ R 00��

� e�x 00;R 00�G�x 00;R 00; x 0;R 0� ; �23�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ

g�xÿ x 0;Rÿ R 0� � exp

�
i�xÿ x 0�

2k
DR

�
d�Rÿ R 0� �

� k

2pi�xÿ x 0� exp
�
ik�Rÿ R 0�2
2�xÿ x 0�

�

ÒÓË x > x 0 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ ÆÎâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20) Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ Ë ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ×ÓÇÐÇÎÇÄÔÍÑÏÖ ÓÂÊÎÑÉÇÐËá ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
g0�x;R� (10). ±ÓË x! x 0 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (23) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä
×ÑÓÏÖÎÖ

G�x;R; x 0;R 0�
���
x! x 0

� g�xÿ x 0;Rÿ R 0�
���
x! x 0

� d�Rÿ R 0� :

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ G�x;R; x 0;R 0� ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÒÑÎÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ ËÊ ÕÑÚÍË
�x 0;R 0�.

ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (23) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ Ä ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ

dG�x;R; x 0;R 0�
de�x;R1� � ik

2
G�x;R; x;R1�G�x;R1; x

0;R 0�

Ô ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÏ "ÐÂÚÂÎßÐÞÏ" ÖÔÎÑÄËÇÏ

G�x;R; x 0;R 0�
���
e� 0
� g�xÿ x 0;Rÿ R 0� :

¦ÔÎË ÄÄÇÔÕË ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ë ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (20) ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ

u�x;R� � A�x;R� exp�iS�x;R�	 ;
ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
I�x;R� � u�x;R�u ��x;R� ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

q
qx

I�x;R� � 1

k
HR

�
HRS�x;R� I�x;R�

	 � 0 ;
�24�

I�0;R� � I0�R� :
°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ
ÒÂÆÂáÜÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ ÏÑÜÐÑÔÕß
ÄÑÎÐÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x � const:

E0 �
�
I�x;R� dR �

�
I0�R� dR :

µÓÂÄÐÇÐËÇ (24) ÏÑÉÐÑ ÕÓÂÍÕÑÄÂÕß ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ
ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÍÎÂÔÕÇÓÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÎâ ÒÓËÏÇÔË (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [13,
33 ë 35]). ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÑÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÄÑÎÐÞ ÕÂÍÉÇ ÆÑÎÉÐÞ ËÏÇÕß ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ¿ÕÑ
âÄÎÇÐËÇ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ
ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ËÊ-ÊÂ à××ÇÍÕÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ×ÑÍÖ-
ÔËÓÑÄÑÍ Ë ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ. ´ÂÍ, ÐÂ ÓËÔ. 1 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ×ÑÕÑÅÓÂ×ËË ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ
ÔÇÚÇÐËâ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ Ä ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ [36] ÒÓË
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕâØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË.¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ×ÑÕÑÅÓÂ×ËË ËÊ ÓÂÃÑÕÞ [15]
ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 2. ¿ÕË ×ÑÕÑÅÓÂ×ËË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÒÖÕÇÏ
ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ, ÄÞÒÑÎÐÇÐÐÑÅÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [37,
38]. ¯Â àÕËØ ÓËÔÖÐÍÂØ âÔÐÑ ÄËÆÐÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÍÂÖÔÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 3 ÒÓËÄÇ-
ÆÇÐÂ ×ÑÕÑÅÓÂ×Ëâ ÃÂÔÔÇÌÐÂ ÕÂÍÉÇ Ô ÚÇÕÍÑ ÄÞÓÂÉÇÐÐÑÌ
ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÇÅÑ ÆÐÇ.
±ÑÆÑÃÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓË ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËË Ë
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ÑÕÓÂÉÇÐËË ÔÄÇÕÂ ÄÊÄÑÎÐÑÄÂÐÐÑÌ ÄÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá,
ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÂÔÔÇâÐËá ÐÂ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏ ×ÂÊÑ-
ÄÑÏ àÍÓÂÐÇ.

2.3.1. ¬ÑÐÕËÐÖÂÎßÐÂâ ÊÂÒËÔß ÓÇÛÇÐËâ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ²ÇÛÇÐËÇ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20)
ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ. ¥Îâ
àÕÑÅÑ ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20) ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q
qx

u�x;R� � i

2k
DRu�x;R��

� ik

2
e�x;R� u�x;R� � ÿv�x�HR

�
u�x;R� ; �25�

u�0;R� � u0�R� ;
ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÄÇÍÕÑÓ-×ÖÐÍÙËâ v�x�. ²ÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (25) âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ ×ÖÐÍÙËË v�x�, ÅÆÇ
04x4 x, Õ.Ç. u�x;R� � u�x;R; v�x��. ´ÑÅÆÂ

u�x;R� � u�x;R���
v� 0

:

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (25) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

du�x;R�
dv�xÿ 0� � HR u�x;R� : �26�

Â Ã

²ËÔ. 1. ±ÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ (Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ) Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ
×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ (Â) Ë Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ (Ã).

Â Ã

²ËÔ. 2. ±ÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ (ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ) Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ
×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ (Â) Ë Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ (Ã).

²ËÔ. 3. ¬ÂÖÔÕËÍË Ä ÃÂÔÔÇÌÐÇ.
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³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (25) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

q
qx

u�x;R� � i

2k

d2

dv 2�x� u�x;R��

� ik

2
e�x;R� u�x;R� � ÿv�x�HR

�
u�x;R� :

²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

u�x;R� � exp

�
i

2k

� x

0

d2

dv 2�x� dx
�
w�x;R� ; �27�

ÅÆÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË w�x;R� ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÇ, ÚÇÏ
(25), ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q
qx

w�x;R� � ik

2
e�x;R�w�x;R� � ÿv�x�HR

�
w�x;R� ; �28�

w�0;R� � u0�R� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÏ ÄËÆÇ:

u�x;R� � exp

�
i

2k

� x

0

d 2

dv 2�x� dx
�
u0

�
R�

� x

0

v�x� dx
�
�

� exp

�
ik

2

� x

0

e
�
x;R�

� x

x
v�Z� dZ

�
dx
�����

v�x�� 0

: �29�

£ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ u0�R� � u0, Ë ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (29) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ:

u�x;R� � u0 exp

�
i

2k

� x

0

d 2

dv 2�x� dx
�
�

� exp

�
ik

2

� x

0

e
�
x;R�

� x

x
v�Z� dZ

�
dx
�����

v�x�� 0

:

µÓÂÄÐÇÐËÇ (29) ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ
ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ. ¹ÕÑÃÞ àÕÑ ÑÔÖÜÇÔÕÄËÕß,
ÃÖÆÇÏ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÔÚËÕÂÕß Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (28) ×ÖÐÍÙËá
v�x� ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ Ô
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ


va�x�vb�x 0�
� � i

k
dabd�xÿ x 0� : �30�

©ÂÕÇÏ, ÖÔÓÇÆÐââ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (28) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË v�x� Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÖÓÖÕÙÖ ë
¯ÑÄËÍÑÄÂ ÕËÒÂ (48) Ë ÄÞÓÂÉÇÐËâ (26) (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 3.3),
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q
qx



w�x;R��

v
� i

2k
DR



w�x;R��

v
� ik

2
e�x;R�
w�x;R��

v
;


w�0;R��
v
� u0�R� ;

ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÇ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (20). ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

u�x;R� �
�
Dv�x� u0

�
R�

� x

0

v�x� dx
�
�

� exp

�
ik

2

� x

0

�
v 2�x� � e

�
x;R�

� x

x
v�Z� dZ

��
dx
�
; �31�

ÅÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ÏÇÓÂ

Dv�x� �
Q x

x� 0 dv�x��
. . .
� Q x

x� 0 dv�x� exp
��ik=2� � x0 v 2�x� dx	 :

¥ÄÇ ×ÑÓÏÞ ÊÂÒËÔË ÓÇÛÇÐËâ (29) Ë (31), ÑÚÇÄËÆÐÑ,
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÏÞ ÏÑÉÇÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (31) Ä ÄËÆÇ

u�x;R� � 
w�x;R; v�x� � y�x���
v

��
y� 0
�

�
�
exp

�� x

0

v�x� d
dy�x� dx

��
v

w
�
x;R; y�x������

y� 0

�

� exp

�
i

2k

� x

0

d2

dy 2�x� dx
�
w
�
x;R; y�x������

y� 0

;

ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÏ Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (27).

2.3.2. µÓÂÄÐÇÐËÇ ·ÑÒ×Â. £ÄÇÆÇÏ ÕÇÒÇÓß Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ

j
�
x; v�R 0�; v ��R 0�� � j�x; v; v �� �
� exp

�
i

��
u�x;R 0�v�R 0� � u ��x;R 0�v ��R 0�� dR 0� ; �32�

ÅÆÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ u�x;R� ì ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20), Â
u ��x;R�ìÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ ÔÑÒÓâÉÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ. ¥Ë××ÇÓÇÐ-
ÙËÓÖâ (32) ÒÑ x Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (20),
Â ÕÂÍÉÇ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ ÔÑÒÓâÉÇÐÐÑÇ Í ÐÇÏÖ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

q
qx

j�x; v; v �� �

� ÿ 1

2k

��
v�R�DRu�x;R�ÿ v ��R�DRu

��x;R��j�x; v; v �� dRÿ

ÿ k

2

�
e�x;R��v�R�u�x;R� ÿ v ��R�u ��x;R��j�x; v; v �� dR ;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ

q
qx

j�x; v; v �� � ik

2

�
e�x;R� bM�R�j�x; v; v �� dR�

� i

2k

��
v�R�DR

d
dv�R� ÿ v

��R�DR
d

dv ��R�
�
j�x; v; v �� dR

�33�

Ô àÓÏËÕÑÄÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ

bM�R� � v�R� d
dv�R� ÿ v

��R� d
dv ��R� ;

ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏ ËÔØÑÆÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá
(20). ³ÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (33) âÄÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ

d
de�xÿ 0;R� j�x; v; v �� � ik

2
bM�R�j�x; v; v �� : �34�

3. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ.

3.1. °ÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÒÑÎâ e�x;R�
¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ e�x;R� âÄÎâÇÕÔâ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Ô ØÂÓÂÍÕÇ-
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ÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÏ

Fe
�
x;c�x;R 0�� � �exp�i � x

0

dx
�
dR 0 e�x;R 0�c�x;R 0�

��
:

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÏÇÔÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (33) ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ

q
qx

j�x; v; v �; Z� �

� ik

2

��
e�x;R� � Z�x;R�� bM�R�j�x; v; v �; Z� dR�

� i

2k

��
v�R�DR

d
dv�R� ÿ v

��R�DR
d

dv ��R�
�
j�x; v; v �; Z� dR

�35�
Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Z�x;R�. µÔÓÇÆÐËÏ ÕÇÒÇÓß
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (35) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÎâ e�x;R�. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË (20), ÆÑÒÑÎÐÇÐÐÑÌ ÒÓÑËÊ-
ÄÑÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Z�x;R�:

F�x; v�R 0�; v ��R 0�; Z� � F�x; v; v �; Z� � 
j�x; v; v �; Z�� ;
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÄÂÓËÂ-
ÙËÑÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ [13]

q
qx

F�x; v; v �; Z� � _Yx

�
x;

d
idZ�x;R 0�

�
F�x; v; v �; Z� �

� ik

2

�
Z�x;R� bM�R�F�x; v; v �; Z� dR�

� i

2k

���
v�R 0�DR 0

d
dv�R 0� ÿ v

��R 0�DR 0
d

dv ��R 0�
�
dR 0

�
�

� F�x; v; v �; Z� ; �36�
ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ

_Yx

�
x;c�x;R 0�� � d

dx
lnFe

�
x;c�x;R 0��

ÇÔÕß ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ ÎÑÅÂÓË×ÏÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R�. ·ÑÕâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(36) Ë ÎËÐÇÌÐÑ, Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ ÄÓÇÏâ ÓÇÛËÕß ÇÅÑ ÐÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ. ±ÑÎÂÅÂâ ÕÇÒÇÓß Z�x;R� � 0,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÉÇ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË (20) ÄËÆÂ

q
qx

F�x; v; v �� �
�

_Yx

�
x;

d
ide�x;R 0�

�
j�x; v; v ��

�
�

� i

2k

���
v�R 0�DR 0

d
dv�R 0� ÿ v

��R 0�DR 0
d

dv ��R 0�
�
dR 0

�
�

� F�x; v; v �� : �37�

3.2. ±ÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R�
£ÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ u�x;R� Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑ
ÊÂÄËÔËÕ ÎËÛß ÑÕ ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÖáÜËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ e�x;R� Ä
ÔËÎÖ ÒÓËÐÙËÒÂ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÓËÚËÐÐÑÔÕË. °ÆÐÂÍÑ
ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ u�x;R�
Ë ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË e�x1;R� �x1 > x�, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÊÐÂÚÇÐËâ e�x 0;R 0� ÒÓË x 0 < x ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞ ÔÑ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâÏË e�x;R� ÒÓË x > x. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÍÑÓÓÇÎâÙËâ ÒÑÎâ

u�x;R� Ô ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË e�x 0;R 0� ÊÂÏÇÕÐÂ
ÒÓË x 0 ÿ x � lk, ÅÆÇ lk ì ÒÓÑÆÑÎßÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË
ÒÑÎâ e�x;R�. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËË ÒÑÎâ u�x;R� ÒÑ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÏÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ËÏÇÇÕ
ÄÇÎËÚËÐÖ ÒÑÓâÆÍÂ x. ±ÑàÕÑÏÖ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÏÂÎÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ lk=x, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ.

£ ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß lk=x! 0.
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÇÓÇØÑÆ Í ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎË-
ÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÒÑ x ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R�: £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÎÇÌ u�xi;R� ÒÓË xi < x ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑ, ÐÑ Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ ÑÕ
ÊÐÂÚÇÐËÌ e�Zj;R 0� ÒÓË Zj > x, Õ.Ç. ÒÓË xi < x Ë Zj > x
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ�Y

i; j

u�xi;Ri�e�Zj;Rj�
�
�
�Y

i

u�xi;Ri�
��Y

j

e�Zj;Rj�
�
:

�38�
¥Îâ ÕÂÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÄÔÇ ÍÖÏÖÎâÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R� ËÏÇáÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [13])

Kn�R1; x1; . . . ;Rn; xn� �
� Kn�R1; . . . ;Rn; x1�d�x1 ÿ x2� . . . d�xnÿ1 ÿ xn� ;

Â ÆÎâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÎâ e�x;R� ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

_Yx

�
x;

d
ide�x;R 0�

�
� _Yx

�
x;

d
ide�x;R 0�

�
:

´ÂÍ, ÇÔÎË ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(20) ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÒÑÎÇ e�x;R� ÇÔÕß ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÆÇÎßÕÂ-
ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÒÑ x ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (37)
ÆÎâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ F�x; v; v �� ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÊÂÆÂÚË ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

q
qx

F�x; v; v �� �
�

_Yx

�
x;

d
ide�x;R 0�

�
j�x; v; v ��

�
�

� i

2k

���
v�R 0�DR 0

d
dv�R 0� ÿ

ÿ v ��R 0�DR 0
d

dv ��R 0�
�
dR 0

�
F�x; v; v �� ;

ÍÑÕÑÓÑÇ Ô ÖÚÇÕÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (34) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ ×ÑÓÏÇ:

q
qx

F�x; v; v �� � _Yx

�
x;

k

2
bM�R 0��F�x; v; v �� �

� i

2k

���
v�R 0�DR 0

d
dv�R 0� ÿ

ÿ v ��R 0�DR 0
d

dv ��R 0�
�
dR 0

�
F�x; v; v �� : �39�

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (39) ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑÎâ
u�x;R�

Mmn�x;R1; . . . ;Rm;R 01; . . . ;R 0n� �

�
�Ym

p� 1

Yn
q� 1

u�x;Rp�u ��x;R 0q�
�
; �40�
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ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÎâ m � n ÑÃÞÚÐÑ ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÒÑÓâÆÍÂ 2n, ÔÎÇÆÖáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

q
qx

Mmn � i

2k

�Xm
p� 1

DRp
ÿ
Xn
q� 1

DR 0q

�
Mmn�

� _Yx

�
x;

1

k

�Xm
p� 1

d�R 0 ÿ Rp� ÿ
Xn
q� 1

d�R 0 ÿ R 0q�
��

Mmn ;

�41�

ÚÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÎËÐÇÌÐÑÔÕßá ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20).

µÓÂÄÐÇÐËâ (41) ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ u�x;R� ÆÎâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ë ÆÓÖÅËÏ, ×ËÊËÚÇÔÍË
ÃÑÎÇÇ ÐÂÅÎâÆÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ. ±ÑÍÂÉÇÏ àÕÑ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ
ÄÞÄÑÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ



u�x;R��. ¥Îâ àÕÑÅÑ

ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ËÔØÑÆÐÑÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (20) Ä
ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

u�x;R� � u0�R� exp
�
ik

2

� x

0

e�x;R� dx
�
�

� i

2k

� x

0

dx exp

�
ik

2

� x

x
e�Z;R� dZ

�
DRu�x;R�: �42�

±ÓË ÖÔÓÇÆÐÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (42) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R� ÖÚÕÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (38). £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÊÂÏÍÐÖÕÑÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

u�x;R�� � u0�R�

�
exp

�
ik

2

� x

0

e�x;R� dx
��
�

� i

2k

� x

0

dx
�
exp

�
ik

2

� x

x
e�Z;R� dZ

��
DR



u�x;R�� : �43�

¥Îâ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Í ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÏÖ ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ�

exp

�
ik

2

� x

0

e�Z;R� dZ
��
�

�
�
exp

�
ik

2

� x

0

e�Z;R� dZ
���

exp

�
ik

2

� x

x
e�Z;R� dZ

��
;

ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÇ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË 04x4 x.
±ÑàÕÑÏÖ ÇÔÎË ÏÞ ÄÄÇÆÇÏ ×ÖÐÍÙËá

F�x;R� �
�
exp

�
ik

2

� x

0

e�Z;R� dZ
��

;

ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (43) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

u�x;R�� � u0�R�F�x;R� � i

2k

� x

0

F�x;R�
F�x;R� DR



u�x;R�� dx ;

ÑÕÍÖÆÂ ÖÉÇ ÎÇÅÍÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ



u�x;R��

q
qx



u�x;R�� � i

2k
DR



u�x;R��� 
u�x;R�� q

qx
lnF�x;R� ;

u�0;R� � u0�R� ;

ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÇ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (41) ÒÓË m � 1, n � 0. ¡ÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ë
ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÒÑÎâ u�x;R� ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

3.3. ±ÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R�
²ÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R�. ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÔÚËÕÂÕß,
ÚÕÑ ÒÑÎÇ e�x;R�ì ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎË-
ÓÑÄÂÐÐÑÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ

Be�x;R� � A�R�d�x� ; A�R� �
�1
ÿ1

Be�x;R� dx ; �44�

ÕÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ

Y
�
x;c�x;R 0�� �
� ÿ 1

2

� x

0

dx
��

dR 0 dR A�R 0 ÿ R�c�x;R 0�c�x;R� ;

Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (39) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÖá
×ÑÓÏÖ:

q
qx

F�x; v; v �� �

� ÿ k 2

8

��
dR 0 dR A�R 0 ÿ R� bM�R 0� bM�R�F�x; v; v �� �

� i

2k

���
v�R 0�DR 0

d
dv�R 0� ÿ

ÿ v ��R 0�DR 0
d

dv ��R 0�
�
dR 0

�
F�x; v; v �� ;

Â ÖÓÂÄÐÇÐËâ (41) ÆÎâÏÑÏÇÐÕÐÞØ×ÖÐÍÙËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
u�x;R� ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄËÆ

q
qx

Mmn � i

2k

�Xm
p� 1

DRp
ÿ
Xn
q� 1

DR 0q

�
Mmnÿ

ÿ k 2

8
Q�R1; . . . ;Rm;R 01; . . . ;R 0n�Mmn ; �45�

ÅÆÇ

Q�R1; . . . ;Rm;R 01; . . . ;R 0n� �

�
Xm
i� 1

Xm
j� 1

A�Ri ÿ Rj� ÿ 2
Xm
i� 1

Xn
j� 1

A�Ri ÿ R 0j ��

�
Xn
i� 1

Xn
j� 1

A�R 0i ÿ R 0j � : �46�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ×ÖÐÍ-
ÙËÑÐÂÎÂ ÑÕ ÐÇÅÑ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ ÏÑÉÐÑ ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄËÕß ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÖÓÖÕÙÖ ë
¯ÑÄËÍÑÄÂ [41, 42] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [5])


e�x;R�F�e�x 0;R 0��� � � dx 0 � dR 0 Be�xÿ x 0;Rÿ R 0��

�
�

d
de�x 0;R 0� F

�
e�x 0;R 0��� : �47�

¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ
F�e�x 0;R 0�� ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R� Ë ÏÑÉÇÕ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ×ÑÓÏÖÎÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ
ÚÂÔÕâÏ Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ [43]. £ ÒÓÇÆÒÑ-
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ÎÑÉÇÐËË ÅÂÖÔÔÑÄÑÔÕË, ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ë d-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÔÕË ÒÑÎâ e�x;R� Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ (44)
×ÑÓÏÖÎÂ (47) ÒÓË 0 < x 04 x ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ


e�x;R�F�e�x 0;R 0��� �
� 1

2

�
A�Rÿ R 0�

�
d

de�xÿ 0;R 0� F
�
e�x 0;R 0��� dR 0 : �48�

£ÞÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ


u�x;R�� Ë

×ÖÐÍÙËË ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

G2�x;R;R 0� �


g2�x;R;R 0�

�
;

g2�x;R;R 0� � u�x;R�u ��x;R 0� ;

ÄÞÕÇÍÂáÜËÇ ËÊ (45) Ë (46) ÒÓË m � 1, n � 0, m � n � 1:

q
qx



u�x;R�� � i

2k
DR



u�x;R��ÿ k 2

8
A�0�
u�x;R�� ;


u�0;R�� � u0�R� ; �49�

q
qx

G2�x;R;R 0� � i

2k
�DR ÿ DR 0 �G2�x;R;R 0� ÿ

ÿ k 2

4
D�Rÿ R 0�G2�x;R;R 0� ; �50�

G2�0;R;R 0� � u0�R�u �0 �R 0� ;

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐÂ ÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ

D�R� � A�0� ÿ A�R� ;

ÔÄâÊÂÐÐÂâ ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ
e�x;R�.

µÓÂÄÐÇÐËâ (49) Ë (50) ÎÇÅÍÑ ÓÇÛÂáÕÔâ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË D�R� Ë ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ.
´ÂÍ, ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ


u�x;R�� � u0�x;R� exp
�
ÿ g
2
x

�
; �51�

ÅÆÇ u0�x;R� ì ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ:

u0�x;R� �
�
g�x;Rÿ R 0�u0�R 0� dR 0 ;

×ÖÐÍÙËâ g�x;R� ì ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ Ä ÔÄÑÃÑÆÐÑÏ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇ, Â ÄÇÎËÚËÐÂ g � �k 2=4�A�0� ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
àÍÔÕËÐÍÙËË.

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÄÕÑÓÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

R! R� 1

2
q ; R 0 ! Rÿ 1

2
q

ËÏÇÇÏ

G2�x;R; q� �
�
g0

�
q; qÿ q

x

k

�
�

� exp

�
iqRÿ k 2

4

� x

0

D

�
qÿ q

x
k

�
dx
�
dq ; �52�

ÅÆÇ

g0�q; q� �
1

�2p�2
�
g0�R; q� exp �ÿiqR� dR :

¥ÂÎßÐÇÌÛËÌ ÂÐÂÎËÊ ÊÂÆÂÚË ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄËÆÂ ÐÂÚÂÎß-
ÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20) Ë ÑÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ ÒÑÎâ e�x;R�.

¥Îâ ÔÎÖÚÂâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÅÆÂ

u0�R� � u0 � const ; g0�R; q� � ju0j2 ; g0�q; q� � ju0j2d�q� ;
ÄÞÓÂÉÇÐËâ (51) Ë (52) ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ Ë ÒÓËÐË-
ÏÂáÕ ÄËÆ ÓÂÄÇÐÔÕÄ


u�x;R�� � u0 exp

�
ÿ 1

2
gx
�
;

�53�
G2�x;R; q� � ju0j2 exp

�
ÿ 1

4
k 2xD�q�

�
;

ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ à××ÇÍÕÂ ÆË×ÓÂÍÙËË ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä
ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ±ÓË àÕÑÏ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË,
ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎ-
ÐÞ, ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÐÑÄÞÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÏÂÔÛÕÂÃ qcog, ÑÒ-
ÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ

1

4
k 2xD�qcog� � 1 �54�

Ë ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ÓÂÆËÖÔÑÏ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÑÎâ u�x;R�.
²ÂÆËÖÔ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ, ÆËÔÕÂÐ-
ÙËË, ÒÓÑÌÆÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ, Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÔÓÇÆÞ.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑ-
ÍÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÖÉÇ ÐÇÎßÊâ ÓÇÛËÕß Ä ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÏ ÄËÆÇ, Ë
ÆÎâ ËØ ÂÐÂÎËÊÂ ÕÓÇÃÖáÕÔâ ÎËÃÑ ÚËÔÎÇÐÐÞÇ, ÎËÃÑ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ.

3.4. µÔÎÑÄËâ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ
ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ Ë ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÕÇÒÇÓß ÐÂ ÖÔÎÑÄËâØ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ e�x;R�.
´ÇÑÓËâ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ, ÖÕÑÚÐâáÜÂâ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍ ÄÑÎÐÞ ÑÕ ÒÑÎâ e�x;R�, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ.
²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓÄÞÏ ÛÂÅÑÏ Ä àÕÑÌ
ÕÇÑÓËË; ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÖÚËÕÞÄÂáÕ ÍÑÐÇÚ-
ÐÑÔÕß ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ e�x;R� Ë
ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ËÐÕÇÅÓÑ-ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [13]).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÎÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ e�x;R� ÆÎâ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÎâ



u�x;R�� ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË

ÔÎÇÆÖáÜËØ ÕÓÇØ ÖÔÎÑÄËÌ:

lk5 kl 2? ; s 2
e k

2l 2k 5 1 ; x4 lk
ÿ
A�0� � s 2

e lk
�
; �55�

ÅÆÇ lk, l? ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÑÆÑÎßÐÞÌ Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ
ÓÂÆËÖÔÞ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ e�x;R�, Â s 2

e ì ÇÅÑ ÆËÔÒÇÓÔËâ.
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ë ËÔÔÎÇÆÑ-

ÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË G2�x;R; q�. µÔÎÑÄËâ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ
e�x;R� ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË G2�x;R; q� Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂá-
ÜÇÌ ÄÑÎÐÞ ËÏÇáÕ ÄËÆ

r5 x ; kx
��HA�q���5 1 : �56�
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£ÂÉÐÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËâ (55) Ë (56) ÒÓÂÍÕË-
ÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂáÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ
ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ,
ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËâ (56) ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ
ÖÔÎÑÄËÇ s 2

e k
2l 2k 5 1 ÐÂÓÖÛÂÇÕÔâ. °ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ

ÖÔÎÑÄËâ (56) ÐÂÍÎÂÆÞÄÂáÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÎÑ-
ÍÂÎßÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ e�x;R� Ë ÒÑàÕÑÏÖ
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÞ Ë ÆÎâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, Ä ÕÑ
ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÄÇÎËÚËÐÂ g � k 2A�0�=4 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏË ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÒÑÎâ e�x;R�.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÓÇÛÇÐËâ
ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20). °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË ÃÎËÊÍÑ "ÒÑ ÆÖØÖ"
Í ÎÑÍÂÎßÐÑÏÖ ÏÇÕÑÆÖ ¹ÇÓÐÑÄÂ [6], ÑÐÑ ÃÑÎÇÇ ×ËÊËÚÐÑ,
ÚÇÏ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÒÑÎâ e�x;R�, ÖÚËÕÞÄÂÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÆËÖÔÂ
ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ e�x;R� Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ
ÄÑÎÐ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâÏË, ÄÞÕâÐÖÕÞÏË ÄÆÑÎß
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ [39, 40]. £ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÄÎËâÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÒÑÓâÆÍÂ lk ÐÇÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÞ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÔÓÇÆÐËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÑÎÇÌ ÄÞÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÕÑÚÐÑ, Â
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÄÔÇØ ÄÇÎËÚËÐ ÐÂ ÏÂÔÛÕÂ-
ÃÂØ lk ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÒÓË
ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [13]).

´ÂÍ, Ä ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÂâ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇÏ�

q
qx
ÿ i

2k
DR

�
du�x;R�
de�x 0;R 0� � 0

ÔÑ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

du�x;R�
de�x 0;R 0�

����
x� x 0 � 0

� ik

2
d�Rÿ R 0�u�x 0;R� ;

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

du�x;R�
de�x 0;R 0� �

ik

2
exp

�
i�xÿ x 0�

2k
DR

��
d�Rÿ R 0�u�x 0;R�� :

£ ÓÂÏÍÂØ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÇ
ÒÑÎÇ u�x 0;R� ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÒÑÎÇÏ u�x;R� Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÂ

u�x 0;R� � exp

�
ÿ i�xÿ x 0�

2k
DR

�
u�x;R� ;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÇÔÕß ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË (20) Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,�

du�x;R�
de�x 0;R 0�

�
� ik

2
exp

�
i�xÿ x 0�

2k
DR

�
�

�
�
d�Rÿ R 0� exp

�
ÿ i�xÿ x 0�

2k
DR

�

u�x;R��� ;

Ë ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË

u�x;R�� � 1

�2p�2
�
dq

�
dR 0 u0�R 0� exp

�
iq�Rÿ R 0� ÿ

ÿ i
q2x

2
ÿ k 2

2

� x

0

D�x 0; q� dx 0
�
: �57�

±ÓË ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ, ÒÓÑØÑÆËÏÞØ ÄÑÎÐÑÌ x4 lk, ÅÆÇ lkì
ÒÓÑÆÑÎßÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ e�x;R�, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
(57) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ Ë ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ


u�x;R�� � 1

�2p�2
�
dq

�
dR 0 u0�R 0� exp

�
iq�Rÿ R 0� ÿ

ÿ i
q2x

2
ÿ k 2

2
xD�q�

�
; �58�

ÅÆÇ

D�q� � p
�
Fe

�
1

2k
�q 0 2 ÿ 2q 0q�; q 0

�
dq 0 ;

Â Fe�q1; q� ì ÕÓÇØÏÇÓÐÂâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÑÎâ
e�x;R�:

Be�x;R� �
�1
ÿ1

dq1

�
dqFe�q1; q� exp �iq1x� iqR� :

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ D�q� ÄËÆÂ

D�q� � p
�
Fe�0; q 0� dq 0 :

¥Îâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ u0�R� � u0, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ËÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (58) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ R
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ


u�x;R�� � u0 exp

�
ÿ 1

2
k 2xD�0�

�
;

D�0� � p
�
Fe

�
q 0 2

2k
; q 0
�
dq 0 ;

ÖÔÎÑÄËÇÏ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÃÖÆÇÕ
ÖÔÎÑÄËÇ

k 2

2
D�0�lk5 1 :

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÐÑ ÄÞÄÇÔÕË Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑÎâ u�x;R� ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÂÍ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÅÑ ÒÑ x ÒÑÎâ e�x;R�, ÕÂÍ Ë ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËÇ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÞ Ä ÔÎÖÚÂÇ e�x;R� � e�R� ËÎË ÔÎÑËÔÕÞØ
ÔÓÇÆ e�x;R� � e�z�. £ àÕËØ ÔÎÖÚÂâØ ÒÑÎÇ e�x;R� ËÏÇÇÕ
×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑ ÑÔË x.

3.5. ¡ÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
(ÏÇÕÑÆ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ)
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÄÑÎÐÞ.

£ÄÇÆÇÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ë ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, Â ÕÂÍÉÇ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÞ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ

u�x;R� � A�x;R� exp�iS�x;R�	 � exp
�
ij�x;R�	 ;

ÅÆÇ

j�x;R� � w�x;R� � iS�x;R� ;

w�x;R� � lnA�x;R� ì ÖÓÑÄÇÐß ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÑÎÐÞ, a
S�x;R� ì ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ×ÂÊÞ
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ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ kx. ªÔØÑÆâ ËÊ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (20) ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ²ÞÕÑÄÂ
(®±£) ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ×ÂÊÞ j�x;R�
q
qx

j�x;R� � i

2k
DRj�x;R� � i

2k

�
HRj�x;R�

�2 � ik

2
e�x;R� :
�59�

¥Îâ ÔÎÖÚÂâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÌ Ë
ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ, ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß,
ÚÕÑ u0�R� � 1 Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, j�0;R� � 0:

²ÂÊÆÇÎââ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (59) ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÖá Ë ÏÐËÏÖá
ÚÂÔÕË, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

q
qx

w�x;R� � 1

2k
DRS�x;R� � 1

k

�
HR w�x;R���HR S�x;R��� 0 ;

�60�
q
qx

S�x;R� ÿ 1

2k
DRw�x;R� ÿ 1

2k

�
HR w�x;R��2�

� 1

2k

�
HR S�x;R��2 � k

2
e�x;R� : �61�

¦ÔÎË ×ÖÐÍÙËâ e�x;R� ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÂ, ÕÑ ÆÎâ ÓÇÛÇ-
ÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (60) Ë (61) ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ËÕÇÓÂÙËÑÐÐÞÇ
ÓâÆÞ ÒÑ ÒÑÎá e�x;R�. ±ÓË àÕÑÏ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏÖ
ÒÇÓÄÑÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ®±£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÅÂÖÔÔÑÄÞ
ÒÑÎâ w�x;R�, S�x;R�, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË
ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ËÕÇÓÂÙËÑÐÐÞØ ÓâÆÑÄ. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÄÕÑÓÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ÆËÔÒÇÓÔËË ÄÔÇØ ÄÇÎËÚËÐ)
àÕËØ ÒÑÎÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (60) Ë (61), Õ.Ç. ËÊ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

q
qx

w0�x;R� � ÿ
1

2k
DRS0�x;R� ;

�62�
q
qx

S0�x;R� � 1

2k
DR w0�x;R� �

k

2
e�x;R� ;

Â ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÅÑ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (60) Ë (61). ´ÂÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÄÒÇÓÄÞÇ Ë
ÃÞÎÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ ¡.®. °ÃÖØÑÄÂ [1].

­ËÐÇÌÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (62) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÂ
Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ ÒÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÇ. £ÄÑÆâ ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÞ ÄÔÇØ ÒÑÎÇÌ, Â ÕÂÍÉÇ ×ÖÓßÇ-
ÑÃÓÂÊ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R� ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ

w0�x;R� �
�
w 0
q �x� exp �iqR� dq ;

S0�x;R� �
�
S 0
q �x� exp �iqR� dq ;

e�x;R� �
�
eq�x� exp �iqR� dq ;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (62) Ä ÄËÆÇ

w 0
q �x� �

k

2

� x

0

eq�x� sin q 2

2k
�xÿ x� dx ;

�63�
S 0
q �x� �

k

2

� x

0

eq�x� cos q
2

2k
�xÿ x� dx :

±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô
ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÒÑ x ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ e�x;R�,

ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÑÎâ eq�x�:


eq1�x1�eq2�x2�
� � 2pd�x1 ÿ x2�d�q1 � q2�Fe�0; q1� : �64�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË ÒÑÎÇ e�x;R� ÑÕÎËÚÐÑ ÑÕ ÐÖÎâ
ÕÑÎßÍÑ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÎÑÇ �0;Dx�, Â ÒÓË x > Dx ÒÑÎÇ
e�x;R� � 0, ÕÑ ÄÏÇÔÕÑ ×ÑÓÏÖÎÞ (64) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

eq1�x1�eq2�x2�

�� 2pd�x1 ÿ x2�y�Dxÿ x�d�q1� q2�Fe�0; q1� :

¦ÔÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÑÎâ e�x;R�, ÄÞÊÞÄÂÇ-
ÏÞÇ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞÏË ÒÖÎßÔÂÙËâÏË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ä ÂÕ-
ÏÑÔ×ÇÓÇ ©ÇÏÎË, ÕÑ Ä ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÚËÔÇÎ ÕÓÇØÏÇÓÐÂâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Fe�q� � AC 2
e q
ÿ11=3 �qmin 5 q5 qmax� ; �65�

ÅÆÇ A � 0;033 ì ÚËÔÎÇÐÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ, C 2
e ì ÔÕÓÖÍÕÖÓ-

ÐÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐË-
ÙÂÇÏÑÔÕË, ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÄÐÇÛÐËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ. £
ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÄËÆÂ
(65), ÓÂÔØÑÆâÕÔâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ×ÇÐÑÏÇÐÑ-
ÎÑÅËÚÇÔÍÂâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÄËÆÂ

Fe�q� � Fe�q� � AC 2
e q
ÿ11=3 exp

�
ÿ q2

K 2
m

�
; �66�

ÅÆÇ Km ì ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÏËÍÓÑÏÂÔÛ-
ÕÂÃÖ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË.

³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÎâ ÔÓÇÆÞ, ÊÂÐËÏÂáÜÇÌ
ÍÑÐÇÚÐÖá ÚÂÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Dx, ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÇÌ ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, Õ.Ç. ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ

s 2
0 �x� �



w 2
0 �x;R�

�
;

ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (63) Ë (64), ËÏÇÇÏ

s 2
0 �x� �

��
dq1 dq2



w 0
q1
�x�w 0

q2
�x�� exp�i�q1 � q2�R

	 �
� p2k 2Dx

2

�1
0

qFe�q��

�
�
1ÿ k

q 2Dx

�
sin

q 2x

k
ÿ sin

q 2�xÿ Dx�
k

��
dq : �67�

¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ,
ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (24). µÔÓÇÆÐââ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ e�x;R� ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ
ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÑÎÐÞ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ


I�x;R�� � 1 ;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

I�x;R�� � 
exp�2w0�x;R�	� �

� exp
�
2


w0�x;R�

�� 2s 2
0 �x�

	 � 1 :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ®±£

w0�x;R�

� � ÿs 2
0 �x� ;
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Ë ÖÔÎÑÄËâÏË ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ®±£
âÄÎâÇÕÔâ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÖÔÎÑÄËÇ

s 2
0 �x�5 1 :

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÆËÔÒÇÓÔËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑ-
ÓÂâ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÐÆÇÍÔÑÏ ÏÇÓÙÂÐËâ, ÕÑ ÆÎâ ÐÇÇ Ä ÒÇÓÄÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ®±£ ËÏÇÇÏ

b 2
0 �x� �



I 2�x;R��ÿ 1 � 
exp�4w0�x;R�	�ÿ 1 � 4s 2

0 �x� :

CÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ ÒÑÎâ w�x;R� Ä àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

P�x; w� �
���������������

2

pb0�x�

s
exp

�
ÿ 2

b0�x�
�
w� 1

4
b0�x�

�2�
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ âÄ-
ÎâÇÕÔâ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ,
Ë ÇÅÑ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâ-
ÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

P�x; I� � 1

I
����������������
2pb0�x�

p �

� exp

�
ÿ 1

2b0�x�
ln2
�
I exp

�
1

2
b0�x�

���
; �68�

Ë ÒÓË àÕÑÏ ÏÑÏÇÐÕÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ


I n�x;R�� � 
exp�2nw�x;R�	� � exp
�
2n�nÿ 1�s 2

0 �x�
	
:

±ÓË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ ÑÃÞÚÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂáÕÔâ ÆÄÂ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÔÎÖÚÂâ.

±ÇÓÄÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËáDx5 x
Ë ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ×ÂÊÑÄÞÏ àÍÓÂÐÑÏ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÄÑÎÐÂ ÒÑÔÎÇ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ ÕÑÐÍÑÅÑ ÔÎÑâ ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÌ
ÔÓÇÆÞ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÆÂÎÇÇ Ä ÒÖÔÕÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. £
ÕÑÐÍÑÏ ÔÎÑÇ ÔÓÇÆÞ ËÏÇáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ×ÂÊÑÄÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏË-
ÓÖáÕÔâ Ä ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË Ä ÔËÎÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (60), (61).

£ÕÑÓÑÌ ÔÎÖÚÂÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, Õ.Ç.
ÖÔÎÑÄËá Dx � x.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ àÕË ÔÎÖÚÂË ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÆÎâ ÔÎÂÃÞØ ×ÎÖÍ-
ÕÖÂÙËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ.

³ÎÖÚÂÌÐÞÌ ×ÂÊÑÄÞÌ àÍÓÂÐ �Dx5 x�. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÆËÔÒÇÓÔËâ ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ,
ÄÞÕÇÍÂáÜËÏ ËÊ (67),

s 2
0 �x� �

p2k 2Dx
2

�1
0

qFe�q�
�
1ÿ cos

q 2x

k

�
dq : �69�

¦ÔÎË ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÑÎâ e�x;R� ÄÞÊÄÂÐÞ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕ-
ÐÞÏË ÒÖÎßÔÂÙËâÏË ÔÓÇÆÞ, ÕÑ ×ÖÐÍÙËâ Fe�q� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
×ÑÓÏÖÎÑÌ (65), Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ (69) ÎÇÅÍÑ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ. £
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

s 2
0 �x� � 0;144C 2

e k
7=6x 5=6Dx ; �70�

Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÐÆÇÍÔ ÏÇÓÙÂÐËâ

b 2
0 �x� � 0;563C 2

e k
7=6x 5=6Dx : �71�

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ×ÂÊÑÄÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ, ÕÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐ-
ÐÞÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÄÇÎËÚËÐÂ, ÑÒËÔÞ-

ÄÂáÜÂâ ÖÅÑÎ ÒÓËØÑÆÂ ÄÑÎÐÞ Ä ÕÑÚÍÖ �x;R�,

a�x;R� � 1

k
HRS�x;R� :

¥Îâ ÇÇ ÆËÔÒÇÓÔËË ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÄÞÄÑÆÖ ×ÑÓÏÖÎÞ (69)
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ×ÑÓÏÖÎÖ



a 2�x;R�� � p2Dx

2

�1
0

qFe�q�
�
1� cos

q 2x

k

�
dq :

³ÎÖÚÂÌ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÔÓÇÆÞ �Dx � x�. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÆËÔÒÇÓÔËâ ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

s 2
0 �x� �

p2k 2x

2

�1
0

qFe�q�
�
1ÿ k

q 2x
sin

q 2x

k

�
dq ;

Â ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ s 2
0 �x� Ë b 2

0 �x� ÆÎâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞØ ÒÖÎßÔÂÙËÌ
ÔÓÇÆÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË

s 2
0 �x� � 0;077C 2

e k
7=6x 11=6 ; �72�

b 2
0 �x� � 0;307C 2

e k
7=6x 11=6 :

¥ËÔÒÇÓÔËâ ÖÅÎÂ ÒÓËØÑÆÂ ÄÑÎÐÞ Ä ÕÑÚÍÖ �x;R� Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ



a 2�x;R�� � p2x

2

�1
0

qFe�q�
�
1� k

q 2x
sin

q 2x

k

�
dq :

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÏÑÉÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß Ë ÆËÔÒÇÓ-
ÔËá ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ. ±ÓË àÕÑÏ ÒÓËØÑÆËÕÔâ
ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ Fe�q� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
×ÑÓÏÖÎÑÌ (66). ¥Îâ ÆËÔÒÇÓÔËË s 2

q �x� � h�HRw�x;R��2i Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÊÂÐËÏÂáÜÇÌ ÄÔÇ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÑ, ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ D�x� � K 2

mx=k4 1, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [8])

s 2
q �x� �

k 2p2x
2

�1
0

q 3Fe�q�
�
1ÿ k

q 2x
sin

q 2x

k

�
dq �

� 1;476

L 2
f �x�

D 1=6�x�b0�x� ; �73�

ÅÆÇ ÄÄÇÆÇÐ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÔÓÇÆÞ ÏÂÔÛÕÂÃ ÆÎËÐÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x � const ì ÓÂÊÏÇÓ
ÒÇÓÄÑÌ ÊÑÐÞ ¶ÓÇÐÇÎâ Lf�x� �

��������
x=k

p
; ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ

ÓÂÊÏÇÓ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÄÇÕ ë ÕÇÐß ÒÓË ÆË×ÓÂÍÙËË
ÐÂ ÍÓÂá ÐÇÒÓÑÊÓÂÚÐÑÅÑ àÍÓÂÐÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [8]).

µÔÎÑÄËÇÏ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕË ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ
®±£ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ

s 2
0 �x�5 1 :

°ÃÎÂÔÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ
àÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ, ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá ÔÎÂÃÞØ ×ÎÖÍÕÖÂ-
ÙËÌ. £ ÑÃÎÂÔÕË, ÅÆÇ s 2

0 �x�5 1 (ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÃ-
ÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ), ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÊÖÚÂÕß ÒÑÎ-
ÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (60), (61).

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÖÅÎÂ ÒÓËØÑÆÂ ÄÑÎÐÞ Ä ÕÑÚÍÖ
ÐÂÃÎáÆÇÐËâ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË ÄÇÎËÚËÐÞ

a�x;R� � 1

k
HRS�x;R� ;

ÕÑ ÑÐË ØÑÓÑÛÑ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÒÇÓÄÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ
®±£ ÆÂÉÇ ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ s 2

0 �x�.
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°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R� ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (20) ÒÓÂÍ-
ÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ÐÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÞÇ
×ÎÖÍÕÖÂÙËË, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ
ÒÑÎâ u�x;R�, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ Ë Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ. ¡ÐÂÎËÊ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑÄÇÆÇÐ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ.

4. ¬ÑÐÕËÐÖÂÎßÐÂâ ÊÂÒËÔß ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔ-
ÕËÍ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÓÇÆÇ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑ-
ÔÕâÏË, ÑÔÐÑÄÂÐÐÑÇ ÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÌ
ÊÂÒËÔË ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË (29), (31).

4.1. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÏÑÏÇÐÕ ÒÑÎâ u�x;R�

Mnn�x;R1; . . . ;R2n� �
�Yn

k� 1

u�x;R2kÿ1�u ��x;R2k�
�
: �74�

£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÎâ e�x;R� ×ÖÐÍÙËâ Mnn�x;R1; . . . ;R2n� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
ÖÓÂÄÐÇÐËá (45) ÒÓË n � m, ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂá-
ÜÇÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Rk ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ�

q
qx
ÿ i

2k

X2n
l� 1

�ÿ1�l�1DRl

�
Mnn�x;R1; . . . ;R2n� �

� k 2

8

X2n
l; j� 1

�ÿ1�l�jD�Rl ÿ Rj�Mnn�x;R1; . . . ;R2n� ;

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ D�R� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

D�R� � A�0� ÿ A�R� � 2p
�
Fe�0; q�

�
1ÿ cos �qR�� dq ;

Â Fe�0; q� ì ÕÓÇØÏÇÓÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ ÒÑÎâ e�x;R� ÑÕ ÆÄÖÏÇÓ-
ÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ q.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÊÂÒËÔß ÒÑÎâ u�x;R� Ä ÄËÆÇ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (31), ÖÔÓÇÆÐââ ÒÑ ÒÑÎá e�x;R�, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâMnn�x;R1; . . . ;R2n� Ä ÄËÆÇ

Mnn�x;R1; . . . ;R2n� �
�

. . .

�
Dv1�x� . . .Dv2n�x��

� exp

(
ik

2x

X2n
j� 1

�ÿ1� j�1
� x

0

v 2j �x� dxÿ
k 2

8

X2n
j; l� 1

�ÿ1� j�l�1�

�
� x

0

D

�
Rj ÿ Rl �

� x

x

�
vj�x 0� ÿ vl�x 0�

�
dx 0
�
dx

)
: �75�

¶ÑÓÏÖÎÖ (75) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÌ ×ÑÓÏÇ

Mnn�x;R1; . . . ;R2n� �
Y2n
l� 1

exp

�
i

2k
�ÿ1�l�1

� x

0

d 2

dv 2�x� dx
�
�

� exp

(
ÿ k 2

8

X2n
j; l� 1

�ÿ1� j�l�1�

�
� x

0

D

�
Rj ÿ Rl �

� x

x 0

�
vj�x� ÿ vl�x�

�
dx
�
dx 0
)

v�0
: �76�

¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÔÑÄÏÇÔÕËÕß ÕÑÚÍËR2kÿ1 ËR2k, ÕÑ ×ÖÐÍÙËâ
Mnn�x;R1; : : : ;R2n� ÒÇÓÇÌÆÇÕ Ä ×ÖÐÍÙËá�Yn

k� 1

I�x;R2kÿ1�
�
;

ÑÒËÔÞÄÂáÜÖá ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ. ¦ÔÎË ÉÇ ÕÇÒÇÓß ÒÑÎÑÉËÕß ÄÔÇ Rl � R, ÕÑ
×ÖÐÍÙËâ

Mnn�x;R; . . . ;R� � G2n�x;R� �


I n�x;R��

ÃÖÆÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß n-Ì ÏÑÏÇÐÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ.

±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÑÃÔÖÉÆÂÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËÌ
G2n�x;R� ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ,
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÖá ÊÂÆÂÚÖ Ñ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâØ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÊÂ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ×ÂÊÑÄÞÏ àÍÓÂÐÑÏ.

4.1.1. ³ÎÖÚÂÌÐÞÌ ×ÂÊÑÄÞÌ àÍÓÂÐ. ±ÖÔÕß ËÏÇÇÕÔâ ÔÎÑÌ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÕÑÎÜËÐÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ
ÏÂÎÂ, ÚÕÑ ÄÑÎÐÂ ÒÓË ÒÓÑØÑÉÆÇÐËË ÚÇÓÇÊ àÕÑÕ ÔÎÑÌ
ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÐÂÃÇÅ ×ÂÊÞ

S�R� � k

2

� Dx

0

e�x;R� dx �77�

Ë ÐÇ ÏÇÐâÇÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ. ¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÚÕÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ e�x;R�ì ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÇ ÒÑ x ÒÑÎÇ. ±ÑÔÎÇ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ
ÄÑÎÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, Ë ÇÇ ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÎÖÚÂ-
ÇÕÔâ ËÊ (20) ÒÓË e�x;R� � 0. ²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË

u�x;R� � exp

�
i
x

2k
DR

�
exp

�
iS�R�	 �

� k

2pix

�
exp

�
ik

2x
v 2 � iS�R� v�

�
dv ; �78�

ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÞÏ ÂÐÂÎÑÅÑÏ ×ÑÓÏÖÎ
(29), (31).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ×ÖÐÍÙËá Mnn�x;R1; . . . ;R2n�. ±ÑÆÔÕÂÄ-
Îââ (78) Ä (74) Ë ÖÔÓÇÆÐââ, ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ×ÑÓÏÖÎÖ

Mnn�x;R1; . . . ;R2n� �
�

k

2px

�2n �
. . .

�
dv1 . . . dv2n�

� exp

�
ik

2x

X2n
j� 1

�ÿ1� j�1v 2j ÿ

ÿ k 2Dx
8

X2n
j; l� 1

�ÿ1� j�l�1D�Rj ÿ Rl � vj ÿ vl�
�
: �79�

¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎÑÅÑÏ (75).
±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÔÎÖÚÂÌ n � 2

ÒÓË ÒÑÒÂÓÐÑ ÔÑÄÏÇÜÇÐÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ

R1 � R2 � R 0 ; R3 � R4 � R 00 ; R 0 ÿ R 00 � q :

´ÑÅÆÂ ×ÖÐÍÙËâ

G4�x;R 0;R 0;R 00;R 00� � 
I�x;R 0�I�x;R 00��
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ì ÍÑÄÂÓËÂÙËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕÇÌ I�x;R� � ju�x;R�j2. ¦ÔÎË Ä
(79) (ÒÓË n � 2) ÄÄÇÔÕË ÐÑÄÞÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂ-
ÐËâ

v1 ÿ v2 � R1 ; v1 ÿ v4 � R2 ; v1 ÿ v3 � R3 ;

1

2
�v1 � v2� � R ;

ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÄÞÒÑÎÐËÕß ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ R Ë R3 Ë
ÒÑÎÖÚËÕß Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÖá ×ÑÓÏÖÎÖ


I�x;R 0�I�x;R 00� �
�
�

k

2px

�2 ��
dR1 dR2 exp

�
ik

x
R1�R2 ÿ q�ÿ

ÿ k 2Dx
4

F �R1;R2�
�
; �80�

ÅÆÇ q � R 0 ÿ R 00 Ë ×ÖÐÍÙËâ F �R1;R2� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

F �R1;R2� � 2D�R1� � 2D�R2� ÿD�R1 � R2� ÿD�R1 ÿ R2� ;
D�R� � A�0� ÿ A�R� :

ªÐÕÇÅÓÂÎ (80) ËÏÇÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÒÓË x!1:



I�x;R 0�I�x;R 00�� � 1� exp

�
ÿ k 2Dx

2
D�q�

�
�

� pk 2Dx
�
Fe�q�

�
1ÿ cos

q 2x

k

�
�

� exp

�
iqqÿ k 2Dx

2
D

�
qx

k

��
dq�

� pk 2Dx
�
Fe�q�

�
1ÿ cos

�
qqÿ q 2x

k

��
�

� exp

�
ÿ k 2Dx

2
D

�
qÿ qx

k

��
dq� . . . �81�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÇÒÇÓß Ä ÊÂÆÂÚÇ, ÒÑÏËÏÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕ-
ÄÇÐÐÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ rcog, ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÄÕÑÓÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ

r0 � x

krcog
: �82�

¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (81) ÒÑÎÑÉËÕß q � 0, ÕÑ ÆÎâ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÍÄÂÆÓÂÕÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

b 2�x� � 
I 2�x;R��ÿ 1 �

� 1� pDx
�
q 4Fe�q� exp

�
ÿ k 2Dx

2
D

�
qx

k

��
dq� . . . �83�

¦ÔÎË ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÑÎâ e�x;R� Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÔÎÑÇ
ÄÞÊÞÄÂáÕÔâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕßá, ÕÂÍ ÚÕÑ Fe�q� ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (65), ÕÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (83) ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ

b 2�x� � 1� 0;429bÿ4=50 �x� ; �84�

ÅÆÇ b 2
0 �x� ì ÆËÔÒÇÓÔËâ, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÂâ ÒÑ ÒÇÓÄÑÏÖ ÒÓË-

ÃÎËÉÇÐËá ÏÇÕÑÆÂ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ×ÂÊÑÄÑÅÑ àÍÓÂÐÂ (71).

ªÊÎÑÉÇÐÐÞÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ ÎÇÅÍÑ ÑÃÑÃÜÂáÕÔâ ÐÂ
ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÎâ u�x;R� Ë, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÂ ×ÖÐÍÙËË G2n�x;R� �



I n�x;R��. ¶ÑÓÏÖÎÂ

(79) Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ



I n�x;R�� � � k

2px

�2n �
. . .

�
dv1 . . . dv2n�

� exp

�
ik

2x

X2n
j� 1

�ÿ1� j�1v 2j ÿ F �v1; . . . ; v2n�
�
;

ÅÆÇ

F �v1; . . . ; v2n� � k 2Dx
8

X2n
j; l� 1

�ÿ1� j�l�1D�vj ÿ vl� ;

ÑÕÍÖÆÂ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ

I n�x;R�� ÒÓË x!1


I n�x;R�� � n!

�
1� n�nÿ 1� b

2�x� ÿ 1

4
� . . .

�
; �85�

Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÇÎËÚËÐÂ b 2�x� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (84).
°ÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ ÏÞ ÒÓÑÄÇÆÇÏ ÐÇ-
ÔÍÑÎßÍÑ ÒÑÊÆÐÇÇ, ÒÑÔÎÇ ÕÑÅÑ ÍÂÍ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ä ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÑÎÖÚÂáÜËÇÔâ Ä ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ.

4.1.2. ³ÎÖÚÂÌ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÕÇÒÇÓß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÄÞÔÛËØ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ Mnn�x;R1; . . . ;R2n�, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ Ä
ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ¶ÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (75), (76). °Õ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ×ÑÓÏÖÎ ÆÎâ ×ÂÊÑÄÑÅÑ àÍÓÂÐÂ ÑÐË ÑÕÎË-
ÚÂáÕÔâ ÎËÛß ÊÂÏÇÐÑÌ ÑÃÞÚÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÐÂ
ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÇ.

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÆËÔÒÇÓÔËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË

b 2�x� � 
I 2�x;R��ÿ 1

ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ÒÓË x!1,
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÖá (83):

b 2�x� � 1� p
� x

0

dx 0�xÿ x 0�
�
dq q 4Fe�q��

� exp

(
ÿ k 2x 0

2
D

�
q

k
�xÿ x 0�

�
ÿ

ÿ k 2

2

� x

x 0
D

�
q

k
�xÿ x 00�

�
dx 00

)
� . . . �86�

¦ÔÎË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÔÎÖÚÂÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÕÑ ËÊ
(86) ÒÑÎÖÚÂÇÏ

b 2�x� � 1� 0;861
ÿ
b 2
0 �x�

�ÿ2=5
; �87�

ÅÆÇ b 2
0 �x� ì ÆËÔÒÇÓÔËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ,

ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÂâ ÒÑ ÒÇÓÄÑÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ÏÇÕÑÆÂ ÒÎÂÄÐÞØ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËË (72).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÄÞÔÛËÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË

I n�x;R�� � G2n�x; 0�. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÔÎÖÚÂá ×ÂÊÑÄÑÅÑ
àÍÓÂÐÂ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÚÕÑ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÆÎâ ÆËÔÒÇÓÔËË
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ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ



I n�x;R�� � n!

�
1� n�nÿ 1� b

2�x� ÿ 1

4
� . . .

�
; �88�

ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÇ Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (85) ÆÎâ ×ÂÊÑÄÑÅÑ àÍÓÂÐÂ;
ÒÓË àÕÑÏ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, b 2�x� Ä ÍÂÉÆÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË.

¶ÑÓÏÖÎÂ (88) ÆÂÇÕ ÒÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÚÎÇÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔ-
ÍÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË



I n�x;R�� ÒÓË b 2

0 �x� ! 1. ´ÂÍ
ÍÂÍ b 2�x� ! 1 ÒÓË b 2

0 �x� ! 1, ÕÑ ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (88)
ÏÂÎÑ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÇÓÄÞÏ ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ
b 2
0 �x�. ­ËÛß Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ

n�nÿ 1� b
2�x� ÿ 1

4
5 1 ; �89�

ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (88) ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÏ b 2

0 �x� ÄÔÇÅÆÂ ÐÂÌÆÖÕÔâ ÕÂÍËÇ ÐÑÏÇÓÂ n, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÖÔÎÑÄËÇ (89) ÃÖÆÇÕ ÐÂÓÖÛÂÕßÔâ. ±ÑàÕÑÏÖ ×ÑÓÏÖÎÂ (88)
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÎËÛß ÆÎâ ÐÇ ÔÎËÛÍÑÏ ÃÑÎßÛËØ n. ³ÎÇÆÖÇÕ
ÕÂÍÉÇ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ Ë ÄÞØÑÆ ÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ (88) ÒÓË
b 2
0 �x� ! 1 ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÇÆÎÇÐÐÞÏ.
¶ÑÓÏÖÎÂ (88) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ

ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ô ÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏË ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâÏË. ¹ÕÑÃÞ
ËÊÃÇÉÂÕß ËØ, ÏÑÉÐÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÑÄÂÕß àÕÖ ×ÑÓÏÖÎÖ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [22])



I n�x;R�� � n! exp

�
n�nÿ 1� b

2�x� ÿ 1

4

�
; �90�

ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÄËÆÂ

P�x; I� � 1�������������������������
p
ÿ
b�x� ÿ 1

�q �

�
�1
0

exp

�
ÿzIÿ

�
ln zÿ ÿb�x� ÿ 1

�
=4
�2

b�x� ÿ 1

�
dz : �91�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ (91) ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑ Ä ÖÊÍÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË I � 0
(ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕß ÕÇÏ �yÉÇ, ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ b 2

0 �x��. ¿ÕÑ
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (91) ÔÎÇÆÖáÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ
ÃÑÎßÛËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÄÇÎËÚËÐÞ 1=I�x;R�.
°ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ b 2

0 �x� (ÔÍÑÎß ÄÇÎËÍÑ ÑÐÑ
ÐÇ ÃÞÎÑ ÃÞ) ÄÇÎËÚËÐÞ



1=I n�x;R�� ÍÑÐÇÚÐÞ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂ-

ÕÇÎßÐÑ, ÆÑÎÉÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ P�x; 0� � 0.
³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÕÂÍÑÌ ÖÊÍÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË I � 0,
ÍÑÐÇÚÐÑ, ÐÇ ÔÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÒÑÄÇÆÇÐËË ÏÑÏÇÐÕÑÄ (90) ÆÎâ
ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b 2

0 �x�.
¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (90), (91) ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÒÇÓÇ-

ØÑÆ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË,
ÅÆÇ b�x� ! 1 ÒÓË b 2

0 �x� ! 1. £ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ËÏÇÇÏ


I n�x;R�� � n! ; P�x; I � � exp �ÿI � : �92�
¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (92)

ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÇ ÒÑÎÇ u�x;R� âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑ-
ÄÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ±ÓË àÕÑÏ

u�x;R� � A�x;R� exp fiS�x;R�	 � u1�x;R� � iu2�x;R� ;
ÅÆÇ u1�x;R� Ë u2�x;R�ì ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ Ë ÏÐËÏÂâ ÚÂÔÕË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ´ÑÅÆÂ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ

I�x;R� � A2�x;R� � u 2
1 �x;R� � u 2

2 �x;R� :

¤ÂÖÔÔÑÄÑÔÕß ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�x;R� ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÑÎâ u1�x;R� Ë u2�x;R� ì ÕÂÍÉÇ ÅÂÖÔÔÑÄÞ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÒÑÎâ Ô ÆËÔÒÇÓÔËâÏË


u 2
1 �x;R�

� � 
u 2
2 �x;R�

� � 1

2
:

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ Ë ËØ ÅÓÂÆËÇÐÕÞ

p1�x;R� � HRu1�x;R� ; p2�x;R� � HRu2�x;R�

ÕÂÍÉÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ ÑÕ ÒÑÎÇÌ u1�x;R�,
u2�x;R� Ë âÄÎâáÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏË Ë ËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÞÏË ÒÑÎâÏË Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË R Ô ÆËÔÒÇÓÔËâÏË

s 2
p �x� �



p 2
1 �x;R�

� � 
p 2
2 �x;R�

�
: �93�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÑÄÏÇÔÕÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÒÑÎÇÌ u1�x;R�, u2�x;R� Ë ËØ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÄ p1�x;R�, p2�x;R�
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

P�x; u1; u2; p1; p2� �
1

p3s 4
p �x�

exp

�
ÿu 2

1 ÿ u 2
2 ÿ

p 2
1 � p 2

2

s 2
p �x�

�
:

�94�
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÔÑÄÏÇÔÕÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕ-

ÐÑÔÕÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ I�x;R� Ë ÅÓÂ-
ÆËÇÐÕÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ

KK�x;R� � HRA�x;R� � u1�x;R� p1�x;R� � u2�x;R� p2�x;R�����������������������������������������
u 2
1 �x;R� � u 2

2 �x;R�
q :

¥Îâ ÐÇÇ ËÏÇÇÏ

P�x; I; KK� � 
dÿI�x;R� ÿ I
�
d
ÿ
KK�x;R� ÿ KK

��
ui; pi
�

� 1

p3s 4
p �x�

�1
ÿ1

du1

�1
ÿ1

du2

�
dp1

�
dp2 exp

�
ÿu 2

1 ÿ u 2
2ÿ

ÿ p 2
1 � p 2

2

s 2
p �x�

�
d
ÿ
u 2
1 � u 2

2 ÿ I
�
d
�
u1p1 � u2p2����������������

u 2
1 � u 2

2

q ÿ KK
�
�

� 1

2ps 2
p �x�

exp

�
ÿIÿ KK 2

2s 2
p �x�

�
:

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÔÕÂ-
ÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
Ë âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ


KK 2�x;R�� � 2s 2
p �x� : �95�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÕÂÍÉÇ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔËÏ ÑÕ ÄÕÑÓÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ.

¶ÖÐÍÙËâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÆË×-
ÓÂÍÙËÑÐÐÞØ âÄÎÇÐËÌ Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (53)

G2�x;Rÿ R 0� � 
u�x;R�u ��x;R 0�� �
� 
u1�x;R�u �1 �x;R 0��� 
u2�x;R�u �2 �x;R 0�� �
� exp

�
ÿ 1

4
k 2xD

�
Rÿ R 0

��
; �96�
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ÅÆÇ D�R� � A�0� ÿ A�R�. ª, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÇÎËÚËÐÂ
s 2
p �x� ËÊ (93) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

s 2
p �x� �

k 2x

8
DRD�R�

����
R� 0

� ÿ k 2x

8
DRA�R�

����
R� 0

;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÆÎâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÎâ e�x;R�
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (73)

s 2
p �x� �

1;476

L2
f �x�

D 1=6�x�b0�x� : �97�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÑÎâ u�x;R� Ä ÄËÆÇ
ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß
ÕÂÍÉÇ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÒÓÇÆÇÎÂØ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ
ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R� ÆÎâ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ. ±ÓË àÕÑÏ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÖÔÎÑÄËâ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎË-
ÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R� ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ
ÄÇÎËÚËÐÞ



I n�x;R�� ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÖÔÎÑÄËâÏË ÒÓËÏÇÐË-

ÏÑÔÕË ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ



I 2�x;R��. ªÐÂÚÇ ÅÑÄÑÓâ, ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-

ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R� ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕ
ÄËÆÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ.

¥Îâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞØ ÒÖÎßÔÂÙËÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÔÎÂÃÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R� ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇ-
ÐËË ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ

l5
������
lx
p

5 x ;

ÅÆÇ l � 2p=kì ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ.
£ ÑÃÎÂÔÕË ÉÇ ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÒÓËÏÇ-

ÐËÏÑÔÕË ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ e�x;R� âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ

l5 rcog 5 r0 5 x ;

ÅÆÇ rcog Ë r0 ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (54) Ë (82). £ÔÇ àÕË
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ËÏÇáÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ. ±ÑÍÂ Ä
ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐÞ Ä ÔÓÇÆÇ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâÏË ÐÂËÏÇÐßÛËÏ ËÊ ÄÔÇØ ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ
ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË e�x;R� (ÇÅÑ ÓÑÎß
ÆÎâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞØ ÒÖÎßÔÂÙËÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÞ ËÅÓÂÇÕ ÓÂÊ-
ÏÇÓ ÒÇÓÄÑÌ ÊÑÐÞ¶ÓÇÐÇÎâ), ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎË-
ÓÑÄÂÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ. ±ÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐÞ Ä
ÑÃÎÂÔÕß ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÆÑÎßÐÞÌ
ÏÂÔÛÕÂÃ � rcog

������
kx
p

, ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ,
ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
b 2
0 �x� ÑÐ ÏÑÉÇÕ ÔÕÂÕß ÏÇÐßÛÇ ÓÂÆËÖÔÂ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ

e�x;R�. ±ÓË ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËË ÕÂÍÑÌ ÔËÕÖÂÙËË ÖÉÇ ÐÇÎßÊâ
ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ.

±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß Ë ÍÂÍ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÔÐËÊÖ Ë ÔÄÇÓØÖ ÐÂ ÄÇÎËÚËÐÖ
ÏÂÔÛÕÂÃÂ ×ÖÐÍÙËË ÍÑÓÓÇÎâÙËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. ±ÓË
àÕÑÏ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÑ ÎËÛß Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÎáÃÞÇ ÏÂÔÛÕÂÃÞ,
ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ Ä ÊÂÆÂÚÇ, ÑÔÕÂáÕÔâ ÏÂÎÞÏË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá
Ô ÆÎËÐÑÌ ÕÓÂÔÔÞ.

4.2. ¬ÂÖÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ
²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ u�x;R�, ÕÂÍËÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÂÍ ÔÓÇÆÐÇÇ ÒÑÎÇ Ë

×ÖÐÍÙËâ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ, ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÐÇ
ÑÕÓÂÉÂáÕ ÓÇÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÑÕ-
ÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ (ÔÏ. ÓËÔ. 1 ë 3).
¥Îâ ÂÐÂÎËÊÂ ÆÇÕÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ ÏÑÉÐÑ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÏÇÕÑÆÂÏË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÑÐâÕß, ÍÂÍ ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ
ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, Ë ÄÞâÔÐËÕß,
ÍÂÍËÏË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÑÐÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÄÒÇÓÄÞÇ ÕÇÑÓËâ ÄÞÃÓÑÔÑÄ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÃÞÎÂ ÒÓËÏÇÐÇÐÂ ÆÎâ
ÂÐÂÎËÊÂ ÊÂÆÂÚË Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [44] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [10]).

4.2.1. ¿ÎÇÏÇÐÕÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ. ¥Îâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÒÂÆÂáÜÇÌ
ÄÑÎÐÞ Ä ÔËÎÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÄÔÇ ÑÆÐÑ-
ÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ) ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ R. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÖÆÇÎßÐÞÇ (ÒÓËØÑÆâÜËÇÔâ ÐÂ
ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË) ÊÐÂÚÇÐËâ ÓâÆÂ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ,
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÎÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËØ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÖá
ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ±ÓË àÕÑÏ,
ÍÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ ÆÎËÐÞ
Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË x � const, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÔÓÇÆÞ, âÄÎâÇÕÔâ ÓÂÊÏÇÓ ÒÇÓÄÑÌ ÊÑÐÞ ¶ÓÇÐÇÎâ
Lf�x� �

��������
x=k

p
.

¬ ÕÂÍËÏ ÄÇÎËÚËÐÂÏ ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÇ.
� ¥ÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÂâ ÍÓËÄÂâ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ

ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ I ��x� ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ I�x;R�,
ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ÏÇÆËÂÐÑÌ ÇÅÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ P�x; I� Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÂÎÅÇÃÓÂË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

� I �
0 P�x; I 0� dI 0 � 1=2. ³ÄÑÌÔÕÄÑÏ ÏÇ-

ÆËÂÐÞ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÚÕÑ ÐÂ ÎáÃÑÏ ÑÕÓÇÊÍÇ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ �X1;X2� ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÔÇØ ÑÕÓÇÊÍÑÄ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ, ÅÆÇ I ��x� < I�x;R�, ÓÂÄÐÑ ÔÓÇÆÐÇÏÖ ÊÐÂÚÇ-
ÐËá ÄÔÇØ ÑÕÓÇÊÍÑÄ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ, ÅÆÇ I ��x� > I�x;R�, Õ.Ç.

hXiI ��x�<I�x;R� � hXiI ��x�>I�x;R� �
1

2
�X2 ÿ X1� :

� µÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ ÑÃÜÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË fRg, ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ ÎËÐËâÏË ÖÓÑÄÐâ, ÅÆÇ
I�x;R� > I,


s�x; I�� � �1
I

P�x; I 0� dI 0 :

©ÆÇÔß P�x; I � ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ I�x;R�.
� µÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ ÏÑÜÐÑÔÕß ÒÑÎâ, ÊÂÍÎáÚÇÐÐÂâ Ä

àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ,

e�x; I�� � �1

I

I 0P�x; I 0� dI 0 :

� µÆÇÎßÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎËÐÞ àÕËØ ÍÑÐÕÖÓÑÄ

l�x; I �� � Lf�x�


��p�x;R���dÿI�x;R� ÿ I
��
;

ÅÆÇ p�x;R� � HRI�x;R�ìÒÑÒÇÓÇÚÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ.
� °ÙÇÐÍÂ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÚËÔÎÂ ÓÂÊÐÑÔÕË ÚËÔÎÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ Ô

ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÌ ÑÓËÇÐÕÂÙËÇÌ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÐÑÓÏÂÎË, ÒÓË-
ØÑÆâÜËØÔâ ÐÂ ÒÇÓÄÖá ÊÑÐÖ ¶ÓÇÐÇÎâ,


n�x; I �� � 1

2p
L2
f �x�



K�x;R; I ���p�x;R���dÿI�x;R� ÿ I

��
;
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ÅÆÇ K�x;R; I �ì ÍÓËÄËÊÐÂ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ,

K�x;R; I � � 1

p 3�x;R�
�
ÿp 2

y �x;R�
q2I�x;R�

qz 2
ÿ

ÿ p 2
z �x;R�

q2I�x;R�
qy 2

� 2py�x;R� pz�x;R� q
2I�x;R�
qy qz

�
:

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÆËÐÂÏËÍÖ ÄÔÇØ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÆËÔÕÂÐÙËË x, ÒÓÑØÑÆËÏÑÌ ÄÑÎÐÑÌ (ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ b0�x��.

4.2.2. °ÃÎÂÔÕß ÔÎÂÃÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. °Ã-
ÎÂÔÕß ÔÎÂÃÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÑÅÓÂÐËÚË-
ÄÂÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�4 1, Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ËÏÇÇÕ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓ Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (68).

¥Îâ àÕÑÅÑ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË-ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË âÄÎâ-
ÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂáÜÂâ Ô ÆËÔÕÂÐÙËÇÌ ÍÓËÄÂâ

I ��x� � exp

�
ÿ 1

2
b0�x�

�
;

Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ


I�x�� � 1 Ë ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÍË

(ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ


I n�x;R��) ÑÔÖÜÇÔÕÄ-

ÎâÇÕÔâ ÊÂ ÔÚÇÕ ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔÔÂ I�x;R� ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÆÎâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓ-
ÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÕÂÍÉÇ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÏÂÉÑ-
ÓÂÐÕÐÞÇ ÑÙÇÐÍË. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá p � 1=2
ÆÎâ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

I�x� < 4 exp

�
ÿ 1

4
b0�x�

�

ÐÂ ÄÔÇÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ x 2 �0;1�. £ÔÇ àÕË ÑÃÔÕÑâ-
ÕÇÎßÔÕÄÂ ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÐÂ ÐÂÚÂÎÑ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ.

¬ÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÓÂÐÇÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÑ ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ b0�x�4 1. ±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ
ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� ÏÇÕÑÆ ÒÎÂÄÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ, Ë ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐËÏÂÕß
ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÏÒ-
ÎÇÍÔÐÑÌ ×ÂÊÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ¿ÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ,
ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÑÃÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ, ÑÚÇÐß ÕÓÖÆ-
ÐÂ ÆÎâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ. ±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÉÇ
ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�

ÿ
b 2
0 �x�5 10

�
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ

ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÞØÑÆâÕ ÐÂ ÓÇÉËÏ ÐÂÔÞ-
ÜÇÐËâ, Ë àÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË.

4.2.3. °ÃÎÂÔÕß ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. ªÊ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (91) ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÄÐÖÕÓË ÍÑÕÑ-
ÓÞØ I�x;R� > I, ÓÂÄÐÂ


s�x; I �� � 1�������������������������
p
ÿ
b�x� ÿ 1

�q �

�
�1
0

exp

�
ÿzIÿ

�
ln zÿ ÿb�x� ÿ 1

�
=4
�2

b�x� ÿ 1

�
dz

z
; �98�

Â ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ ÏÑÜÐÑÔÕß, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ Ä àÕËØ
ÑÃÎÂÔÕâØ, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ


e�x; I �� � 1�������������������������
p
ÿ
b�x� ÿ 1

�q �

�
�1
0

�
I� 1

z

�
exp

�
ÿzIÿ

�
ln zÿ ÿb�x� ÿ 1

�
=4
�2

b�x� ÿ 1

�
dz

z
:

�99�
°ÕÏÇÕËÏ ÑÚÇÐß ÏÇÆÎÇÐÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b�x�
ÑÕ b0�x�. ´ÂÍ, ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏÖ ÒÇÓÇØÑÆÖ b0�x� ! 1 ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b�x� � 1, Â ÄÇÎËÚËÐÇ
b0�x� � 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b�x� � 1;861.

¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (98), (99) ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÒÇÓÇ-
ØÑÆ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕËÿ
b�x� ! 1

�
. £ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ËÏÇÇÏ

P�I � � exp �ÿI � ; 

s�I �� � exp �ÿI � ; �100�


e�I �� � �I� 1� exp �ÿI � ;
Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÖÆÇÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÜÂÆË Ë
ÔÓÇÆÐÇÌ ÏÑÜÐÑÔÕË ÄÞÛÇ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ
ÑÕ I:

¥Îâ ÖÆÇÎßÐÑÌ ÔÓÇÆÐÇÌ ÆÎËÐÞ ÍÑÐÕÖÓÑÄ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ


l�x; I �� � Lf�x�

��p�x;R���dÿI�x;R� ÿ I

�� �
� 2Lf�x�

��
I
p 
��KK�x;R���d�I�x;R� ÿ I

�� �
� 2Lf�x�

��
I
p 
��q�x;R���� exp �ÿI � �

� Lf�x�
�������������������
2ps 2

q �x�I
q

exp �ÿI � ; �101�

ÅÆÇ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÖÓÑÄÐâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ, ÄÞÚË-
ÔÎÇÐÐÑÌ ÒÑ ÒÇÓÄÑÏÖ ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ÏÇÕÑÆÂ ÒÎÂÄÐÞØ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ®ÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ Ä (101) ÆÑÔÕË-
ÅÂÇÕÔâ ÒÓË I � 1=

���
2
p

.
¥Îâ ÑÙÇÐÍË ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÖÆÇÎßÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ Ä àÕÑÌ

ÑÃÎÂÔÕË ËÏÇÇÏ



n�x; I �� � L2

f �x�
2p



K�x;R; I ���p�x;R���dÿI�x;R� ÿ I

�� �
� ÿL2

f �x�
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DRA�x;R�d
ÿ
I�x;R� ÿ I

�� �
� 2L2

f �x�s 2
q �x�

p

�
Iÿ 1

2

�
exp �ÿI � : �102�

®ÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ Ä (102) ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ ÒÓË
I � 3=2, Â ÊÐÂÚÇÐËÇ ÖÓÑÄÐâ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÔÓÇÆÐÇÇ
ÖÆÇÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÑÅÓÂÐËÚËÄÂáÜËØ ÑÃÎÂÔÕß
I�x;R� > I0, ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÖÆÇÎßÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ
ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ I�x;R� < I0, Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÓÂÄÐÑ I0 � 1=2.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ (102) ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÂ Ä ÖÊÍÑÌ
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÊÐÂÚÇÐËâ I � 0. ¥Îâ I � 0 ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß

n�x; 0�� � 0.

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (101), (102), Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÔÓÇÆÐââ ÆÎËÐÂ ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ Ë
ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕ ÓÂÔÕË Ô ÓÑÔÕÑÏ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�, ØÑÕâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÇ ËÏË ÔÓÇÆÐËÇ ÒÎÑ-
ÜÂÆË Ë ÏÑÜÐÑÔÕË, ÊÂÍÎáÚÇÐÐÞÇ Ä ÐËØ, ÑÔÕÂáÕÔâ

6 µ¶¯, Õ. 174, å 2
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ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá
ÓÑÎß Ä àÕÑÏ ÓÇÉËÏÇ ËÅÓÂÇÕ ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËâ ÒÂÓÙËÂÎßÐÞØ
ÄÑÎÐ, ÒÓËØÑÆâÜËØ Ô ÓÂÊÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ.

¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ ÊÂÄË-
ÔËÕ ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË Ë
ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË ËÊÎÖÚÇÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÞÏË ÖÚÂÔÕÍÂÏË ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ¶ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ ÐÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕâØ ÃÑÎß-
ÛÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÒÑâÄÎÇÐËË ÄÞÔÑÍËØ ÒËÍÑÄ
ÐÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÓÇÎßÇ×Ç ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. £ ÓÇÉËÏÇ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÞØ ×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ �b0�x� � 1� ÑÍÑÎÑ ÒÑÎÑÄËÐÞ ÄÔÇÌ
ÏÑÜÐÑÔÕË ÄÑÎÐÞ ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÖÇÕÔâ Ä ÖÊÍËØ ÄÞÔÑÍËØ
ÒËÍÂØ. ±ÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x� ÐÂÚËÐÂÇÕ ÒÓÇÑÃ-
ÎÂÆÂÕß ÆÇ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÂ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÒÓËÄÑÆâÜÂâ Í ÓÂÔÒÎÞ-
ÄÂÐËá ÄÞÔÑÍËØ ÒËÍÑÄ Ë ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá ÔËÎßÐÑ ËÊÓÇÊÂÐ-
ÐÑÅÑ (ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËÑÐÐÑÅÑ) ÓÇÎßÇ×Â Ô ÃÑÎßÛËÏ ÚËÔÎÑÏ
ÄÇÓÛËÐ ÖÓÑÄÐâ I � 1, ÚÕÑ Ë ÐÂÃÎáÆÂÎÑÔß ÍÂÍ Ä ÎÂÃÑÓÂ-
ÕÑÓÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ (ÓËÔ. 1Ã), ÕÂÍ Ë ÒÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ
ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËË (ÓËÔ. 2Ã).

³ÓÇÆÐââ ÆÎËÐÂ ÖÓÑÄÐâ Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ,
ÍÓÑÏÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b0�x�, ÊÂÄËÔËÕ ÕÂÍÉÇ ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ D�x�, Õ.Ç. ÓÂÔÕÇÕ Ô ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ ÏËÍÓÑÏÂÔÛ-
ÕÂÃÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÃÑÎÇÇ
ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ÓÇÎßÇ× ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕÔâ ÏÇÎÍÂâ ÓâÃß,
ÄÑÊÐËÍÂáÜÂâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÂÏÂÎÞØ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÔÕâØ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÔÆÇÎÂÎË ÒÑÒÞÕÍÖ ÆÂÕß ÍÂÚÇÔÕÄÇÐ-
ÐÑÇ ÑÃÝâÔÐÇÐËÇ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
ÒÎÑÔÍÑÌ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÓË
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÇÇ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ë ÍÑÎËÚÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÑÙÇÐËÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ÄÑÊÐËÍÐÑ-
ÄÇÐËÇ ÕÂÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÆÂÚÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÏÐÑÅÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÂÐÂ-
ÎËÊÑÏ ÊÂÆÂÚË Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÕÑ ÆÎâ ÒÎÑÔ-
ÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÒÓË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÑÏ ì ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔÎÂÃÞØ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ b0�x�. ®Þ ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÎË ÆÄÂ ÍÓÂÌÐËØ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÔÎÖÚÂâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÔÎÂÃÞÏ Ë
ÐÂÔÞÜÇÐÐÞÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË. ³ÎÇÆÖÇÕ ÊÂ-
ÏÇÕËÕß, ÚÕÑ, ÔÍÑÓÇÇ ÄÔÇÅÑ, ÒÓÇÆÇÎÞ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÓÏÖÎ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÖÓÑÄÐâ ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË I. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ ÆÖÏÂÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÏÇÐßÛËØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ ÖÓÑÄÐâ àÕË ÒÓÇÆÇÎÞ ÓÂÔÛËÓâáÕÔâ.

¥Îâ ÂÐÂÎËÊÂ ÉÇ ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑÅÑ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ
ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÊÄËÕÑÌ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÕÓÇÃÖÇÕÔâ
ÊÐÂÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË Ë ÇÇ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÆËÔÕÂÐÙËË, ÒÓÑÌÆÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÌ. ´ÂÍÑÌ ÂÐÂÎËÊ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÎËÃÑ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÜËØ
ÄÞÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÎËÃÑ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑ-
ÄÂÐËâ.

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

®Þ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÕÇÑÓËË ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ, ÓÂÊÄË-
ÕÞÇ ÊÂ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ 50 ÎÇÕ, Ë ÄÞÆÇÎËÎË ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ÒÓÑÙÇÔÔ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ÄÑÎÐ Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÂÕÏÑÔ×ÇÓÇ. ¬ÑÐÇÚÐÑ, ÒÓË àÕÑÏ ÄÐÇ
ÓÂÏÑÍ ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÞ ÑÔÕÂÎÑÔß ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÄÑÒÓÑÔÑÄ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂÎË ÄÑÑÃÜÇ ËÎË ÕÑÎßÍÑ ÍÓÂÕÍÑ
ÖÒÑÏâÐÖÎË. ªÊ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÓÂÃÑÕÞ ÐÂÏ

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÐÞÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÑ ÐÂÛÇÏÖ ÏÐÇÐËá, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ÄÑÒÓÑÔÖ Ñ ÆÇÒÑÎâÓËÊÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ. ¬ÂÍ ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 2.1, ÆËÔÒÇÓÔËË ÄÇÎËÚËÐ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ àÕË
à××ÇÍÕÞ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÞ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
ÄÇÍÕÑÓÂµÏÑÄÂ ë±ÑÌÐÕËÐÅÂ). °ÆÐÂÍÑ ÒÓË àÕÑÏ ÄÐÇ ÓÂÏÑÍ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÑÔÕÂÎËÔß ÄÑÒÓÑÔÞ Ñ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕÇÌ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ
ÒÑÎÇÌ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ (3), (4), Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ªÊÖÚËÕß
àÕË ÄÑÒÓÑÔÞ ÏÑÉÐÑ, ÒÇÓÇØÑÆâ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3) Í ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÑÏÖ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÂÎßÐÇÌÛËÏ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË
ÒÑÎâ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÒÑ ÑÔË x.

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐâÎÂÔß ÒÓË ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ²¶¶ª (ÒÓÑÇÍÕÞ
04-05-64044, 02-05-64375) Ë ÃÞÎÂ ÊÂÄÇÓÛÇÐÂ Ä µÐËÄÇÓÔË-
ÕÇÕÇ Å. ±ÂÆÖâ ÒÓË ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ªÕÂÎßâÐÔÍÑÅÑ GNFM-IN-
dAM. ¡ÄÕÑÓ ÒÓËÊÐÂÕÇÎÇÐ ¥É.¡. ¡ÔÇÃÓÑÐÖ Ë ². ³ÒËÅÎÇÓÖ,
ÑÃÓÂÕËÄÛËÏ ÇÅÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÄÑÒÓÑÔÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô
ÆÇÒÑÎâÓËÊÂÙËÇÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ.
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The major stages of how mathematical statistical physics has been used, in the last éfty years, to describe random medium electro-
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