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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

°ÔÐÑÄÐÑÌ ÑÃÝÇÏ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË ÑÃ ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÇ ÏÞ
ÍÂÍ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎË ÒÑÎÖÚÂÇÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔËÔÕÇÏÞ ÊÓË-
ÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÑÔÒÓËâÕËâ. ³ÚËÕÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÐââ ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÝÇÍÕÑÏ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÑÒÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÅÎÂÊÂ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÇÜÇ
¤. ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÇÏ, Â ÚÕÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÔÑ ÊÓËÕÇÎßÐÑÌ ËÐ-
×ÑÓÏÂÙËÇÌ ÆÂÎÇÇ ì ÒÓÑÆÖÍÕ "ÐÇ×ËÊËÚÇÔÍËØ" ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËÌ. ´ÂÍÑÌ ×ÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÂÔÍÓÞÕß
ÑÃÜÖá ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ
ÏËÓÂ Ô ÇÅÑ ÊÂÍÑÐÂÏË ÐÂ "ÄÐÖÕÓÇÐÐËÌ ÏËÓ" ÔËÔÕÇÏÞ
ÄÑÔÒÓËâÕËâ, ÃÇÊ ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÞ (ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎË) ÐÇ ÔÏÑÉÇÏ
ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÐËÏÂÕß ÄËÆËÏÑÇ, ÐÑ Ë ØÑÆËÕß Ë ÑÓËÇÐÕËÓÑ-
ÄÂÕßÔâ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÆÎâ ÐÂÔ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÔËÔÕÇÏÂ ÊÓËÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÑÔÒÓËâÕËâ, ÒÑÐËÏÂÇÏÂâ Ä ÙÇÎÑÏ,
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÂÆÇÍÄÂÕÐÑÌ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔÓÇÆÇ, Õ.Ç.
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ×ËÊËÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ë ÄÓÇÏÇÐË Ô ËØ
ÊÂÍÑÐÂÏË ÔÑØÓÂÐÇÐËâ (ÔËÏÏÇÕÓËË). ¥ÂÎÇÇ, ÊÓËÕÇÎßÐÑÇ
ÄÑÔÒÓËâÕËÇ, ÒÑÐËÏÂÇÏÑÇ Ä ÙÇÎÑÏ, ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÆÑÔÕÂ-
ÕÑÚÐÞÏ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÒÓÂÄËÎßÐÑ ÔÖÆËÕß ÑÃ ÖÄËÆÇÐÐÑÏ
Ë ÄÞÉËÄÂÕß ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔÓÇÆÇ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ

ÔËÔÕÇÏÂ ÊÓËÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÑÔÒÓËâÕËâ (Ä ÔÑÔÕÂÄÇ Ô ÆÓÖÅËÏË ì
ÔËÔÕÇÏÂ ÄÑÔÒÓËâÕËâ) ÒÑ ÔÎÑÉÐÑÔÕË ÐÇ ÆÑÎÉÐÂ ÖÔÕÖÒÂÕß
ÔÎÑÉÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ, Ä ÍÑÕÑÓÖá ÏÞ ÒÑÅÓÖÉÇÐÞ. °ÕÔáÆÂ
ÔÎÇÆÖáÕ ÆÄÂ ÒÑÎÑÉÇÐËâ, ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÏÞÇ ÐÂ ÔËÔÕÇÏÖ
ÊÓËÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÑÔÒÓËâÕËâ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÇÇ ÐÇÑÃØÑÆË-
ÏÞÇ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ.

£Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ì ÑÃÝÇÍÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÑÃÝÇÍÕÂÏ Ô ËØ ÑÃÝÇÍÕËÄ-
ÐÞÏË ÊÂÍÑÐÂÏË Ë ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ë ÄÓÇÏÇÐË.

£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÔÎÑÉÐÑÔÕß ÔËÔÕÇÏÞ ÊÓËÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÑÔÒÓËâ-
ÕËâ ÍÂÍ ÔËÔÕÇÏÞ ËÆÇÐÕË×ËÍÂÙËË ÐÇ ÆÑÎÉÐÂ ÖÔÕÖÒÂÕß
"×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÔÎÑÉÐÑÔÕË" ÑÃÝÇÍÕÂ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ.

ªÏÇÐÐÑ ÄÓÑÉÆÇÐÐÑÔÕß ÏÇØÂÐËÊÏÑÄ ÊÓËÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÑÔ-
ÒÓËâÕËâ (ÃÇÊ ÑÃÖÚÇÐËâ) ÑÃÖÔÎÑÄÎËÄÂÇÕ ÑÃÜÐÑÔÕß ÊÂÍÑÐÑÄ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ Ä ÊÓËÕÇÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ì ÒÓÑÆÖÍÕÇ ÒÓË-
ÓÑÆÞ [1]. ±ÑàÕÑÏÖ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÊÂÍÑÐÞ ÒÓË-
ÓÑÆÞ ì àÕÑ ÊÂÍÑÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÏ ÒÑÆÚËÐÇÐÂ ÑÓÅÂÐËÊÂÙËâ (Ô
ÒÑÊËÙËÌ ËÐ×ÑÓÏÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ) ÔËÔÕÇÏÞ
ÊÓËÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÑÔÒÓËâÕËâ. ±ÑÊÐÂÄ ÇÇ, ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÉËÆÂÕß
ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÐÑÄÞØ ÊÂÍÑÐÑÏÇÓÐÑÔÕÇÌ Ë ËÐ×ÑÓÏÂÙËÑÐÐÞØ
ÕÇØÐÑÎÑÅËÌ ÑÃÓÂÃÑÕÍË ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß
ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÄÑÊÓÑÔÛÇÌ ÔÎÑÉÐÑÔÕßá ÓÇÛÂÇ-
ÏÞØ ÊÂÆÂÚ, ÕÓÇÃÖáÜËØ ÂÐÂÎËÊÂ ÐÇ ÔÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ
ÔËÅÐÂÎÑÄ, ÔÍÑÎßÍÑ ÓÂÊÎËÚÐÑÅÑ ÓÑÆÂ ÔÍÂÎâÓÐÞØ Ë ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÞØ ÒÑÎÇÌ. ´ÂÍËÇ ÒÑÎâ ÎÇÅÍÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÞ ËÊÑÃÓÂÉÇ-
ÐËâÏË Ä ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
(ÒÑÎÇ ÊÓÇÐËâ). °ÆÐÂÍÑ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÊÂÆÂÚ ÑÃÓÂÃÑÕÍË
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÍÎÂÔÔÖ ÐÇÍÑÓÓÇÍÕÐÞØ. ¯ÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÄÞÆÇÎÇÐËÇ ÅÓÂÐËÙÞ ÑÃÝÇÍÕÂ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ×ËÎßÕÓÂÙËË ÒÓÑÃÎÇÏÂÕËÚÐÑ, ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ àÕÂ ÑÒÇÓÂÙËâ ÖÔËÎËÄÂÇÕ ÎáÃÑÌ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕ-
ÐÞÌ ÛÖÏ Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÊÂÕÓÖÆÐâÇÕ ÒÓËÐâÕËÇ ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ Ñ ÅÓÂÐËÙÇ.

¦ÔÎË ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÏÇÕÑÆÞ ÓÇÅÖ-
ÎâÓËÊÂÙËË (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËâ ÒÑ ´ËØÑÐÑÄÖ [2]), ÕÑ
ÆÎâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÑÃÜËÇ ÒÑÆØÑÆÞ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞ [3]. °ÆÐÂÍÑ
ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÇÐ ÏÇÕÑÆ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË ÂÐÂÎËÊÂ ×ÑÓÏÞ
ÑÃÝÇÍÕÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÏÇÕÑÆÂ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÅÑ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ [4]. ÁÓÍËÌ ËÔÕÑÓËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÏÇÓ ì
ÊÂÅÂÆÍÂ ³ÂÕÖÓÐÂ, ÓÇÛÇÐÐÂâ ·. ¤áÌÅÇÐÔÑÏ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ ÕÇÎÇÔÍÑÒÂ Ô ÃÑÎßÛÇÌ ÓÂÊÓÇÛÂáÜÇÌ ÔÒÑÔÑÃÐÑÔÕßá,
ÚÇÏ Ö ÕÇÎÇÔÍÑÒÂ ¤ÂÎËÎÇâ, Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ.
±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÒÓËÐâÎ ÍÑÎßÙÂ ³ÂÕÖÓÐÂ ÊÂ ÆÄÂ ÃÑÍÑÄÞØ

£.¡. µÕÓÑÃËÐ. ¯ËÉÇÅÑÓÑÆÔÍËÌ ÅÑÔÖÆÂÓÔÕÄÇÐÐÞÌ
ÕÇØÐËÚÇÔÍËÌ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕ
603600 ¯ËÉÐËÌ ¯ÑÄÅÑÓÑÆ, ÖÎ. ®ËÐËÐÂ 24,
²ÑÔÔËÌÔÍÂâ ¶ÇÆÇÓÂÙËâ
´ÇÎ. (8312) 36-82-28. ¶ÂÍÔ (8312) 36-23-11
E-mail: utrobin-va@yandex.ru

³ÕÂÕßâ ÒÑÔÕÖÒËÎÂ 11 ÂÒÓÇÎâ 2003 Å.,
ÒÑÔÎÇ ÆÑÓÂÃÑÕÍË 15 ×ÇÄÓÂÎâ 2004 Å.

°ÍÕâÃÓß 2004 Å. ´ÑÏ 174, å 10
µ ³ ± ¦ · ª ¶ ª © ª ¹ ¦ ³ ¬ ª · ¯ ¡ µ ¬

®¦´°¥ª¹¦³¬ª¦ ©¡®¦´¬ª

¶ËÊËÚÇÔÍËÇ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÂÎÅÇÃÓÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ

£.¡. µÕÓÑÃËÐ

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ×ËÊËÍÑ-ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÂÔÒÇÍÕÞ ÃÂÊÑÄÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÂÎÅÇÃÓÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÇÇ
àÎÇÏÇÐÕÑÄ Ë ÅÓÖÒÒ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËÇ ÑÃÑÔÐÑÄÂÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÄÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÏÇØÂÐËÊÏÑÄ ÔËÔÕÇÏÞ
ÊÓËÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÑÔÒÓËâÕËâ.

PACS numbers: 02.10. ë v, 42.30.Tz

# £.¡. µÕÓÑÃËÐ 2004



ÒÓËÆÂÕÍÂ, "ÒÑÆÆÇÓÉËÄÂáÜËØ" ³ÂÕÖÓÐ, Â ÍÑÅÆÂ ÍÑÎßÙÂ
ÔÕÂÎË ÄËÆÐÞ ÍÂÍ ÕÑÐÍÂâ ÎËÐËâ, ËØ ÐÇ ÊÂÏÇÕËÎ Ë ÃÑÎÇÇ Ñ
ÐËØ ÐÇ ÖÒÑÏËÐÂÎ [5]. £ ×ËÊËÍÇ ÆÂÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ì àÕÑ
ÑÒËÔÂÐËÇ ÔÓÇÆ Ë ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÍÂÍ ÅÓÖÃÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÒÑÔÎÇ-
ÆÖáÜËÏ ÃÑÎÇÇ ÕÑÐÍËÏ ÇÇ ÂÐÂÎËÊÑÏ.

¯ÂÏË ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÕÔâ ÐÑÄÂâ ÕÇØÐÑÎÑÅËâ ÑÃÓÂÃÑÕÍË
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ, ËÔÍÎáÚÂáÜÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËá "ÅÎÖÃÑÍÑÅÑ" ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (Q-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ), ÑÕÑÃÓÂÉÂáÜÇÅÑ
ÄÔÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ Ä ÙÇÎÑÏ Ä ÂÃÔÑÎáÕÐÑ ÅÎÂÆÍÑÇ ÏÐÑÅÑ-
ÑÃÓÂÊËÇ Ô ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏ "ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞÏ" ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇÏ, ÄÞâÄÎâáÜËÏ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂ-
ÊËË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÑÒËÔÂÐËâ ÑÃÝÇÍÕÑÄ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ Ë ËØ ÔÄâÊÇÌ. µÕÑÚÐÇÐËÇ ÆÇÕÂÎÇÌ ËÊÑÃÓÂÉÇ-
ÐËâ (ÒÓË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË) ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÐÂ ÒËÓÂÏËÆÇ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÅÑ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ [6]. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1 ÔØÇÏÂÕËÚÐÑ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÆÇÌÔÕÄËÇ ÏÇÕÑÆÂ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚË ÂÐÂÎËÊÂ
×ÑÓÏÞ ³ÂÕÖÓÐÂ.

£ ÔÕÂÕßÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ×ËÊËÍÑ-ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ
ÑÒÇÓÂÙËË ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ.

¥Îâ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÂ ÊÂÆÂÚ, ÓÇÛÂÇÏÞØ ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ, ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÐÇÒÓËÅÑÆÐÞÏÑÆÇÎË ÍÎÂÔÔË×Ë-
ÍÂÙËË, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ Ä ÕÇÑÓËË ÓÂÔÒÑÊÐÂÄÂÐËâ ÑÃÓÂÊÑÄ Ë
ÏÂÛËÐÐÑÏ ÄÑÔÒÓËâÕËË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐË ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÖÚË-
ÕÞÄÂÕß ÂÒÓËÑÓÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓËÓÑÄÂÐÐÑÔÕß ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ
ÍÂÍ ÑÃÝÇÍÕÂ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ. ªÏÇÐÐÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ (×ÑÓÏÂ)
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË ÂÐÂ-
ÎËÊÇ ×ÑÕÑÅÓÂ×ËÌ ÔÎÇÆÑÄ ÚÂÔÕËÙ Ä ÒÖÊÞÓßÍÑÄÑÌ ÍÂÏÇÓÇ
ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÐÇ ÒÓÑÔÕÑ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËâ, Â ÑÒËÔÂÐËÇ ÍÂÓÕËÐÞ
[7]. ´ÂÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÆÑÎÉÐÑ ÔÑÆÇÓÉÂÕß ËÐ×ÑÓÏÂÙËá ÍÂÍ
ÑÃ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÚÂÔÕâØ ÍÂÓÕËÐÞ, ÕÂÍ Ë Ñ ÔÄâÊâØ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË.
³ØÑÆÐÞÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÊÐÂÍÑÄ,
×ËÅÖÓ, ×ÑÓÏ ÆÎâ ËØ ËÆÇÐÕË×ËÍÂÙËË Ë ÄÑÊÏÑÉÐÑÌ ÍÎÂÔÔË-
×ËÍÂÙËË Ä ÔÏÞÔÎÇ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËâ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÍÎÂÔÔÂ. £
ÕÇÑÓËË ÄÑÔÒÓËâÕËâ ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÑÒËÔÂÐËâ ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ
ÍÑÏÒÑÊËÙËÑÐÐÞÏ ÂÐÂÎËÊÑÏ ÔÙÇÐÞ (ÍÂÓÕËÐÞ). ªÏÇÐÐÑ

ÂÐÂÎËÊ ÄËÆËÏÑÌ ÔÙÇÐÞ, ÄÂÉÐÞÌ ÆÎâ ÂÄÕÑÏÂÕÑÄ ÕËÒÂ
ÓÑÃÑÕÑÄ Ô ËØ ÔËÔÕÇÏÂÏË ÕÇØÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÓÇÐËâ, ÄÂÉÇÐ Ë
ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ô ÂÐÂÎËÊÑÏ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ Ä ÓÂÊÐÞØ ÑÕÓÂÔÎâØ ÒÓÑÏÞÛÎÇÐÐÑÔÕË Ë Ä
ÐÂÖÚÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ, ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÂàÓÑ-
×ÑÕÑÔÝÇÏÑÍ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ©ÇÏÎË Ë ÆÓÖÅËØ ÒÎÂÐÇÕ.

¯Ç ÏÇÐÇÇ ÂÍÕÖÂÎßÐÂ ÆÂÐÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ä ÃËÑÏÇÆËÙËÐÔÍËØ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ ÒÓÇÒÂÓÂÕÑÄ Ô ÒÑÏÑÜßá ÏËÍÓÑÔÍÑÒÂ ÎËÃÑ
ÆÓÖÅËØ ÕÇØÐËÚÇÔÍËØ ÔÓÇÆÔÕÄ (ÓÇÐÕÅÇÐÑÄÔÍËÇ, ÕÑÏÑÅÓÂ×Ë-
ÚÇÔÍËÇ ÖÔÕÂÐÑÄÍË Ë Õ.Ò.). °ÆÐÂÍÑ ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ
ÑÍÂÊÂÎÂÔß ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇÓÂÊÓÇÛËÏÑÌ Ä ÖÔÎÑÄËâØ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐÐÞØ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÞØ Ë ÄÓÇÏÇÐÐ�yØ ÓÇÔÖÓÔÑÄ. ¥Îâ
ÑÒËÔÂÐËâ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÃÞÎË ÒÓÇÆÒÓËÐâÕÞ ÒÑÒÞÕÍË ÊÂËÏÔÕ-
ÄÑÄÂÐËâ ÒÑÐâÕËÌ ËÊ ÕÇÑÓËË ×ÑÓÏÂÎßÐÞØ âÊÞÍÑÄ Ô
ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇÏ ÎËÐÅÄËÔÕËÚÇÔÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ [8]. ±ÓÑÃÎÇÏÂ
ÏÑÆÇÎßÐÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÑÍÂÊÂÎÂÔß ÊÐÂÚË-
ÕÇÎßÐÑ ÛËÓÇ, ÚÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß ÓÂÐÇÇ. °ÐÂ Ä ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜÇÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ Ä
×ËÊËÍÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÓÇÆ, ÅÆÇ ÒÇÓÇÚÇÐß ÑÕÍÓÞÕÞØ ÔËÔÕÇÏ,
ÐÂÆÇÎÇÐÐÞØ ÒÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÔÂÏÑ-
ÑÓÅÂÐËÊÂÙËË, ÒÑÔÕÑâÐÐÑ ÓÂÔÛËÓâÇÕÔâ (ÄËØÓË ´ÇÌÎÑÓÂ,
âÚÇÌÍË ¢ÇÐÂÓÂ Ë ®ÂÓÂÐÅÑÐË Ä ÉËÆÍËØ ÔÓÇÆÂØ, T-ÔÎÑË, E-
Ë H-ÄÑÎÑÍÐÂ Ä ÐËÊÍÑÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ Ë Õ.Ò.) [9, 10].
®ÑÆÇÎßÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÓÇÃÖÇÕ
ÓÇÛÇÐËâ ÄÑÒÓÑÔÂ Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÔ-
ÕÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÂÐÂÎËÊÂ ×ÑÓÏ. ±ÓË àÕÑÏ ÄÂÉÇÐ ÐÂÃÑÓ
ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ×ÑÓÏ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËØ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÕß ÑÒËÔÂ-
ÐËÇ ÔÎÑÉÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ. ±ÓËÏÇÓÑÏ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ
âÄÎâÇÕÔâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÒÑÎÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÃÇÔÒÇÚÇÐ ÎÑÍÂÎËÊÂ-
ÙËÇÌ ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÅÑÓÇÐËâ) Ä ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ±ÓÑÃÎÇÏÂ
ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÆÎâ ÊÂÆÂÚ ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂÏË Ä ÕÂÍËØ ÔÓÇÆÂØ (ÑÔÑÃÇÐÐÑ Ä ÓÇÂÎßÐÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ
ÄÓÇÏÇÐË) Ë ÓÂÊÓÂÃÑÕÍÇ ÊÂÍÑÐÑÄ ÑÃÝÇÆËÐÇÐËâ ÒÑÔÎÇÆÐËØ Ä
ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ [10].

ªÊÎÂÅÂÇÏÞÌ ÐÂÏË ÏÇÕÑÆ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞØ
ÑÒËÔÂÐËÌ ÐÂ ÃÂÊÇ ÂÎÅÇÃÓÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÒÑÎÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÒÓÑÔÕÞØ ×ÑÓÏ (ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ),
ÄÞÔÕÖÒÂáÜËØ Ä ÓÑÎË ÄÓÑÉÆÇÐÐÞØ àÕÂÎÑÐÑÄ, Ë ÒÓÂÄËÎ ËØ
ÑÃÝÇÆËÐÇÐËâ, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÇÛÂÕß ÑÕÏÇÚÇÐÐÞÇ Ë ÒÑÆÑÃÐÞÇ
ËÏ ÊÂÆÂÚË ÆÑÔÕÑÄÇÓÐÑ (Ä ÔÏÞÔÎÇ ÅÓÖÃÑÔÕË ÔËÔÕÇÏÞ) Ë
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÑÚÐÑ (ÐÂ ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ).
´ÂÍÑÇ "ÅÓÖÃÑ-ÕÑÚÐÑÇ" ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ì àÕÑ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÑÕÓÇÃÐÑÔÕË ÖÒÓÑÜÇÐËâ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÆÑ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÂÎÑÅÑ, ÐÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ËÐ×ÑÓÏÂÕËÄ-
ÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÇÅÑ ÚÂÔÕÇÌ Ô ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏ ËØ ÑÃÝÇÆËÐÇÐËÇÏ
Ä ÑÔÏÞÔÎÇÐÐÑÇ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ [7].

¬ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ ÓÂÃÑÕÞ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÐÇÔÕË
ÕÂÍÉÇ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÒÑÎÐÑÕÞ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÂÎÅÇÃÓÞ ËÊÑ-
ÃÓÂÉÇÐËÌ Ô ÒÑÊËÙËÌ ÔËÏÏÇÕÓËË (ÅÓÖÒÒ ­Ë Ë ÊÂÍÑÐÑÄ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ), ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ
ÂÐÂÎËÊÂ ÄËÊÖÂÎßÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ ÔÓÇÆ Ô ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÒÓËÐâÕËÇÏ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ àÕÂÎÑÐÑÄ Ë ÒÑÆØÑÆÞ
Í ÓÂÔÍÓÞÕËá ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ×ÑÓÏÞ ÑÃÝÇÍÕÂ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÒÑ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÏÖ ÆÄÖÏÇÓÐÑÏÖ ËÊÑÃÓÂÉÇ-
ÐËá (ÕÂÍÑÇ ÄÑÔÒÓËâÕËÇ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÓÇÐËâ ÚÇÎÑÄÇÍÂ ÐÂ-
ÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÑÐÑÔÕÇÓÇÑÄÑÔÒÓËâÕËÇÏ). ´ÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÆ-
ØÑÆÞ Í ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ (Â ËÏÇÐÐÑ ÊÂÆÂÚÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÕÓÇØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËÇÌ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÆÄÖØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ) ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÎËÔß ¡.¯. ¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÞÏ Ë £.ª. ¡ÓÐÑÎßÆÑÏ ÇÜÇ Ä
50-Ø ÅÑÆÂØ ÒÓÑÛÎÑÅÑ ÄÇÍÂ [11].

Â Ã

Ä Å

²ËÔ. 1. ±ÓËÏÇÓ ÂÐÂÎËÊÂ ×ÑÓÏÞ ³ÂÕÖÓÐÂ: (Â) ³ÂÕÖÓÐ Ë ÇÅÑ ÍÑÎßÙÂ Ä
ÒÑÎÇ ÊÓÇÐËâ; (Ã) ÑÃÎÂÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ; (Ä) ÒÑÆÑÃÎÂÔÕß
ÔÇÅÏÇÐÕÂÙËË ÒÎÂÐÇÕÞ; (Å) ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÖÕÑÚÐÇÐËâ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÍÑÎÇÙ Ô
ÃÑÎßÛÇÌ ÓÂÊÓÇÛÂáÜÇÌ ÔÒÑÔÑÃÐÑÔÕßá ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ.
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2. ±ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË

±ÓÑÃÎÇÏÂÕËÍÇ ÓÂÔÍÓÞÕËâ ÂÒÓËÑÓÐÑÌ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÍÂÍ ÑÃÝÇÍÕÂ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÕÇÑ-
ÓËâ ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÄÑÔÒÓËâÕËâ, ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÃÂÊÑÌ ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÂÎÅÇÃÓÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ [6, 12 ë 16]. £ÞÆÇÎËÏ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ËÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑÎÑÉÇÐËâ
ÓÂÊÄËÄÂÇÏÑÌ ÕÇØÐÑÎÑÅËË Ë ÂÎÅÇÃÓÞ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÏ ÑÃÝÇÍÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ.

±ÖÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß, ÒÑÅÓÖÉÇÐÐÞÌ Ä ÔÓÇÆÖ
Ë ÐÇ ËÔÍÂÉÂáÜËÌ àÕÖ ÔÓÇÆÖ. ´ÑÅÆÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ M ì
×ÖÐÍÙËâ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ (ÄÑÊÐËÍÂáÜÂâ ÐÂ ÔÇÕÚÂÕÍÇ ÅÎÂÊ-
ÐÑÅÑ âÃÎÑÍÂ), ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÂâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏ. ªÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ì ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ M,
ÍÂÉÆÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÄÓÇÏÇÐË t ÇÔÕß ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ (ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÔÕË):

Mt � m�x; y� ; esli �x; y� 2 G ;

0 ; esli �x; y� 62 G ;

�
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÂâ ÐÂ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÕÑÚÇÍ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË G ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÔÖÏÏË-
ÓÖÇÏÂâ Ë ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÂâ ÐÂ àÕÑÏ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ
(ÔÄÑÌÔÕÄÑ ËÊÏÇÓËÏÑÔÕË), ÐÂÆÇÎÇÐÐÑÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÖÒÑÓ-
âÆÑÚÇÐÐÑÔÕË, ÔÕÓÖÍÕÖÓËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË Ë ÆËÔÍÓÇÕÐÑÔÕË Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÓÇÏÇÐË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ Ä ÔËÎÖ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÔÕË
ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ì àÕÑ ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÔËÅÐÂÎ, ÍÑÕÑÓÞÌ
Ä×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÌÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ×ÖÐÍÙËÇÌ
m�x; y� ÎËÃÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ ÕÑÚÇÍ (ÒËÍÔÇÎÑÄ), ÅÆÇ ÍÂÉÆÂâ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÂ Ë "ÒÑÏÇÚÇÐÂ" ÊÐÂÚÇÐËÇÏ àÕÑÌ
×ÖÐÍÙËË.

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓËÐâÕÞÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ËÏÇÇÏ ÆÄÂ
ÒÑÐâÕËâ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ:

ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÇ, ÄÐÇÄÓÇÏÇÐÐ�oÇ ("ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÒÑÆÑÃÐÑÇ", ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ) ì ×ÖÐÍÙËâ
m�x; y�, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÂâ Ä ÏÑÏÇÐÕ t 2 TN � T, ÅÆÇ TN ì
ËÐÕÇÓÄÂÎ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ËÊ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ T;

ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐ�oÇ ("ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÑÇ", ÆË-
ÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ) ì ×ÖÐÍÙËâ

Md � f �t;Mt� ; 04 t4TN :

ªÊ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ËÊÏÇÓËÏÑÔÕË Ë ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÔÕË Mt

(ÆÂÎÇÇ ì ÒÓÑÔÕÑ M) ÔÎÇÆÖÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ M,
ËÏÇáÜÇÅÑ ÏÑÜÐÑÔÕß

kmax � PN�M ;

ÅÆÇ N�M ì ÓÂÊÏÇÓ ÑÃÎÂÔÕË G (ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÔÕË), Â P ì ÚËÔÎÑ ÅÓÂÆÂÙËÌ
âÓÍÑÔÕË.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÃÝÇÍÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÍÑÐÇÚÇÐ Ë ÒÓËÐÂÆÎÇ-
ÉËÕ ÏÐÑÉÇÔÕÄÖ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞØ ÚËÔÇÎ
R�, ÕÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÇÅÑ ÕÑÚÇÍ ÔØÑÆËÕÔâ Ä ÔÓÇÆÐÇÏ ÍÄÂÆÓÂ-
ÕËÚÐÑÏ, Õ.Ç. ÍÂÍ ÄÔÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ Ä ÙÇÎÑÏ, ÕÂÍ Ë ÎáÃÂâ ÇÅÑ
ÒÑÆÑÃÎÂÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâGi � G ÆÑÒÖÔÍÂáÕ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇ ÒÓÑÇÍÕËÓÑÄÂÐËâ (ÓËÔ. 2)

m�Gi� �
� �
�x;y�2Gi

m�x; y� dx dy : �1�

±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (1) ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑQ-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ Ä
ÔËÎÖ ÔÎÇÆÖáÜËØ ÔÄÑÌÔÕÄ.

1. ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÓËÏÇÐËÏÑ Í ÎáÃÑÏÖ ÑÃÝÇÍÕÖ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÎáÃÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË Ë Ä ÎáÃÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ

ÚÂÔÕÑÕ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÏ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔÎÂÃÞÏ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐËâÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ.

2. °ÐÑ ÓÇÂÎËÊÖÇÕ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÇ ÂÃ-
ÔÑÎáÕÐÑ ÅÎÂÆÍÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ (C1-ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ) Ë
ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÆÄÂ ÏÑÆÇÎßÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (×ÖÐÍÙËâ (1) ì
ÔÓÇÆÐââ ×ÖÐÍÙËâ):

Â) Ô ÖÚÇÕÑÏ ÅÂÓÏÑÐËÚÐÑÔÕË Ä G (ËÎË Gi � G) ËÏÇÇÏ

j�A� � m�B� VA 2 G ;

Ã) Ô ÖÚÇÕÑÏ ÅÂÓÏÑÐËÚÐÑÔÕË Ä G (ËÎË Gi � G) ËÏÇÇÏ

j�A� � m�B� lg r ;
ÅÆÇ j�A� ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞÌ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍÇ A "ÊÂÓâÆÑÏ" (ËÎË "ÏÂÔÔÑÌ") m�B�, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ (1); r ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË A
Ë B.

3. ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑ (Ä ÔËÎÖ ×ÖÐÆÂ-
ÏÇÐÕÂÎßÐÑÔÕË ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ¬ÑÛË, ÔÖÜÇÔÕÄÖá-
ÜÇÌ Ä M), ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ Ë ÓÇÂÎËÊÖÇÏÑ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ (1) ì
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ (

�
), ÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ

ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÇÏÖ ì ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÓÑÄÂÐËâ (d). £ÏÇÔÕÇ ÑÐË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÍÑÏÒÑÊËÙËá (ÐÂÊÄÂÐ-
ÐÖá ÐÂÏËU-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ)U � d � � , ÓÂÔÍÓÞÄÂáÜÖá
ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕß ÑÃÝÇÍÕÂ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ì ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ
M Ä ÒÑÎÇ ÊÓÇÐËâ G.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ M ÍÑÐÇÚÐÑ, ÕÑ ÇÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇN�N� P (ÊÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ
ÒÓËÐâÕÂ ÍÄÂÆÓÂÕÐÂâ ×ÑÓÏÂ ÑÃÎÂÔÕË G) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÅÇÐÇÓÂÎßÐÑÌ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕßá àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ
ÔÑÃÞÕËÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ÎáÃÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ËÊ ("ÄÓÇÏÇÐË-
ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ") ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ M ÓÂÄÐÑÄÇÓÑâÕÐÑ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ
ÓÂÄÐÑÄÇÓÑâÕÐÂ ÎáÃÂâ ÕÑÚÍÂ ÐÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËË M, Â ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ àÕËÏË ÕÑÚÍÂÏË (ËÎË ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâÏË) ì
ÑÕÐÑÛÇÐËÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË. ±ÑàÕÑÏÖ ÎáÃÑÌ ×ËÎßÕÓ F
ÍÂÍ ÒÑÍÓÞÕËÇ M (Õ.Ç. ×ËÎßÕÓ, ÓÇÂÎËÊÖáÜËÌ ÑÒÇÓÂÙËá d
ÒÑÔÎÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËË Q-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ) ì àÕÑ ÏÂÔÍÂ,
ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÂâ ÐÂ ÓÂÊÃËÇÐËâØ (ÆËØÑÕÑÏËâØ) ÑÃÎÂÔÕË G ÐÂ
ÅÎÂÆÍÑ ÔÍÎÇÇÐÐÞÇ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË Gi.

³ ÒÑÊËÙËÌ ÓËÏÂÐÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÕÂÍÑÌ ×ËÎßÕÓ (Ë
ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÕÂÍËØ ×ËÎßÕÓÑÄ Ä ÔËÎÖ ÍÑÐÇÚÐÑÔ-
ÕË G) ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ An Ä
ÕÑÚÍÇ A0 (ÓËÔ. 3). £ e-ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË ÍÂÔÂÐËâ ÍÂÉ-
ÆÑÏÖ ÄÇÍÕÑÓÖ ËÊ An ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÌ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ

Hi � q
qxi

ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ xi. ±ÓË àÕÑÏ ÄÇÍÕÑÓ V ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÐÂ ÓÂÊÐÑÔÕË

Dm�G� � m�Gj� ÿm�Gi� ; �2�

m�x; y� m�x; y�

G

G1

G2

m�G�

m�G1�

m�G2�

Â Ã

²ËÔ. 2. ²ÇÂÎËÊÂÙËâ G-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÑ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ËÊÑÃÓÂÉÇ-
ÐËâ (Â) Ë ÒÑ ÆÄÖÏ ÇÇ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕâÏ (Ã).
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ÅÆÇ G � Gi [ Gj ì ÆËØÑÕÑÏËâ ÑÃÎÂÔÕË G ÐÂ ÒÂÓÖ ÐÇÒÇÓÇ-
ÔÇÍÂáÜËØÔâ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÊÐÂÚÇÐËâ m�Gi�
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÑ (1) (ÔÏ. ÓËÔ. 2).

°ÕÐÑÛÇÐËÇ (2) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞâÄËÕß ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÏÂÕÇ-
ÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÐÂ ÑÕÓÇÊÍÇ ÒÓâÏÑÌ ÑÃÜÇÅÑ ÆÎâ ÒÑÆ-
ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ xk (ÕÂÍ ÍÂÍ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÇ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÑ An ÇÄÍÎËÆÑÄÑ, ÕÑ xk � xk, Â ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÑ
ÒÓËÏÇÐÇÐÑ Í ÑÃÝÇÍÕÂÏ ËÊ E 3, ÕÑ n � 2). ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ
ÄÞâÄËÕß ÄÔÇ ÃËÐÂÓÐÞÇ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÑÌ ÕÑÚÇÍ Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ G � E 2, ËÔÒÑÎßÊÖâ (2), ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ËÊÖÚËÕß 16 ÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÆËØÑÕÑÏËË G, ÄÍÎáÚÂâ ÐÖÎÇÄÑÌ ì
ÇÆËÐËÙÖ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÏÇÇÏ:

ì ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÌ ÃÂÊËÔ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÅÑM:

e1 � �1; 0; . . . ; 0 �t ; e2 � �0; 1; . . . ; 0�t ; . . .

. . . ; e15 � �0; 0; . . . ; 1�t ;

ÅÆÇ ��t ì ÕÓÂÐÔÒÑÐËÓÑÄÂÐËÇ;
ì ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ×ËÎßÕÓÑÄ fFig, ÓÇÂÎËÊÖáÜËØ q=qxi ÒÑ

15 ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ xi Ô ÒÑÎÖÚÇÐËÇÏ 15-ÏÇÓÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ
l � miei, ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ ÐÂ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË µÑÎÛÂ ÔËÔÕÇÏÞ ·ÂÓÏÖÕÂ 1 Ë ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÐÂ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ V�x; y�.

£Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ×ÖÐÍÙËÌ µÑÎÛÂ Ä ÔËÎÖ ËØ
ÃËÐÂÓÐÑÔÕË ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÒÓÑÔÕÑÕÖ ÂÐÂÎËÊÂ ÑÕÐÑÛÇÐËÌ
ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ fm�Gi�g, ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÏ ÐÂ ÏÂÕÓËÙÇ
�mi j�4�4, ÕÂÍ ÍÂÍ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÑÒÇÓÂÙËË ì
ÔÎÑÉÇÐËÇ (1) Ë ÄÞÚËÕÂÐËÇ (2). ±ÑàÕÑÏÖU-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
ËÏÇÇÕ ÏËÐËÏÂÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÖá ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÖá ÔÎÑÉ-
ÐÑÔÕß, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÕÓÇ-
ÃÖáÜËØ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÄÇÓÕÍË, Â ÐÂ ÖÓÑÄÐÇ ÄÇÔÑÄÞØ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÑÄ ì ÑÒÇÓÂÙËË ÂÓË×ÏÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÏÐÑÉÇÐËâ.
(³ØÇÏÂ ËÐ×ÑÓÏÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÐÂ ÑÒÇÓÂÙËâØ
(1), (2) ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 5 Ë ÏÑÉÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÒÑ
ÎáÃÑÌ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÐÂ ÓËÔ. 6
ÚËÔÎÑ ÖÓÑÄÐÇÌ ÒËÓÂÏËÆÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÓÇÛÇÐËâ, Â ÄÂÓËÂÐÕ

ÄÞÆÇÎÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÌ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ì ÔÕÓÂÕÇÅËÇÌ ÄÑÔ-
ÒÓËâÕËâ; ÔÏ. ÓËÔ. 1.)

£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (1), (2) ì àÕÑ ÑÒÇÓÂÙËË Ô
ÙÇÎÞÏË ÚËÔÎÂÏË, Ë ÒÑàÕÑÏÖ ËÔÚÇÊÂÇÕ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÐÂÍÑÒ-
ÎÇÐËâ ÑÛËÃÍË ÒÓË ÑÍÓÖÅÎÇÐËâØ.

£-ÕÓÇÕßËØ, ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (1) ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÕ ËÊÑÃÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËá Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÇ (Â ÐÇ ÏÐËÏÑÇ) ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÑ, ÅÆÇ Ë ÓÇÂÎËÊÖáÕÔâ ÄÔÇ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂÙËË
ÂÐÂÎËÊÂ.

£-ÚÇÕÄÇÓÕÞØ, ÐÂÚËÐÂâ ÂÐÂÎËÊ Ô ÄÇÓØÐËØ ÖÓÑÄÐÇÌ
ÒËÓÂÏËÆÞ (ÔÏ. ÓËÔ. 6), ÅÆÇ ÓÂÊÓÇÛÂáÜÂâ ÔÒÑÔÑÃÐÑÔÕß
ÐËÉÐËØ ÖÓÑÄÐÇÌ ÏÂÎÂ, ÏÞ ÖÚËÕÞÄÂÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÐËÊÍÑÚÂÔ-
ÕÑÕÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ë ÇÔÕß
ÑÃÝÇÍÕÞ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÑÏÂ). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÇÕÂÎË ÏÇÎÍË,
Â ÛÖÏÞ Ë ÒÑÏÇØË ÍÂÍ ÃÞ ËÔÚÇÊÂáÕ.

¶ËÎßÕÓÞ (ËØ ÐÖÏÇÓÂÙËâ ÖÔÎÑÄÐÂ) ÒÑÔÕÓÑÇÐÞ ÐÂ ÍÄÂ-
ÆÓÂÕÐÑÏ ÍÎÇÕÑÚÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÔÏ. ÓËÔ. 4), ÍÑÕÑÓÑÇ

C

A0

A2

V

²ËÔ. 3.±ÎÂÐËÅÑÐ A2 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ C.

1 ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 4 ÕÇÏÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÇÔÑÄÑÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
+1, Â ÔÄÇÕÎÑÌ ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÿ1.

y V�x; y�

x

x � y

F10 F12 F14 F15

F5 F7 F8 F13

F2 F3 F6 F11

F0 F1 F4 F9

²ËÔ. 4.¶ËÎßÕÓÞ fFig Ë àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÇ ËÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ fVig ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÇ
V�x; y�.

M � �mij�4�4

F0

F1

F15

m0

m1

m15

d

²ËÔ. 5. ³ØÇÏÂ ËÐ×ÑÓÏÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ.
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ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÒÎÂÐËÅÑÐÑÏ Ô ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ A0. ¦ÔÎË Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ G ÊÂÆÂÕß ÆÇÍÂÓÕÑÄÖ ÒÓâÏÑÖÅÑÎß-
ÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (x; y), ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÖ ×ËÎßÕÓÑÄ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÌ, âÄÎâáÜËØÔâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË Ä ÓâÆÇ ´ÇÌÎÑÓÂ
(×ÖÐÍÙËâÏË ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÓâÆÂ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚË
ÂÍÕËÄÐÑÌ ËÆÇÐÕË×ËÍÂÙËË):

�F1;F2;F3;F4;F5;F6;F7;F8;F9;F10;F11;F12;F13;F14;F15� �

�
�

q
qx

;
q
qy

;
q2

qx qy
;
q2

qx2
;
q2

qy2
;

q3

qx2 qy
;

q3

qx qy2
;

q4

qx2 qy2
;
q3

qx3
;
q3

qy3
;

q4

qx3 qy
;

q4

qx qy3
;

q5

qx3qy2
;

q5

qx2 qy3
;

q6

qx3 qy3

�
: �3�

¦ÔÎË ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË
×ËÎßÕÓÑÄ, Õ.Ç., ÔÑØÓÂÐââ ËØ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËá, ÒÓËÐâÕß ÄÇÔÂ
�1! 1, ÿ1! 0, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÃËÐÂÓÐÞØ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ fVig, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÆÑÒÖÔÕËÏÞ ÕÇÑÓÇÕËÍÑ-
ÏÐÑÉÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÑÒÇÓÂÙËË ÑÃÝÇÆËÐÇÐËâ (ÔÎÑÉÇÐËâ) Ë
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ (ÖÏÐÑÉÇÐËâ). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ ÂÎÅÇÃÓÖ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ AV � hfVig: �; �i (ÓËÔ. 7).

¦ÔÎË ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ fFig ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÐÂ àÕÂÒÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ M Ë ÇÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ, ÕÑ fVig Ä ÂÎÅÇÃÓÇ AV

ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÐÂ àÕÂÒÇ ÔËÐÕÇÊÂ Ë ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÑÃÓÂÊÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÂÎÅÇÃÓÇ AV

ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÅÓÖÒÒÞ ÂÎÅÇÃÓÞ:
ì ÒÑÎÐÞÇ (ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÇ) ÅÓÖÒÒÞPni, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞÇ

ÐÂ ÕÓÑÌÍÂØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ (Vi, Vj, Vk), ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÒÓÂ-
ÄÇÆÎËÄÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ: Vi � Vj � Vk � e1 ì ÇÆËÐËÙÂ;
ViVjVk ì ÑÃÓÂÊ (ÐÂ ÑÒÇÓÂÙËË ÖÏÐÑÉÇÐËâ) ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ
Ë ÑÒËÔÂÐËÇ ÅÓÖÒÒÞ Pni (ÓËÔ. 8);

ì ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ (ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÇ) ÅÓÖÒÒÞ Psi, ÑÃÓÂÊÑ-
ÄÂÐÐÞÇ ÐÂ ÚÇÕÄÇÓÍÂØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ (Vi, Vj, Vp, Vm), ÅÆÇ

�Vi;Vj;Vk� 2 Pni ; �Vp;Vm;Vk� 2 Pn j ;

Ô ÑÒËÔÂÐËÇÏ Psi � ViVj � VpVm (ÅÆÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÇ ÚËÔÎÑ
ËÐÄÇÓÔËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÐÇÚÇÕÐÑ) Ë ÇÆËÐËÙÇÌ Vi � Vj�
�Vp � Vm � e1 (ÓËÔ. 9).

®ÐÑÉÇÔÕÄÂ fPnig, fPsig ÍÑÐÇÚÐÞ Ë ËÏÇáÕ ÏÑÜÐÑÔÕË
35 Ë 105 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ (ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ 36-Ï àÎÇÏÇÐÕÑÏ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÒÑÎÐÞØ ÅÓÖÒÒ âÄÎâÇÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑÓ V0).

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓËÏÇÓ ÂÐÂÎËÊÂ ÊÐÂÍÂ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÃÖÍÄÞ
¡, ÒÑÏÇÜÇÐÐÑÌ Ä ÒÑÎÇ ÊÓÇÐËâ. ±ÖÔÕß ËÏÇÇÏ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÄÂÓËÂÐÕÑÄ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÊÐÂÍÂ, ÄÍÎáÚÂâ "ÔÑÊÄÇÊÆËÇ"
ÕÑÚÇÍ (ÓËÔ. 10Â). ±ÖÔÕß ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÊÐÂÚÇÐËâ mi j

ÃËÐÂÓÐÞ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÓËÔ. 10Ã. ´ÑÅÆÂ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÂ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ËÏÇáÕ ÄËÆ ÓËÔ. 10Ä.
¦ÔÎË ËØ ÑÕÑÃÓÂÊËÕß ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ (ÓËÔ. 10Å), ÕÑ
ÒÑÎÖÚËÏ ÅÓÂ×Þ ÒÑÎÐÑÌ Ë ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÅÓÖÒÒ, ÅÆÇ ÓÂÊÏÇÓ
ÍÓÖÉÑÚÍÑÄ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÐÂÚÇÐËá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÂ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ, Â ÒÑÎÖÕÑÐÑÄÑÇ ÊÂÒÑÎÐÇÐËÇ ì ËÐÄÇÓÔËË

M

U

µÓÑÄÇÐß 0

fmig1

M

U

µÓÑÄÇÐß 1

fmig4

²ËÔ. 6.±ËÓÂÏËÆÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ.
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� =
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²ËÔ. 7.±ÓËÏÇÓÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ.
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ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ. ¿ÕË ÅÓÖÒÒÞ Ë âÄÎâáÕÔâ ÑÒËÔÂÐËÇÏ ÂÐÂÎËÊË-
ÓÖÇÏÑÅÑ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÊÐÂÍÂ, Â ÕÑÚÐÇÇ ÇÅÑ ÑÃÓÂÊÑÏ
O�M� � Pn � Ps. °ÒÇÓÂÕÑÓ V14, ËÏÇáÜËÌ ÏÂÍÔËÏÂÎß-
ÐÑÇ ÆÑÎÇÄÑÇ ÖÚÂÔÕËÇ ÚÇÓÇÊ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÄÑÇÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ,
ÇÔÕß ÄÞÓÂÃÑÕÂÐÐÞÌ àÕÂÎÑÐ ÊÐÂÍÂ ÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ ÇÅÑ
ÐÂÒËÔÂÐËâØ.

¸ÇÎß ÓÂÃÑÕÞ ì ÓÂÔÍÓÞÕß ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË àÎÇÏÇÐÕÑÄ
fFig, fVig Ë ÅÓÖÒÒ fPnig, fPsig ÂÎÅÇÃÓÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ Ô
ÒÑÊËÙËÌ ØÑÓÑÛÑ ÑÕÓÂÃÑÕÂÐÐÑÅÑ ×ËÊËÍÑ-ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔ-
ÍÑÅÑ ÂÒÒÂÓÂÕÂ ÆÎâ ÊÂÆÂÚ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓ.

3. ±ÑÎÇÄÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ

±ÖÔÕß m�i; j� � R� ì ÊÐÂÚÇÐËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
m�A� Ä ÕÑÚÍÇ A ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ G ËÊ E 2.

´ÑÅÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ×ÖÐÍÙËâ ÑÃÎÂÔÕË

F �G� �
X
G

m�A�

Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ×ÖÐÍÙËË ÑÃÎÂÔÕË Ä ÕÑÚÍÇ

j�A� � lim
G!A

F�G�
o�G� ;

ÅÆÇ o�G�ì ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕË G.
±ÖÔÕß ÑÃÎÂÔÕß G ÓÂÊÃËÕÂ ÐÂ ÆÄÇ ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÇÔâ

ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË : G � G1 [ G2. ´ÑÅÆÂ Ä ÔËÎÖ ÂÆÆËÕËÄÐÑÔÕË
fm�A�g ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÂÆÆËÕËÄÐÑÔÕË ÆÎâ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÑÃÎÂÔÕË:

F �G� � F �G1� � F �G2� :
±ÑàÕÑÏÖ ÍÂÍ ÄÔÇÌ ÑÃÎÂÔÕË G, ÕÂÍ Ë ÇÇ ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÏÔâ
ÒÑÆÑÃÎÂÔÕâÏ Gi ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÂÄËÕß Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÑÃÎÂÔÕË. ´ÂÍ ÍÂÍ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ×ÖÐÍÙËÇÌ Ë
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÑÃÎÂÔÕË, ÕÑ ÑÐË
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËâ En. ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÑ ÎáÃÑÌ Gi � G
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ×ÖÐÍÙËá ÑÃÎÂÔÕË ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË (ÏÇÓÑÌ):

F �G� �
�
G

j�A� do ;

ÆÑÒÖÔÍÂáÜÇÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá "ÏÂÔÔÞ" ÑÃÎÂÔÕË (ÆÎâ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ì ÄËÊÖÂÎßÐÂâ ÏÂÔÔÂ [6]). °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ ËÔØÑÆÐÑÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÔÎÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËË (1) Ë ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËâ ÐÂ ÏÂÕÓËÙÇ ÏÂÔÔ �mi j�4�4 ÔÖÕß ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ
×ÖÐÍÙËÌ ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ Ä ÑÃÎÂÔ-
ÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ´ÂÍËÇ ÑÃÎÂÔÕË (ÒâÕÐÂ) ì ÑÃÝÇÍÕÞ Ä ÒÑÎÇ
ÊÓÇÐËâ, ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ Í ÒÑÏÇØÂÏ (ÇÔÎË ÕÑÎßÍÑ
ÒÑÏÇØË ÏÇÐßÛÇ ÓÂÊÏÇÓÑÄ ÑÃÝÇÍÕÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ; Ä ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐË ÕÂÍÉÇ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÑÃÝÇÍ-
ÕÂÏË) Ë ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÏÂÎÑÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÇÛÂÇÕÔâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÓÇÅÖÎâÓËÊÂÙËË.
£ÞÆÇÎÇÐÐÞÇ ÒâÕÐÂ Ô "ÏÇÕÍÂÏË" ÊÐÂÚÇÐËÌ ÄËÊÖÂÎßÐÞØ
ÏÂÔÔ ì ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÏÇÉÆÖ ÍÑÕÑÓÞÏË ÄÞâÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.

±ÖÔÕß ÍÂÉÆÑÇ ÓÂÊÃËÇÐËÇ ì ÄÞâÄÎÇÐËÇ ÑÕÐÑÛÇÐËâ
ÏÇÉÆÖ ×ÖÐÍÙËâÏË ÑÃÎÂÔÕË, ËÏÇáÜËÏË ×ËÊËÚÇÔÍËÌ
ÔÏÞÔÎ ÏÂÔÔ. ´ÑÅÆÂ àÕË ÏÂÔÔÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÞ ÔÄÑËÏË
ÙÇÐÕÓÂÏË A0, Â ÊÐÂÚËÕ, ËØ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑ
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÎËÐËË l ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ xi � xi, ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÌ
àÕË ÙÇÐÕÓÞ Ë ÒÓÑØÑÆâÜÇÌ ÚÇÓÇÊA0 2 G. ±ÑàÕÑÏÖ, ËÔÒÑÎß-
ÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ ¯ßáÕÑÐÂ ë­ÇÌÃÐËÙÂ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ� A02G2

A02G1

qj�A�
qxi

dxi � F �G2� ÿ F �G1� �
�
l

qj
ql

ds ;

ÅÆÇ ds ì àÎÇÏÇÐÕ ÎËÐËË l. ´ÂÍ ÍÂÍ ÑÓÕ ei ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ t, ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ Í
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÎËÐËË l, ÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ

qj
qxi

ei � gradxij �4�
Ä ÕÑÚÍÇ A0 2 GìÙÇÐÕÓÇ ÒÎÂÐËÅÑÐÂ, ÅÆÇ jìÒÎÑÕÐÑÔÕß Ë
ÅÎÂÆÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÐÂ fxig, ei ì ÑÓÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ xi.

®ÐÑÉÇÔÕÄÖ ÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÓÂÊÃËÇÐËâ ÑÃÎÂÔÕË G ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ fFig, ÅÆÇ ÎáÃÑÌ ×ËÎßÕÓ ÓÇÂÎËÊÖÇÕ
ÑÒÇÓÂÙËá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ. ±Ñ-
àÕÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (4) ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÒÑ ÎáÃÑÏÖ Fi. ¦ÔÎË
ÐÂ C1-ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ×ÖÐÍÙËâ j�x1; . . . ; x15�
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Ä e-ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË A0 (ÙÇÐÕÓÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
Ë ÙÇÐÕÓÇ ÒÎÂÐËÅÑÐÂ), ÕÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ fFig ÐÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâØ (4) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÇÓÄÞÌ ÒÑÎÐÞÌ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎ
dj � �qj=qxi� dxi Ä ÕÑÚÍÇ A0 ËÎË 15-ÏÇÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ Ä àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ

Hj � gradj � qj
qxi

ei ;

ÅÆÇ feig ì ÃÂÊËÔ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ E 15; H ì ÎËÐÇÌÐÞÌ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ fFig, ÏÞ
ÓÇÛÂÇÏ ÊÂÆÂÚÖ ÄÞâÄÎÇÐËâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÐÂ
ÏÂÕÓËÙÇ ÄËÊÖÂÎßÐÞØ ÏÂÔÔ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (1), Ë ÊÂÆÂÚÖ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË
ÑÃÎÂÔÕË ÒÑ ÇÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÄÂÓËÂÐÕ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ
ÑÙË×ÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔËÅÐÂÎÂ (ÓËÔ. 11). ´ÂÍÑÌ ÔËÅÐÂÎ ÏÑÉÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÒÓÑ×ËÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË (ÔÓÇÊ, ÔÎÑÌ ÒÑ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ z � const ÆÎâ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÅÆÇ z ì ÑÔß
ÒÑÎÖÕÑÐÑÄ, âÓÍÑÔÕÇÌ). £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ËÊÎÂÅÂÇÏÑÌ
ÕÇØÐÑÎÑÅËÇÌ ÓÂÊÆÇÎËÏ ÑÆÐÑÏÇÓÐÖá ÑÃÎÂÔÕß ÐÂÃÎáÆÇ-
ÐËâ G ÔËÅÐÂÎÂ ÐÂ ÚÇÕÞÓÇ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ (ÐÂ ÓËÔ. 11 ÏÂÔÛÕÂÃÞ
ÐÇ ÄÞÆÇÓÉÂÐÞ). ¥Îâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÐÂÌÆÇÏ ÄËÊÖÂÎßÐÖá ÏÂÔÔÖ
mi ÒÑ (1) Ë ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ àÎÇÏÇÐÕÂÏË ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ fmig
ÒÑ (2). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÂÓËÂÐÕÞ "ÃËÐÂÓÐÑÅÑ" (ÕÂÍ
ÍÂÍ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ)
ÑÒËÔÂÐËâ ÔËÅÐÂÎÂ. ¦ÔÎË àÕÑÕ ÔËÅÐÂÎ ì ÔÓÇÊ ÅÑÓÐÑÅÑ
ÏÂÔÔËÄÂ, ÕÑ ËÏÇÇÏ ÑÒËÔÂÐËÇ ÕÂÍÑÅÑ ÏÂÔÔËÄÂ Ä ÙÇÎÑÏ
(Õ.Ç. ÐÂ ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ). ±ÖÔÕß ÐÂ ÏÐÑ-
ÉÇÔÕÄÇ fmig ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÖÔÎÑÄËâ m1 > 0, m4 > 0, m9 > 0;
ÕÑÅÆÂ ÑÒËÔÂÐËÇÏ ÏÂÔÔËÄÂ âÄÎâÇÕÔâ ÕÓÑÌÍÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ
V1, V4, V9, ÑÃÓÂÊÖáÜÂâ ÒÑÎÐÖá ÅÓÖÒÒÖ Ô ÑÒËÔÂÐËÇÏ
V1V4V9, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÇÅÏÇÐÕËÓÖÇÕ ÑÃÎÂÔÕß àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ. ³ÂÏ
ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐÐÞÌ ÔËÅÐÂÎ (ÐÂ ÆÂÐÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ),
ÇÔÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÏÑÆÇÎß ÔÓÇÆÐËØ ×ÖÐÍÙËÌ, àÕÑ ÚÇÕÞÓÇ
ÒÑÎÖÕÑÐÑÄÞØ ÔÕÖÒÇÐßÍË ÄÞÔÑÕÞ mi (i � 1, 2, 3, 4), Â Ô
ÖÚÇÕÑÏ ÅÓÂÆËÇÐÕÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ì ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËâ
ÎËÐËâÏË ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. ¥Îâ ÊÂÆÂÚË ÃÞÔÕÓÑÅÑ ÖÊÐÂ-
ÄÂÐËâ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÇÎßÇ×Â ÏÇÔÕÐÑÔÕË) ÕÂÍÑÇ ÅÓÖÃÑÇ
ÑÒËÔÂÐËÇ ÚÂÔÕÑ ÃÞÄÂÇÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ÄÞÔÑÕÖ ÒÑ mi ÏÑÉÐÑ ÏÂÔÛÕÂÃËÓÑÄÂÕß ÎËÃÑ, ÂÒÓËÑÓË
ÊÐÂâ ÄÞÔÑÕÖ ÄÇÓÛËÐÞ, ÒÓËÄâÊÂÕß Í ÐÇÌ ÊÐÂÚÇÐËÇ m3.
£ÂÉÐÑ, ÚÕÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÞÏË àÎÇÏÇÐ-
ÕÂÏË mi ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ (ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍ ÏÞ Ë ÄËÆËÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÇ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÑÃÝÇÍÕÂÏË).

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÇ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕË ×ËÎßÕÓÑÄ (ÕÑÚÐÇÇ, ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ËÏË ÓÇÂÎËÊÖÇ-
ÏÞØ) ÒÑ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐËá ËÊÏÇÐÇÐËÌ Ä ÒÑÎÇ ÊÓÇÐËâ ÑÚÇÐß
ÄÞÔÑÍË, Ë àÕÑ ÏÑÉÐÑ ÒÑÆÕÄÇÓÆËÕß ÒÓÑÔÕÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ.
±ÖÔÕß ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ Ä ÒÑÎÇ ÊÓÇÐËâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ (ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÒÓÑÄÑÆâÕÔâ ÐÑÚßá). ±ÖÔÕß "ËÔÚÇÊ" ÑÆËÐ
ÒËÍÔÇÎ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ (ÅÆÇ-ÕÑ ÒÑâÄËÎÔâ ÑÅÑÐÇÍ ÔËÅÂÓÇÕÞ).
´ÑÅÆÂ "ÔÓÂÃÑÕÂáÕ" ×ËÎßÕÓÞ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËÇ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß
×ÂÍÕ ËÊÏÇÐÇÐËÌ ÐÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËË Ë ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÕß ÇÅÑ.

³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ 15-ÏÇÓÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÑÎÇ R � R�A0� ÅÎÂÆÍËÏ
ÒÑÎÇÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ j�A0�, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ (Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
×ÑÓÏÖÎÑÌ °ÔÕÓÑÅÓÂÆÔÍÑÅÑ) Ä ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË G Ô
ÅÓÂÐËÙÇÌ g�G� ×ÖÐÍÙËË ÑÃÎÂÔÕË

F �G� �
�
g�G�

Rn ds

ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÇÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß, Õ.Ç.

divR � divgradj � q2j
qx2i

;

ÅÆÇ n ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ÄÐÇÛÐÇÌ ÐÑÓÏÂÎË Í g�G�, Â
dsì àÎÇÏÇÐÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÆËÄÇÓÅÇÐÙËË
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÂÎËÚËÇ ÒÑÕÑÍÂ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÚÇÓÇÊ ÅÓÂÐËÙÖ
ÑÕ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ (ÔÕÑÍÑÄ), ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜËØ Ä G. ­áÃÑÌ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ì ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ËÊÏÇÐâáÜÂâÔâ ÑÕ 0
ÆÑ 1, Õ.Ç. ÑÃÎÂÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÂ ÔÖÉÂÇÕÔâ ÆÑ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË G1 � G, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ Ë
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ 1. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÔâ ÏÂÔÔÂ
(ËÎË ÄÇÔß ÊÂÓâÆ) ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÂ Ä àÕÑÌ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË Ô
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ×ËÎßÕÓÞ Ë ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ, ËÏÇâ ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÑÇ ÍÑÐÔÕÓÖÍÕËÄÐÑÇ ÖÔÕÓÑÌÔÕÄÑ, ÓÂÊÎËÚÐÞÒÑÓÇÂÎËÊÖÇ-
ÏÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏ. ¦ÔÎË ×ËÎßÕÓÞ ËÊ fFig ÓÇÛÂáÕ
ÊÂÆÂÚÖ ÄÞâÄÎÇÐËâ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËáÏÂÍÔËÏÂÎß-
ÐÑÌ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ËÊ fxig, ÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ËÊ fVig, Ô
ÒÑÏÑÜßá ÍÑÕÑÓÞØ ÓÇÛÂÇÕÔâ ÊÂÆÂÚÂ ÑÙÇÐÍË ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ (ÔÕÑÍÑÄ), ÐÂÆÇÎâÇÕÔâ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ-
ÔÕË Ë ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ËÊÏÇÐÇÐËÌ Ä ÔËÅÐÂÎÇ (Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÒÑÍÓÞ-
ÕËâ). ±ÑàÕÑÏÖ fFig ì ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÚÖÄÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑÔÕË ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚ ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÑ ÄÞâÄÎÇÐËá
R � gradj, Â àÎÇÏÇÐÕÞ ËÊ fVig Ä ÔÑÔÕÂÄÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ�

G

divR do � F �G�

ì ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ Í ÄÓÂÜÇÐËâÏ Ë ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÐÑÔÂÏ
Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÔÄÑËØ ÒÑÍÓÞÕËÌ.

³ÄÑÌÔÕÄÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Í ÕÇÏ ËÎË
ËÐÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ËØ ÏÇÓÂÏË (×ÖÐÍ-
ÙËâÏË ÍÂÚÇÔÕÄÂ) ÒÓË ÑÙÇÐÍÇ ÑÃÝÇÍÕÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ. ´ÂÍËÇ
ÏÇÓÞ ì àÕÂÎÑÐÞ (ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÊÓËÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÑÔÒÓËâ-
ÕËâ ì ÄÓÑÉÆÇÐÐÞÇ àÕÂÎÑÐÞ). ±ÑàÕÑÏÖ ÊÂÆÂÚÂ ÒÓËÐâÕËâ
ÓÇÛÇÐËâ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ àÕÂÎÑÐÑÄ ÒÑ ÒÓÂ-
ÄËÎÖ: ÑÃÝÇÍÕ ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ àÕÂÎÑÐÖ, ÇÔÎË ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÏËÐËÏÖÏ ÏÇÉÆÖ àÕÂÎÑÐÑÏ Ë ÑÃÝÇÍÕÑÏ (mi |t ÿ miizo ) ÒÑ i;
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÆÎâ ÅÓÖÒÒ Ë ÑÒËÔÂÐËÌ Ä ÂÎÅÇÃÓÇ AV. ¢ÑÎÇÇ
ÕÑÅÑ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß (ÔÏ. [6]), ÚÕÑ ÇÔÎË fVigì ÏÑÆÇÎß-
ÐÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÒÓÑÔÕÞØ ÐÇÌÓÑÐÑÄ, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜËØ Ä
ÊÓËÕÇÎßÐÑÌ ÍÑÓÇ, ÕÑ fPnig ì ÔÎÑÉÐÞÇ, Â fPsig ì ÔÄÇÓØ-
ÔÎÑÉÐÞÇ ÐÇÌÓÑÐÞ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓËÏÇÓÞ. ±ÖÔÕß ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÄÇÔÕË ÐÂ
ÑÃÝÇÍÕ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÕÑÎÃ, ÄËÆÇÑÍÂÏÇÓÖ. ±ÓË ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÒÑÄÑÓÑÕÇ ÍÂÏÇÓÞ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ×ÂÍÕ
ÒÑâÄÎÇÐËâ (ËÎË ËÔÚÇÊÐÑÄÇÐËâ) ÑÃÝÇÍÕÂ Ä ÒÑÎÇ ÊÓÇÐËâ

m1

m2

m3

Pn

z

x

m1

m2

m3

m4

G

²ËÔ. 11. ®ÑÆÇÎß ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÔËÅÐÂÎÂ ÐÂ ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÓÂÊÓÇ-
ÛÇÐËâ.
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ÊÂ×ËÍÔËÓÖÇÕÔâ ÔÓÂÃÂÕÞÄÂÐËÇÏ ×ËÎßÕÓÂ F1 (ËÎË F1), Â
×ÂÍÕ ÒÑÒÂÆÂÐËâ Ä ÒÇÓÇÍÓÇÔÕËÇ ÍÂÏÇÓÞ ì ×ËÎßÕÓÑÏ F4

(m4 � m0, ÇÔÎË Ä ÒÑÎÇ ÊÓÇÐËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ ÏÇÛÂáÜËÇ
×ÂÍÕÑÓÞ). ¦ÔÎË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÐÂÄÇÔÕË ÐÂ ÑÃÝÇÍÕ ÆÄÇ
ÍÂÏÇÓÞ, ÕÑ ÂÎÅÑÓËÕÏ ËØ ÐÂÄÇÆÇÐËâ ËÆÇÐÕËÚÇÐ, Â ÒÑ-
ÔÍÑÎßÍÖ ÑÔÐÑÄÐÞÏË ÑÒÇÓÂÙËâÏË âÄÎâáÕÔâ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÇ,
ÕÑ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÂâ ÔÎÑÉÐÑÔÕß ÂÎÅÑÓËÕÏÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÏËÐËÏÂÎßÐÂ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓË ÓÇÛÇ-
ÐËË ÊÂÆÂÚË ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÖÓÑÄÇÐß Ô ÏËÐË-
ÏÂÎßÐÞÏ ÓÂÊÓÇÛÇÐËÇÏ, ÐÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ, ÚÕÑÃÞ ÄÞÆÇ-
ÎËÕß ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÌ ÑÃÝÇÍÕ, ÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÒÑÏÇØË ÐÇ
ÃÖÆÖÕ ÄÎËâÕß ÐÂ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ. ´ÂÍ ÓÇÛÂÇÕÔâ
ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÐÂÄÇÆÇÐËâ ÐÂ ÑÃÝÇÍÕ ÆÄÖØ ÍÂÏÇÓ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË
ÊÂÆÂÚË ÔÕÇÓÇÑÄÑÔÒÓËâÕËâ.

±ÖÔÕß Ä ÒÑÎÇ ÊÓÇÐËâ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÍÄÂÆÓÂÕ (ÓËÔ. 12).
¦ÅÑ ÑÒËÔÂÐËÇÏ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÓÂÊ ÒÑÎÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ

Pn � V4 � V5 � V8

Ô ÄËÊÖÂÎßÐÑÌ ÏÂÔÔÑÌ m0 � 12 (ÖÔÎÑÄÐÞØ ÃËÐÂÓÐÞØ ÇÆË-
ÐËÙ). ±ÖÔÕß Ä ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ÍÄÂÆÓÂÕ
"ËÔÚÇÊ", Â ÕÑÚÐÇÇ, ÑÆÐÂ ÇÅÑ ÔÕÑÓÑÐÂ ÑÍÂÊÂÎÂÔß ÔÕÇÓÕÑÌ
ÎËÃÑ ÊÂÅÑÓÑÉÇÐÐÑÌ. ¯Â ÒÎÂÐËÅÑÐÇ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÄÇ
ÍÎÇÕÍË ÔÕÂÎË ÃÇÎÞÏË. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÃÜÂâ ÄËÊÖÂÎßÐÂâ
ÏÂÔÔÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÔÕÂÎÂ ÓÂÄÐÑÌ 10, Â Ä ÑÒËÔÂÐËË ÄÏÇÔÕÑ
ÅÓÖÒÒÞ Pn ÒÑâÄËÎËÔß ÇÜÇ ÆÄÇ, Pn1 Ë Pn2, Ë ÑÆÐÂ ÊÂÏÍÐÖÕÂâ
ÅÓÖÒÒÂ

Ps � V5V7 � V8V11 :

±ÑÔÍÑÎßÍÖÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ÂÒÓËÑÓË ÊÐÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÒÑÎÇ ÊÓÇÐËâ
ÃÞÎÍÄÂÆÓÂÕ, ÕÑ ÑÐ ÎÇÅÍÑÒÓËÐËÏÂÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ Ñ ÚÂÔÕËÚÐÑÏ
ÊÂÅÑÓÂÉËÄÂÐËË ÑÃÝÇÍÕÂ. ¦ÔÎË ÉÇ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ÂÒÓËÑÓË
ÊÐÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÒÑÎÇ ÊÓÇÐËâ ËÏÇÇÕÔâ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÌ ÑÃÝÇÍÕ (×ÑÓÏÂ), ÆÄÂ àÎÇÏÇÐÕÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÊÂÅÑÓÑÉÇÐÞ,
ÕÑ ÒÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ Ô ÏÂÔÔÑÌ 10 ÑÐ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ (ÒÓÑÅÐÑÊËÓÖÇÕ) ÕÓË ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÄÂÓËÂÐÕÂ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÑÃÓÂÊÂÏ ÕÓÇØ ÒÑÎÐÞØ ÅÓÖÒÒ ì Pn, Pn1,
Pn2. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÑÃÓÂÊ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÅÓÖÒÒÞ Ps ì ÑÃÓÂÊ,
ÑÃÝÇÆËÐâáÜËÌ ÄÔÇ àÕË ÒÓÑÅÐÑÊËÓÖÇÏÞÇ ×ÑÓÏÞ.

4. ¶ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
Ä ÂÎÅÇÃÓÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ

±ÖÔÕß ÒÎÂÐËÅÑÐ ì ÍÂÔÂÕÇÎßÐÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß Í ÅÎÂÆÍÑÏÖ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËá (ÔÏ. ÓËÔ. 3), ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ

ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ (ÄÐÇÛÐÇÌ) ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ, ÊÂÆÂÐÂ ÔÄÑâ ÆÇÍÂÓÕÑÄÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ. ´ÂÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ ÒÎÂÐËÅÑÐ ÔÄâÊÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÐÑ-
ÉÇÔÕÄÑ fmi jg ì ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ (1) ÓÇÂÎßÐÑÅÑ
ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ËÊ E 3 Ä ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ, Â
×ËÎßÕÓÞ fFig ÄÞâÄÎâáÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÏÂÔÔ ÒÑ ÖÔÎÑÄËâÏ

q
qxi
� f0;> 0;< 0g ;

ÕÑ:
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÇ ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ, ì

ÔÒÎÑÛÐÂâ ÔÓÇÆÂ;
ÍÂÉÆÑÏÖ Fi ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÕÂÍÑÌ ÔÓÇÆÞ

ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ
"ÇÆËÐËÚÐÑÏÖ" ×ËÎßÕÓÖ F0;

ÍÂÉÆÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔÓÇÆÞ Fi ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÆÓÖÅËÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÇÏ Fj (ÓÇÚß ËÆÇÕ ÑÃ ÑÃÓÂÊÂØ ×ËÎßÕÓÑÄ, ÑÕÓÂÉÂáÜËØ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ) ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÐÑÔÑÏ Ë ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÇÌ
ÔÆÄËÅÂ ÏÂÔÔ ÑÆÐÑÌ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÒÎÂÐËÅÑÐÂ Ä ÆÓÖÅÖá.

±ÑàÕÑÏÖ ÍÂÉÆÑÌ ÒÂÓÇ (Fi, Fj) ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÓÇÆÞ ÒÎÂÐË-
ÅÑÐÂ, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ÄÓÇÏÇÐË Dt � t2 ÿ t1, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÄÑÌ ÄÂÓËÂÐÕ ÆÄËÉÇÐËâ ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÞ.
°ÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÄÐÇÛÐÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ËÏÇÇÏ:
1) ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ ËÊ ÕÑÚÍË A0 ì ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ
Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÎÂÐËÅÑÐÂ; 2) ÆÄËÉÇÐËâ ËÊ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍË A Ä B ì ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÆÄËÉÇÐËâ;
3) ËÔÕËÐÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÄÞâÄÎâÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÑÕ
ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍË ÄÑÊÏÑÉÐÞØ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ ÐÂ ÏÐÑÉÇ-
ÔÕÄÇ fVig Ä ÂÎÅÇÃÓÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ (ÕÂÍÑÌ
ÒÑÆØÑÆ Í ÂÐÂÎËÊÖ ÆÄËÉÇÐËÌ ì ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÊÂÆÂÚË ÏÇØÂÐËÍË).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÂÐÂÎËÊ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ Ä
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÐÂ ÄÓÇÏÇÐÐ�yØ ÔÓÇÊÂØ,
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ Dt, ì ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ
ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÌ Ë ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ ÐÂ ÑÃÓÂÊÂØ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÑÄ fVig Ä ÂÎÅÇÃÓÇ AV.

¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÇÔÎË ÐÂÃÎáÆÂáÕÔâ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÕËÒÂ

V3 ! V3 ! V3 ! V3 ! . . . ;

ÕÑ ËÏÇÇÏ ÄÓÂÜÇÐËÇ Ä ÒÑÎÇ ÊÓÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÐÑÌ ÑÔË z, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÎÂÐËÅÑÐÂ Ë
ÔÑÇÆËÐâáÜÇÌ ÆÄÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¦ÔÎË ÂÒÓËÑÓË
ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞÌ ÑÃÝÇÍÕ ì ÕÇÎÑ (ÑÃÑÎÑÚÍÂ),
ÕÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÇÓÇØÑÆÞ

V1 ! V1 ! V1 ! V1 ! . . .

ÑÕÓÂÉÂáÕ ÄÓÂÜÇÐËÇ ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË y ÒÎÂÐËÅÑÐÂ (ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ
ÒÑ ÑÔÕÂÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÂÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ).

³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÆÎâ ÑÃÓÂÊÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂV1, ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÍÂÍ ÕÄÇÓÆÑÇ ÕÇÎÑ, ÄÓÂÜÇÐËÇ ÄÑÍÓÖÅ ÑÔË x (ÑÔË
ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÑÆÐÑËÏÇÐÐÑÅÑ ×ËÎßÕÓÂ) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÇÅÑ ÑÃÝÇÍÕÑÏ, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ Í ÒÑÄÑÓÑÕÖ; Ë àÕÑ ÄÇÓÐÑ ÒÑ
ÄÔÇÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏ Ä ÔËÎÖ ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ËÏ ×ËÎßÕÓÑÄ, Õ.Ç. ÖÔÎÑÄËÇ

qj�x�
qx

� 0 ;

ÅÆÇ

j�x� � j�x1; . . . ; x15� ;
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ×ÖÐÍÙËË j�x� ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ xi � xi (Ä E15).

V�x; y�

Pn

y

x

V�x; y�

Ps

y

x

Pn1

Pn2

Ps

²ËÔ. 12.±ÓËÏÇÓ ÄÑÔÒÓËâÕËâ ×ÑÓÏÞ ÒÓË ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÇÇ ÐÂÓÖÛÇÐËâØ.
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°ÃÜËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÆÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÎáÃÂâ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ xi. ±ÑàÕÑÏÖ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÒÑ ÆÂÐÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá ì ÔËÏÏÇÕÓËâ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÄÔÇØ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ xi ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞØ
ÑÔÇÌ ËÊ fxig (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÐÂ ÓËÔ. 10 ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ mi ì ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÔËÏÏÇÕÓËË ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇ-
ÐËá xi).

°ÃÓÂÕÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ

qj�x�
qx

6� 0

ì àÕÑ ×ÂÍÕ ÐÂÎËÚËâ Ä ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏÑÌ ×ÖÐÍÙËË j�x� ÒÑ
ÑÔË xi ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËË, Â ÊÐÂÚËÕ, ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÓÂÊÐÑÔÕË
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÒÑ àÕÑÌ ÑÔË, Õ.Ç. ÐÂÎËÚËÇ "ÕÑÍÂ". £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÙËÓÍÖÎâÙËË ËÏÇÇÏ
ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ R Ä
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÇ A ÑÃÎÂÔÕË G�

G

rotR do � ÿI�G� ;

Ë àÕÑ ÄÇÓÐÑ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ×ËÎßÕÓÂ.
±ÖÔÕß ÑÃÓÂÊ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Vi ì ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÑÇ ÍÎÇÕÑÚ-

ÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, ÔÑÔÕÑâÜÇÇ ËÊ ÕÑÚÇÍ ì "ÚÇÓÐÞØ ÂÕÑ-
ÏÑÄ" ÐÂ ÃÇÎÑÏ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ. ´ÂÍËÇ ÂÕÑÏÞ ÔÄâÊÂÐÞ ÏÇÉÆÖ
ÔÑÃÑÌ Ë ÑÃÓÂÊÖáÕ "ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËá" àÕÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ.
³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÂÉÆÑÏÖ ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÑÔÕÑÄÑÏ (ÔÍÇÎÇÕÑÏ).
¿ÕÑ ÑÒËÔÂÐËÇ ì ËÊÑÃÓÂÊËÕÇÎßÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÑÃÓÂÊÑÄ ÐÂ
ÒÎÂÐËÅÑÐÇ, ÄÇÓÐÑÇ Ë ÆÎâ ÑÃÓÂÊÑÄ ÒÑÎÐÞØ Ë ÊÂÏÍÐÖÕÞØ
ÅÓÖÒÒ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÐÂ ÓËÔ. 4 Ë ÓËÔ. 12 ÎËÐËâ ì ÑÔÕÑÄ
ÑÃÓÂÊÂ).

±ÖÔÕß ÍÂÉÆÞÌ ÂÕÑÏ ì ÕÑÚÍÂ, ËÏÇáÜÂâ ÏÂÔÔÖ. ´ÑÅÆÂ
ÒÂÓÂ ÔÑÔÇÆÐËØ ÂÕÑÏÑÄ ÔÄâÊÂÐÂ ÎËÐËÇÌ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËá ´ÇÌÎÑÓÂ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

dy

dx
� f �x; y�

Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË A:

y�x� � y�A� � y�1��A� x ;
ÅÆÇ

y�A� � y0 :

°ÒÓÇÆÇÎââ àÕË ÒÓâÏÞÇ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÏË ÒÑÎâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ
ÐÂ Fi, ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÂÕÑÏÑÄ ÒÑ ÍÂÉÆÑ-
ÏÖ Fi ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ÍÓËÄÂâ ÓÇÛÇÐËâ ÆÂÐ-
ÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (ÓËÔ. 13).

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ, ÓÇÂÎËÊÖÇÏÑÇ ×ËÎßÕ-
ÓÑÏ, ÒÓËÏÇÐâÇÕÔâ Í ÅÎÂÆÍÑÏÖ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËá, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ
ÍÓËÄÞØ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞØ Ä e-ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË ÍÂÔÂÐËâ A0

Ô ÒÎÂÐËÅÑÐÑÏ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÊÂÆÂÐÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
(x; y) Ô ÙÇÐÕÓÑÏ Ä A0. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÆÇÌÔÕÄËâ ×ËÎßÕÓÑÄ
âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÍÕÑÓ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ

m0 � mi; mj � 0 Vj 6� i

ì àÕÑ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÐÑÔÕß ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÆÑÃÎÂ-
ÔÕË ÒÑÍÓÞÕËâ ×ËÎßÕÓÂ Fi (ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÆÎâ ÊÇÓÍÂÎßÐÑÅÑ Fi

×ËÎßÕÓÂ, ÇÔÎË m0 � mi < 0).
´ÂÍ ÍÂÍ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ fFig ì ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ×ÖÐÍÙËÌ (3) Ä

ÓâÆÇ ´ÇÌÎÑÓÂ, ÕÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË dy=dx � f �x; y� ÎÇÄÂâ ÚÂÔÕß
ÒÓÑÕËÄÑÒÑÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË ËÊ
àÕÑÅÑ ÓâÆÂ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ: ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÇÉÆÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË ÕÑÚÍË
(Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÒÑÍÓÞÕËâ) Ë ÖÅÎÑÄÞÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÍÂÔÂ-
ÕÇÎßÐÑÌ Í ÅÓÂ×ËÍÖ ÓÇÛÇÐËâ Ä àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ. ±ÑàÕÑÏÖ ÎáÃÑÌ
×ËÎßÕÓ Fi ÊÂÆÂÇÕ ÒÑÎÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ, Â ÊÐÂÚËÕ, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÐÂÌÕË ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ (ÎËÃÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÞØ ÒÓâÏÞØ, ÐÂ ÃÂÊÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÅËÃÂáÜÂâ),
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÇ Í ÍÑÕÑÓÞÏ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ (ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ
ÂÕÑÏÇ) ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÒÑÎâ. ¯ÖÉÐÑ ÑÕÏÇ-
ÕËÕß, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ dy=dx � f �x; y�
(ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ Ë ÇÆËÐÔÕ-
ÄÇÐÐÑÔÕË) ÕÑÎßÍÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ
ÔÒÇÙË×ËÍÂ ÕÑÚÍË A0 (ÙÇÐÕÓÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÂ), ÍÑÕÑÓÂâ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÆÎâ ×ËÎßÕÓÂ F3 ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÅËÃÂáÜÇÌ ÆÎâ ÒÖÚÍÂ
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ ÒÓâÏÞØ ÎËÃÑ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÍÑÌ ÒÇÓÇÅËÃÂ
ÆÎâ ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÒÂÓÂÃÑÎÞ, ÎËÃÑ ÒÑÍÓÞÄÂÇÕ ÒÂÓÖ ÓÂÄÐÑ-
ÔÕÑÓÑÐÐËØ Ë ÊÇÓÍÂÎßÐÞØ ÅËÒÇÓÃÑÎ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ A0 ì
ÕÑÚÍÂ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕ (ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞØ ÑÔÇÌ x, y).
±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÎÖÚÂÇÏÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ fFig ì
ÅËÒÑÕÇÊÂ, ÕÓÇÃÖáÜÂâ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÚÇÓÇÊ ÂÐÂÎËÊ ÐÂ
ÔÎÇÆÖáÜËØ ÖÓÑÄÐâØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ô Ã�oÎßÛËÏ ÓÂÊÓÇÛÇ-
ÐËÇÏ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ fVig Ë ÂÎÅÇÃÓÂ ÐÂ àÕÑÏ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÞ ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÆÑÒÖÔÕËÏÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÇ ÐÂ ÔÄâÊÂÐÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ, ÕÑ ÒÎÂÐËÅÑÐ ÐÂ àÕÑÏ ÏÐÑ-
ÉÇÔÕÄÇ ì ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, Â ÍÂÉÆÞÌ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ Vi Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÔÄÑÇÅÑ ÑÃÓÂÊÂ ì ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑ ÃÎËÊÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÂÓËÂÐÕÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÊÐÂÍÂ ÐÂ
ÓËÔ. 10, ÒÑÍÓÞÄÂÇÏÞÇ ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÑÒÖ-
ÔÍÂáÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÂ ÕÂÍÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ). ±ÑàÕÑÏÖ ÏÐÑ-
ÉÇÔÕÄÂ fVig, fPnig, fPsig, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ ÍÂÍ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, "ÓÇÛÂáÕ" Ä àÕÑÏ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÊÂÆÂÚË ÄËÆÂ�b

a

F�x; y; y�1�� dx

Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕÇÌ ÒÑÍÓÞÕËÌ ÒÑ ÄÔÇÏÖ ÒÑÍÓÞÕËá
ÑÃÓÂÊÂ ËÊ àÕËØ ÏÐÑÉÇÔÕÄ.

¯ÂÊÑÄÇÏ àÕÖ ÊÂÆÂÚÖ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÇÇ "ÓÇÛÇÐËÇ" (ÊÆÇÔß ÒÑÆ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÒÑÐËÏÂÇÕÔâ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ Í ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏ ÎËÐËâÏ ÐÂ ÑÃÓÂÊÂØ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÑÄ Ë ÅÓÖÒÒ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ) ì ÐÂØÑÉÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎß-
ÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË f �x; y� Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÒÑÍÓÞÕËâ ÑÃÓÂÊÑÏ ÐÂ
ÒÎÂÐËÅÑÐÇ (ÐÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÄÞÛÇÐËâ ÕÑÚÐÑÔÕË

F14

F7 F12

F15

²ËÔ. 13.ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÐÂ ÑÃÓÂÊÂØ ×ËÎßÕÓÑÄ.

5 µ¶¯, Õ. 174, å 10
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ÓÇÛÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ÒÑÍÓÞÕËâ
ÒÇÓÇÌÕË ÐÂ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÖÓÑÄÇÐß ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ô ÒÓËÏÇÐÇ-
ÐËÇÏ ÕÑÌ ÉÇ ÕÇØÐÑÎÑÅËË ÂÐÂÎËÊÂ). £ÐÇÛÐÇÌ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ
ÊÂÆÂÚÇÌ âÄÎâÇÕÔâ ÂÐÂÎËÊ ÑÃÓÂÊÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÐÂ ÒÎÂÐË-
ÅÑÐÇ Ä ÙÇÎÑÏ.

±ÖÔÕß ÑÃÓÂÊ Vi ì ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂ ÆÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÑÃÝÇÍÕÂ Ä ÒÑÎÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ. ´ÑÅÆÂ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ Vi Í Vj

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÌ ÚÇÓÇÊ ÔÑÒÑ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÆÄÖØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÑÃÝÇÍÕÂ, Â ËØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ
ViVj ì ÒÑÎÐÖá ÅÓÖÒÒÖ Pnl ÕÂÍÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ
ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ

Pni ! Pnj ; Psi ! Psj

Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÔÄÑËØ ÏÐÑÉÇÔÕÄ. ´ÂÍËÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÄÑ ÄÓÇÏÇ-
ÐË ì ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÅÑ ÑÃÝÇÍÕÂ Ä ÒÑÎÇ ÒÎÂÐË-
ÅÑÐÂ.

±ÖÔÕß ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÑÃÝÇÍÕÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ; ÕÑÅÆÂ ÒÇÓÇ-
ØÑÆÞ

Vi ! Vi ! Vi ; Psi ! Psi ! Psi

ÄÑ ÄÓÇÏÇÐËìÆÄËÉÇÐËâ. ¦ÔÎË fVig ÍÂÍ àÍÄËÄÂÎÇÐÕ fFigì
ÃÂÊËÔ ÆÎâ E 15, ÕÑ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ
ÃÂÊÑÄÞÏÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ âÄÎâÇÕÔâ fPnig. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ
fVig, fPsig ÑÃÓÂÊ ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ ÊÂÐËÏÂÇÕ ÇÅÑ ÒÑÎÑÄËÐÖ, Â
ÆÄËÉÇÐËÇì "ÍÂÚÂÐËÇ" ÑÃÓÂÊÂ ÑÕ ÒÓâÏÑÅÑ Í ËÐÄÇÓÔÐÑÏÖ Ë
ÑÃÓÂÕÐÑ. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÅÓÖÒÒÞ Pni ÑÃÓÂÊÑÏ (ÐÂ
ÑÒÇÓÂÙËË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ) âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÏÒÂÍÕ (ÚÇÕÞÓÇ ÔÄâÊÂÐ-
ÐÞÇ ÑÃÓÂÊÑÏ ÅÓÖÒÒÞ ÍÎÇÕÍË ÒÎÂÐËÅÑÐÂ 2, ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ
ÔÍÎÇÇÐÐÞÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË), ÆÄËÉÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÂ ÒÎÂÐË-
ÅÑÐÇì àÍÄËÄÂÎÇÐÕ ÆÄËÉÇÐËâ ÕÄÇÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ-
ÐÑÅÑ ÔÄÑËÏ ÙÇÐÕÓÑÏ ÏÂÔÔ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÕß ÎáÃÖá ÒÑÎÐÖá ÅÓÖÒÒÖ ÐÂ ÚÇÕÞÓÇØ ÇÇ ÑÃÓÂÊÂØ ËÊ
ÄÑÔßÏË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÅÓÖÒÒÞ (V1, V2, V3) ËÏÇÇÏ

V1V2V3; V1V2V3; V1V2V3; V1V2V3

(ÓËÔ. 14).
±ÖÔÕß ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÙÇÐÕÓÂÏÂÔÔìÐÇÒÓÇÓÞÄ-

ÐÂâ ÍÓËÄÂâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÂâ ÐÂ
ÒÎÂÐËÅÑÐÇ ÍÂÍ ÐÂ ÍÂÓÕËÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ±ÖÔÕß ÆÄËÉÖ-
ÜËÌÔâ ÑÃÝÇÍÕ ÒÑ ÓÂÊÏÇÓÂÏ ÒÑÓâÆÍÂ ÚÇÕÄÇÓÕË ÒÎÂÐËÅÑÐÂ
(Õ.Ç. ÖÔÎÑÄÐÑ ÊÂÐËÏÂÇÕ ÍÄÂÆÓÂÐÕ; ÇÔÎË àÕÑ ÐÇ ÕÂÍ, ÕÑ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÇÓÇÌÕË ÐÂ ÆÓÖÅÑÌ ÖÓÑÄÇÐß ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ Ä ÕÖ
ËÎË ËÐÖá ÔÕÑÓÑÐÖ). ±ÖÔÕß ×ÑÓÏÂ ÑÃÝÇÍÕÂ ÐÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ ÃÎËÊÍÂ Í ÍÄÂÆÓÂÕÖ (ÇÔÎË àÕÑ
ÐÇ ÕÂÍ, ÕÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÎËÃÑ ËÊÏÇÐËÕß ×ÑÓÏÖ ÒÎÂÐËÅÑÐÂ,
ÂÆÂÒÕËÓÑÄÂÄ ÇÇ ÒÑÆ ÑÃÝÇÍÕ, ÎËÃÑ "ÆÑÔÕÓÑËÕß" ÆÑ ÍÄÂÆ-
ÓÂÕÂ). ´ÑÅÆÂ ÐÂ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ë ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ
ftig ÊÂ ËÐÕÇÓÄÂÎ TN ÒÑÎÖÚËÏ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß "ÍÂÓ-
ÕËÐÑÍ" ÕËÒÂ ÓËÔ. 14, ÐÑ Ô ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏ ÖÚÂÔÕËÇÏ
ÒÑÎÐÞØ ÅÓÖÒÒ (V1, V5, V7), (V2, V4, V6), ÍÑÅÆÂ ÙÇÐÕÓ ÏÂÔÔ
ÑÃÝÇÍÕÂ ÒÑÒÂÆÂÇÕ ÐÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÇ ÑÔË x, y ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÇÐÐÑ.ª àÕÑ ÕÂÍ, ÇÔÎË ÔÍÑÓÑÔÕß ÆÄËÉÇÐËâ ÙÇÐÕÓÂÏÂÔÔ v ÊÂ
ËÐÕÇÓÄÂÎ Dt ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÔÑÔÇÆÐËÏË ÐÂÃÎáÆÇÐËâÏË
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá ÐÂ ÆÎËÐÖ ÒÖÕË

Dl � vDt > 1

2
S ;

ÅÆÇ Sì ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÍÎÇÕÍË ÒÎÂÐËÅÑÐÂ.
¦ÔÎË ËÐÕÇÓÄÂÎ Dt ÊÂÆÂÐ ÕÂÍËÏ, ÚÕÑ Dl >�2=3�S, ÕÑ ÆÎâ

ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÊÂ ÑÃÝÇÍÕÑÏ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÓÖÒÒÞ (V1,V2,V3).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ fPnig ì ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÇ Ë
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÂ
ÒÎÂÐËÅÑÐÇ ÙÇÐÕÓÂ ÏÂÔÔ ÑÃÝÇÍÕÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ A0 (ÐÂ
ÂÒÓËÑÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ Ë Ä ÊÂÆÂÐÐÞÇ
ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË ti ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ TN).

ÁÓÍËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÊÂ
ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ âÄÎâÇÕÔâ (ÐÇÓÇÛÇÐÐÂâ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÇ
ÄÓÇÏâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏË ÒÑÆØÑÆÂÏË) ÃËÑÐËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ
"ÎâÅÖÛÍÂ Ë ÏÖÛÍÂ": ÎâÅÖÛÍÂ ÔÎÇÆËÕ ÊÂ ÎÇÕâÜÇÌ ÏÖØÑÌ Ë
ÖÔÒÇÛÐÑ ÇÇ ÎÑÄËÕ. ¯Â ÆÓÖÅËÇ ÑÃÝÇÍÕÞ, ÒÑ ÅÂÃÂÓËÕÂÏ ÐÇ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÏÖØÇ ÎËÃÑ ÐÂØÑÆâÜËÇÔâ Ä ÒÑÍÑÇ,
ÎâÅÖÛÍÂ ÐÇ ÓÇÂÅËÓÖÇÕ, ÆÂÉÇ ÇÔÎË ÏÖØÂ "ÔËÆËÕ Ö ÐÇÇ ÒÑÆ
ÐÑÔÑÏ". ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ËÊÎÂÅÂÇÏÖá ÏÇÕÑÆËÍÖ,
ÏÑÉÐÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑ ÃÎËÊÍËØ
×ÖÐÍÙËÌ ÓÇÛÂÕß ÊÂÆÂÚË ÒÓÑÅÐÑÊÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ
ÑÃÝÇÍÕÂ.

±ÖÔÕß ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÆÄËÉÇÐËÇ, ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÇ ÄÞØÑÆËÕ ËÊ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÍÓÞÕËâVi,Pni,Psi,
Â ÊÐÂÚËÕ, ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÑÒËÔÂÐËÇ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÔÇÏÇÌÔÕÄ
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑ ÃÎËÊÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ (ÄÐÖÕÓÇÐÐââ ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÆÄËÉÇÐËâ Ë ÎËÐËË
ÕÑÍÂ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ (ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕË ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ) ÕÑÅÆÂ Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÆÄËÉÇÐËâ Ä
ÆÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ËÊÏÇÐâáÕÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË
ÕÑÎßÍÑ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ, ÐÑ ÐÇ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá, ÕÑ ÑÃÎÂÔÕß
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÑÃÓÂÊÑÄ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ Ë ÅÓÖÒÒ ì ÑÃÎÂÔÕß
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË Í ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ËÊÏÇÐÇÐËâÏ Ë ÑÃÎÂÔÕß
ÎËÐËÌ ÕÑÍÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÍÂÉÆÞÌ ÑÃÓÂÊ Ä ÂÎÅÇÃÓÇ AV

ËÐÄÂÓËÂÐÕÇÐ Í ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÏÖ Ä ËÔØÑÆÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Ë ÍÂÉÆÑÏÖ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÎËÐËË ÕÑÍÂ. ´ÂÍ ÍÂÍ ÍÂÉÆÞÌ ÑÃÓÂÊ Ä
ÂÎÅÇÃÓÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÆÑÃÎÂÔÕßá ÑÆÐÑÓÑÆÐÑ-
ÔÕË Ë ÄÐÇ ÇÇ "ÐËÚÇÅÑ ÐÇÕ", ÕÑ ÕÂÍÑÌ ÑÃÓÂÊ ì àÍÄËÄÂÎÇÐÕ
ÕÄÇÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ. ±ÓË ÒÑÔÕÖÒÂÕÇÎßÐÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÒÑÔÎÇÆ-
ÐÇÅÑ (Õ.Ç. ÕÂÍÑÏ ÆÄËÉÇÐËË, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÎáÃÑÌ ÑÕÓÇÊÑÍ
ÒÓâÏÑÌ, ÄÊâÕÞÌ ÐÂ ÕÇÎÇ, ÒÇÓÇÏÇÜÂÇÕÔâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ
ÔÂÏÑÏÖ ÔÇÃÇ) ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ËÊÏÇÐÇÐËÌ ÔÍÑÓÑÔÕË (ÒÓË

2 ´ÂÍÖá ÔÄâÊÐÑÔÕß ÏÞ ÐÂÊÞÄÂÇÏ p-ÔÄâÊÐÑÔÕßá ì ÔÄâÊÐÑÔÕßá Ä
ÒÓÇÆÇÎÂØ ÑÃÓÂÊÂ ÒÑÎÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÔÄâÊÐÑÔÕË Ä
ÙÇÒÐÑÏ ÍÑÆËÓÑÄÂÐËË.

t1

x

y

A0

t2

x

y

A0

t4

x

y

A0

t3

x

y

A0

²ËÔ. 14. ¥ÄËÉÇÐËÇ ÍÑÏÒÂÍÕÂ ÒÑÎÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ (V1;V2;V3), ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐÐÑÅÑ ÙÇÐÕÓÑÏ ÏÂÔÔ (ÕÑÚÍÂ) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÙÇÐÕÓÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÂ A0.
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ÔÑØÓÂÐÇÐËË ÇÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ) ÎËÐËË ÕÑÍÂ ì ÕÓÂÇÍÕÑÓËË.
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÓË ÄÓÂÜÇÐËË ÕÇÎÂ ÄÑÍÓÖÅ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÌ ÑÔË
ÎËÃÑ ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÄËÐÕÑÄÞØ ÆÄËÉÇÐËâØ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ ÕÄÇÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ ÍÂÍ ÙÇÎÑÅÑ ÇÅÑ ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËâ ÆÄËÉÇÐËâì ÎËÐËË ÕÑÍÂ. °ÕÔáÆÂ, ÇÔÎË ÐÂÃÎáÆÂáÕÔâ
ÎËÐËË ÕÑÍÂ, ÕÑ ÕÂÍÑÄÂ ÉÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÕÄÇÓÆÑÅÑ
ÕÇÎÂ.

5. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÂÎÅÇÃÓÞ

±ÖÔÕß ÐÂ ÑÃÓÂÊÂØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÂÎÅÇÃÓÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË ËØ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÎËÐËË ÕÑÍÂ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÎÂÐË-
ÅÑÐ ì ÆÄÖØÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÂâ ÑÃÎÂÔÕß, ÕÑ ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÐÑ
ÎËÐËâÏ ÕÑÍÂ ÒÑÔÕÂÄËÕß Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÎËÐËá l, ÐÇ
âÄÎâáÜÖáÔâ ÎËÐËÇÌ ÕÑÍÂ, Â âÄÎâáÜÖáÔâ ÑÃÓÂÊÖáÜÇÌ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ E 3, Ä ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÎÑÉÇÐ ÒÎÂÐËÅÑÐ. ´ÑÅÆÂ l Ë
ÎËÐËË ÕÑÍÂ ì ÄÇÍÕÑÓÐÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß.

±ÖÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÃÓÂÊÖáÜÇÌ l Ä E 3 ËÏÇÇÕ ÄËÆ

xÿ a
a
� yÿ b

b
� z

1
;

ÅÆÇ a, b, 1 ì ÐÂÒÓÂÄÎâáÜËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ; a, b, 0 ì
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÔÎÇÆÂ ÑÃÓÂÊÖáÜÇÌ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy (Ä
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ). ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÐÂÒÓÂÄÎâáÜÇÌ, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÑÌ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÔÇÃÇ ÒÑ ÑÃÓÂ-
ÊÖáÜÇÌ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÄËÆÂ

a

�
qz
qx

�
� b

�
qz
qv

�
� 1 :

¦ÔÎË ÑÃÓÂÊÖáÜÂâ l ÊÂÏÍÐÖÕÂ, ÕÑ ËÏÇÇÏ ÄÇÍÕÑÓÐÖá (ËÎË
ÄËØÓÇÄÖá) ÕÓÖÃÍÖ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÑÃÓÂÊÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ V4

ÎËÐËË ÕÑÍÂìÎËÐËË ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ y � y�x;C �, ÅÆÇCìconst.
°ÃÓÂÊÖáÜÂâ Í ÐËÏ Ä ÔËÎÖ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË
ÑÃÓÂÊÂ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß) ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÊÂÏÍÐÖÕÂ
Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË xz. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÏÇÇÏ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÖá
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß (ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÍÓÖÅÑÄÖá) Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÇÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÐÂ ÑÔË ÅÎÖÃËÐÞ z (Ë ÊÐÂÍÂ ÍÓËÄËÊÐÞ)
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÎÂÐËÅÑÐÂ ÍÂÍ ÍÂÓÕËÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
(ÓËÔ. 15). ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß,
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

qij�x; y�
qxkqym

� const ;

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÎÇÄÂâ ÚÂÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐË-
âÏ (3) Ä ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÒÎÂÐËÅÑÐÂ.
²ÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß z � j�x; y�.

±ÑàÕÑÏÖ ÑÃÓÂÊ ÍÂÉÆÑÅÑ ×ËÎßÕÓÂ ÆÑÒÖÔÕËÏÑ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÇÍÕËÓÑÄÂÐËâ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ô ÖÚÇÕÑÏ ÇÇ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËâ ÐÂÆ
ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÒÎÂÐËÅÑÐÂ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÑÃÓÂÊÖ ×ËÎßÕÓÂ F8,
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË xy
âÄÎâáÕÔâ ÅËÒÇÓÃÑÎÞ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÂÄËÕß Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ
ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÌ ÒÂÓÂÃÑÎÑËÆ (ÔÏ. ÓËÔ. 15), ÂF6 (ËÎËF7)ì
ÍÑÐËÚÇÔÍÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ. £ÂÉÐÑ ÂÒÓËÑÓË ÊÐÂÕß ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ
ÐÂÚÂÎßÐÞÇ Ë ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÕÓÖÆÐÑ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß ÒÑ ÑÆÐÑÏÖ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËá (ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÓÑÄÇÓËÕß
ÒÓÂÄËÎßÐÑÔÕß ÖÄËÆÇÐÐÑÌ ×ÑÓÏÞ, ÚÇÎÑÄÇÍ ÆÑÎÉÇÐ ÇÇ
ÍÑÔÐÖÕßÔâ). ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÊÐÂÍÂ ÍÓËÄËÊÐÞ
Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÆÂÎßÐÑÔÕË ÒÑ ÎÖÚÖ ÊÓÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÂ ÊÓËÕÇÎß-
ÐÑÅÑ ÄÑÔÒÓËâÕËâÏÑÉÇÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÞÔÕÓÑ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß

×ÑÓÏÖ ÑÃÑÎÑÚÍË ÑÃÝÇÍÕÂ. ¡ÎÅÑÓËÕÏ ÒÓËÏÇÓÐÑ ÕÂÍÑÌ ÉÇ,
ÍÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÔËÅÐÂÎÂ (ÔÏ. ÓËÔ. 11).

±ÖÔÕß ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÔÕÑÎÃ (ÕÓÖÃÂ, ÔÕÄÑÎ ÆÇÓÇÄÂ) Ë
ÓÇÛÇÐÂ ÊÂÆÂÚÂ ÇÅÑ ÄÞÆÇÎÇÐËâ (ÔÇÅÏÇÐÕÂÙËË). £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ËÏÇÇÏ ÑÃÓÂÊ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ V4 ÐÂ ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÖÓÑÄÐÇ
ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ (ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ ì
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎáÒÇÓÄÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, Õ.Ç. m1 � m2 � 0 ÆÎâ
F1 Ë F2). ¦ÔÎË ÕÇÒÇÓß ÐÂÎÑÉËÕß ÐÂ àÕÑÕ ÑÃÓÂÊ ÒÑÎÖÕÑÐÑ-
ÄÖá ÏÂÕÓËÙÖ �mi j�4�4 (ÐÑ Ô ÖÓÑÄÐÇÏ ÃÑÎßÛÇÅÑ ÓÂÊÓÇÛÇ-
ÐËâ), ÕÑ ÏÞ ÖÄËÆËÏ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÑÎÖÕÑÐÑÄ (âÓÍÑÔÕÇÌ) ÒÑ
ÎËÐËË ÑÃÓÂÊÖáÜÇÌ. ¡ÒÓËÑÓË ÒÓËÐËÏÂâ ÖÔÎÑÄËÇ "ÕÑ, ÚÕÑ
ÃÎËÉÇ, ÕÇÏÐÇÇ" (ÎËÃÑ ÐÂÑÃÑÓÑÕ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ ÑÍÓÖÉÂáÜÇÌ ÔÓÇÆÞ ì ÆÇÐß, ÐÑÚß Ë Õ.Ò.), ÏÑÉÐÑ
ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß ×ÑÓÏÖ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÇÔÎË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÔÕÑÎÃÂ ÐÂÐÇÔÇÐ ÓÇÅÖÎâÓÐÑ ÒÑÄÕÑÓâáÜËÌÔâ ÓËÔÖÐÑÍ
(ÕÇÍÔÕÖÓÂ); ÕÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÌ
ÒÑ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÂÎÅÑÓËÕÏ ÂÐÂÎËÊÂ ÓÂÊÏÇÓÑÄ ÍÎÇÕÑÍ
(ÕÇÍÔÇÎÑÄ) ÕÇÍÔÕÖÓÞ ÒÑ ÑÃÓÂÊÖáÜÇÌ (ÐÑ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ
ÊÐÂÍÂ ÍÓËÄËÊÐÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË).

´ÂÍÑÌ ÂÐÂÎËÊ ì ÓÇÛÇÐËÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÑÃÐÂ-
ÓÖÉÇÐËâ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ: ÇÔÎË ÍÂÉÆÑÏÖ ÑÃÓÂÊÖ

F8

x

y

F4

x

y

F3

x

y

x

z

y
x

z

y

F9

x

y

x

y

z
x

y

z

²ËÔ. 15. ±ÓËÏÇÓ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË ÑÃÓÂÊÑÄ ÐÂ ÒÎÂ-
ÐËÅÑÐÇ.
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ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ä E 3 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÇÍÕÑÓÐÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß
z � z�x; y�, ÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ àÍÔÕÓÇÏÖÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ

v
ÿ
z�x; y�� � � �

G

F

�
x; y; z;

qz
qx

;
qz
qy

�
dx dy

Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÒÑÍÓÞÕËâ Vi. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÇÔÎË Ä ÑÃÎÂÔÕË G ÒÑÍÓÞÕËâ Vi ÒÓÑØÑÆâÕ
ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÇÔâ ÍÓËÄÞÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ y � y�x;C�, ÅÆÇ Cì
const, ÕÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÍÓËÄÞØ Ä G ì ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÒÑÎÇ.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ V4 ÎËÐËË ÕÑÍÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÇ ÑÔË y ì
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ÒÑÎÇ.

¦ÔÎË Ä ÑÃÎÂÔÕËG ÒÑÍÓÞÕËâVi ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÑÚÍÂ, ÚÇÓÇÊ
ÍÑÕÑÓÖá ÒÓÑØÑÆâÕ ÍÓËÄÞÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ y � y�x;C �, ÆÂÎÇÇ
ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÇÔâ, ÕÑ ÕÂÍÑÇ ÒÑÎÇ ì ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÇ ÒÑÎÇ
ÒÖÚÍÂ ÍÓËÄÞØ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ V3 ËÏÇÇÏ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÇ
ÒÑÎÇ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÕÑÚÍÂ A0 ì ÙÇÐÕÓ ÒÖÚÍÂ ÒÓâÏÞØ,
ÆÂÎÇÇ ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËØÔâ (ÔÏ. ÓËÔ. 15).

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ ËÎË ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ àÍÔÕÓÇ-
ÏÂÎÇÌ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÂÎÅÇÃÓÞ
ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ì ÒÑÎÇ àÍÔÕÓÇÏÂÎÇÌ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÖÅÎÑ-
ÄÑÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ Í ÍÓËÄÑÌ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÔÑÃÔÕ-
ÄÇÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÕÑÚÍÇ (x; y) ì ÐÂÍÎÑÐ ÒÑÎâ Ä àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ.
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÆÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä E 3.

£ ÔËÎÖ ËÊÎÑÉÇÐÐÑÅÑ ÒÎÑÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ ì àÕÑ ÐÂØÑÉÆÇ-
ÐËÇ ×ÑÓÏÞ ÍÓËÄÑÌ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑ ÃÎËÊÍËØ
×ÖÐÍÙËÌ, ÓÇÛÂÇÏÂâ Ä ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÐÂ ÖÓÑÄÐÇ
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞØ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÑÒÓÇÆÇÎââ àÍÔÕÓÇÏÂÎË
ÎËÐËâÏË ÓÂÄÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ (ÒÑ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÏÂÔÔ ÐÂ ÏÂÕÓËÙÇ
�mi j� 4�4), ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ fVig ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Í ÓÇÛÇÐËá
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÐÂ ÒÑËÔÍ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ ÆÎâ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä E 3. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÂÒ-
ÓËÑÓË ÊÐÂÕß, ÍÂÍÑÅÑ ÕËÒÂ ÊÂÆÂÚÂ ÒÑÆÎÇÉËÕ ÓÇÛÇÐËá ì
ÒÎÑÔÍÂâ ËÎË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ. £ ÒÓÂÍÕËÍÇ ÊÓËÕÇÎßÐÑÅÑ
ÄÑÔÒÓËâÕËâ ÒÓËÑÓËÕÇÕ ÊÂ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÐÑÓÏÂÎß-
ÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÄÊÅÎâÆ ÚÇÎÑÄÇÍÂ ÖÔÕÓÇÏÎÇÐ ÄÆÂÎß (Ä
ÐÇÔÑÃÔÕÄÇÐÐÖá ÕÑÚÍÖ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ). £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ, ÒÎÑÔÍÑÇ Ä ÔËÎÖ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÕÓÇØ-
ÏÇÓÐÑÌ ÔÙÇÐÞ ÐÂ ÆÄÖÏÇÓÐÖá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÔÇÕÚÂÕÍË ÅÎÂÊÂ,
ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ ÒÑ ÊÂÍÑÐÂÏ ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÞ ÔÏÑÆÇÎßÐÞÏ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ Ä ÄËÆÇ ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ Ë ÒÑÔÎÇ-
ÆÖáÜËÏ ÖÕÑÚÐÇÐËÇÏ ËØ ×ÑÓÏÞ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÑÒÓÑÔ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇ-
ÐËâ ÑÃÓÂÊÑÄ ÒÑÎÐÞØ Ë ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÅÓÖÒÒ. ¦ÔÎË ÏÐÑÉÇÔÕ-
ÄÖ fFig ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÃÂÊËÔÐÞØ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ, ÕÑ Ë ÏÐÑÉÇÔÕÄÖ fVig Ä ÔËÎÖ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ-
ÔÕË ËØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÂÄËÕß Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÑÓÕÑÄ feig, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä ÂÎÅÇÃÓÇ AV âÄÎâáÕÔâ
ÒÑÎËÂÆÐÞÏË ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâÏË: ei ei ì ÆËÂÆÞ, ei ej ek ì
ÕÓËÂÆÞ. ±ÑàÕÑÏÖ ÎáÃÑÏÖ ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ ËÊ fVig Ä E 3

ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÂÄËÕß Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÕÇÐÊÑÓÐÖá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß

T11�dx1�2 � T22�dx2�2 � const ;

ÅÆÇ ÆÑÒÖÔÕËÏÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ ÒÑ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÎáÃÑÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÍÂÍ ÍÑÏ-

ÒÑÐÇÐÕÂ ÆËÄÇÓÅÇÐÙËË ì ÔÍÂÎâÓ, Â Ä ÔÑÔÕÂÄÇ ÒÎÂÐËÅÑÐÂ
(ÍÂÍ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ) ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÐÂ ÒÑÎÖÅÇÑ-
ÆÇÊËÚÇÔÍËØ, ÕÑ ÎáÃÑÏÖ Vi Ä ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x1, x2, x3 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÇÐÊÑÓÐÂâ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß

T11�dx1�2 � T22�dx2�2 � T33�dx3�2 � const ;

ÅÆÇ Ti j ì ÅÎÂÄÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑ ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÔâÏ ÕÇÐÊÑÓÂ

T � Ti j e
ie j � Ti jei ej

Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ fxi : i � 1; 2; 3g Ô ÙÇÐÕÓÑÏ Ä ÕÑÚÍÇ A0

ÒÎÂÐËÅÑÐÂ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ

x3 � z ; z�A0� � 0 :

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÎáÃÑÌ ÒÑÎÐÑÌ ÅÓÖÒÒÇ Pni ËÊ fPnjg,
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂ ÕÓÑÌÍÇ (Vi, Vj, Vk), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÕÓËÂÆÂ ei ej ek. £ ÔËÎÖ ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ ÒÑÎÐÑÕÞ Pni Ë ÐÂÎËÚËâ
ÃÂÊËÔÂ ei, ej, ek ÕÂÍÂâ ÅÓÖÒÒÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ì ÎËÐÇÌÐÑÇ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ E 3

i . £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ
ÒÑÎÐÞØ ÅÓÖÒÒ ËÏÇÇÏ 35 ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÅÓÖÒÒÞ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÄÖØ
ÎáÃÞØ ÇÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ, ÕÑ ÍÂÉÆÂâ ÒÑÎÐÂâ ÅÓÖÒÒÂ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÏÂ ÐÂ ÆËÂÆÇ ÔÄÑÇÅÑ ÃÂÊËÔÂ ei ej ÎËÃÑ ej ek, ÎËÃÑ ei ek.
´ÂÍÑÌ ÃÂÊËÔ Ä ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
(q=qu, q=qv), ÅÆÇ u, v ì ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
ÅÓÖÒÒÞ Pni, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÍÖÔÑÍ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË (ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ
ÑÒËÔÂÐËÌ ËÏÇÇÏ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÍÖÔÍÑÄ)

r � r�u; v�
Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÇÇ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÄÑ ÄÏÇÜÂáÜÇÏ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇ ì Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ àÕÑÌ ÅÓÖÒÒÞ.

­áÃÂâ ÅÓÖÒÒÂ Pni ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÔÄÑÇÏÖ ÇÄÍÎËÆÑÄÖ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ E 3

i Ô ÃÂÊËÔÑÏ ei, ej, ek. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß Ä E 3

i , ÒÎÂÐËÅÑÐ Í ÍÑÕÑÓÑÌ ì ÍÂÔÂÕÇÎßÐÂâ
ÒÎÑÔÍÑÔÕß Ä ÕÑÚÍÇ (0,0), ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏË
×ÑÓÏÂÏË, Â ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ E 3

i ÅÓÖÒÒÞ Pni

"ÒÓËÔÒÑÔÑÃÎÇÐÑ Í ÔÄÑÇÏÖ" ÃÂÊËÔÖ, ÕÑ ÆÎâ ÐÇÇ ÍÄÂÆÓÂÕËÚ-
ÐÞÇ ×ÑÓÏÞ ËÏÇáÕ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËÌ ÄËÆ (ÔÏ. ÓËÔ. 15).

¥ÂÎÇÇ, ÎáÃÂâ ÊÂÏÍÐÖÕÂâ ÅÓÖÒÒÂ Psi ì ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËâ
ÆÄÖØ ÒÑÎÐÞØ ÅÓÖÒÒ

Pni � �Vi;Vj;Vk� ; Pnj � �Vn;Vm;Vk� ;
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÑÃÜËÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ Vk (Õ.Ç. ÑÃÜËÏ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÐÞÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ); ÐÂÒÓËÏÇÓ,

Psi � ViVj � VnVm :

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÍÂÉÆÑÌ ÒÑÎÐÑÌ ÅÓÖÒÒÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ E 3
i , ÕÑ

ÊÂÏÍÐÖÕÂâ ÅÓÖÒÒÂ ì ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÂâ ÔÍÎÇÌÍÂ ÆÄÖØ ÕÂÍËØ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄ ÒÑ ËØ ÑÃÜÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÏÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá
(Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÊÐÂÍÂ). ±ÑàÕÑÏÖ ÎáÃÂâ ÊÂÏÍÐÖÕÂâ
ÅÓÖÒÒÂ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÄËÆÂ

ei ei � enek

(Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ËÐÄÇÓÔËË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ). ¦ÔÎË ÍÂÉÆÂâ
ÒÑÎÐÂâ ÅÓÖÒÒÂ (ÒÑ ÑÆÐÑÏÖ ÔÄÑÇÏÖ ÑÒËÔÂÐËá) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÍÖÔÑÍ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÕÑ ÆÄÇ ÔÍÎÇÇÐÐÞÇ ÅÓÖÒÒÞ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ
ÆÄÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÍÖÔÍÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ.

±ÖÔÕß ×ËÎßÕÓ F3 ÊÂÆÂÇÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ (ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÑÇ) x1 Ä ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË (Õ.Ç. Ä ÒÑÆÑÃÎÂÔÕË
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÄÇÔÑÄÑÅÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ �1; ÓËÔ. 16Â). ´ÑÅÆÂ
×ËÎßÕÓ F8 Ô ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏË

q4

q2x q2y
� q2

qx qy

�
q2

qx qy

�
� q2

qx2

�
q2

qy2

�
� q2

qy2

�
q2

qx2

�
�5�

ÊÂÆÂÇÕ ÐÑÄÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (x1, y1) Ô ÙÇÐÕÓÑÏ A0 ÐÂ
ÒÎÂÐËÅÑÐÇ Ë B0 � F8 ÐÂ ÓÇÛÇÕÍÇ V�x; y�, ÔÑÄÏÇÜÇÐÐÑÌ Ô
ÒÎÂÐËÅÑÐÑÏ (ÓËÔ. 16Ã). ¯ÂÊÑÄÇÏ ÕÂÍÑÌ ÒÎÂÐËÅÑÐ PV-
ÒÎÂÐËÅÑÐÑÏ. ±ÓË àÕÑÏ ×ÂÍÕ ÒÇÓÇÐÑÔÂ ÙÇÐÕÓÂ ÏÂÔÔ Ä
ÕÑÚÍÖ A0 ÑÕÓÂÉÂÇÕÔâ ÆÄÖÏâ ÒÓÂÄÞÏË Ä (5) ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâÏË (Õ.Ç. ×ËÎßÕÓÂÏË F4, F5), Â ×ÂÍÕ ÄÓÂÜÇÐËâ, ÔÄÑÌÔÕ-
ÄÇÐÐÞÌ F3, ì ÍÑÏÒÑÊËÙËÇÌ ÇÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ Ä (5).
±ÑàÕÑÏÖ ×ËÎßÕÓ F8 Ä ÔÄÑÇÌ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË (Ä
ÃÎËÉÂÌÛÇÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË A0 ÇÅÑ ÑÃÓÂÊÂ ÐÂ ÒÎÂÐË-
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ÅÑÐÇ; ÓËÔ. 16Â) ÚÇÓÇÊ ÆÇÌÔÕÄËÇ F4, F5 ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂ-
ÙËá ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ (ÏÂÔÔ) Ä àÕÑÌ ÚÂÔÕË, Â ÚÇÓÇÊ ÆÇÌÔÕÄËÇ
ÍÑÏÒÑÊËÙËË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ×ËÎßÕÓÂ F3 ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÍÑÐ-
ÙÇÐÕÓÂÙËá ÄËØÓÇÌ, ÙÇÐÕÓÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÊÐÇÔÇÐÞ ÒÑ ÑÔâÏ
x1, y1. ¦ÔÎË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÑÔÇÌ x1, y1 ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÕÂÍ, ÍÂÍ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 16, ÕÑ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (x, y), (x1, y1) Ô
ÑÃÜËÏ ÙÇÐÕÓÑÏ A0 ÐÇÎßÊâ ÔÑÄÏÇÔÕËÕß ÒÑÄÑÓÑÕÑÏ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÎÂÐËÅÑÐÂ.

¥ÄÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂ PV-ÒÎÂÐËÅÑÐÇ (Ë ÓÇÛÇÕÍÇ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ) K1 � �x; y� Ë K2 � �x1; y1� ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃ-
ÓÂÊÑÏ ÄÞÆÇÎâáÕ ÒâÕß ÒÑÎÐÞØ ÅÓÖÒÒ:

Pnx � �V1;V4;V9�; Pny � �V2;V5;V10�
ì ÅÓÖÒÒÞ, ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ Ä ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ K1;

Pnx1 � �V3;V8;V15�; Pny1 � �V8;V11;V12�
ì ÅÓÖÒÒÞ, ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ Ä ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ K2;

Pn0 � �V4;V8;V5�

ì ÅÓÖÒÒÂ ÔÄâÊË (ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ) ÆÄÖØ ÔËÔÕÇÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.
±ÖÔÕß ÒÎÂÐËÅÑÐ ì ÍÂÔÂÕÇÎßÐÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß Ä ÕÑÚÍÇ A0

Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ËÊ ÅÎÂÆÍÑÅÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ
ÿ
z�A0� � 0

�
, Ä

ÍÑÕÑÓÑÌ ÊÂÆÂÐÞ ÆÄÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ z:

K1 � �x; y� ; K2 � �x1; y1� :

´ÑÅÆÂ ÎáÃÂâ ÒÑÎÐÂâ ÅÓÖÒÒÂ Pni � �Vi;Vj;Vk� ÐÂ ÔÄÑËØ
ÑÒËÔÂÐËâØìàÕÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÕÇÐÊÑÓÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ä
ÕÑÌ ËÎË ËÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ËÊ fK1;K2g.

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÎáÃÂâ ÒÑÎÐÂâ ÅÓÖÒÒÂ Ä ÂÎÅÇÃÓÇ AV ÐÂ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ËÊ ÕÓÇØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ËÏÇÇÕ ÄÑÔÇÏß ÑÃÓÂÊÑÄ:
ÚÇÕÞÓÇ ÐÂ ÑÒÇÓÂÙËË +, ÚÇÕÞÓÇ ì ÐÂ �. ´ÂÍ ÍÂÍ ÍÂÉÆÑÏÖ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ Vi ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÓÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ei Ä ÕÑÚÍÇ
A0, Â ÏÐÑÉÇÔÕÄÖ fVi;Vj;Vkg 2 Pni ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÐÑ-
ÉÇÔÕÄÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ ÓÇÒÇÓÑÄ fei; ej; ekg, ÕÑ ÑÐË ÑÃÓÂ-
ÊÖáÕ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂáÜËØ ÓÇÒÇÓÑÄ Ë ÒÑÊÄÑÎâáÕ
ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÅÇÑÏÇÕÓËá ÔÎÑÉÐÑ ÖÔÕÓÑÇÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË Ä E 3

i . ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÎáÃÂâ ÒÑÎÐÂâ ÅÓÖÒÒÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÕÑ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÅÇÑÏÇÕÓËË

ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ

T11�dx1�2 � T22�dx2�2 � const

ÐÂ ÒÂÓÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ËÊ ÕÓÑÌÍË, ÅÆÇ ÒÇÓÄÞÌ ÆÂÇÕ ÑÙÇÐÍÖ
ÑÆÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÇ, Â ÄÕÑÓÑÌ ì ÆÓÖÅÑÌ. ´ÂÍ ÍÂÍ ÄÔÇ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÑ ÐÂ ÒÂÓÇ ÔËÔÕÇÏ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (K1, K2), ÕÑ:

ÑÃÝÇÆËÐÇÐËâ Vi � Vj, Vi � Vk, Vj � Vk ì ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËâ ÐÂ

T11�dx1�2 � T22�dx2�2 � const ;

ÅÆÇ dxi ì ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎ ÒÑ xi ËÊ (K1, K2);
ÎáÃÑÇ ËÊ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ ViVj, ViVk, VjVk ì ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-

ÐËÇ ÕÇÐÊÑÓÂ

T � Tnmenem ;

ÅÆÇ n, m ÄÞÃËÓÂáÕÔâ ËÊ (i, j, k), Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÕËÒÂ

T11�dx1�2 � T22�dx2�2 � const :

´ÂÍËÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÑÃÓÂÊÞ ÒÑÎÐÑÌ
ÅÓÖÒÒÞ "ÐÑÄÞÏË" ÕÇÐÊÑÓÐÞÏË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÂÉÆÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÒÑÎÐÑÌ
ÅÓÖÒÒÞ ì ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÐÂ ÒÂÓÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÐÞØ ÔËÔÕÇÏ (K1, K2), ÅÆÇ Ä ÓÑÎË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
ÄÞÔÕÖÒÂáÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚËÔÎÂ. ±ÓË àÕÑÏ: ÍÂÉÆÞÌ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓVi ÄÞâÄÎâÇÕ ÒÑ ei "ÔÄÑá" ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß; ÍÂÉÆÂâ ÒÑÎÐÂâ
ÅÓÖÒÒÂ ì ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÑ ÑÓÅÂÐËÊÑÄÂÐÐÂâ ÐÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂØ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß, Â ÊÂÏÍÐÖÕÂâ ì ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÂâ ÔÍÎÇÌÍÂ
ÒÂÓÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ, ÖÄÇÎËÚËÄÂáÜÂâ ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÔÕß ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏÑÅÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ.

¯ÂÎËÚËÇ ÒÂÓÞ (K1, K2) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÂÔÛËÓËÕß ×ÖÐÍ-
ÙËÑÐÂÎßÐÞÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÂÎÅÇÃÓÞ ÒÑ ÄÑÔÔÕÂ-
ÐÑÄÎÇÐËá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÏÇÉÆÖ ÑÃÝÇÍ-
ÕÂÏË, ÄÍÎáÚÂâ ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÐÞÇ ÑÕÐÑÛÇÐËâ.

±ÖÔÕß ÅÎÂÆÍÑÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ì ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÇ ÏÐÑÅÑ-
ÑÃÓÂÊËÇ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÑÇ ÎËÐËÇÌ. ´ÑÅÆÂ ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÒÎÂ-
ÐËÅÑÐ Ô ÑÃÓÂÊÂÏË ËÊ fFig ì ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ "ÑÃÝÇÍÕ",
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ÍÂÍ ÓÂÔÔÎÑÇÐÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÆÎâ ÑÆÐÑ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÏ ÒÎÂÐË-
ÅÑÐÇ ÆÑÒÖÔÕËÏÂ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (x, y).
£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÆÎâ ÎËÐËË, ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÑÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÑ
x, ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ x ì àÕÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÒÑ ÍÂÉÆÑÏÖ ÔÎÑá.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ×ËÎßÕÓÂF5 ÕÂÍÑÌ ÎËÐËÇÌ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓâÏÂâ
(ÑÔÕÑÄ), ÒÓÑØÑÆâÜÂâ ÒÑ x ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍÖ A0. ¿ÕÂ ÒÓâÏÂâ ì
ÃÂÊÂ ÓÂÔÔÎÑÇÐÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, Â y ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ
ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÕÓÑËÕÔâ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÂâ ÕËÒËÚ-
ÐÑÅÑ ÔÎÑâ, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÂâ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ ÒÑ ÃÂÊÇ ÑÕ ÔÎÑâ
Í ÔÎÑá (ÎËÃÑ ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÆÎâ F4). ´ÑÅÆÂ ÄÇÍÕÑÓ
V Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÇ A ÃÂÊÞ ÄÐÖÕÓË ÒÎÂÐËÅÑÐÂ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÃÂÊËÔÇ:

V � y
q
qx

;

ÅÆÇ yì ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÄÇÍÕÑÓÂ V.
³ÄÑÌÔÕÄÑ ÔÎÑÇÐËâ ÐÂ ÑÃÓÂÊÂØ ×ËÎßÕÓÑÄ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ

ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ x, y ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ô ÙÇÐÕÓÑÏ A0, ÐÑ Ë ÆÎâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ z
ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎâ. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÂÐËÅÑÐ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÍÂÓÕËÐÐÖá
ÒÎÑÔÍÑÔÕß. ´ÂÍÑÇ ÔÎÑÇÐËÇ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ z ÎÇÅÍÑ ÓÇÂÎË-
ÊÖÇÕ ÔËÔÕÇÏÂ ÊÓËÕÇÎßÐÑÅÑ ÄÑÔÒÓËâÕËâ. ¦ÔÎË ÏÞ ×ÑÍÖÔË-
ÓÖÇÏ ÄÊÅÎâÆ ÐÂ ÑÃÝÇÍÕÇ, ÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá
ÅÎÖÃËÐÞ ÓÂÊÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÓÕËÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÐÂ ÒÇÓÇÆÐÇÇ

A0

F3

y

x

x1

F8

y

x

x1

y1

Â

V8

V0

y
V�x; y�

x

x1

y1

B0

y

x

x1

y1

Ã
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Ë ÊÂÆÐÇÇ. ²ÇÂÎËÊÖâ ÓÂÊÐÞÇ ÕÑÚÍË ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍË, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÅÎÖÃËÐÇ ÒÑ ÓÂÊÐÞÏ ÔÎÑâÏ.

³ÄÑÌÔÕÄÑ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÅÎÖÃËÐÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ì
ÄÓÑÉÆÇÐÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÊÓËÕÇÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ, ÓÇÂÎËÊÖÇÏÞØ ×ËÎßÕÓÂÏË,
ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÒâÕËÏÇÓÐÑÏÖ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ (ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ
ÐËÉÇ), ÕÑ ÄÞÆÇÎÇÐÐÞÇ ÒÑÎÐÞÇ ÅÓÖÒÒÞ

Pnx; Pny; Pnx1; Pny1; Pn0

ÆÑÒÖÔÍÂáÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÂ ÃÂÊËÔÐÞÇ ÅÓÖÒÒÞ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ
fVig. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÖÚËÕÞÄÂâ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÔÎÑÇÐËâ, ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÒÎÂÐËÅÑÐ "ÑÍÐÑÏ", ÚÇÓÇÊ ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÞ ÔÏÑÕ-
ÓËÏ (ÓËÔ. 17Â): "ÓÂÏÂ" ÑÍÐÂ ì ÑÃÎÂÔÕß ÒÇÓË×ÇÓËÌÐÑÅÑ
ÊÓÇÐËâ, "ÔÕÇÍÎÑ" ÑÍÐÂ ì ÑÃÎÂÔÕß âÔÐÑÅÑ ÄËÆÇÐËâ. ³
ÖÚÇÕÑÏ ÐÂÎËÚËâ ÃÂÊËÔÐÞØ ÅÓÖÒÒ ËÏÇÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÖá
ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá ÕÂÍÑÅÑ ÑÍÐÂ ÐÂ PV-ÒÎÂÐËÅÑÐÇ: K1 ì
ÂÃÔÑÎáÕÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ; K2 ì ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ, ÒÓËÄâÊÂÐÐÂâ Í ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÏÖ ÑÃÝÇÍÕÖ.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÑÕÑÃÓÂÊËÕß ÑÃÝÇÍÕÞ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÑÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÅÑ, Ä ÄËÆÇ ÒÓÂ-
ÄËÎßÐÞØ ÕÇÎ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂâ
ÒÓÑÇÍÙËâ ÐÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ, Â ÒÓËÏÇÐâÇÕÔâ ÏÑÆÇÎß ÐÇÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ [17]. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÆÇÎßÐÑÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÑ ÓËÔ. 17Â ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÕÑÚÍÖA0 ÒÎÂÐËÅÑÐÂ
ÐÇÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ (ÕÑÚÍÑÌ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ; àÕÑ ÕÂÍ ÒÓË
ÄÊÅÎâÆÇ ÄÆÂÎß: ÇÔÎË ÏÞ ÔÏÑÕÓËÏ ÐÂ ÃÎËÊÍËÌ ÑÃÝÇÍÕ, ÕÑ
"ÓÂÏÂ" ÒÇÓË×ÇÓËÌÐÑÅÑ ÊÓÇÐËâ Ë ÑÃÎÂÔÕß âÔÐÑÅÑ ÄËÆÇÐËâ
ÒÑÏÇÐâáÕÔâ ÏÇÔÕÂÏË). ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÆÎâ ÄÂÓËÂÐÕÂ ÒÑ
ÓËÔ. 17Ã. ¦ÔÎË àÕÑÕ ÄÂÓËÂÐÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄËÆÇÐËá
ÑÆÐËÏ ÅÎÂÊÑÏ (ËÎË ÄËÆÇÑÍÂÏÇÓÑÌ), ÕÑ, ÔÍÎÇËÄÂâ ÆÄÂ
ÒÎÂÐËÅÑÐÂ, ÒÑÎÖÚËÏ ÒÂÐÑÓÂÏÖ ÄËÆÇÐËâ ÆÎâ ÆÄÖØ ÅÎÂÊ Ô
ÎÇÄÑÌ Ë ÒÓÂÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÂÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 17Ä
ÒÑÍÂÊÂÐ ÄÂÓËÂÐÕ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÐÂ ÑÃÜÇÏ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ
ÚÇÕÞÓÇØ ÔËÔÕÇÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (Ë ËÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ
ÚÇÕÞÓÇØ ÔÍÎÇÇÐÐÞØ ÒÎÂÐËÅÑÐÑÄ) ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ËÊ ÚÇÕÞÓÇØ
ÄËÆÇÑÍÂÏÇÓ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓËÏÇÓÞ. ªÊÄÇÔÕÐÑÌ ÏÑÆÇÎßá ÚÇÕÞÓÇØ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÍÖÃÂ âÄÎâÇÕÔâ ÅËÒÇÓÍÖÃ, ÍÑÕÑÓÞÌ Ä ÒÓÑÇÍÙËË ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ ÅÓÂÐË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÆÄÖØ
ÍÖÃÑÄ, ÄÎÑÉÇÐÐÞØ ÆÓÖÅ Ä ÆÓÖÅÂ Ë ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÒÑ ÄÇÓÛËÐÂÏ.
´ÂÍÑÌ ÒÓÑÇÍÙËË ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÃÓÂÊ ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÂ V8, âÄÎâáÜËÌÔâ ÙÇÐÕÓÑÏ B0 ÏÑÆÇÎË ÒÑ ÓËÔ. 16Ã,
ÇÔÎË ÔÚËÕÂÕß ÍÄÂÆÓÂÕ ÒÎÂÐËÅÑÐÂ ÒÇÓÄÞÏ ÍÄÂÆÓÂÕÑÏ,
ÄÕÑÓÑÌ, ÄÐÖÕÓÇÐÐËÌ ì ÍÄÂÆÓÂÕÑÏ ÑÃÓÂÊÂ V4V5V8, Â
"ÖÛÍË" ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ì ÒÑÍÓÞÕËÇÏ ÎËÐËÌ ÔÄâÊË ÄÇÓÛËÐ.
¦ÔÎË ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÙÇÐÕÓ ÒÎÂÐËÅÑÐÂ ÕÑÚÍÑÌ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ, ÕÑ
ÒÑÎÖÚËÏ ÏÑÆÇÎß ÒâÕËÏÇÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÆÎâ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÆÐÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ì ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÅÎÖÃËÐÞ
(ÓËÔ. 18).

±ÖÔÕß ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÑÃÓÂÊ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ
ÅÓÖÒÒÞ

Ps � V4V6 � V8V14

(ÔÏ. ÓËÔ. 9). ¬ÂÉÆÑÌ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÅÓÖÒÒÇ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÂÄËÕß
Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÒÑÎÐÖá ÅÓÖÒÒÖ, ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ÍÑÕÑÓÑÌ
ÐÂÆÇÎÇÐÞ ÒÇÓÇÍÎáÚÂÕÇÎßÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË [6]. ¥Îâ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÅÓÖÒÒÞ ÕÂÍÑÄÑÌ âÄÎâÇÕÔâ
Pnx � �V2;V5;V10�. ³ÄÑÌÔÕÄÑ ÒÇÓÇÍÎáÚÇÐËâ (ËÎË ÍÑÏÏÖ-
ÕÂÙËË) ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÄÞÆÇÎÇÐËË ÒÂÓ ÒÑÎÐÞØ ÅÓÖÒÒ,
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ ÑÃÓÂÊ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÅÖÒÒÞ:

ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ V2 ÒÑÎÖÚÂÇÏ

V2V4V6 ; V2V8V14 ;

ÆÎâ V5 ÒÑÎÖÚÂÇÏ

V5V4V8 ; V5V6V14 ;

ÆÎâ V10 ÒÑÎÖÚÂÇÏ

V10V6V8 ; V10V4V14 :

¦ÔÎË ÐÂ ÑÃÓÂÊ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÅÓÖÒÒÞ ÐÂÎÑÉËÕß ÒÑÎÖÕÑ-
ÐÑÄÖá ÏÂÕÓËÙÖ Ë ÒÓËÐâÕß ÖÔÎÑÄËÇ, ÚÕÑ ÕÇÏÐÞÇ ÑÃÝÇÍÕÞ
(ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÇ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÍÑÏÒÂÍÕÂ) ÒÑ ÅÎÖÃËÐÇ ÃÎËÉÇ Í
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎá, ÕÑ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÜËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ "ÓÂÊÐÇ-
ÔÖÕ" ÄÞÆÇÎÇÐÐÞÇ ÐÂ ÑÃÓÂÊÇ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÅÓÖÒÒÞ ÍÑÏÒÂÍÕÞ
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y
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x

x

x
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²ËÔ. 17. ²ÂÊÐÇÔÇÐËÇ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÒÎÂÐËÅÑÐÂ ÒÑ ÑÔË ÅÎÖÃËÐÞ.

x4

x1 x2

x3

A0

x4

x

x1
A0

z

y

y1

x1

x2

x3

²ËÔ. 18. ¤ËÒÇÓÍÖÃ Ä ÒÓÑÇÍÙËË ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐ Ë ÍÑÐÖÔ "ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÞ" Ô
ÕÑÚÍÑÌ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ z.
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ÒÑ ÑÔË z (ÓËÔ. 19). ¹ËÔÎÑ ÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÓÂÄÐÑ ÚËÔÎÖ ÍÑÏÏÖ-
ÕËÓÖáÜËØ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ.

£ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ ÂÒÓËÑÓË ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓË-
ÐâÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÖÔÎÑÄËâ. £Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÑÃÝÇÍÕÞ ÐÂÃÎá-
ÆÂáÕÔâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ E 3. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ
ÄÇÆÇÕÔâ ÐÂ ÒÓÇÆÇÎÇ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ, Õ.Ç. ÐÂ ÖÓÑÄÐÇ Ô ÐËÊÍÑÌ
ÓÂÊÓÇÛÂáÜÇÌ ÔÒÑÔÑÃÐÑÔÕßá, ÅÆÇ ÄÎËâÐËÇ ÒÑÏÇØ ÏËÐË-
ÏÂÎßÐÑ. £-ÕÓÇÕßËØ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐâÕß ÓÇÛÇÐËÇ, ÚÕÑ
ÔÚËÕÂÕß ÊÂ ÃÎËÉÐËÌ ÑÃÝÇÍÕ ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ ì ÕÇÏÐÞÌ ËÎË
ÔÄÇÕÎÞÌ.

£ÉËÄÑÒËÔË ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÂ ÑÕÓÂÉÂÇÕÔâ "ÖØÑÆâÜÇÌ ÄÆÂÎß
ÆÑÓÑÅÑÌ", ÔØÑÆâÜÇÌÔâ Í ÅÑÓËÊÑÐÕÖ (ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ì Ä
ÍÑÏÒßáÕÇÓÐÑÌ ÅÓÂ×ËÍÇ). ¯ÂÅÎâÆÐÇÇ àÕÑ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÒÑ

ÄËÆÖ ÔÃÑÍÖ (ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÄËÆÑÏ ÔÄÇÓØÖ), Õ.Ç. ÒÑ
ÆËÂÅÑÐÂÎË ÍÂÓÕËÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ´ÂÍÑÌ ÆËÂÅÑÐÂÎßá ÐÂ
PV-ÒÎÂÐËÅÑÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ x � y, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ
ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÞ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ V3;V8;V15 ÒÑÎÐÑÌ ÅÓÖÒÒÞ Pnx1.
±ÑàÕÑÏÖ ÒÎÂÐËÅÑÐ Ä ÏÑÆÇÎßÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÒÑ
ÓËÔ. 17 ì àÕÑ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÌ ÑÃÝÇÍÕ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÆÑÒÖÔ-
ÕËÏÞ ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÐÞÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ.

6. ³ËÏÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÂÎÅÇÃÓÞ

±ÖÔÕß feig � fq=qxigì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÌ ÃÂÊËÔ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÅÑ ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ fFig. ´ÂÍ
ÍÂÍ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑFi ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÃÂÊÂ (ÎËÐËâ l) ÓÂÔÔÎÑÇÐÐÑÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÕÑ l ì ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍÂâ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË.
±ÑàÕÑÏÖ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ fFig, ÑÒÓÇÆÇÎââ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÇ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ feig, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÊÂÆÂÇÕ ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ Ô ÃÂÊËÔÑÏ feig ÐÂ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ fFig Ô
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÏ ÃÂÊËÔÑÏ feig � fq=qxig ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÍ-
ÕÑÓÐÞÇ ÒÑÎâ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ Ë ÃÂÊËÔ ÂÎÅÇÃÓÞ ­Ë ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ
¬ËÎÎËÐÅÂ Ä E 15.

´ÂÍ ÍÂÍ ÏÑÜÐÑÔÕß ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ fFig ÓÂÄÐÂ 15 (ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ
ÇÆËÐËÙÞ), ÕÑ ËÏÇÇÏ 15 ÄÇÍÕÑÓÑÄ ¬ËÎÎËÐÅÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâá-
ÜËØ 5-ÏÇÓÐÑÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ, ÄÎÑÉÇÐÐÑÇ Ä E 6. ±ÑàÕÑÏÖ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ fFig Ô ÃÂÊËÔÑÏ fq=qxig ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÂÐÂÎËÊËÓÑ-
ÄÂÕß ÔËÏÏÇÕÓËá ÕÂÍÑÅÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ, Â ÕÂÍÉÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ 15 ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ
ËÊ 15 ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÏÇÇÏ 15 ÊÂÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÆÎâ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ E 5. ®ÑÆÇÎß ÕÂÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ (ÅËÒÇÓ-
ÍÖÃ) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 18 (ÐÂ ÑÃÓÂÊÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ V8).
°ÐÂ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÖá
ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ
ÅÇÑÏÇÕÓËË ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÒÑÊËÙËá ÐÂÃÎáÆÂ-
ÕÇÎâ Ä àÕÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÇÅÑ ÑÓËÇÐÕÂÙËá ÒÑ ÐÂÃÎáÆÇ-
ÐËâÏ "ÚÇÓÇÊ" ÒÎÂÐËÅÑÐ (ÔÏ. ÓËÔ. 17).

±ÑÍÂÉÇÏ ÒÑÎÐÑÕÖ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ (3) Ô ÒÑ-
ÊËÙËÌ ÊÂÍÑÐÑÄ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ [18]. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÎÂÐËÅÑÐ ì
ÔÄâÊÂÐÐÂâ ÍÑÐÇÚÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ, ÕÑ ÑÐÂ ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÂ Ë ÆÎâ
ÐÇÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÓËÐÙËÒÞ
ÏÇØÂÐËÍË Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÊÂÍÑÐÂÏË ÔÑØÓÂÐÇÐËâ Ë
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕßá ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ë ÏÂÔÔÞ. ´ÂÍ ÍÂÍ Ä
ÒÑÎÇ ÒÎÂÐËÅÑÐÂ ÂÐÂÎËÊËÓÖÇÕÔâ ÒÓÑÙÇÔÔ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ
ÏÂÔÔÑÌ ÑÃÎÂÔÕË (1), ÕÑ 16-Ì ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ (ÔÑØÓÂÐÇÐËâ
ÏÂÔÔÞ) ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂØ ×ËÎßÕÓÑÄ Ë ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÑÕÓÂÉÇÐ
àÎÇÏÇÐÕÂÏË F0 � V0.

±ÖÔÕß ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÒÓÑÙÇÔÔ, ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐÐÞÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÑÃÎÂÔÕË F�G�. ´ÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß,
ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ

dm�G�
dt

� 0

ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ¥ÂÐÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ì ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß
(ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß) ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÅÑ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ ÐÂ ÛÂÅÂØ Dt
Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÒÑ ÄÔÇÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏ (3).
£ØÑÆâÜÂâ Ä ÐÇÅÑ ÍÑÐÄÇÍÕËÄÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕÓÂÉÂÇÕ
ÔÑØÓÂÐâÇÏÑÔÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÐÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËË, Â ÎÑÍÂÎßÐÂâ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ì ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕß ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÎáÃÑÌ ×ËÎßÕÓ ÓÇÂÎËÊÖÇÕ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
q=qxi, ÕÑ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÖÔÎÑÄËÇ gradj � 0ì ÖÔÎÑÄËÇ ÑÆÐÑ-
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²ËÔ. 19.±ÓËÏÇÓ ÔÎÑÇÐËâ ÒÑ ÑÔË z ÑÃÓÂÊÂ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÅÓÖÒÒÞ.
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ÓÑÆÐÑÔÕË ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ E 15. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ,
ÖÔÎÑÄËÇ divgradj 6� 0 ÒÑ ÎáÃÑÌ ÑÆÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÇ (Õ.Ç.
ÒÑ ÎáÃÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá mi, ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÂÄËÕß Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇVi)ì ÔÎÇÆÔÕÄËÇ "ÆÇÌÔÕÄËâ ÖÓÂÄÐÑÄÇÛÇÐÐÞØ
ÔËÎ" ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ x, y ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÊÂÆÂÐÐÑÌ
ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ, Ë ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ Í
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞÏ ÒÇÓÇÐÑÔÂÏ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÒÑÍÓÞÕËâ Vi.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÂÓÂ ÖÔÎÑÄËÌ

gradj � 0 ; divgradj 6� 0

ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ÕÇÍ-
ÔÕÖÓËÓÑÄÂÐÐÞÇ (ÓÇÅÖÎâÓÐÞÇ) ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ ÔÓÇÆÞ, ÑÕÒÇ-
ÚÂÕÍË ÒÂÎßÙÇÄ Ë Õ.Ò. ¡ÎÅÑÓËÕÏ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÔÕ. ¦ÔÎË
ÐÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÖÓÑÄÐÇ ÓÂÊÓÇÛÇÐËâ m0 6� 0, Â mi � 0
ÒÑ ÄÔÇÏ i, ÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÕÂÍÑÌ ÖÓÑÄÇÐß (ÒÑ ÓÂÊÓÇÛÂáÜÇÌ
ÔÒÑÔÑÃÐÑÔÕË), ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ divgradj 6� 0. ±ÓË àÕÑÏ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (1) ÓÇÂÎËÊÖÇÕ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ Ä
(ÂÃÔÑÎáÕÐÑ) ÅÎÂÆÍÑÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ, ÕÑ ÒÎÂÐËÅÑÐÞ ÄÔÇØ
ÖÓÑÄÐÇÌ ÅÎÂÆÍÑ ÔÍÎÇÇÐÞ (ÒÎÂÐËÅÑÐ ÖÓÑÄÐâ Ô ÐËÊÍËÏ
ÓÂÊÓÇÛÇÐËÇÏ ì ÂÕÎÂÔ, Â ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÇ ÅÎÂÆÍÑ ÔÍÎÇÇÐÐÞÇ
ÒÎÂÐËÅÑÐÞ ì ÍÂÓÕÞ).

±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÆÎâ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÔËÔÕÇÏ ÊÂÍÑÐ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô ËÊÑÕÓÑÒËÇÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ì
ÊÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÏÑÏÇÐÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ. ´ÂÍ ÍÂÍ ÎáÃÑÌ
ÑÒÇÓÂÕÑÓ Vi, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÌ ÍÂÍ ÕÄÇÓÆÑÇ ÕÇÎÑ ÐÂ ÆÄÖØ
ÔËÔÕÇÏÂØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (x; y), (x1; y1), ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËá z (ÒÑ ÐÑÓÏÂÎË Í ÒÎÂÐËÅÑÐÖ), ËÏÇÇÕ ÑÔß ÄÓÂÜÇÐËâ,
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ àÕÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÇ ÕÇÎÑ ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÑ Í ÒÑÄÑÓÑÕÖ, ÕÑ ÆÂÐÐÞÌ ÊÂÍÑÐ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ.

ªÕÂÍ, ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ fVig (ÄÍÎáÚÂâ V0) ÐÂ ÒÎÂÐËÅÑÐÇ ÍÂÍ
ÔÄâÊÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÄÔÇ ÕÓË ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ.
¦ÔÎË V0 ÆÑÔÕÂÕÑÚÇÐ Ô ÒÑÊËÙËÌ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓ-
ÅËË (ÏÂÔÔÞ), ÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ V1, V2 ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞ Ô ÒÑÊËÙËÌ
ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ËÏÒÖÎßÔÂ ÆÎâ ÐÇÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÏÇØÂÐËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ (ÕÇÎÂ) ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ x, y
ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ; ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ
ÖÚËÕÞÄÂáÕ ÕÖ ËÎË ËÐÖá ÆÇ×ÑÓÏÂÙËá, Â ÚÇÓÇÊ ÐÇÇ ì
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ÐÂ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÒÇÓÇÐÑÔÂØ. ©ÂÍÑÐ ÔÑØ-
ÓÂÐÇÐËâ ÏÑÏÇÐÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÓÇÃÖÇÕ ÄÄÇÆÇ-
ÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÄÞÆÇÎÇÐËâ ÙÇÐÕÓÂ ÏÂÔÔ (Ô
ÒÑÊËÙËÌ ÏÇØÂÐËÍË). ±ÑàÕÑÏÖ ËÏÇÐÐÑ Ô ÒÑÊËÙËÌ àÕÑÅÑ
ÊÂÍÑÐÂ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÙËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÐÂ ÓÂÊ-
ÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ì (x; y), (x1; y1). £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ËÏÇÇÏ:
fV1;V4;V9;V2;V5;V10g ì ÒÑÆÏÐÑÉÇÔÕÄÑ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ-

ÐÑÇ Ä ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ x, y Ë ËÏÇáÜÇÇ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÖá
ÔËÏÏÇÕÓËá;
fV3;V8;V15g ì ÒÑÆÏÐÑÉÇÔÕÄÑ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÇ Ä ÍÑÑÓ-

ÆËÐÂÕÂØ x1, y1 Ë ËÏÇáÜÇÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÖá ÔËÏÏÇÕÓËá;
fV6;V7;V13;V14g ì ÒÑÆÏÐÑÉÇÔÕÄÑ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÇ Ä

ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ x, y Ë ËÏÇáÜÇÇ ÍÑÐËÚÇÔÍÖá ÔËÏÏÇÕÓËá;

fV11;V12g ì ÒÑÆÏÐÑÉÇÔÕÄÑ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÇ Ä ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÂØ x, y Ë ËÏÇáÜÇÇ ÄËÐÕÑÄÖá ÔËÏÏÇÕÓËá (ÐÂ ÙËÎËÐ-
ÆÓÇ).

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË àÎÇ-
ÏÇÐÕÑÄ ÂÎÅÇÃÓÞ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÓÂÔÛËÓâáÜËÇ ËØ ÒÑÐËÏÂ-
ÐËÇ Ë ÒÑÊÄÑÎâáÜËÇ ÓÂÔÍÓÞÕß ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ
ÕÓÇØÏÇÓÐÑÔÕË (×ÑÓÏÞ ÑÃÑÎÑÚÍË) ÒÑ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÏÖ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÏÖ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËá. ªÊÎÑÉÇÐÞ ÒÑÆØÑÆÞ Í ÓÇÛÇ-
ÐËá ÊÂÆÂÚË ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ô
ÒÑÊËÙËÌ ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÐÂ ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕß. ³ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ ÒÑÍÂ-
ÊÂÐÞ ÒÖÕË ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐËâ, ÔÎÇÉÇÐËâ Ë
ÑÒËÔÂÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ Ë ÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ô ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÒÓÑÅÐÑ-
ÊÑÏ ÒÑÊËÙËË Ä ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË.

²ÂÊÓÂÃÑÕÂÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐËÊÍÑÌ
ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÑÌ ÔÎÑÉÐÑÔÕßá Ë ÄÞÔÑÍÑÌ ÆÑÔÕÑÄÇÓÐÑÔÕßá
Ä ÔÏÞÔÎÇ ÐÂÎËÚËâ ÑÃÝÇÍÕÂ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÌ
ÕÑÚÐÑÔÕË.

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÑ ÆÂÐÐÑÏÖ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÓÂÃÑÕ ÒÑÆ-
ÆÇÓÉÂÐÞ ²¶¶ª (ÒÓÑÇÍÕÞ 01-01-00452, 01-01-00459).
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The physical and mathematical aspects of image algebra transformations, elements and groups are reviewed, allowing some processes
involved in innate visual perception mechanisms to be justiéed.
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