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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

±ÓËÔÕÖÒÂâ Ä áÐÞÇ ÐÂÛË ÅÑÆÞ Í ÄÞÒÑÎÐÇÐËá ÑÃÜÇ×ËÊË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÅÑ ÒÓÂÍÕËÍÖÏÂ, ÄÔÇ ÏÞ ÊÐÂÍÑÏËÎËÔß
Ô ÕÇÑÓËÇÌ ÑÛËÃÑÍ, Ë Ä ÏËÐËÏÂÎßÐÑÏ ÄÂÓËÂÐÕÇ àÕÑ
ÊÐÂÍÑÏÔÕÄÑ ÔÄÑÆËÎÑÔß Í ÖâÔÐÇÐËá ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
ÎáÃÑÅÑ ËÊÏÇÓÇÐËâ X ËÊÖÚÂÇÏÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ a ÑÃÞÚÐÑ
ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ, ËÎË, ÍÂÍ ÑÃÓÂÊÐÑ ÄÞÓÂÊËÎÔâ ©ÂÌÆÇÎß,
ÑÕâÅÑÜÂÇÕÔâ [1] ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÑÛËÃÍÑÌ D:

X � a� D :

±ÑÎÐÑÔÕßá ËÔÍÎáÚËÕß ÇÇ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ, ÐÑ
ÏÑÉÐÑ ÖÏÇÐßÛËÕß ÇÇ ÒÑÄÕÑÓÇÐËÇÏ ÑÒÞÕÂ Ë ÄÞÚËÔÎÇÐËÇÏ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÂÓË×ÏÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ (ÄÞÃÑÓÑÚÐÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ) ËÊÏÇ-
ÓÇÐÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ X1; . . . ;Xn:

1

n

Xn
j� 1

Xj � a� Dn :

©ÆÇÔß ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ a ì ËÔÕËÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÞ (ÔËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÑÛËÃÍÂ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ
ËÔÍÎáÚÇÐÐÑÌ), Â Dn ì ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÚËÔÎÂ ÒÑÄÕÑÓÐÞØ
ËÊÏÇÓÇÐËÌ n ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÑÛËÃÍÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ n
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÒÑ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÏÖ (ÅÂÖÔÔÑÄÖ) ÊÂÍÑÐÖ.

¥ÄÖÏâ ÅÑÆÂÏË ÒÑÊÉÇ Ä ÍÖÓÔÇ ÕÇÑÓËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÏÞ
ÖÊÐÂÄÂÎË, ÒÑÚÇÏÖ ÑÐÂ ÕÂÍ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÂ:
ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ.

¸ÇÐÕÓÂÎßÐÂâ ÒÓÇÆÇÎßÐÂâ ÕÇÑÓÇÏÂ (¸±´). ±ÖÔÕß ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Xj ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ, ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ hxi � a Ë ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ s 2 <1. ´ÑÅÆÂP n

j� 1 Xj ÿ na���
n
p

s
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¡ÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÂâ ÂÐÑÏÂÎßÐÂâ ÆË××ÖÊËâ Ë ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÊÂÍÑÐÞ
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ÅÆÇ G ì ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ÔÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ
(ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ) ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
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Â ÊÐÂÍ �d ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ (ÒÓË n!1) ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ, ÔÕÑâÜËØ ÒÑ ÑÃÇ
ÔÕÑÓÑÐÞ ÑÕ àÕÑÅÑ ÊÐÂÍÂ.

¥ÓÑÉÂÐËÇ ÔÕÓÇÎÍË ÒÓËÃÑÓÂ, ÄÞÊÄÂÐÐÑÇ ÒÓÑØÑÆâÜËÏ
ÒÑÆ ÑÍÐÑÏ ÕÓÂÏÄÂÇÏ, ÆÂÄÂÎÑ ÐÂÏ ÒÇÓÄÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ñ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÓÑÙÇÔÔÇ Ë ÓÇÎÂÍÔÂÙËË (ÔÕÓÇÎÍÂ ÃÞÔÕÓÑ ÖÔÒÑ-
ÍÂËÄÂÎÂÔß), ÓÂÊÅÎâÆÞÄÂÐËÇ ÒÑÆ ÏËÍÓÑÔÍÑÒÑÏ ÄÊÄÇÛÇÐ-
ÐÞØ Ä ÉËÆÍÑÔÕË ÚÂÔÕËÙ ÒÑÍÂÊÞÄÂÎÑ ÒÓËÏÇÓ ÃÇÊÑÔÕÂÐÑ-
ÄÑÚÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ì ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
ËÎË ÆË××ÖÊËË. £ ÍÖÓÔÇ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ×ËÊËÍË ÏÞ ÊÐÂÍÑ-
ÏËÎËÔß Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆË××ÖÊËË, Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ËÏÇáÜËÏ ÄËÆ

qp�x; t�
qt

� D
q2p�x; t�
qx 2

;

ÅÆÇ p x; t� � ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ x ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
ÆË××ÖÐÆËÓÖáÜÇÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t, Â D ì
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË. ¦ÔÎË Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÄÓÇÏÇÐË t � 0 ÚÂÔÕËÙÂ ÐÂØÑÆËÎÂÔß Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
x � 0,

p�x; 0� � d�x� ;

ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

p�x; t� � �Dt�ÿ1=2gÿx�Dt�ÿ1=2� ;
ÅÆÇ

g�x� � 1

2
���
p
p exp

�
ÿ x 2

4

�
ì ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ô ÖÆÄÑÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ.
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆË××ÖÊËË
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÕÂÍÉÇ Ä ÄËÆÇ

qp�x; t�
qt

� D
q2p�x; t�
qx 2

� d�x� d�t� ;

ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÜÇÏ ÐÖÎÇÄÑÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ.
¿ÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÑÃÓÂÊÖáÕ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕ ÕÇÑÓËË ÎËÐÇÌÐÑÌ

ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÆË××ÖÊËË. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÄÞÄÑÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆË××ÖÊËË ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË

qp�x; t�
qt

� ÿ qj�x; t�
qx

Ë ÊÂÍÑÐÇ ¶ËÍÂ

j�x; t� � ÿD qp�x; t�
qx

:

¬ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÓËÄÑÆâÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ×ËÊË-
ÚÇÔÍËÇ Ë ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÊÂÆÂÚË: ÑÆÐË Ë ÕÇ ÉÇ
ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÐÇÌÕÓÑ-
ÐÑÄ Ä âÆÇÓÐÑÏ ÓÇÂÍÕÑÓÇ, ÍÖÓÔÂ ÙÇÐÐÞØ ÃÖÏÂÅ ÐÂ ×ËÐÂÐÔÑ-
ÄÑÌ ÃËÓÉÇ Ë ÚÂÔÕËÙ ÙÄÇÕÑÚÐÑÌ ÒÞÎßÙÞ, ÄÊÄÇÛÇÐÐÞØ Ä
ÉËÆÍÑÔÕË. ªÔÕÑÓËâ ËÊÖÚÇÐËâ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
ÔÄâÊÂÐÂ Ô ËÏÇÐÂÏË ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, ³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ, ÂÐÉÇ-
ÄÇÐÂ, ¶ÑÍÍÇÓÂ, ±ÎÂÐÍÂ, °ÓÐÛÕÇÌÐÂ, µÎÇÐÃÇÍÂ, ¹ÂÐÆÓÂ-
ÔÇÍÂÓÂ Ë ÆÓÖÅËØ ËÊÄÇÔÕÐÇÌÛËØ ×ËÊËÍÑÄ. ³ ÒËÑÐÇÓÔÍËÏË
ÓÂÃÑÕÂÏË Ä àÕÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÚËÕÂÕÇÎß ÔÕÂÓÛÇÅÑ ÒÑÍÑ-

ÎÇÐËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÐÂÍÑÏ ÒÑ ÔÃÑÓÐËÍÖ [2]. ³ÏÑÎÖØÑÄ-
ÔÍËÌ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒËÛÇÕ: "ªÊÄÇÔÕÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ, ÓÂÊÄËÕÂâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÑÏ, ÏÐÑá Ë ÂÐÉÇ-
ÄÇÐÑÏ..." [2, Ô. 319]. ²ÂÃÑÕÞ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, ÂÐÉÇÄÇÐÂ
Ë ³ÏÑÎÖØÑÄÔÍÑÅÑ [3 ë 5] ÆÂÕËÓÑÄÂÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
1905 Å., 1908 Å. Ë 1912 Å. °ÆÐÂÍÑ ÄÒÇÓÄÞÇ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑâÄËÎÑÔß Ä ÆËÔÔÇÓÕÂÙËË ÖË ¢ÂÛÇÎßÇ ì
ÖÚÇÐËÍÂ ±ÖÂÐÍÂÓÇ ì Ä 1900 Å. ¥ËÔÔÇÓÕÂÙËâ ÐÂÊÞÄÂÎÂÔß
"´ÇÑÓËâ ÔÒÇÍÖÎâÙËÌ" Ë ÃÞÎÂ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ËÊÖÚÇÐËá ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ àÄÑÎáÙËË ÓÞÐÑÚÐÞØ ÙÇÐ.

´ÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÓÂÊÐÞÇ ÒÑ ÒÓËÓÑÆÇ âÄÎÇÐËâ
ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË, âÄÎâÇÕÔâ ÒÓâ-
ÏÞÏ ÖÍÂÊÂÐËÇÏ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÆÇÎÑ ÊÆÇÔß ÐÇ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ
ÏÇØÂÐËÊÏÇ âÄÎÇÐËâ, Â Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÑÃÜÇÏ ÍÂÚÇÔÕÄÇ,
ÍÑÕÑÓÞÏ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÄÇÔß ÍÎÂÔÔ ÒÑÆÑÃÐÞØ âÄÎÇÐËÌ. ¶ÑÓÏÖ-
ÎËÓÑÄÍÂ àÕÑÅÑ ÍÂÚÇÔÕÄÂ Ä ÄËÆÇ ÂÍÔËÑÏ ËÎË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÔÄÑÃÑÆËÕß ÍÂÓÕËÐÖ ÑÕ ÆÇÕÂÎÇÌ, ÐÇ ÄÎËâáÜËØ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂ ØÑÆ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, Ë ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÒÑÎÖÚÇÐÐÖá
ÏÑÆÇÎß "Ä ÚËÔÕÑÏ ÄËÆÇ". ¿ÕÑ ÖÉÇ ÖÆÇÎ ÏÂÕÇÏÂÕËÍÑÄ,
ÖÔËÎËâÏË ÍÑÕÑÓÞØ Ë ÃÞÎÂ ÔÑÊÆÂÐÂ ÕÇÑÓËâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, ÒÇÓÄÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÕÂÎÑ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ. £ÂÉÐÇÌÛËÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÖá ÕÇÑÓËá ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÄÐÇÔ £ËÐÇÓ, ÆÑÍÂ-
ÊÂÄÛËÌ, ÚÕÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÒÑÚÕË
ÄÇÊÆÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞ, ÐÑ ÐËÅÆÇ ÐÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÞ. £
ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÄËÐÇÓÑÄ-
ÔÍËÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ. ¯ÂÓâÆÖ Ô £ËÐÇÓÑÏ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏË
ÂÔÒÇÍÕÂÏË ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÊÂÐËÏÂÎËÔß ¢ÇÓ-
ÐÖÎÎË, ¥ÖÃ, ¬ÂÙ, ¶ÇÎÎÇÓ, ¢ÇÓÐÛÕÇÌÐ, ÇÄË, ¬ÑÎÏÑÅÑ-
ÓÑÄ, ³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚ Ë ÆÓÖÅËÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÕÇÑÓÇÕËÍË.

£ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÏÐÇ ØÑÚÇÕÔâ ÒÑÍÂÊÂÕß ÑÃÑÃ-
ÜÇÐËÇ ÒÑÐâÕËâ ÆË××ÖÊËË ÐÂ ×ÑÐÇ ÕÇÑÓËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ë ÔÆÇÎÂÕß àÕÑ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÂÐÑÏÂÎß-
ÐÑÌ ÆË××ÖÊËË, Ñ ÍÑÕÑÓÞØ ÕÂÍ ÏÐÑÅÑ ÒËÛÖÕ Ä ÒÑÔÎÇÆÐËÇ
ÅÑÆÞ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [6 ë 12]), ÄÑÊÐËÍÎË, ËÎË, ÇÜÇ ÎÖÚÛÇ,
ÒÓÑâÄËÎËÔß ÐÂ àÕÑÏ ×ÑÐÇ ÔÂÏÞÏ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.
ªØ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÆË××ÖÊËË ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÛËÓËÐÂ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÓÂÔÕÇÕ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ tH,
ÅÆÇ H 6� 1=2 (H < 1=2 Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÖÃÆË××ÖÊËË Ë H > 1=2 Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÔÖÒÇÓÆË××ÖÊËË). ±ÓË àÕÑÏ ÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ×ÑÓÏÂ
ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÏÑÉÇÕ Ë ÐÇ ÔÑØÓÂÐËÕßÔâ, Ë ÆÎâ ÇÇ
ËÊÖÚÇÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÂ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÂâ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ
ÒÓÑÙÇÔÔÇ. ¿ÕÂ ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÎËÃÑ ËÊÄÎÇÚÇÐÂ
ËÊ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÔËÕÖÂÙËË, ÎËÃÑ ÒÓËÄÐÇÔÇÐÂ
ËÊÄÐÇ Ä ÄËÆÇ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ, ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ÆË××ÖÊËâ ì ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ
ÆÄËÉÇÐËÇ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÕÂÍÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÄÞÃÓÂÐ ÒÓËÐÙËÒ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÔÕË (ÔÂÏÑÒÑÆÑÃËâ), ÔÑ-
ÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ

p�x; t� � tÿHq�xtÿH� ;

ÐÑ H ÕÇÒÇÓß ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ 1=2 Ë ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ q�x�ì
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ.

°ÃÊÑÓÖ ÑÔÐÑÄÐÞØ ËÆÇÌ Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ àÕÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ Ë ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÐÂÔÕÑâÜÂâ ÓÂÃÑÕÂ.

2. ¡ÐÑÏÂÎßÐÂâ ÆË××ÖÊËâ
ÍÂÍ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ

2.1. £ËÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ
¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÎÖÚÛÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÔÇÃÇ ÏÇÔÕÑ ÆË××ÖÊËË
ÔÓÇÆË ÆÓÖÅËØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, ÐÂÒÑÏÐËÏ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
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ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ [13]. ®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÑÆÐÑ-
ÏÇÓÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÃÎÖÉ-
ÆÂáÜÇÌ ÚÂÔÕËÙÞ X�t�; t5 0, ÃÖÆÇÕ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÐâÕËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÐâÕËÇÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË [14, Ô. 589].

2.1.1. ³ÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ (ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ) X t� �f g
ÇÔÕß ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ X�t�, ÊÂÆÂÐÐÞØ ÐÂ
ÑÆÐÑÏ Ë ÕÑÏ ÉÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÑÕÄÇÚÂá-
ÜËØ ÄÔÇÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ t. ³ÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ
X�t� ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä
ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t, Â ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ X �� � ì
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ.

³ÎÇÆÖâ ÒÓËÐâÕÑÌ Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÕÓÂÆËÙËË,
ÃÖÆÇÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ X t� �f g ÐÂ-
ÃÑÓÑÏ ÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ pn�xn; tn; . . . ; x1; t1�,
tn > tnÿ1 > . . . > t1, Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ ÑÐË ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÖáÕ.

2.1.2. ³ÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ X t� �f g ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄ-
ÔÍËÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ, ÇÔÎË ÆÎâ ÎáÃÞØ n5 1 Ë t1; . . . ; tn
pn�xn; tn; . . . ; x1; t1� âÄÎâÇÕÔâ n-ÏÇÓÐÞÏ ÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ
(ÅÂÖÔÔÑÄÔÍËÏ) ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ. ´ÂÍ ÍÂÍ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÄÑËÏË ÒÇÓÄÞÏË Ë
ÄÕÑÓÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË, ÕÑ ÆÎâ ÊÂÆÂÐËâ ÅÂÖÔÔÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÍÂÊÂÕß ÆÄÇ ×ÖÐÍÙËË: ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ
ÑÉËÆÂÐËÇ m�t� � hX�t�i Ë ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá
B�t; u� � h�X�t� ÿm�t���X�u� ÿm�u��i.

2.1.3. ³ÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ X t� �f g ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÂÓÍÑÄ-
ÔÍËÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ, ÇÔÎË ÆÎâ ÎáÃÞØ n5 1 Ë t1 < t2 < . . .
< tn < t ÖÔÎÑÄÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß p�x; tjxn; tn; . . . ; x1; t1� ÊÂÄË-
ÔËÕ ÎËÛß ÑÕ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ:

p�x; tjxn; tn; . . . ; x1; t1� � p�x; tjxn; tn� :

³ÄÑÌÔÕÄÑ ÏÂÓÍÑÄÑÔÕË ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÖÇÕÔâ ÍÂÍ ÐÇÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕß ÃÖÆÖÜÇÅÑ ÑÕ ÒÓÑÛÎÑÅÑ ÒÓË ËÊÄÇÔÕÐÑÏ ÐÂÔÕÑâ-
ÜÇÏ. ÇÄË ×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÕ àÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÔÎÑÄÂÏË "ÒÓÑ-
ÛÇÆÛÇÇ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÃÖÆÖÜÇÇ ÕÑÎßÍÑ ÚÇÓÇÊ ÐÂÔÕÑâÜÇÇ" Ë
ÒÑÆÚÇÓÍËÄÂÇÕ ÂÐÂÎÑÅËá Ô ÒÓËÐÙËÒÑÏ ¤áÌÅÇÐÔÂ: "®ÑÉÐÑ
ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ àÕÑ ÒÓËÐÙËÒ ¤áÌÅÇÐÔÂ Ä ÓÂÔÚÇÕÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ" [15, Ô. 48]. £ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒÂ,
ÊÂÎÑÉÇÐÐÑÅÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÏÇØÂÐËÍË: ÃÖÆÖÜÇÇ ÏÇØÂÐËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÇÇ ×ÂÊÑÄÞÏË
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË Ä ÐÂÔÕÑâÜËÌ ÏÑÏÇÐÕ Ë ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÓÑÛÎÑÅÑ.

µÔÎÑÄÐÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß p�x; tjy; u� ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ
p�y; u! x; t� Ë ÐÂÊÞÄÂáÕ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá. ±ÇÓÇ-
ØÑÆÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ¬ÑÎÏÑÅÑ-
ÓÑÄÂ ë¹ÇÒÏÇÐÂ, âÄÎâáÜÇÏÖÔâ ÒÇÓÇ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÑÌ ÒÓË-
ÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ:

p�y; u! x; t� �
�
p�y; u! z; v� p�z; v! x; t� dz ;

u < v < t :

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ "ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞØ" ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ ÊÆÇÔß ÆÄÂ
(z Ë v), ÐÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÑÆÐÑÏÖ ËÊ ÐËØ �z� ÔÐËÏÂÇÕ
Ë ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÆÓÖÅÑÅÑ �v�. ±ÇÓÇØÑÆÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÏÇÔÕÇ Ô ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá p�x; 0�, ÊÂÆÂÐÐÑÌ Ä
ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t � 0, ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕ ÏÂÓÍÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÓË t > 0.

2.1.4. ³ÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ X t� �f g ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓÑÙÇÔ-
ÔÑÏ Ô ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÓËÓÂÜÇÐËâÏË, ÇÔÎË ÆÎâ ÎáÃÞØ
n5 1 Ë 0 < t1 < t2 < . . . < tn < t ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ

X 0� �;X t1� � ÿ X 0� �; . . . ;X tn� � ÿ X tnÿ1� � ÄÊÂËÏÐÑ ÐÇÊÂÄËÔË-
ÏÞ. ÇÄË ÕÂÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÐÂÊÞÄÂÇÕ ÂÆÆËÕËÄÐÞÏË [15,
Ô. 80]. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÑÐË ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ Í ÍÎÂÔÔÖ ÏÂÓÍÑÄÔÍËØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, ÒÓËÚÇÏ

p�y; u! x; t� � p�0; u! xÿ y; t� :

2.1.5. ±ÓÑÙÇÔÔ Ô ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÓËÓÂÜÇÐËâÏË ÐÂ-
ÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ, ÇÔÎË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÓÂÊÐÑÔÕÇÌ
X t� t� � ÿ X t� � ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ t:

p�y; u! x; t� � p�0; 0! xÿ y; tÿ u� � p�xÿ y; tÿ u� :

ÇÄË ÐÂÊÞÄÂÇÕ ÕÂÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÎËÐÇÌÐÞÏË, ÑÕÏÇÚÂâ, ÚÕÑ
ÔÓÇÆË ÐËØ "ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ë ÑÕÎËÚÐÞÇ ÑÕ ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ" [15, Ô. 81].

2.1.6. °ÆÐÑÓÑÆÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇ-
ÔÍË (ÔÎÂÃÑ) ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ, ÇÔÎË�

jxj> e
p�x; t� dx! 0

ÒÓË t # 0 Ë ÎáÃÑÏ e > 0.
±ÓËÄÇÆÇÏ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐÐÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ).
2.1.7. ¢ÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ X t� �f g ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇ-

ÆÇÎÇÐÑ ÍÂÍ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕßá p x; t� �, âÄÎâáÜÇÌÔâ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÏ ÓÇÛÇÐË-
ÇÏ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ [16,
Ô. 319].

2.1.8.¢ÓÑÖÐÑÄÔÍËÏ ÆÄËÉÇÐËÇÏ ËÎË ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ £ËÐÇÓÂ ë
¢ÂÛÇÎßÇ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÐÂÚËÐÂáÜËÌÔâ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÓËÓÂÜÇÐËâÏË, ËÏÇáÜËÏË
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏ
ÑÉËÆÂÐËÇÏ Ë ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÌ t. £ËÐÇÓÑÏ
Ë ÇÄË ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÕÂÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ô
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá 1 ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞ Ë ÚÕÑ àÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÄÞÆÇÎâÇÕ
àÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ËÊ ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÃÇÊÅÓÂÐËÚÐÑ
ÆÇÎËÏÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ [17, Ô. 212].

2.1.9.£ËÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ (ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ) ÇÔÕß
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÓËÓÂÜÇÐËâÏË Ë
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏË ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË [18, Ô. 38], Õ.Ç.:

Â) ÒÓË 0 < t1 < t2 < . . . ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ X�t1�,
X�t2� ÿ X�t1�; . . . ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ;

Ã) X t� t� � ÿ X t� � ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ t;
Ä) limP �jX�t� t� ÿ X�t�j5e�=t � 0 ÒÓË t! 0 Ë ÄÔÇØ

e > 0 (ÖÔÎÑÄËÇ ËÐÆÇÃÇÓÅÂ).
¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß (ÔÄÑÌÔÕÄÑ Â)), ÚÕÑ ÄËÐÇÓÑÄÔÍËÌ

ÒÓÑÙÇÔÔ âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÓÍÑÄÔÍËÏ: ÇÔÎË ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ
X�tn� ÿ X�tnÿ1� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÒÓËÓÂÜÇÐËÌ
X�tnÿ1� ÿ X�tnÿ2�; . . . ;X�t1� ÿ X�0�, ÕÑ ÑÐÑ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ Ë ÑÕ
ÔÂÏËØ ÊÐÂÚÇÐËÌX�tnÿ2�; . . . ;X�0�, Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËX�tn�
ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ X�tnÿ1� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÔÇØ ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ X�tnÿ2�; . . . ;X�0�. ³ÄÑÌÔÕÄÑ Ã) ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ÒÓÑÙÇÔÔÂ, Â ÒÓË ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÏ ÓÂÊÃËÇÐËË
ÄÓÇÏÇÐË ì Ë ÑÆËÐÂÍÑÄÑÔÕß ËØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÄÂ ÒÑÎÑÉÇÐËâ, Â) Ë Ã), ÒÑÆÄÑÆâÕ ÐÂÔ Í ¸±´.
°ÔÕÂÇÕÔâ "ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÛÕÓËØ", Ë ÑÐ ÆÂÇÕÔâ ÕÓÇÕßËÏ
ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ, Ä), ì ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕßá ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ. ¿ÕÑ
ÔÄÑÌÔÕÄÑ, ÄÒÓÑÚÇÏ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÏÇÐÇÐÑ ÊÂÆÂÐËÇÏ
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ [19, Ô. 17], ÊÂ-
ÆÂÐËÇÏ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÆËÔÒÇÓÔËË ÔÑ
ÄÓÇÏÇÐÇÏ ËÎË ÒÓÑÔÕÑ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇÏ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÆËÔÒÇÓ-
ÔËË. ¦Ç ÎËÐÇÌÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä

4 µ¶¯, Õ. 173, å 8
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ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÓËÓÂÜÇÐËÌ, Â ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ
ÊÂÍÑÐ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÞ.
°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ 2.1.9, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÇÓÇ-
ÒËÔÂÐÑ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÏ ÄËÆÇ.

2.1.10. £ËÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ (W-ÒÓÑÙÇÔÔ) ÇÔÕß ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ.

2.2. ¡ÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÔÕß Ë ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
¦ÔÕß, ÑÆÐÂÍÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÆÇÕÂÎß, ÑÕÎËÚÂáÜÂâ ÒÓÑÔÕÑÇ
ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÆËÔ-
ÒÇÓÔËÇÌ, ÍÑÅÆÂ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÍÂÍ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ (ÒÓË ÃÑÎßÛÑÏ ÚËÔÎÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ) ÊÂÍÑÐ,
ÑÕ ÄËÐÇÓÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÍÑÅÆÂ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÒÓË ÎáÃÑÏ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË. ¥Îâ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÇÕ ÃÑÎßÛËØ Ë ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÇÐ,
ÑÐÑ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑ.

2.2.1. ¡ÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÔÕß (ÔÂÏÑÒÑÆÑÃËÇ, ÏÂÔÛÕÂÃÐÂâ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß, ÔÍÇÌÎËÐÅ) ì àÕÑ ÑÔÑÃÂâ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÔËÔ-
ÕÇÏÞ, ÔÑÔÕÑâÜÂâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ÑÆÐËØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ÆÓÖÅËØ [20, Ô. 8, 351].

£ ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÔÕß ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ p x; t� � ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

p�x; t� � tÿHp�xtÿH; 1� :

£ ÕÇÓÏËÐÂØ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÂÄÕÑÏÑ-
ÆÇÎßÐÑÔÕË ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

X�t� �d tHX�1� ;

ËÎË

X�at� �d aHX�t� ;

ÒÓË a > 0 Ë ÎáÃÑÏ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ t. £ÑÑÃÜÇ, ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ
ÒÓÑÙÇÔÔ fX�t�g ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÏ, ÇÔÎË ÂÄÕÑ-
ÏÑÆÇÎßÐÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÔÇØ ÇÅÑ ÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÞØ ÄÇÍÕÑ-
ÓÑÄ:ÿ

X�at1�; . . . ;X�atn�
� �d ÿaHX�t1�; . . . ; aHX�tn�

�
:

¥Îâ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÔÕË ÉÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÏÂÓÍÑÄÔÍÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÔÕË ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ.

2.2.2. °ÒÓÇÆÇÎËÏ ÕÇÒÇÓß L-ÒÓÑÙÇÔÔ ÍÂÍ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ
ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÏ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ

p�x; t� � tÿ1=ag �a��xtÿ1=a� ;

ÅÆÇ a � 1=H, Â g �a��x� ì ÐÇËÊÄÇÔÕÐÂâ ÒÑÍÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ W-ÒÓÑÙÇÔÔÂ
(Ò. 2.1.10) Í L-ÒÓÑÙÇÔÔÖ (Ò. 2.2.2) ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÊÂÏÇÐÑÌ
ÖÔÎÑÄËâ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÆËÔÒÇÓÔËË ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇÏ ÂÄÕÑÏÑ-
ÆÇÎßÐÑÔÕË.

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÕÂÍÂâ ÊÂÏÇÐÂ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í
ÔÖÉÇÐËá ÍÎÂÔÔÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ: W-ÒÓÑ-
ÙÇÔÔ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ àÕÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá Ë ÑÔÕÂÇÕÔâ Ä ÍÎÂÔÔÇ L
Ô a � 2. ±ÑâÄâÕÔâ ÎË ÒÓË àÕÑÏ ÍÂÍËÇ-ÕÑ ÐÑÄÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ?
°ÕÄÇÕ ÐÂ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÔÄâÊÂÐ Ô ÕÇÏ, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ËÎË ÐÇÕ
ÑÕÎËÚÐÞÇ ÑÕ ÅÂÖÔÔÑÄÂ L-ÒÓÑÙÇÔÔÞ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ
ÖÔÎÑÄËá ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÔÕË.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÂ ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÇÏÇÐË: t Ë t� t. ³ÎÖÚÂÌ-
ÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ L-ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä àÕË ÏÑÏÇÐÕÞ ÔÄâÊÂÐÞ

ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

X�t� t� � X�t� � X�t� :

±ÓË ÖÔÎÑÄËË X 0� � � 0 ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ X t� � Ë X t� �
âÄÎâáÕÔâ ÒÓËÓÂÜÇÐËâÏË ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ÐÇÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËØÔâ
ËÐÕÇÓÄÂÎÂØ 0; t� � Ë t; t� t� � Ë, ÔÕÂÎÑ ÃÞÕß, ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ.
±ÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËØ ÔÖÏÏÞ ÆÂÇÕÔâ ÔÄÇÓÕÍÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ:

p�x; t� t� � p�x; t� � p�x; t� �
�1
ÿ1

p�xÿ x 0; t� p�x 0; t� dx 0 :

µÆÑÃÐÑ ÑÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇÌÕË Í ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ
×ÖÐÍÙËâÏ

~p�k; t� � 
exp�ikX�t�	� � �1
ÿ1

exp �ikx� p�x; t� dx ;

ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÇÓÂÙËâ ÔÄÇÓÕÍË ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÒÓÑËÊÄÇ-
ÆÇÐËÇ:

~p�k; t� t� � ~p�k; t� ~p�k; t� ;

Â ÖÔÎÑÄËÇ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÔÕË ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

~p�k; t� � ~g �a��kt 1=a� :

2.2.3.¿ÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá

~g �a�
ÿ
k�t� t�1=a� � ~g �a��kt 1=a� ~g �a��kt 1=a� ;

ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÏÖ ÍÎÂÔÔ ÔÕÓÑÅÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÊÂÍÑÐÑÄ, ÐÂÊÞ-
ÄÂÇÏÞØ ÆÂÎÇÇ ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÒÓÑÔÕÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË.
·ÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË ~g �a��k� ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ Ä àÎÇ-
ÏÇÐÕÂÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËâØ Ë ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÞ Ä ÐÇÔÍÑÎß-
ÍËØ ×ÑÓÏÂØ. ±ÓËÄÇÆÇÏ ÊÆÇÔß ÆÄÇ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÖÒÑÕÓÇÃÎâÇ-
ÏÞÇ ËÊ ÐËØ ì ×ÑÓÏÞ ¡ Ë ³ ÒÑ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËË, ÒÓÇÆ-
ÎÑÉÇÐÐÑÌ Ä [21]:

~g �a; b��k� �

� exp

�
ÿjkj a

�
1ÿ ib tan

�
ap
2

�
sign k

��
; a 6� 1 ;

exp
�ÿjkj	 ; a � 1 ;

8<: �A�

~g�k; a; y� � exp

�
ÿjkja exp

�
ÿi
�
yap
2

�
sign k

��
: �C�

©ÆÇÔß a 2 �0; 2� ì ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÖÔ-
ÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ, Â b 2 �ÿ1; 1� Ë y 2 �ÿya; ya�; ya �
� min f1; 2=aÿ 1g, ì ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÂÔËÏÏÇÕÓËË. ©ÂÆÂÄÂÇ-
ÏÞÇ àÕËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÃÖÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÚÇÓÇÊ S �a; b� Ë
S�a; y� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

°ÕÎÑÉËÄ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ Ë
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ, ÄÇÓÐÇÏÔâ Í L-ÒÓÑÙÇÔÔÂÏ.

2.3. µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ L-ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÏÞ ÄÄÇÎË Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ L-ÒÓÑÙÇÔÔ ÍÂÍ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ. ¦ÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t

X �a;b��t� �d t 1=aS �a;b� :
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³ÇÏÇÌÔÕÄÑ ÕÂÍËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÐÂÊÄÂÐÑ Ä [16] ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË
ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË, ÑÆÐÂÍÑ Ä [22] ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÕÔâ ÑÔÕÂÄËÕß àÕÑ
ÐÂÊÄÂÐËÇ ÊÂ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË, ÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÍÑÕÑÓÞØ âÄÎâáÕÔâ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞÏË ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË (ÔÏ.
Ò. 3.2.16), Â ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕß ÔÎÇÆÖáÜÖá ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËá.

2.3.1. ³ÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ X�t� ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ (ÔÕÂÐÆÂÓÕ-
ÐÞÏ) a-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ ÆÄËÉÇÐËÇÏ ÇÄË Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
0 < a4 2, ÿ14b4 1, ÇÔÎË:

1) X�0� � 0 ÒÑÚÕË ÐÂÄÇÓÐÑÇ;
2) X�t� âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ Ô ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÓËÓÂÜÇ-

ÐËâÏË;
3) X�t� t� ÿ X�t� �d t 1=aS �a;b� ÒÓË ÎáÃÞØ t Ë t.
¥Îâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÇÅÑ L�a; b�-ÒÓÑÙÇÔ-

ÔÑÏ, ÕÑÅÆÂ ÄËÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÃÑÊÐÂÚËÕÔâ ÍÂÍ L�2; 0�-
ÒÓÑÙÇÔÔ.

¹ÕÑÃÞ âÔÐÇÇ ÖÄËÆÇÕß ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË
W-ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ë L-ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË

Q�t;D� � P
ÿ��X�t� t� ÿ X�t���5D

�
t

ÒÓË t! 0. ¥Îâ W-ÒÓÑÙÇÔÔÂ

QW�t;D� � 1���
p
p

t 3=2

�1
D

exp

�
ÿ x 2

4t

�
dx �

� 1���
p
p

t

�1
D=
��
t
p exp

�
ÿ z 2

4

�
dz :

²ÂÔÍÓÞÄÂâ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕß ÒÑ ÒÓÂÄËÎÖ ÑÒËÕÂÎâ,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

lim
t! 0

QW�t;D� � 0 ;

ÑÕÓÂÉÂáÜÇÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕß ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÄËÐÇÓÑÄÔÍÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÉÇ L-ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ô a < 2

QL�t;D� �
P
ÿjS �a; b�j5Dtÿ1=a

�
t

:

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ

P
ÿjS �a;b�j5 x

� / xÿa ; x!1 ;

ÕÂÍ ÚÕÑ

lim
t! 0

QL�t;D� � const � Dÿa > 0 ; t! 0 :

´ÓÂÇÍÕÑÓËË L-ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏËì
Ä àÕÑÏ ËØ ÅÎÂÄÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ. ¡ÏÒÎËÕÖÆÂ ÔÍÂÚÍÑÄ (ÓÂÊÓÞ-
ÄÑÄ) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ a: ÚÇÏ ÏÇÐßÛÇ a, ÕÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÓÂÊÓÞÄÞ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÓÇÆË L-ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ L�2; 0� ì ÇÆËÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, ÑÃÎÂÆÂáÜËÌ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏË ÕÓÂÇÍÕÑ-
ÓËâÏË.

ºËÓËÐÂ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÒÓË a < 2 ÓÂÔÕÇÕ ÔÑ
ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ

��
t
p

, Â ËÏÇÐÐÑ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ
t 1=a. ±ÓË àÕÑÏ ×ÑÓÏÂ ÇÅÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ a. ¥ËÔÒÇÓÔËâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÂ,
ÐÑ ÐËÚÕÑ ÐÇ ÏÇÛÂÇÕ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÎáÃÑÌ ÆÓÖÅÑÌ
ÏÇÓÑÌ ÛËÓËÐÞ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÛËÓËÐÑÌ ÐÂ ÒÑÎÑÄËÐÇ
ÄÞÔÑÕÞ ÒËÍÂ ËÎË ÛËÓËÐÑÌ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÅÑ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÖá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß). ®Þ ÒÓËÛÎË Í ÔÕÑØÂÔÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË ÔÖÒÇÓÆË××ÖÊËË, ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ
Ä [23, 24].

¯ÂÅÎâÆÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ñ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâØ L-ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
Ô ÓÂÊÐÞÏË a; b ÆÂÇÕ ÓËÔ. 1, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÏÇÕÑÆÑÏ ®ÑÐÕÇ-¬ÂÓÎÑ.

±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÑÃÞÚÐÑÌ ÆË××ÖÊËÇÌ ÄÄÇÆÇÏ ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÖá ÒÑÔÕÑâÐÐÖá ì "ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË" D ì
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ X �a;b��t� �d �Dt�1=aS �a;b�.

2.3.2. ·ÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ L-ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ X �a; b��t� Ä ÏÑÏÇÐÕ t ËÏÇÇÕ ÄËÆ �a 6� 1�

~p �a; b��k; t� � 
exp�ikX �a; b��t�	� �
� exp

�
ÿDtjkja

�
1ÿ ib tan

�
ap
2

�
sign k

��
:

¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÏÖ
ÑÐÂ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ:

q~p �a; b��k; t�
qt

� ÿjkjaD
�
1ÿ ib tan

�
ap
2

�
sign k

�
~p �a; b��k; t� :

°ÃÓÂÜÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
¶ÖÓßÇ) ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÒÓËÏÇÐÇÐËÇÏ ×ÑÓÏÖÎ ÑÃÓÂÕÐÞØ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ¶ÇÎÎÇÓÂ (ÔÏ. [25]) Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá
àÄÑÎáÙËË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ [24]

qp �a; b��x; t�
qt

� DK �a; b�
ÿ
x; p �a;b�� � ; t�� ;

ÅÆÇ ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÂ Ä ÑÆÐÑÌ ËÊ ÆÄÖØ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ ×ÑÓÏ:

K �a;b�
ÿ
x; p �a; b�� � ; t�� � A

G�ÿa�
�1
ÿ1

1� b sign �xÿ x�
jxÿ xj1�a �

� � p �a;b��x; t� ÿ p �a; b��x; t�� dx ;
ËÎË

K �a;b�
ÿ
x; p �a; b�� � ; t�� �

� A

G�ÿa�
�1
0

�
2p �a; b��x; t� ÿ �1� b� p �a;b��xÿ x; t�ÿ

ÿ �1ÿ b� p �a;b��x� x; t�� xÿ1ÿa dx ;
ÅÆÇ

A � 1� b 2 tan

�
ap
2

�
:

£ÞÓÂÉÇÐËâ àÕË ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ÒÑ x ÆÓÑÃ-
ÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
�b � 0�

K �a; 0�
ÿ
x; p �a; 0�� � ; t�� � ÿD ap �a; b��x; t� ;

ÅÆÇ D a ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ²ËÔÔÂ ÒÑÓâÆÍÂ a ÒÑ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ x, Â Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÔÕÑÓÑÐÐÇÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (a < 1,
b � 1)

K �a; 1�
ÿ
x; p �a; 1�� � ; t�� � ÿ�cos�ap

2

��ÿ1
D a
� p
�a; 1��x; t� ;

ÅÆÇ D a
� ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÆÓÑÃÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ®ÂÓÛÑ

(ÔÏ. [25]).

2.4. °ÃÑÃÜÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ ë¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ
±ÓËÄÇÆÇÏ ÇÜÇ ÆÄÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆË××ÖÊËÑÐÐÞØ ÒÓÑÙÇÔ-
ÔÑÄ.

2.4.1. ±ÑÆ ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ X t� �f g, ×ÂÊÑÄÞÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ÒÓâ-
ÏÂâ, ÒÑÐËÏÂáÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÌ ÏÂÓÍÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô

4*
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ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá p x; t! x� x; t� t� �, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÜÇÌ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ e > 0 ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÖÔÎÑÄËâÏ [16,
Ô. 335]: ÒÓË t # 0

1

t

�
jxj> e

p�x; t! x� x; t� t� dx! 0 ;

1

t

�
jxj 4 e

p�x; t! x� x; t� t�x dx! m�x; t� ;

1

t

�
jxj 4 e

p�x; t! x� x; t� t�x 2 dx! s 2�x; t� :

x
ÿ20 ÿ10 0

100

200

300

400

500

10 20
x

ÿ20 ÿ10 0

100

200

300

400

500

10 20
x

ÿ20 ÿ10 0

100

200

300

400

10 20

500

200

300

400

500

103x
ÿ200 ÿ100 0 100 200

100 100

200

300

400

500

103x
ÿ200 ÿ100 0 100 200

200

300

400

500

103x
ÿ200 ÿ100 0 100 200

100

x
ÿ400 ÿ200 0

200

300

400

500

200 400

100

x
ÿ400 ÿ200 0

100

200

300

400

500

200 400
x

ÿ400 ÿ200 0 200 400

200

300

400

500

100

x

ÿ8ÿ10 0ÿ2ÿ4ÿ6 2 4 6 8 10

200

300

400

500

100

ÿ8ÿ10 0ÿ2ÿ4ÿ6 2 4 6 8 10

400

500

100

x

300

200

ÿ8ÿ10 0ÿ2ÿ4ÿ6 2 4 6 8 10

200

500

100

x

400

300

²ËÔ. 1. ´ËÒËÚÐÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË L-ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ (a � 2; 1; 1=2 ì ÔÄÇÓØÖ ÄÐËÊ) Ë ÒÑÆÚËÐÇÐÐÑÅÑ L-ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ô a � 2 Ë o � 1=2. ±ÖÐÍÕËÓ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ
ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÛËÓËÐÞ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ (ÒÑ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎË) ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ (ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÂâ ÑÔß).
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¬Ñà××ËÙËÇÐÕ m�x; t� ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÔËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ (Ä
ÔÓÇÆÐÇÏ) ÔÏÇÜÇÐËÇ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË OX, ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ
ÔÐÑÔÑÏ.

2.4.2. ¥Ë××ÖÊËÑÐÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÍÂÍ
ÏÂÓÍÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏË ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏË,
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÍÑÕÑÓÑÅÑ p �
� p�y; u! x; t� ËÏÇáÕ ÄËÆ ÒÓâÏÑÅÑ

qp
qt
� ÿ q

qx

�
m�x; t� p�� 1

2

q2

qx 2

�
s 2�x; t� p�

Ë ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ (ÔÑÒÓâÉÇÐÐÑÅÑ)

ÿ qp
qu
� m�y; u� qp

qy
� 1

2
s 2�y; u� q

2p

qy 2

ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ (ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÐËØ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ ë¬ÑÎÏÑÅÑÓÑÄÂ ì ¶±¬) Ô
ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ p � d xÿ y� � ÒÓË t#u Ë u" t ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ [14, Ô. 170].

©ÂÆÂÄÂÇÏÞÌ ÆÄÖÏâ ÒÑÔÎÇÆÐËÏË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË ÒÓÑ-
ÙÇÔÔ ÖÉÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ m Ë s ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¶ËÊËÚÇÔÍË
àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÆË××ÖÊËá Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ Ë ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ±ÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ ÇÔÎË m Ë sìÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÅÎÂÆÍËÇ
×ÖÐÍÙËË, ÕÑ ÎÑÍÂÎßÐÑ (ÐÂÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ Ë ÄÓÇÏÇÐÂØ)
àÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÏ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ.

2.4.3. ¯ÂÓâÆÖ Ô ÊÂÒËÔÂÐÐÞÏ ÄÞÛÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¶±¬
ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ Ë ÆÓÖÅÑÌ ÄÂÓËÂÐÕ ÒÓâÏÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ:

qp
qt
� ÿ q

qx

�
m�x; t� p�� 1

2

q
qx

�
s�x; t� q

qx

ÿ
s�x; t� p�� ;

ÄÞÕÇÍÂáÜËÌ ËÊ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐÉÇÄÇÐÂ,
ÆÂÐÐÑÌ ³ÕÓÂÕÑÐÑÄËÚÇÏ, ÒÑÆÑÃÐÑ ÕÑÏÖ, ÍÂÍ ÔÂÏÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ¶±¬ âÄÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËÇÌ ªÕÑ ÕÑÅÑ ÉÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÂÐÉÇÄÇÐÂ ì ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÆË×-
×ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕËÒÂ

dX�t� � m
ÿ
X�t�; t�dt� s

ÿ
X�t�; t� dW�t� ;

ÅÆÇ W�t� ì ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ (m � 0, s � 1) ÄËÐÇÓÑÄÔÍËÌ
ÒÓÑÙÇÔÔ. °ÃÔÖÉÆÇÐËÇ ÓÂÊÐÞØ ×ÑÓÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆË××ÖÊËË
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [26, Ô. 226].

°ÃÑÃÜÇÐËÇ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ L-ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
ÑÚÇÄËÆÐÑ: ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß dW�t� ÐÂ dL�t�ì ÒÓËÓÂ-
ÜÇÐËÇ L-ÒÓÑÙÇÔÔÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¶±¬ ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÄËÆ

qp
qt
� ÿ q

qx

ÿ
m�x; t� p�x; t���DK

ÿ
x; p� � ; t�� :

²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô
ÓÇÛÇÐËÇÏ ÑÃÞÚÐÑÅÑ ¶±¬ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [27]). ®Þ
ÐÂÌÆÇÏ ÇÅÑ ÊÆÇÔß ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ m�x; t� � ÿnx, ÆÑÒÖÔÍÂá-
ÜÇÅÑ ÆÄÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË. °ÆÐÂ ËÊ ÐËØ ì
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÌ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÒÑÕÑÍÂ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÄÕÑÓÂâ ì àÄÑÎáÙËâ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÄâÊÍÑÌ ÔÓÇÆÇ, ËÔÒÞÕÞÄÂáÜÇÌ ËÏÒÖÎßÔÞ ÔËÎÞ
ÔÑ ÔÕÑÓÑÐÞ "ÕâÉÇÎÞØ ÏÑÎÇÍÖÎ". ·ÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÂâ
×ÖÐÍÙËâ àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (ÒÓË D � 1 Ë n � 1) ÖÆÑÄ-
ÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá (ÔÏ. Ò. 2.3.2)

q~p

qt
� k

q~p

qk
� ÿjkj a

�
1ÿ ib tan

�
ap
2

�
sign k

�
~p �a;b��k; t� :

¦ÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

~p�k; t� � exp

�
ÿjkj a�1ÿ exp �ÿat�� M

a
ÿ ik exp �ÿt�x0

�
;

ÅÆÇ x0 ì ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, Â

M � 1ÿ ib tan
�
ap
2

�
sign k :

°ÃÓÂÕÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ ÆÂÇÕ

p�x; t� � a 1=aÿ
1ÿ exp �ÿat��1=a g �a;b�

 
�xÿ x0 exp �ÿt�

�
a 1=aÿ

1ÿ exp �ÿat��1=a
!
:

±ÓË t!1 ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ

p�x;1� � a 1=ag �a; b��xa 1=a� :

£ ÓÂÃÑÕÇ [28] àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ (q~p=qt � 0) ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ
ÊÆÇÔß ÓÇÊÖÎßÕÂÕ âÄÎâÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÏ, ÑÐ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ Ë
ÊÂÍÑÐ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÔËÔÕÇÏÞ Í ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËá, Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÔÕÖÒÂÇÕ ÕÇÒÇÓß ÖÔÕÑÌÚËÄÞÌ (Ô
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË a Ë b) ÊÂÍÑÐ. £ÒÓÑÚÇÏ, ÒÓË a � 2 ÏÞ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ °ÓÐ-
ÛÕÇÌÐÂ ëµÎÇÐÃÇÍÂ.

3. µÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÊÂÍÑÐÞ

3.1. µÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÍÂÍ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ
°ÕÍÓÞÕËÇ±ÑÎÇÏÇÄË ÍÎÂÔÔÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ
ÃÞÎÑ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÑÆÐËÏ ËÊ ÔÂÏÞØ ÍÓÖÒÐÞØ ÔÑÃÞÕËÌ Ä
ÕÇÑÓËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ XX ÄÇÍÂ. °ÐÑ ÑÔÄÑÃÑÆËÎÑ ¸±´ ÑÕ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ, ÐÂÎÂÅÂÇÏÑÅÑ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇÏ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÆËÔ-
ÒÇÓÔËË, Ë ÑÕÍÓÞÎË ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏË ÆËÔÒÇÓÔËâÏË. °ÍÂÊÂÎÑÔß,
ÚÕÑ ÇÔÎË ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÇ (ÐÇ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÑÇ
Ä ÑÆÐÑÌ ÕÑÚÍÇ) ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÌ ÔÖÏÏÞ �P n

j� 1 Xj ÿ An�=Bn ÒÓË n!1 Ë ÒÑÆØÑÆâÜËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÞÃÓÂÐÐÞØ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕâØAn ËBn > 0, ÕÑ
àÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÃÖÆÇÕ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ. ±ÓË
àÕÑÏ Bn � h�n�n 1=a, ÅÆÇ h�n� ì ÏÇÆÎÇÐÐÑ ÏÇÐâáÜÂâÔâ
×ÖÐÍÙËâ (ÕËÒÂ ÎÑÅÂÓË×ÏÂ ËÎË ÍÂÍÑÌ-ÐËÃÖÆß ÇÅÑ ÔÕÇ-
ÒÇÐË), Â aì ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß.

3.1.1.¦ÔÎË ÆÎâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ (Ô.Ä.)X Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (×.Ó.) F�x� ÏÑÉÐÑ ÒÑÆÑÃÓÂÕß ÕÂÍËÇ An Ë
Bn, ÕÑ ÅÑÄÑÓâÕ, ÚÕÑ Ô.Ä. X ËÎË ÇÇ ×.Ó. F�x� ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ
ÑÃÎÂÔÕË ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ. £ ÒÓÑÕËÄÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÑÐÂ ÐÇ ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÐËÍÂ-
ÍÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ: ÕÑÎßÍÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÊÂÍÑÐÞ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÑÃÎÂ-
ÔÕâÏË ÒÓËÕâÉÇÐËâ.

¹ÕÑÃÞ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÎË ÑÃÎÂÔÕË ÒÓËÕâ-
ÉÇÐËâ ÆÂÐÐÂâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÂâ Ô.Ä. X, ÐÖÉÐÑ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ
ÄÞÚËÔÎËÕß ÆËÔÒÇÓÔËá ËÎË ÒÓÑÔÕÑ ÄÕÑÓÑÌ ÏÑÏÇÐÕ hX 2i.
¦ÔÎË ÑÐ ÍÑÐÇÚÇÐ, Ô.Ä. X ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓËÕâÉÇÐËâ
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ. ¦ÔÎË hX 2i � 1, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓÑ-
ÄÇÓËÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ "ØÄÑÔÕÑÄ" ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ X. ¦ÔÎË
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ

P
ÿjXj > x

� � h�x�xÿa ; x!1 ;

ÕÑ ÑÕÄÇÕ ÒÑÎÑÉËÕÇÎÇÐ; ÇÔÎË ÉÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ËÏÇÇÕ ËÐÑÌ
ÄËÆ, ÑÕÄÇÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ. ®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÆÂÎÇÇ ÎËÛß
ÔÎÖÚÂÇÏ "ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ" (ÐÇ ÒÖÕÂÕß Ô ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ!) ÒÓË-
ÕâÉÇÐËâ, ÍÑÅÆÂ h�x� ! const > 0 ÒÓË x!1.
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±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ X ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÑÃÎÂÔÕË
ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ. ¬ÂÍ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÇÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ a Ë b�y�? °ÕÄÇÕ ÐÂ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÆÂÇÕ ÑÃÑÃÜÇÐ-
ÐÂâ ÒÓÇÆÇÎßÐÂâ ÕÇÑÓÇÏÂ.

3.1.2. °ÃÑÃÜÇÐÐÂâ ÒÓÇÆÇÎßÐÂâ ÕÇÑÓÇÏÂ (°±´). ±ÖÔÕß
ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Xj ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ, ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÞ Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÔÎÑÄËâÏ

P�X > x� � a�xÿa ; x!1 ;

P�X < ÿx� � aÿxÿa ; x!1 ;

0 < a4 2, a�5 0, aÿ5 0 Ë a� � aÿ > 0. ´ÑÅÆÂ ÐÂÌÆÖÕÔâ
ÕÂÍËÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË An Ë Bn > 0, ÚÕÑ ÒÓË n!1P n

j� 1 Xj ÿ An

Bn
�d S �a;b� ;

ÅÆÇ b � �a� ÿ aÿ�=�a� � aÿ�.
3.1.3. ²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ

ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕÇÌ ÐÑÓÏËÓÖáÜËØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
An;Bn Ô ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ
ÒÓË n!1. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÑÐË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ (a � hXi Ë c � a� � aÿ):

pri a � 2 An � na ; Bn �
�������������
cn ln n
p

;

pri a 2 �1; 2� An � na ; Bn � �pcn�1=a�
2G�a� sin �ap=2��1=a ;

pri a � 1 An � bcn ln n ; Bn � pcn
2

;

pri a 2 �0; 1� An � 0 ; Bn � �pcn�1=a�
2G�a� sin �ap=2��1=a :

3.2. ³ÄÑÌÔÕÄÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ
±ÓËÄÇÆÇÏ ÄÂÉÐÇÌÛËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÌ (Ä ×ÑÓÏÇ C).

3.2.1. £ÔÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÆÐÑÄÇÓÛËÐÐÞ.
3.2.2. ¥ËÔÒÇÓÔËË ÄÔÇØ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ, ÍÓÑ-

ÏÇ ÅÂÖÔÔÑÄÂ, ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞ.
3.2.3. ³ÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ Ô

ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ a4 1 ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ.
3.2.4. µÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔÑÑÕÐÑ-

ÛÇÐËá ËÐÄÇÓÔËË:

g�x; a; y� � g�ÿx; a;ÿy� :
3.2.5. µÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÔÑÑÕÐÑ-

ÛÇÐËá ÆÄÑÌÔÕÄÇÐÐÑÔÕË: ÒÓË a5 1

g�x; a; y� � xÿ1ÿag�xÿa; a 0; y 0� ;
ÅÆÇ a 0 � 1=a, y 0 � a�1� y� ÿ 1.

3.2.6. £ ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

G�x; a; y� �
� x

ÿ1
g�x 0; a; y� dx 0;

ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ë ÇÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ:

G�0; a; y� � 1ÿ y
2

;

g�0; a; y� � pÿ1G
�
1� 1

a

�
cos

�
yp
2

�
;

g 0�0; a; y� � �2p�ÿ1G
�
1� 2

a

�
sin �yp� :

3.2.7. ¦ÔÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ g�x; a; y� ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÍÓÂÌÐÇÌ (Õ.Ç. y 6� �ya), ÕÑ ÑÃÂ ÇÇ ØÄÑÔÕÂ ÔÒÂÆÂáÕ
ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ jxjÿaÿ1 ("ÕâÉÇÎÞÇ ØÄÑÔÕÞ"):

g��jxj; a; y� � G�1� a�
p

sin

�
a�1� y�p

2

�
jxjÿ1ÿa; x!1 :

3.2.8. ¥Îâ ÍÓÂÌÐËØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ, ÍÑÅÆÂ

y � �1 ; a < 1 ;

y � �
�
2

a
ÿ 1

�
; a > 1 ;

ÑÆÐÂ ËÊ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ×ÑÓÏÖÎ ÕÇÓâÇÕ ÔÏÞÔÎ: ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ØÄÑÔÕ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ "ÍÑÓÑÕÍËÏ" Ô àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂáÜÇÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÑÌ.

3.2.9. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ G�0; a; y�, ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÂÔËÏÏÇÕÓËË y ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐËÇ ÃÑÎßÛÇÌ ÆÑÎË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÐÂ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÎÖÑÔË, ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ yì
ÐÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÎÖÑÔË. ±ÓË a4 1 G�0; a; 1� � 0 Ë
G�0; a;ÿ1� � 1, Õ.Ç. ÍÓÂÌÐËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ
ÑÆÐÑÔÕÑÓÑÐÐËÏË, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÞÏË ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÐÂ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ËÎË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÎÖÑÔË. ±ÓË a! 1

G�x; a; 1� ! G�x; 1; 1� � 0 ; x < 1 ;
1 ; x > 1 ;

�

Ë ÑÆÐÑÔÕÑÓÑÐÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏË:

g�x; 1;�1� � d�x� 1� :

3.2.10. ³ÎÇÆÖáÜËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÕÔâ Ä àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËâØ: ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
¤ÂÖÔÔÂ

g�x; 2; 0� � 1

2
���
p
p exp

�
ÿ x 2

4

�
;

ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ¬ÑÛË

g�x; 1; 0� � 1

p�1� x2�

Ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÇÄË ë³ÏËÓÐÑÄÂ

g

�
x;

1

2
; 1

�
� 1

2
��������
px 3
p exp

�ÿ�4x�ÿ1	 :
³ÒËÔÑÍ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ, ÄÞÓÂÉÂáÜËØÔâ ÚÇÓÇÊ ÔÒÇÙËÂÎß-
ÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÒÓËÄÇÆÇÐ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 8.1, ÅÓÂ×ËÍË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ
ËÊ ÐËØ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 2.

3.2.11. ´ÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÐÕÂ ®ÇÎÎËÐÂ ÑÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÂ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÎÖÑÔË:

g�s; a; y� �
�1
0

g�x; a; y�xs dx � G�s�G�1ÿ s=a�
G�rs�G�1ÿ rs� ;

r � 1� y
2

:

3.2.12. ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÂÒÎÂÔÂ ÑÆÐÑÔÕÑÓÑÐÐËØ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ:

g�l; a; 1� �
�1
0

g�x; a; 1� exp �ÿlx� dx � exp �ÿla� ; a4 1 :
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3.2.13. ·ÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß a Ä ÑÃÇËØ
×ÑÓÏÂØ A Ë C ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ ÉÇ, ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÂÔËÏÏÇÕÓËË b Ë
y ÔÄâÊÂÐÞ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

b � tan �yap=2�
tan �ap=2� ;

Â ÔÂÏË ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ì ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

S�a; y� �d
�
cos

�
yap
2

��1=a
S �a;b� :

3.2.14. µÆÑÃÔÕÄÑ ×ÑÓÏÞ C ÔÓÇÆË ÒÓÑÚÇÅÑ ÔÑÔÕÑËÕ Ë Ä
ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓË y � 1 Ë a"1, ÍÂÍ àÕÑ ÄËÆÐÑ ËÊ Ò. 3.2.12,

g�x; a; 1� ! d�xÿ 1� :

£ ×ÑÓÏÇ A ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÓË àÕËØ ÖÔÎÑ-
ÄËâØ ÖØÑÆËÕ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß.

®Þ ÒÓËÛÎË Í ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏ, ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÄ ÔÐÂÚÂÎÂ L-ÒÓÑÙÇÔÔÞ, ÊÂÕÇÏ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÐÑÓ-
ÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÔÖÏÏ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ,
ÑÆÐÂÍÑ ÔÂÏË ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ (ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÔâ ÄÇÊÆÇ
ÎËÛß ÔÕÓÑÅÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË) ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇ-
ÏÞÇ ËÏË ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ë
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ. °ÆÐÑ ËÊ ÕÂÍËØ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ËÏÇÇÕ
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ.

3.2.15.³ÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ S ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ Ô
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ a 2 �0; 2�, ÇÔÎË ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ nXn

i� 1

Sj �d n 1=aS ;

ÅÆÇ Sj ì ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ S Ë ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ
ÄÇÎËÚËÐÞ Ô ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ a-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇÏ.

¿ÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÎÇÅÍÑ ÑÃÑÃÜÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ
ÄÇÍÕÑÓÞ.

g; q

0

1

ÿ3 3
x

g

q

a � 2; y � 0

g

q

g; q

x
0

1

ÿ3 3

a � 1; y � ÿ2=3

g

q

g; q

x
0

1

ÿ3 3

a � 1; y � 0

g

q

g; q

x
0

1

ÿ3 3

a � 1; y � 2=3

g

q

g; q

x
0

1

ÿ3 3

a � 1=2; y � ÿ1

g

q

g; q

x
0

1

ÿ3 3

a � 1=2; y � 0

g

q

g; q

x
0

1

3ÿ3
a � 1=2; y � 1

²ËÔ. 2.±ÎÑÕÐÑÔÕË ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ (ÕÑÐÍËÇ ÍÓËÄÞÇ Ô ÅÎÂÆÍËÏË ÄÇÓÛËÐÂÏË) Ë ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏo � 1=2 (ÉËÓÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ Ô ÑÔÕÓÞÏË
ÄÇÓÛËÐÂÏË) ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ.
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3.2.16. ³ÎÖÚÂÌÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ S � �S1; . . . ;Sd� ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ, ÇÔÎË ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ nXn

j� 1

Sj �d n 1=aS :

·ÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ d-ÏÇÓÐÑÅÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

~g
�a;G�
d �k� � exp

�
ÿ
�
Sd

jksja
�
1ÿ i sign �ks� tan

�
ap
2

��
G�ds�

�
;

ÅÆÇ G�ds� ì ÍÑÐÇÚÐÂâ ÏÇÓÂ ÐÂ Ô×ÇÓÇ Sd ÇÆËÐËÚÐÑÅÑ
ÓÂÆËÖÔÂ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ d-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ,
ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÏÇÓÑÌ. ±ÎÑÕÐÑÔÕß

g
�a;G�
d �x� � g

�a;G�
d �x1; . . . ; xd� �

� 1

�2p�d
�1
ÿ1

dk1 . . .

�1
ÿ1

dkd exp
�ÿi�k1x1 � . . .� kdxd�

��
� ~g �a;G��k1; . . . ; kd�

ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÑÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá. ¦ÔÎË
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÏÇÓÂ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÒÑ Ô×ÇÓÇ,
àÕÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ËÊÑÕÓÑÒÐÂ. ¦ÔÎË ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÏÇÓÂ ÔÑÔÓÇ-
ÆÑÕÑÚÇÐÂ Ä ÕÑÚÍÂØ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÑÔÇÌ ÔÑ Ô×ÇÓÑÌ, ÕÑ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ S1; . . . ;Sd ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ S ÄÊÂËÏÐÑ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ.

©ÆÇÔß ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß ÆÄÂ ÄÂÉÐÞØ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ.
£Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ËÊÑÕÓÑÒÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÎÇÚÇÕ ÊÂ ÔÑÃÑÌ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÑÎßÍÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ a � 2. ±ÓË
a < 2 ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ËÊÑÕÓÑÒÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ
ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË, Â ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ô ÐÇÊÂÄËÔË-
ÏÞÏË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ. £Ñ-ÄÕÑ-
ÓÞØ, ÄÄËÆÖ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕË ÆËÔÒÇÓÔËË ÑÃÞÚÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÑÐÐÂâ ÕÇØÐËÍÂ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÄâÊË ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕ ÒÓË a < 2 ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÂ [22].

3.3. ¥ÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÐÂÆÑÃâÕÔâ
ÐÂÏ Ä ÔÄâÊË Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ô ÆÓÑÃÐÞÏË ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞÏË ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË (ÓÂÊÆÇÎ 4.3).

3.3.1. ±ÖÔÕß S�a1; y1� Ë S�a2; y2� ì ÄÊÂËÏÐÑ ÐÇÊÂÄËÔË-
ÏÞÇ ÔÕÓÑÅÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐËË ³. ³ÎÖÚÂÌÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ

Y�a1; a2; y1; y2; m� �d S�a1; y1��
S�a2; y2�

� h mi ;
ÅÆÇ

S h mi � jSj m signS ; ÿ1 < m <1 ;

Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕß

pY�x; a1; a2; y1; y2; m� �

�
�1
ÿ1

g
ÿ
xy h mi; a1; y1

�
g�y; a2; y2�j yj m dy

ÐÂÊÑÄÇÏ ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË.
¹ÂÔÕÐÞÇ ÔÎÖÚÂË ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎË-

ÚËÐ ÐÇÓÇÆÍÑ ÄÔÕÓÇÚÂáÕÔâ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ. ´ÂÍ, Ä [22]
ÔÎÖÚÂÌÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ

Y

�
2; a; 0; 1; ÿ 1

2

�
� S�2; 0�

��������������
S�a; 1�

p
; a < 1 ;

ÐÂÊÄÂÐÂ ÔÖÃÅÂÖÔÔËÂÐÑÏ, Â Ä ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ

Y

�
a1; a2; 0; 1; ÿ 1

a1

�
� S�a1; 0�

�
S�a2; 1�

�1=a1 ;
0 < a1 4 2 ; a2 < 1 ;

ì ÔÖÃÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ. ªÊÄÇÔÕÐÞ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâ

Y�2; 2; 0; 0; 1� �d S�1; 0� ;

Y

�
a1;

a
a1
; 0; 1; ÿ 1

a1

�
�d S�a; 0� ;

Y�1; 1; 1; 0; 1� �d S�1; 0� :

²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ,

Y�a; 1; y; 1; m� �d S�a; 0� :

¬ ÍÎÂÔÔÖ ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Ë ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ

Z�a;o; y� � S�a; y��
S�o; 1��o=a ; o < 1 ;

ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ¬ÑÕÖÎßÔÍËÏ [29] Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÛÇÐËË
ÒÓÑÃÎÇÏÞ ®ÑÐÕÓÑÎÎÂ ë£ÇÌÔÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 4.3)

q�x; a;o; y� � pY

�
x; a;o; y; 1;

o
a

�
�

�
�1
0

g�xyo=a; a; y� g�y;o; 1� yo=a dy :

´ÇÓÏËÐ "ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ" ÄÄÇÆÇÐ Ä ÐÂÛÇÌ ÓÂÃÑÕÇ
[30], Â ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕËØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [31 ë 33]. ±ÓËÄÇÆÇÏ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÄÂÉÐÞÇ ËÊ ÐËØ.

3.3.2. ¦ÔÎË 0 < a < 1 Ë y � 1, ÕÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕß q x; a;o; 1� �
ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÐÖÎâ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÎÖÑÔË.
£Ñ ÄÔÇØ ÆÓÖÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ÑÐÂ ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ ÐÂ ÄÔÇÌ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÔË.

3.3.3. ªÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ËÐÄÇÓÔËË:

q�ÿx; a;o; y� � q�x; a;o;ÿy� :

¦ÔÎË y � 0, ÕÑ

q�ÿx; a;o; 0� � q�x; a;o; 0� ;

Õ.Ç. ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ô y � 0 âÄÎâÇÕÔâ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

3.3.4. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÔÄÑÌÔÕÄÖ ËÐÄÇÓÔËË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÕß ÍÎÂÔÔ ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÒÓË ÄÔÇØ
a,o Ë y ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÎÖÑÔË, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÄÄÇÔÕË ÑÆÐÑÔÕÑÓÑÐÐÇÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ®ÇÎÎËÐÂ

�q�s; a;o; y� �
�1
0

xsq�x; a;o; y� dx ; ÿ1 < Re s < a ;

ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÔËÎÖ ÔÒÇÙË×ËÍË ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÞ âÄÎâÇÕÔâ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÞÏ ËÐÔÕÓÖ-
ÏÇÐÕÑÏ ÂÐÂÎËÊÂ, ÚÇÏ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍÂâ
×ÖÐÍÙËâ. ±ÓËÏÇÐââ àÕÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÐÕÞ ®ÇÎÎËÐÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ

856 £.£. µ¹¡«¬ª¯ [µ¶¯ 2003



ÒÎÑÕÐÑÔÕË

�g�s; a; y� � r
G�1� s�G�1ÿ s=a�
G�1� rs�G�1ÿ rs� ; r � 1� y

2
;

ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ

�q�s; a;o; y� � r
G�1� s�G�1ÿ s=a�G�1� s=a�
G�1� rs�G�1ÿ rs�G�1� os=a� :

3.3.5. ¥ÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÏÑ-
ÏÇÐÕÞ ÄÔÇØ ÒÑÓâÆÍÑÄ ÕÑÎßÍÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ a � 2. ±ÓË àÕÑÏ
ÑÃÎÂÔÕß ÊÐÂÚÇÐËÌ y ÔÖÉÂÇÕÔâ ÆÑ ÑÆÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ y � 0,
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ, ÐÇÚÇÕÐÞÇ ÏÑ-
ÏÇÐÕÞ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß, Â ÚÇÕÐÞÇ ÆÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

m �2n��2;o; 0� �
�1
ÿ1

x 2nq�x; 2;o; 0� dx � 4 nn!G�n� 1=2����
p
p

G�no� 1� :

±ÓË 1 < a < 2 ÄÕÑÓÑÌ Ë ÄÞÔÛËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞ,
ÒÓË a4 1 ÒÇÓÇÔÕÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ.

3.3.6. £ ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ

q�0; a;o; y� � G�1� 1=a�G�1ÿ 1=a�
pG�1ÿ o=a� cos

�
yp
2

�
Ë

Q�0; a;o; y� �
� 0

ÿ1
q�x; a;o; y� dx � 1ÿ y

2
:

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ q�x; a;o; y� ËÏÇÇÕ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÖá ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕß Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÍÑÅÆÂ a4 1 Ë o < 1.

3.3.7.±ÓËo! 1 ÒÎÑÕÐÑÔÕË q�x; a;o; y� ÒÓÇÄÓÂÜÂáÕÔâ
Ä ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË g�x; a; y�.

3.3.8. ¦ÔÎË o < 1 Ë y > 0, ÕÑ

q�x; a;o; y� � g�x; a; y�
G�1� o� ; x!1 ;

Õ.Ç. ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÇáÕ ÕÂÍËÇ ÉÇ
ÕâÉÇÎÞÇ (Ä ÔÏÞÔÎÇ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ Ì ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË) ØÄÑÔÕÞ, ÚÕÑ
Ë ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË.

3.3.9. ±ÓË a � 2 ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÞÓÂ-
ÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÑÆÐÑÔÕÑÓÑÐÐáá ÖÔÕÑÌÚËÄÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

q�x; 2;o; 0� � 1

ojxj 1�2=o
g

�
jxjÿ2=o;

o
2
; 1

�
:

³ÒËÔÑÍ ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ, ÄÞÓÂÉÂÇÏÞØ
ÚÇÓÇÊ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ËÎË ÛËÓÑÍÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË, ÆÂÐ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 8.1. ¤ÓÂ×ËÍË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ËÊ ÐËØ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 2.

3.3.10. £ ÓÂÃÑÕÇ [33] ÐÂÌÆÇÐÞ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ
×ÖÐÍÙËË ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ

~q�k; a;o; y� � Eo
ÿÿc�k; a; y�� ;

ÅÆÇ

Eo�x� �
X1
n� 0

xn

G�1� no�

ì×ÖÐÍÙËâ ®ËÕÕÂÅ ëÇ××ÎÇÓÂ, Â

c�k; a; y� � ÿjkja exp
�
ÿiay

�
p
2

�
sign k

�
:

´ÂÏ ÉÇ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÑÃÓÂÕÐÑ-ÔÕÇÒÇÐÐ �yÇ ÓâÆÞ ÆÎâ ÆÓÑÃÐÑ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ

q�x; a;o; y� �
X1
n� 1

�ÿ1�nÿ1 G�na� 1�
G�nr�G�1ÿ nr�G�1� no� x

ÿnaÿ1 :

3.3.11. °ÆÐÑÏÇÓÐÞÇ ÆÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÃÑÃÜÂáÕÔâ ÐÂ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞÇ [34]

qd�x; a;o;G� �
�1
0

gd �xyo=a; a;G� g1�y;o; 1� ydo=a dy ;

ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ

Zd �a;o;G� � Sd �a;G��
S1�o; 1�

�o=a :
4. ¡ÐÑÏÂÎßÐÂâ ÆË××ÖÊËâ
ÍÂÍ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÔÍÂÚÍÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ

4.1. ±ÓÑÙÇÔÔÞ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ
ªÔÕÑÓËÚÇÔÍË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÔØÇÏÂ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÆË×-
×ÖÊËË ÃÞÎÂ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÂ ÆÓÖÅËÏ ÒÖÕÇÏ ì ÒÖÕÇÏ ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÍÂÚÍÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ. °ÔÐÑ-
ÄÑÒÑÎÂÅÂáÜÇÌ ÓÂÃÑÕÑÌ Ä àÕÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÒÓËÐâÕÑ
ÔÚËÕÂÕß ÔÕÂÕßá ®ÑÐÕÓÑÎÎÂ Ë £ÇÌÔÂ [35], ÃÇÊ ÔÔÞÎÍË ÐÂ
ÍÑÕÑÓÖá ÐÇ ÑÃØÑÆËÕÔâ ÐÞÐÇ ÐË ÑÆËÐ ÑÃÊÑÓ ÒÑ ÂÐÑÏÂÎß-
ÐÑÌ ÆË××ÖÊËË (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÍÓÂÔÐÞÌ ÑÃÊÑÓ [36]). ±ÑÍÂ-
ÉÇÏ ÊÆÇÔß ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÄÇØË àÕÑÅÑ ÒÖÕË, ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß
ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËÇÌ ÕÇÑÓËË ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ [37].

±ÖÔÕß T1;T2; . . . ì ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÄÊÂËÏÐÑ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ Ô
ÑÃÜÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ q t� �. ¯ÂÊÑÄÇÏ ËØ
ÄÓÇÏÇÐÂÏË ÑÉËÆÂÐËÌ, Â ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË

T�n� �
Xn
j� 1

Tj ; T�0� � 0 ;

ì ÏÑÏÇÐÕÂÏË ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ (ÓÇÅÇÐÇÓÂÙËË).
4.1.1. ±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ fT�n�g

ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Tj ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞ, ÕÑ

ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ

t � hTji �
�1
0

tq�t� dt

ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ Ë ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ: Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ t � 1.

£ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÓÑÙÇÔÔÂØ Ô ÏÑÏÇÐÕÂÏË T�n� ÑÃÞÚÐÑ
ÔÄâÊÂÐÞ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÔÑÃÞÕËâ ÐÖÎÇÄÑÌ ÆÎË-
ÕÇÎßÐÑÔÕË ì ÔÍÂÚÍÑÑÃÓÂÊÐÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÔËÔÕÇÏÞ ËÊ ÑÆ-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ÆÓÖÅÑÇ, ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÂÕÑ-
ÏÂÏË ÔÓÇÆÞ, ËÊÎÖÚÇÐËÇ ËÎË ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ×ÑÕÑÐÂ Ë Õ.Æ.
¯ÂÊÑÄÇÏ ËØ ÒÓÑÔÕÑ ÔÑÃÞÕËâÏË Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÚËÔÎÑ N�t�
ÔÑÃÞÕËÌ, ÒÓÑËÔØÑÆâÜËØ Ä ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÇ ÄÓÇÏÇÐË �0; t�.

4.1.2. ³ÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ

N�t� � max
�
n :T�n� < t

	
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÚËÕÂáÜËÏ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ, ×ÖÐÍ-
ÙËâ

�N�t� � 
N�t��
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ì ×ÖÐÍÙËÇÌ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ. ±ÑÔÎÇÆÐââ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ä ÄËÆÇ

�N�t� �
X
n> 0

P
ÿ
T�n� < t

� �X
n> 0

� t

0

q �n�s� ds

(ÊÆÇÔß p �n�x� ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÖá ÔÄÇÓÕÍÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ
p�x�, ÒÓË àÕÑÏ p �1�x� � p�x�, Â p �0�x� � d�x��. °ÐÂ ÖÃÞ-
ÄÂÇÕ, ÍÑÐÇÚÐÂ, ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ, ÒÑÎÖÂÆÆËÕËÄÐÂ:

�N�t� s�4 �N�t� � �N�s� ; t; s5 0 ;

Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ

�N�t� �
� t

0

�
1� �N�tÿ s�� q�s� ds :

¦ÅÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ÍÓÂÌÐÇ ÒÓÑÔÕÂ: ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÔÑÃÞ-
ÕËÌ Ä ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÇ �0; t� ÓÂÄÐÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÑÒÂÆÂÐËâ Ä
ÐÇÅÑ ÒÇÓÄÑÅÑ ÔÑÃÞÕËâ ÒÎáÔ ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÔÎÇÆÖáÜËØ ÊÂ
ÐËÏ ÔÑÃÞÕËÌ.

4.1.3. ¶ÖÐÍÙËâ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÕÂÍÉÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÇ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ:

lim
t!1

�N�t�
t
� tÿ1 ;

Â Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÄÕÑÓÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ:

m �2� �
�1
0

t 2q�t� dt <1 ;

ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

t

t
4 �N�t�4 t

t
�m �2�

2t 2
:

£ÞÃÓÂÄ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ q�t� ÒÑÍÂÊÂÕÇÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
q�t� � m exp �ÿmt� ;

ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ì
ÒÖÂÔÔÑÐÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ.

4.1.4. °ÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ÒÖÂÔÔÑÐÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÄÄÇÆÇÐ Ä [17,
Ô. 211] ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÖÏÏ

X�t� �
XN�t�
j� 1

Rj ;

ÅÆÇ Rj ì ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Ô ÑÆËÐÂÍÑ-
ÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ p�x�, Â N�t�ì ÑÃÞÚÐÞÌ ÒÖÂÔÔÑÐÑÄ-
ÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ:

P
ÿ
N�t� � n

� � �mt�n
n!

exp �ÿmt� :

±ÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ p�x; t� ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÖÏÏÞ X�t�
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

p�x; t� �
X1
n� 0

�mt�n
n!

exp �ÿmt� p �n�x� ;

Â ÔÂÏ ÒÓÑÙÇÔÔ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÐ ÍÂÍ ÔÍÂÚÍÑ-
ÑÃÓÂÊÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÚÂÔÕËÙÞ ÄÆÑÎß ÑÔË x. ´Ñ, ÚÕÑ
ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÐÂÚËÐÂÇÕÔâ Ô n � 0, ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÐÂ-
ÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ÚÂÔÕËÙÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÐÂÚÂÎÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕ ÑÔÕÂÄÂÕßÔâ ÕÂÏ ÄÒÎÑÕß ÆÑ
t � T1 ì ÏÑÏÇÐÕÂ, ÍÑÅÆÂ ÑÐÂ ÔÑÄÇÓÛÂÇÕ ÔÄÑÌ ÒÇÓÄÞÌ
ÔÍÂÚÑÍ. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÔÍÂÚÍÂ ÔÒÑÔÑÃÐÑÔÕß ÚÂÔÕËÙÞ Í

ÑÉËÆÂÐËá ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ ÉÇ ÄËÆÇ, Ë ÒÓÑÙÇÔÔ
ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕÔâ.

¥ÂÎÇÇ ¶ÇÎÎÇÓ ÏÑÆË×ËÙËÓÖÇÕ àÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ, ÊÂÏÇÐââ
ÒÓÑÙÇÔÔ fX1 � R1; X2 � X1 � R2; X3 � X2 � R3; . . .g Ô
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÓËÓÂÜÇÐËâÏË Rj ÏÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÙÇÒßá
fX1;X2;X3; . . .g, Ë ÐÂÊÞÄÂÇÕ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÔÇÄÆÑ-
ÒÖÂÔÔÑÐÑÄÔÍËÏ.

4.2. ±ÑÆÚËÐÇÐÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ
±ÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÔÇÄÆÑÒÖÂÔÔÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ

p�x; t� �
X1
n� 0

W 0
n �t� p�x; n� �



p
ÿ
x;N�t��� ;

ÅÆÇ

W 0
n �t� �

�mt�n
n!

exp �ÿmt�

Ë

p�x; n� � p �n�x� :
±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ô ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÄÓÇÏÇ-
ÐÇÏ n, ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏ ÑÒÇÓÂÙËÑÐÐÞÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ. ³ÎÖÚÂÌÐÖá
ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá N�t� ¶ÇÎÎÇÓ ÐÂÊÞÄÂÇÕ ÓÂÐÆÑÏËÊËÓÑÄÂÐÐÞÏ
ÑÒÇÓÂÙËÑÐÐÞÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ. £ ÑÃÜÇÌ ÔØÇÏÇ ÑÒÇÓÂÙËÑÐÐÑÇ
ÄÓÇÏâ T ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÒÑ
ÊÂÍÑÐÖ ±ÖÂÔÔÑÐÂ Ë ÆÂÉÇ ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß
ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ.

4.2.1. ±ÖÔÕß p�x; t� ì ÒÇÓÇØÑÆÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÂÓÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ fX�t�g, Â w�y; t� dy ì ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÓÂÐÆÑ-
ÏËÊËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË T�t�, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÑÇ ÐÂ ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÎÖÑÔË. ´ÑÅÆÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕß p�x; t� ÆÎâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
fX�T�t��g ÊÂÒËÛÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ

p�x; t� �
�1
0

p�x; y�w�y; t� dy :

¯ÂÊÑÄÇÏ àÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÑÆÚËÐÇÐÐÞÏ Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÔÏÞÔ-
ÎÇ, ÚÕÑÃÞ ÆËÔÕÂÐÙËÓÑÄÂÕßÔâ ÑÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÆÂÄÂÇÏÑÅÑ
¶ÇÎÎÇÓÑÏ [17, c. 394].

4.2.2. ±ÖÔÕß fX�t�gì ÏÂÓÍÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÐÇÒÓÇÓÞÄ-
ÐÞÏË ÒÇÓÇØÑÆÐÞÏË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕâÏË Ë fT�t�g ì ÒÓÑÙÇÔÔ Ô
ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÓËÓÂÜÇÐËâÏË. ´ÑÅÆÂ
fX�T�t��gìÕÂÍÉÇ ÏÂÓÍÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ.

¢ÖÆÇÏ ÅÑÄÑÓËÕß, ÚÕÑ àÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÑÆÚËÐÇÐ fX�t�g Ô
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÑÒÇÓÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË fT�t�g. ±ÓÑÙÇÔÔ
fT�t�g ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂÒÓÂÄÎâáÜËÏ (ÖÒÓÂÄÎâáÜËÏ) ÒÓÑÙÇÔ-
ÔÑÏ.

£ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÒÓÑÙÇÔÔ fX�t�g ÕÂÍÉÇ ËÏÇÇÕ ÐÇÊÂÄËÔË-
ÏÞÇ ÒÓËÓÂÜÇÐËâ, ÏÞ ÄÐÑÄß ÒÓËØÑÆËÏ Í ÊÂÒËÔÂÐÐÑÌ ÄÞÛÇ
×ÑÓÏÖÎÇ ÆÎâ p�x; t�. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÇÔÎË fX�t�gì ÃÓÑÖÐÑÄ-
ÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ô ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá

p�x; t� � �2pt�ÿ1=2 exp
�
ÿ x 2

2t

�
;

Â ÐÂÒÓÂÄÎâáÜËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ì ÒÓÑÙÇÔÔ ³ÏËÓÐÑÄÂ ëÇÄË

w�y; t� � t����������
2py 3

p exp

�
ÿ t 2

2y

�
;

ÕÑ ÒÑÆÚËÐÇÐÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ËÏÇÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕß

p�x; t� � t

2p

�1
ÿ1

yÿ2 exp
�
ÿ x 2 � t 2

2y

�
dy � t

p�t 2 � x 2� ;

858 £.£. µ¹¡«¬ª¯ [µ¶¯ 2003



Õ.Ç. âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ¬ÑÛË. ¿ÕÑÕ ÒÓËÏÇÓ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâÇÕÔâ Ë ÐÂ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ ÔÎÖÚÂÌ: ÍÑÅÆÂ fX�t�g ì
ÖÔÕÑÌÚËÄÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ (ÎÇÄË-ÆÄËÉÇÐËÇ) Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ a1 Â
fT�t�gìÑÆÐÑÔÕÑÓÑÐÐËÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇ-
ÎÇÏ a2 < 1 (b � 1), ÕÑ ÒÑÆÚËÐÇÐÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÕÑÉÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ (ÎÇÄË-ÆÄËÉÇÐËÇÏ) Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ
a1a2.

¿ÕÑ ÄÔÇ, ÑÆÐÂÍÑ, ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÔÎÖÚÂá, ÍÑÅÆÂ fT�t�gì
ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÓËÓÂÜÇÐËâÏË, ÍÂÍ àÕÑ ÕÓÇ-
ÃÖÇÕÔâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ¶ÇÎÎÇÓÂ. ®Þ ÉÇ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ fT�t�g
ÃÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÚËÕÂáÜËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ
Ô ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá q�t�, ÑÕÐáÆß ÐÇ âÄÎâáÜËÌÔâ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ Ô ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÒÓËÓÂÜÇÐËâÏË (ÇÔÎË, ÍÑ-
ÐÇÚÐÑ, q�t� ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ). £ àÕÑÏ ì ÔÏÞÔÎ
ÆËÔÕÂÐÙËÓÑÄÂÐËâ ÑÕ ×ÇÎÎÇÓÑÄÔÍÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÂÅÂâ Ä ÐÂÛÇÌ ÔØÇÏÇ Rj ÐÇÊÂÄËÔË-
ÏÞÏË, Â ÒÎÑÕÐÑÔÕß q�t� ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ, ÒÑÎÖÚËÏ

p�x; t� �
X1
n� 0

Wn�t� p �n�x� ;

ÅÆÇ

Wn�t� � P
ÿ
N�t� � n

� � P
ÿ
N�t�5 n

�ÿ P
ÿ
N�t�5 n� 1

� �
� Q �n�t� ÿQ ��n�1��t� :

°ÕÔáÆÂ

p�x; t� �
X1
n�0

�
Q �n�t� ÿQ ��n�1��t�� p �n�x� :

¿ÕÑ ÒÓÑÔÕÇÌÛÂâ ÏÑÆÇÎß ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÔÍÂÚÍÑÑÃÓÂÊ-
ÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË ÄÓÇÏÇÐÂÏË
ÑÉËÆÂÐËÌ, ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË ÒÑ ÑÆÐÑÏÖ Ë
ÕÑÏÖ ÉÇ ÊÂÍÑÐÖ q�t�, Ë ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË (ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ Ë ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐ ÑÉËÆÂÐËÌ) ÔÏÇÜÇÐËâÏË, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË Ô
ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá p�x�. £ ÂÐÅÎÑâÊÞÚÐÑÌ ÎËÕÇÓÂ-
ÕÖÓÇ àÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕÔâ CTRW (Continuous Time
RandomWalks).

4.3. ´ÇÑÓÇÏÂ ÑÃ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÆË××ÖÊËË
£ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ p�x; t� Ä ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÄÞÛÇ
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâØ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ®ÑÐÕÓÑÎÎÂ ë
£ÇÌÔÂ [35]. ¦Ç ÖÆÑÃÐÑ ÓÇÛÂÕß ÒÖÕÇÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
¶ÖÓßÇ ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ Ë ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÂÒÎÂÔÂ ÒÑ
ÄÓÇÏÇÐË:

~p�k; l� �
�1
0

dt

�1
ÿ1

dx exp �ikxÿ lt� p�x; t� :

µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ�1
ÿ1

exp �ikx� p �n�x� dx � � ~p�k��n
Ë �1

0

exp �ÿlt�Q �n�t� dt �
�1
0

dt exp �ÿlt�
� t

0

ds q �n�s� �

�
�1
0

ds

�1
s

dt exp �ÿlt� q �n�s� �

� 1

l

�1
0

exp �ÿls�q �n�s� ds � 1

l

�
~q�l��n ;

ÒÑÎÖÚËÏ

~p�k; l� � 1

l

X1
n� 0

�
~qn�l� ÿ ~qn�1�l�� ~pn�k� � 1ÿ ~q�l�

l
�
1ÿ ~q�l� ~p�k�� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,

p�x; t� � 1

�2p�2i

�1
ÿ1

dk

� c� i1

cÿ i1
dl

1ÿ ~q�l�
l
�
1ÿ ~q�l� ~p�k�� �

� exp �ÿikx� lt� :
¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÒÑ àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÇ ÕÓÇ-

ÃÖÇÕ ÊÂÆÂÐËâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ q�t� Ë p�x�; ÇÔÎË
ÉÇ ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÎËÛß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇÏ
ÒÓË t!1, ÕÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÊÂÆÂÕß ÎËÛß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË q�t�
Ë p�x� ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ. £ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ
ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ àÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÓÇÛÇÐÂ ¬ÑÕÖÎßÔÍËÏ [29]. ®Þ
ÒÓËÄÇÆÇÏ ÊÆÇÔß ÇÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ä ÄËÆÇ ÕÇÑÓÇÏÞ, Ô×ÑÓÏÖÎË-
ÓÑÄÂÐÐÑÌ Ä ÓÂÃÑÕÇ [30].

±ÖÔÕß T1;T2; . . . ì ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ Ô ÑÃÜÇÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ,
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÊÂÍÑ-
ÐÂ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏËo; y � 1, ÂR1;R2; . . .ìÐÇ ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ
ÐÇÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ Ô
ÑÃÜÇÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜÇÌ ÑÃÎÂÔÕË
ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË a; y.
´ÑÅÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÍÑÐÇÚÐÂâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ
c � c�a;o; y� ÕÂÍÂâ, ÚÕÑ

P

�
X�t�

c�a;o; y�to=a < x

�
) Q�x; a;o; y� ; t!1 ;

ÅÆÇ

Q�x; a;o; y� �
�1
0

G�xyo=a; a; y� dG�y;o; 1� :

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ àÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÒÑ x, ÒÇÓÇØÑÆËÏ Í
ÒÎÑÕÐÑÔÕË

q�x; a;o; y� �
�1
0

g�xyo=a; a; y� g�y;o; 1� yo=a dy :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ fX�t�g Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÇ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

pas�x; t� � q

�
xtÿo=a

c
; a;o; y

�
tÿo=a

c
:

¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐ ÆÄÖÏâ ÔÒÑÔÑ-
ÃÂÏË: ÒÖÕÇÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ X�t� ÍÂÍ ÔÖÏÏÞ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ Ô ÒÓËÏÇÐÇÐËÇÏ
ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÅÑ ÄÂÓËÂÐÕÂ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ÕÇÑ-
ÓÇÏÞ, ÄÞÄÑÆâÜÇÌ ÐÂ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÊÂÍÑÐÞ [29, 30], Ë
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ ÑÃÓÂÜÇÐËÇÏ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÕÂÖÃÇ-
ÓÑÄÞØ ÕÇÑÓÇÏ, ÍÂÍ àÕÑ ÔÆÇÎÂÐÑ ÆÎâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ Ä
ÓÂÃÑÕÇ [38], Â ÆÎâ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÅÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ Ä
ÍÐËÅÇ [39]. £ ÔÎÖÚÂÇ d-ÏÇÓÐÑÅÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ
ÃÎÖÉÆÂÐËâ

pas
d �x; t� � qd

�
xtÿo=a

c
; a;o

�
tÿdo=a

cd
;

ÅÆÇ

qd�x; a;o� �
�1
0

gd�xyo=a; a� g1�y;o; 1�ydo=a dy ;
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x 2 R d, Â gd�x; a� ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ô×ÇÓËÚÇÔÍË ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÅÑ d-ÏÇÓÐÑÅÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

~gd�k; a� � exp
ÿÿjkja� ; k 2 R d :

4.4. µÓÂÄÐÇÐËâ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÆË××ÖÊËË
£ÑÊÏÑÉÐÑ, ÔÂÏÞÌ ÒÓÑÔÕÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÄÞÌÕË ÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÑÕÕÂÎÍËÄÂâÔß ÑÕ ÕÓÂÐÔ×ÑÓ-
ÏÂÐÕÞ

~p�k; l� � 1ÿ ~q�l�
l
�
1ÿ ~q�l� ~p�k�� ;

ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ p�x� Ë q�t�
ÔÂÏËØ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ g�x; a; y� Ë g�x;o; 1�,
0 < a4 2, o4 1. ©ÂÍÑÐÐÑÔÕß ÕÂÍÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË ÑÃÖ-
ÔÎÑÄÎÇÐÂ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÍÂÉÆÞÌ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÌ ÊÂÍÑÐ ÒÓËÐÂÆÎÇ-
ÉËÕ ÔÄÑÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓËÕâÉÇÐËâ. ´ÇÏ ÔÂÏÞÏ ÖÔÎÑÄËÇ
ÕÇÑÓÇÏÞ ËÊ ÓÂÊÆÇÎÂ 4.3 ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ p�x; t� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂÏË ×ÖÐÍÙËÌ p�x� Ë q�t�, Â ÄÔÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ,
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÇ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓËÕâÉÇÐËâ, Ä
ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ, ËÏÇáÕ ÑÆÐÖ Ë ÕÖ ÉÇ (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá
ÆÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ) ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÄÞÃËÓÂâ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ p�x� Ë q�t� ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÏÞ ÐËÔÍÑÎßÍÑ ÐÇ ÕÇÓâÇÏ Ä ÑÃÜÐÑÔÕË.

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÕÂÖÃÇÓÑÄÞÏ ÕÇÑÓÇÏÂÏ Ä ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ p�x; t� ÒÓË ÃÑÎßÛËØ x Ë t ÑÔÐÑÄÐÖá ÓÑÎß
ËÅÓÂÇÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÐÕÞ ¶ÖÓßÇ ëÂÒÎÂÔÂ
~p�k; l� Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ, ÅÆÇ

~p�k� � ~g�k; a; y� � exp

�
ÿjkja exp

�
ÿ iayp

2
sign k

��
�

� 1ÿ jkja exp
�
ÿ iayp

2
sign k

�
; k! 0 ;

Ë

~q�l� � ~g�il;o; 1� � exp �ÿlo� � 1ÿ lo ; l! 0 :

¯ÇÔÎÑÉÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá ÆÎâ ÅÎÂÄÐÑÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË:

lo ~pas�k; l� � ÿjkja exp
�
ÿ iayp

2
sign k

�
~pas�k; l� � loÿ1 :

±ÖÔÕß ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÐÕÞ ¶ÖÓßÇ ×ÖÐÍÙËÌ f �x� Ë p�x�
ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

~f �k� � ÿjkja exp
�
ÿ iayp

2
sign k

�
~p�k� :

£ÞÒÑÎÐââ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ, ÒÓËÄÇÆÇÏ ÇÅÑ
Í ÄËÆÖ

~p�k� �
�
�u� v� cos

�
ap
2

�
� i�uÿ v� sin

�
ap
2

�
sign k

�
�

� jkjÿa ~f �k� ;

u � sin
ÿ�1� y�ap=2�
sin �ap� ;

v � sin
ÿ�1ÿ y�ap=2�
sin �ap� ;

ÑÊÐÂÚÂáÜÇÏÖ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (12.11) ë (12.14) Ë
(12.25) ËÊ ÍÐËÅË [25], ÚÕÑ ÑÓËÅËÐÂÎÞ àÕËØ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÐÕ
ÔÄâÊÂÐÞ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ¶ÇÎÎÇÓÂ I ad , d � yp=2:

p�x� � I ad f �x� �

� 1

2G�a�
�1
ÿ1

u� v� �uÿ v� sign �xÿ x�
jxÿ xj1ÿa f �x� dx ;

âÄÎâáÜËÏÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËÇÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ ÑÒÇ-
ÓÂÕÑÓÑÄ ÆÓÑÃÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

°ÃÓÂÕÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

�I ad �ÿ1 �
a

2AG�1ÿ a�
�1
ÿ1

u� v� �uÿ v� sign �xÿ x�
jxÿ xj1ÿa �

� � p�x� ÿ p�x��dx �
� a

2AG�1ÿ a�
�1
0

��u� v� p�x� ÿ up�xÿ x�ÿ

ÿ vp�x� x��xÿ1ÿa dx ;
A �

�
�u� v� cos

�
ap
2

��2
�
�
�uÿ v� sin

�
ap
2

��2
:

£ÇÓÐÇÏÔâ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ~pas, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÔÎÇ ÑÃÓÂÕ-
ÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¶ÖÓßÇ ÒÑ k ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

lo~pas�x; l� � ÿ�I ad �ÿ1~pas�x; l� � loÿ1 :

±ÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÉÇ lo ~p�x; l� Ë ×ÖÐÍÙËâ loÿ1 âÄÎâáÕÔâ
ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÐÕÂÏË ÂÒÎÂÔÂ ÆÓÑÃÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
²ËÏÂÐÂ ëËÖÄËÎÎâ

qop�x; t�
qto

� 1

G�1ÿ o�
q
qt

� t

0

p�x; t� dt
�tÿ t�o

Ë ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË

tÿo

G�1ÿ o� d�x� :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÅÎÂÄÐÂâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÂâ (ÒÓË
t!1) ÚÂÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ p�x; t� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÆÓÑÃÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

qopas�x; t�
qto

� ÿ�I ad �ÿ1pas�x; t� � tÿo

G�1ÿ o� d�x� ;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ
ÆË××ÖÊËË (¡¥-ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ). ©ÆÇÔß ÏÂÔÛÕÂÃ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
x Ë t ÄÞÃÓÂÐ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
¡¥-ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

qopas�x; t�
qto

� DK
ÿ
x; pas� � ; t��� tÿo

G�1ÿ o� d�x� ;

ÅÆÇ D ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ (ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË×-
×ÖÊËË), Â ÑÒÇÓÂÕÑÓ K ÊÂÆÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

K
ÿ
x; p� � ; t�� � ÿ�I ad �ÿ1 p�x; t� :

®ÐÑÅÑÏÇÓÐÞÌ ÂÐÂÎÑÅ ¡¥-ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÔÎÖ-
ÚÂÇ ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ ÎÂÒÎÂÔËÂÐ ÆÓÑÃÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ:

qopas�x; t�
qto

� ÿD�ÿD�a=2pas�x; t� � tÿo

G�1ÿ o� d�x� :
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²ÂÊÎËÚÐÞÇ ÂÔÒÇÍÕÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÒÓËÏÇÐÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
Ä ÆÓÑÃÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [40 ë 42]
Ë ÆÓ.

4.5. °ÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ÊÂÍÑÐ ¶ËÍÂ
¢ÖÆÖÚË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞÏ (ÒÖÕÇÏ ÆÓÑÃÐÑÅÑ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÓÑÄÂÐËâ ÒÑÓâÆÍÂ 1ÿ o ÑÃÇËØ ÚÂÔÕÇÌ) Í ÄËÆÖ

qpas

qt
� ÿD�ÿD�a=2 q1ÿopas�x; t�

qt 1ÿo
� d�x�d�t� ;

¡¥-ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÄËÆÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

qpas

qt
� ÿdiv j ;

div j � D�ÿD�a=2 q1ÿopas�x; t�
qt 1ÿo

;

ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ âÄÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË,
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÏ ÄÇÍÕÑÓ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË j, Â
ÄÕÑÓÑÇ ì ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÏ ÊÂÍÑÐÑÏ ¶ËÍÂ, ÊÂÆÂÐÐÞÏ Ä ÐÇâÄ-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÇ. ±ÓË a � 2 ÑÐ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä âÄÐÑÌ ×ÑÓÏÇ

j � ÿD grad
q1ÿopas�x; t�

qt 1ÿo
;

ÒÓËÐËÏÂáÜÇÌ ÄËÆ ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ ¶ËÍÂ ÒÓË o � 1.
¯ÂÎËÚËÇ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÆÓÑÃ-
ÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

q1ÿopas�x; t�
qt 1ÿo

� 1

G�o�
q
qt

� t

0

pas�x; t� dt
�tÿ t�1ÿo

ÑÕÓÂÉÂÇÕ ÄÎËâÐËÇ ÒÂÏâÕË ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË: ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÕÑÍÂ Ä ÆÂÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÐÇ ÎÑÍÂÎßÐÞÏ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÆÂÐÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ, Â ÇÇ àÄÑÎáÙËÇÌ Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÄÔÇÅÑ ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÖá-
ÜÇÅÑ ÒÇÓËÑÆÂ ÆË××ÖÊËË. ±ÓË a � 2 ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÊÐÂÕß
àÄÑÎáÙËá ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÕÑÚÍÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ x
(ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÎÑÍÂÎßÐÑÔÕß ÇÜÇ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ), ÐÑ ÒÓË
a < 2 ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÕÑÍÂ Ä ÕÑÚÍÇ x Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÉÇ àÄÑÎáÙËÇÌ p�x; t� ÄÑ ÄÔÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕ-
ÄÇ (à××ÇÍÕ ÃÑÎßÛËØ ÒÓÑÃÇÅÑÄ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÒÑÎÇÕÂÏË
ÇÄË) Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÄÔÇÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÆË××ÖÊËË.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË o! 1 ÏÐÑÉËÕÇÎß tÿo=G�1ÿ o�
ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÆÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËá d�t� [43, Ô. 487], Â ¡¥-
ÖÓÂÄÐÇÐËÇì Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÖÒÇÓÆË××ÖÊËË, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÇ
Ä [23]. ±ÓË a! 2 ÑÒÇÓÂÕÑÓ ²ËÔÔÂ ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÑÃÞÚ-
ÐÞÌ ÎÂÒÎÂÔËÂÐ, Â ¡¥-ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ì Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÖÃÆË×-
×ÖÊËË, ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÐÑÇ Ä [44]. ±ÓË ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÏ ÄÞÒÑÎ-
ÐÇÐËË àÕËØ ÖÔÎÑÄËÌ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÑÃÞÚÐÑÇ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, Ô ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÄÂÓËÂÐÕÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÏÞ Ë
ÐÂÚÂÎË ÆÂÐÐÞÌ ÑÃÊÑÓ.

5. ±ÂÏâÕß, ÛÖÏÞ, ×ÓÂÍÕÂÎÞ

5.1. ¥ÓÑÃÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ
³ÖÆßÃÂ ÆÓÑÃÐÑÅÑ ËÔÚËÔÎÇÐËâ ÒÑÆÑÃÐÂ ÔÖÆßÃÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ
ÊÂÍÑÐÑÄ: ÆÎâ ÏÐÑÅËØ ×ËÊËÍÑÄ ÑÐÑ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
àÍÊÑÕËÍÑÌ. ®ÐÇ ÒÑÔÚÂÔÕÎËÄËÎÑÔß: ÔÖÆßÃÂ ÔÄÇÎÂ ÏÇÐâ Ô
ÒÓÑ×ÇÔÔÑÓÑÏ ®ÑÔÍÑÄÔÍÑÅÑ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕÂ £.®. ©ÑÎÑÕÂÓÇ-
ÄÞÏ Ë ÒÓÑ×ÇÔÔÑÓÑÏ ¬ÂÊÂÐÔÍÑÅÑ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕÂ ². ¯ËÅÏÂ-

ÕÖÎÎËÐÞÏ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÍÑÕÑÓÞÏ àÕÂ àÍÊÑÕËÍÂ ÒÓÇÄÓÂÕË-
ÎÂÔß ÆÎâ ÏÇÐâ Ä ÓÇÂÎßÐÞÌ ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕ. ¯Ç ÏÑÅÖ ÐÇ
ÄÔÒÑÏÐËÕß ÊÆÇÔß Ë Ñ ÄÔÕÓÇÚÇ Ô ÒÓÑ×ÇÔÔÑÓÑÏ ®¤µ
±.³. ÂÐÆÂ, ÂÄÕÑÓÑÏ ÒÓÇÄÑÔØÑÆÐÑÌ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [45], Ô
ÍÑÕÑÓÑÌ â ÒÑÊÐÂÍÑÏËÎÔâ ÐÂ ®ÇÉÆÖÐÂÓÑÆÐÑÌ ÍÑÐ×ÇÓÇÐ-
ÙËË ÒÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ Ë ØÂÑÔÖ Ä ³ÂÓÂÕÑÄÇ Ä 1996 Å.
³ áÐÑÛÇÔÍÑÌ ÎáÃÑÊÐÂÕÇÎßÐÑÔÕßá (ÍÂÚÇÔÕÄÑ, ÓÇÆÍÑ ÔÑØ-
ÓÂÐâÇÏÑÇ Ä ÔÕÂÕÖÔÇ ÍÓÖÒÐÑÅÑ ÖÚÇÐÑÅÑ) ±ÑÎËÐÂ ³ÑÎÑÏÑ-
ÐÑÄÐÂ ÆÑÒÞÕÞÄÂÎÂÔß: ÒÇÓÄÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ
ÐÂÍÎÑÐ ÍÓËÄÑÌ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ, ÄÕÑÓÂâ ì ÇÇ ÄÞÒÖÍÎÑÔÕß
(ÄÑÅÐÖÕÑÔÕß), Â ÚÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑÓâÆÍÂ,
ÔÍÂÉÇÏ, 3=2? ®ÑË (ÐÇ ÑÚÇÐß ÄÐâÕÐÞÇ, ÄÇÓÑâÕÐÑ) ÑÃÝâÔÐÇ-
ÐËâ, ÍÂÍ ÏÐÇ ÒÑÍÂÊÂÎÑÔß, ÓÂÊÑÚÂÓÑÄÂÎË ÇÇ. £ÑÊÏÑÉÐÑ,
ÔÇÌÚÂÔ â ÃÞ ÑÕÄÇÕËÎ ÕÑÚÐÇÇ, ÐÑ Ä ÙÇÎÑÏ àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÇÜÇ
ÆËÔÍÖÕËÓÖÇÕÔâ. ±ÑÆÓÑÃÐÑÇ ËÊÎÑÉÇÐËÇ ÕÇÑÓËË ÆÓÑÃÐÑÅÑ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ë ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä
ÍÐËÅÇ [25], ÔÕÂÄÛÇÌ àÐÙËÍÎÑÒÇÆËÇÌ ÒÑ àÕÑÏÖ ÄÑÒÓÑÔÖ Ë
ÛËÓÑÍÑ ÙËÕËÓÖÇÏÑÌ ÍÂÍ ÑÕÇÚÇÔÕÄÇÐÐÞÏË, ÕÂÍ Ë ÊÂÓÖÃÇÉ-
ÐÞÏË ÂÄÕÑÓÂÏË. ÁÉÇ ÊÆÇÔß ÑÅÓÂÐËÚÖÔß ÎËÛß ÔÎÇÆÖáÜËÏ
ÊÂÏÇÚÂÐËÇÏ.

±ÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÆÓÑÃÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ì àÕÑ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÂâ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂ ×ÖÐÍÙËË: ÑÐÂ ÊÂÄËÔËÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ
ÒÑÄÇÆÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
ÕÑÚÍË x, ÐÑ Ë ÑÕ ÒÓËÐËÏÂÇÏÞØ Çá ÊÐÂÚÇÐËÌ ÐÂ ÄÔÇÏ
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �a; x� �ËÎË �x; b��. ¦ÅÑ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ
ÒÓÇÆÇÎÂ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÒÓËÓÂÜÇÐËÌ ÒÑÆÑÃÐÑ ÑÃÞÚÐÑÌ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÑÌ, ÐÑ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÐÂÆÑ ÑÃÑÃÜËÕß ÒÑÐâÕËÇ ÒÓËÓÂ-
ÜÇÐËâ ÙÇÎÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÆÓÑÃÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. £
ÑÃÜÇÏ, ÊÆÇÔß ÏÐÑÅÑ ÎáÃÑÒÞÕÐÞØ ÆÇÕÂÎÇÌ, ÆÂ Ë ÔÂÏËØ
ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËÌ ÆÓÑÃÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÏÐÑ-
ÉÇÔÕÄÑ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ àÕÑÅÑ ÂÒÒÂ-
ÓÂÕÂ ÕÓÇÃÖÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÆÅÑÕÑÄÍË, ÃÇÊ ÚÇÅÑ ÎÇÅÍÑ ÒÑ-
ÒÂÔÕß ÄÒÓÑÔÂÍ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÕÂÍÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÒÓËÄÇÆÖ ×ÓÂÅÏÇÐÕ ËÊ ÍÐË-
ÅË [46]: "£ÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÄÛËÔß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÆÓÑÃÐÑÌ ÅÈÎß-
ÆÇÓÑÄÔÍÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÑÓâÆÍÂ n

lim
Dx! 0

f x� Dx� � ÿ f �x�
�Dx�n � qnf

qx n ;

ÒÑÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÕÑÍÂ

j�x; t� � ÿ lim
a! 0

~k
T�x; t� ÿ T�xÿ a; t�

a n � ÿk qnT�x; t�
qx n :

´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË ÐÂ ×ÓÂÍÕÂÎÂØ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

qT�x; t�
qt

� ~k
q1�nT�x; t�

qx 1�n ".

ª ÐÂ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ (357-Ì) ÔÕÓÂÐËÙÇ: "£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÎÇÅÍÑ
ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÕÇÒÎÑÒÇÓÇÐÑÔÂ
ÐÂ ×ÓÂÍÕÂÎÂØ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ:

T�x; t� � T0 exp

�
ÿ
�
x 1�n

~kt

�1=n �
".

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ T�x; t� ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÓÖÇÏÂ ÒÓË ÄÔÇØ x > 0, ÕÂÍ ÚÕÑ

T�x� Dx; t� ÿ T�x; t� / Dx ; Dx! 0 ;

Ë ÑÕÐÑÛÇÐËÇ

Dx
�Dx�n
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ÒÓË Dx! 0 ÏÑÉÇÕ ÔÕÓÇÏËÕßÔâ ÎËÛß Í ÐÖÎá �n > 1� ËÎË
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË �n < 1�, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË ÔÕÑËÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑ ÄÓÇÏÇ-
ÐË, ËÏÇáÜÂâ ÆÎâ ÊÂÒËÔÂÐÐÑÌ ÄÞÛÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÓË ÒÑ-
ÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË ÍÑÐÇÚÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ.

±ÓËÄÇÆÇÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÓËÏÇ-
ÓÑÄ ÆÓÑÃÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ²ËÏÂÐÂ ëËÖÄËÎÎâ ÑÕ ÒÓÑÔ-
ÕÞØ ×ÖÐÍÙËÌ:

dnx l

dx n �
G�l� 1�

G�lÿ a� 1� x
lÿa ; x > 0 ; l > ÿ1 ;

dn1

dx n �
�
G�1ÿ a��ÿ1xÿa ;

dn exp �ax�
dx n � �G�a��ÿ1 exp �ax� g�a; ax� :

°ÃÓÂÕËÕÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÎËÛß Ä ÔÎÖÚÂÇ ÙÇÎÞØ ÒÑÓâÆÍÑÄ,
ÆÎâ ÆÓÑÃÐÞØ a ÑÐÂ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÐÖÎâ. ³ËÕÖÂÙËâ,
ÄÒÓÑÚÇÏ, ËÊÏÇÐËÕÔâ, ÇÔÎË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÃÓÂÕß ÐÇ ÑÕ ÐÖÎâ
ÆÑ x, Â ÑÕ a 6� 0 ÆÑ x ì ÆÓÑÃÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ, ÍÂÍ Ë
ËÐÕÇÅÓÂÎ, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ÑÕÓÇÊÍÂ.

5.2. ±ÂÏâÕß Ë ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß
¹ÕÑÃÞ ÎÖÚÛÇ ÒÑÐâÕß ÔËÕÖÂÙËá, ÒÓËÄÑÆâÜÖá Í ÒÑâÄÎÇ-
ÐËá ÆÓÑÃÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË
ÔÍÂÚÍÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ, ÊÂÒËÛÇÏ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÆÎâ "ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÚÇÕÂ" f �t� � dN�t�=dt:

f �t� ÿ
� t

0

q�tÿ t� f �t� dt � q�t� :

¦ÔÎË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ ÏÇÉÆÖ ËÏÒÖÎßÔÂÏË
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ:

qT�t� � tÿ1 exp
�
ÿ t

t

�
;

ÏÞ ËÏÇÇÏ ÒÖÂÔÔÑÐÑÄÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ. °Ð ÏÂÓÍÑÄÔÍËÌ Ë
ÒÂÏâÕßá ÐÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ. ¹ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ àÕÂ ×ÓÂÊÂ? ±ÖÔÕß
T ì ÄÓÇÏâ ÑÉËÆÂÐËâ ÒÇÓÄÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ, Â qTÿy�tjy� ì
ÖÔÎÑÄÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÑÔÕÂÄÛÇÅÑÔâ Í ÏÑÏÇÐÕÖ y ÄÓÇÏÇÐË
ÑÉËÆÂÐËâ Tÿ y ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÍ �0; y�
ÒÖÔÕÑÌ. °ÚÇÄËÆÐÑ,

qTÿy�tjy� � qT�y� t�� 1
y qT�t� dt

� tÿ1 exp
�
ÿ t

t

�
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÕÔÚËÕÞÄÂÇÏ ÏÞ ÄÓÇÏâ ÑÕ t � 0 (ÐÂÚÂÎÂ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ) ËÎË ÑÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ y > 0 (ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ
ËÐÕÇÓÄÂÎ �0; y� ÒÖÔÕ), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÆÐÖ Ë ÕÖ ÉÇ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÇÓÄÑÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ ì àÍÔÒÑÐÇÐÕÖ Ô
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ t. ¦ÔÎË ÉÇ ÏÞ ÄÑÊßÏÇÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,

qT�t� � Btÿnÿ1 ;

ÕÑ

qTÿy�tjy� � ny n�y� t�ÿnÿ1 ; t!1 :

µÔÎÑÄÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÑÔÕÂÄÛÇÅÑÔâ ÄÓÇÏÇÐË ÑÉËÆÂÐËâ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ y ì àÕÑ Ë ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÐÇÏÂÓÍÑÄÑÔÕß ÒÓÑÙÇÔÔÂ,
ËÎË, ÐÂ ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ âÊÞÍÇ, ÐÂÎËÚËÇ ÒÂÏâÕË.

¹ÕÑÃÞ ÒÑÔÏÑÕÓÇÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ÙÇÎÑÏ,
ÄÞÒÑÎÐËÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÂÒÎÂÔÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ f �t�:�

1ÿ ~q�l�� ~f �l� � ~q�l� :

³ÑÅÎÂÔÐÑ ÕÂÖÃÇÓÑÄÞÏ ÕÇÑÓÇÏÂÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [17]),
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË f �t� ÒÓË ÃÑÎßÛËØ t ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÇÇ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÐÕÞ

~f �l� �
�1
0

exp �ÿlt� f �t� dt

Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ l, Â ËÏÇÐÐÑ, ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÐÕÂ ÎáÃÑÌ
ÏÑÐÑÕÑÐÐÑÌ (ÐÂÚËÐÂâ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ t) ×ÖÐÍÙËË ËÏÇÇÕ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ

~f �l� � Clÿr ; l! 0 ;

ÕÑÅÆÂ Ë ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ

f �t� � C

G�r� t
rÿ1 ; r > 0 ; t!1 :

ÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ

1ÿ ~q�l� �
B

n
G�1ÿ n�ln ; n < 1 ;

hT il ; n > 1 :

8<:
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,

~f �l� �
n

BG�1ÿ n� l
ÿn ; n < 1 ;

hT iÿ1lÿ1 ; n > 1 ;

8<:
Ë ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÆÂÇÕ

~f �t� � Ct nÿ1 ; n < 1 ;

hT iÿ1 ; n > 1 :

�
¦ÔÎË ÉÇ ÄÞÒÑÎÐËÕß ÑÃÓÂÕÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÂÒÎÂÔÂ
ÄÞÓÂÉÇÐËÌ

ln ~f �l� � n
BG�1ÿ n�

Ë

l ~f �l� � hT iÿ1 ;

ÕÑ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË ÔÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÆÓÑÃÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ
²ËÏÂÐÂ ëËÖÄËÎÎâ ÒÑÎÖÚËÏ

dnf

dt n
� 0 ; n < 1 ;

Ë

d f

dt
� 0 ; n > 1 :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË n > 1, ÍÑÅÆÂ ÔÓÇÆÐÇÇ hT i ÍÑÐÇÚÐÑ,
f �t� ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓË t!1, Õ.Ç. Ä
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÇ ÃÑÎßÛËØ t ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ ÍÂÍ ÚËÔÕÞÌ ÒÖÂÔÔÑÐÑÄ-
ÔÍËÌ ÒÓÑÙÇÔÔ. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÑÐ ÕÇÓâÇÕ
ÒÂÏâÕß (ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ ÔÍÎÇÓÑÊ). £ ÔÎÖ-
ÚÂÇ ÉÇ, ÍÑÅÆÂ n < 1 Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ,
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÔÒÂÆÂÇÕ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ t nÿ1 ÒÓË ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ
ÃÑÎßÛËØ tì ÒÂÏâÕß ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ.
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±ÓâÏÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÒÓË n < 1
ÄÔÍÓÞÄÂÇÕ ÇÜÇ ÑÆÐÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ì ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑ-
ÔÕË. £ ÍÂÍÑÏ ÃÞ ÏÂÔÛÕÂÃÇ ÏÞ ÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÎË ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÕÑÚÇÍ ÐÂ ÑÔË, ÑÐÑ ÄÞÅÎâÆËÕ ÒÓÇÓÞÄËÔÕÞÏ. °ÃÎÂÔÕË
ÔÅÖÜÇÐËâ ÔÏÇÐâáÕÔâ (ÒÇÓÇÏÇÉÂáÕÔâ) ÒÖÔÕÑÕÂÏË. ³ÓÇÆ-
ÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÕÑÚÇÍ ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �0; t� ÓÂÔÕÇÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑ t g, Õ.Ç. ÊÆÇÔß ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ ÔÑ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ
×ÓÂÍÕÂÎÑÏ Ô ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá g. ±ÓËÏÇÚÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÂâ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑ-
ÓâÆÍÑÏ ÆÓÑÃÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ g. ±ÓË g > 1 ÒÇÓÇÏÇÉÂÇ-
ÏÑÔÕß ËÔÚÇÊÂÇÕ, Ë Ä ÃÑÎßÛËØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÕÑÚÇÍ ÄÞÅÎâÆËÕ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ.

²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÂâ ÊÆÇÔß ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ÆÓÑÃ-
ÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÌ
(ÔÏ. [47 ë 50]).

5.3. ¿ÓÇÆËÕÂÓÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ
°ÕÏÇÚÂÄÛÂâÔâ ÄÞÛÇ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÔÕß ÆÓÑÃÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÑÌ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÄËÔËÕ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
ÕÑÚÍË (ÍÂÍ àÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÆË××Ö-
ÊËË), ÐÑ Ë ÑÕ ÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÌ Ä ÖÆÂÎÇÐÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÂ. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

qp�x; t�
qt

� K�x; p
ÿ � ; t��

(ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË a Ë b ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË
ÑÒÖÔÍÂÇÏ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË D � 1). ©ÆÇÔß
K�x; p� � ; t�� ì ÐÇ ÒÓÑÔÕÑ ÔÑÍÓÂÜÇÐÐÂâ ÊÂÒËÔß ÒÓÂÄÑÌ
ÚÂÔÕË, àÕÑ ì ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÐÂ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ
f p�x 0; t�g (ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ x Ë t), ÔÕÂÄâ-
ÜËÌ ÍÂÉÆÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË p�x 0; t� Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÚËÔÎÑ
K�x; p� � ; t��. ©ÂÏÇÕËÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ qp�x; t�=qt ÊÂÄËÔËÕ
ÊÆÇÔß ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÕÑÕ ÉÇ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË:
ËÐ×ÑÓÏÂÙËâ Ñ ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÔÑÔÕÑâÐËâØ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÐÇ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ.

£ÒÑÎÐÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ
ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÂ ÔÎÖ-
ÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ, ÐÑ Ë ÄÓÇÏâ âÄÎâÇÕÔâ
ÂÍÕËÄÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ:

qp�x; t�
qt

� Q
ÿ
x; t; p� � ; ��� :

³ÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, ÔÍÑÓÑÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÖá-
ÜËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË, ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ àÓÇÆËÕÂÓÐÞÏ.

£ ÓÖÔÔÍÑÏ âÊÞÍÇ àÓÇÆËÕÂÓÐÑÔÕË (hereditarity) ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÕÇÓÏËÐÞ ÒÂÏâÕß, ÒÑÔÎÇÆÇÌÔÕÄËÇ, ÊÂÒÂÊÆÞÄÂ-
ÐËÇ, ÐÂÔÎÇÆÔÕÄÇÐÐÑÔÕß, ÑÔÕÂÕÑÚÐÑÔÕß. £ËÕÑ £ÑÎßÕÇÓÓÂ,
ÒÑÔÄâÕËÄÛËÌ ÓÂÊÄËÕËá ÒÑÐâÕËâ àÓÇÆËÕÂÓÐÑÔÕË Ë ÇÅÑ
ÒÓËÏÇÐÇÐËá Í ×ËÊËÚÇÔÍËÏ Ë àÍÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ÊÂÆÂÚÂÏ ÓâÆ
ÐÂÖÚÐÞØ ÓÂÃÑÕ Ë ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÅÎÂÄ Ä ÍÐËÅÂØ [51, 52],
ÑÕÏÇÚÂÎ, ÚÕÑ ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÑÐâÕËÇ ÒÑÔÎÇÆÇÌÔÕÄËâ Ä ×ËÊËÍÇ
ÄÄÇÎ ±ËÍÂÓ Ä 1907 Å., ØÑÕâ âÄÎÇÐËâ ÖÔÕÂÎÑÔÕË ÏÇÕÂÎÎÑÄ,
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÅËÔÕÇÓÇÊËÔÂ Ë ÆÓÖÅËØ àÓÇÆËÕÂÓÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ
ÃÞÎË ËÊÄÇÔÕÐÞ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÏÐÑÅÑ ÓÂÐßÛÇ.

£ ÒÑÆÂÄÎâáÜÇÏ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÑÅÓÂÐËÚË-
ÄÂáÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ àÓÇÆËÕÂÓÐÑÔÕßá, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

qp�x; t�
qt

�
�1
ÿ1

q�t; t 0�Kÿx; p� � ; t 0�� dt 0 :

ËÐÇÌÐÂâ àÓÇÆËÕÂÓÐÑÔÕß ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ, ÇÔÎË
âÆÓÑ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÓÂÊÐÑÔÕË ÄÓÇÏÇÐ tÿ t 0. ®Þ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ-
ÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ ÄÓÇÏÇÐÂ, ÔÚËÕÂâ, ÚÕÑ ÒÓË t < 0 p�x; t� � 0;
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ àÓÇÆËÕÂÓ-
ÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

qp�x; t�
qt

�
� t

0

q�tÿ t 0�Kÿx; p� � ; t 0�� dt 0
Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

p�x; 0� � d�x� :

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÄÄÇÆÇÐÐÞÇ Ä Ò. 2.3.2 ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ
K �a;b� âÄÎâáÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x:

K �a;b�
ÿ
ax; p �a; b�� � ; t�� � aÿaK �a;b�

ÿ
x; p �a;b�� � ; t�� ;

ÚÕÑ, ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ, Ë ÑÃÖÔÎÂÄÎËÄÂÇÕ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ. ¹ÕÑÃÞ ÔÑØÓÂÐËÕß àÕÑ
ÔÄÑÌÔÕÄÑ Ë ÆÎâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÅÑ ÕËÒÂ àÓÇÆËÕÂÓÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÕß, ÚÕÑÃÞ âÆÓÑ q�t� ÖÆÑÄ-
ÎÇÕÄÑÓâÎÑ ÖÔÎÑÄËá

q�t� � tÿoÿ1

G�ÿo� :

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

qp�x; t�
qt

� q1ÿo

qt 1ÿo
K
ÿ
x; p� � ; t��� d�x�d�t�

ËÎË

qop�x; t�
qto

� K
ÿ
x; p� � ; t��� tÿo

G�1ÿ o� d�x� :

¡ÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓË àÕÑÏ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

p�x; t� � tÿb=ap�xtÿb=a; 1� :

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË a � 2 ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

qop�x; t�
qto

� q2p�x; t�
qx 2

� tÿo

G�1ÿ o� d�x� ;

ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÏÖ ÔÖÃÆË××ÖÊËá [44], Â ÖÔÕÓÇÏÎââ ÆÂÎÇÇ o
Í 1 Ë ÖÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÒÓË àÕÑÏ tÿo=G�1ÿ o� ! d�t�, ÒÑ-
ÎÖÚÂÇÏ ÑÃÞÚÐÑÇ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ.

5.4. ¥ÓÑÃÐÞÇ ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ë ÛÖÏÞ
¥ÓÖÅÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÄÄÇÆÇÐËâ àÓÇÆËÕÂÓÐÑÔÕË Ä ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÞÇ
ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÒÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÏÇÓÇ dL�t�, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ L-ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÄÓÇÏÇÐË
�t; t� dt�. £ àÕÑÌ ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËË (ÔÏ. Ò. 2.4.3)

X�t� �
� t

0

dL�t� ; t > 0 ;

X�t� t� ÿ X�t� �
� t�t

t

dL�t 0� �d t 1=aS �a; b� :

´. 173, å 8] ¡£´°®°¥¦¾¯¡Á ¡¯°®¡¾¯¡Á ¥ª¶¶µ©ªÁ ª µ³´°«¹ª£½¦ ©¡¬°¯½ 863



¿ÓÇÆËÕÂÓÐÑÔÕß ÊÆÇÔß ÄÄÑÆËÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÐÍÙËË
h�t; t�, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÌ ÄÍÎÂÆ ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÏÇÓÞ Ä ÏÑÏÇÐÕ t
Ä ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ÏÑÏÇÐÕ t:

X�t� �
�1
ÿ1

h�t; t� dL�t� :

¦ÔÎË×ÖÐÍÙËâ h�t; t� ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔÆÄËÅÂ ÒÑ
ÄÓÇÏÇÐË:

h�t; t� � h�tÿ t� ;

ÕÑ ÕÂÍÑÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÔÍÑÎßÊâÜÇÅÑ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ (moving average process, MA-ÒÓÑÙÇÔÔ).

±ÓËÏÇÓÑÏ MA-ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÔÎÖÉËÕ ÒÓÑÙÇÔÔ °ÓÐÛÕÇÌ-
ÐÂ ëµÎÇÐÃÇÍÂ ëÇÄË, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

X�t� �
� t

ÿ1
exp

�ÿl�tÿ t��dL�t� :
±ÑÔÕÓÑÇÐÐÞÌ ÒÑ ÕÂÍÑÏÖ ÉÇ ÒÓËÐÙËÒÖ ÒÓÑÙÇÔÔ

XH
a �t� �

�1
ÿ1

ÿjtÿ tjHÿ1=a ÿ jtjHÿ1=a� dL�t� ;
ÅÆÇ 0 < H < 1; H 6� 1=a, ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏ ÆÓÑÃÐÞÏ
ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ ÆÄËÉÇÐËÇÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÆÓÑÃÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.
°ÕÏÇÕËÏ ÆÄÂ ÄÂÉÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÓÑÙÇÔÔÂ fXH

a �t�g. £Ñ-
ÒÇÓÄÞØ, ÑÐ ÔÂÏÑÒÑÆÑÃÇÐ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ H, Õ.Ç. ÆÎâ
ÎáÃÞØ a > 0 Ë t1; . . . ; tnÿ

XH
a �at1�; . . . ;XH

a �atn�
� �d ÿaHXH

a �t1�; . . . ; aHX �H�a �tn�
�
:

£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÑÐ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏË ÒÓËÓÂÜÇÐËâÏË:

XH
a �t� ÿ XH

a �0� �d XH
a �t� t� ÿ XH

a �t� :

£ ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ a � 2 ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô ÆÓÑÃÐÞÏ
ÃÓÑÖÐÑÄÔÍËÏ ÆÄËÉÇÐËÇÏ. ¦ÔÎË ÇÅÑ ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÓÂÄÐÑ
ÐÖÎá (ÒÓËH 6� 1), ÆËÔÒÇÓÔËâ
�

XH
2 �t�

�2� � t 2Hs 2 ; s 2 � 
�XH
2 �1�

�2�
;

Â ÂÄÕÑÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ

CH
2 �t1; t2� �



XH

2 �t1�XH
2 �t2�

� �
� ÿjt1j2H � jt2j2H ÿ jt1 ÿ t2j2H

� s 2

2
:

°ÃÞÚÐÑÏÖ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
H � 1=2 Ë

C
1=2
2 �t1; t2� �

s 2 min �t1; t2� ; esli t1 i t2
odinakowogo znaka ,

0 ; esli t1 i t2
raznyh znakow .

8><>:
±ÓË H < 1=2 ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÖÃÆË××ÖÊËâ, ÒÓË 1=2 <
< H < 1 ì ÔÖÒÇÓÆË××ÖÊËâ, ÒÓË H � 1 ì ÃÂÎÎËÔÕËÚÇÔ-
ÍËÌ ÓÇÉËÏ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ×ÑÓÏÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕË ÄÑ ÄÔÇØ ÓÇÉËÏÂØ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ:

p�x; t� � 1

2
���
p
p

stH
exp

�
ÿ x 2

4s 2t 2H

�
:

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞÇ ÒÓËÓÂÜÇÐËâ, ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß�

Zj � XH
2 � j� 1� ÿ XH

2 � j� ; j � . . . ;ÿ1; 0; 1; . . .
	

âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ Ë ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÓÑÃÐÞÏ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ
ÛÖÏÑÏ. ¦ÅÑ ÂÄÕÑÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ

Rj �
ÿj j� 1j2H ÿ 2j j j2H � j jÿ 1j2H� s 2

0

2
�

� s 2
0H�2Hÿ 1� j 2Hÿ2 ; j!1 ; H 6� 1

2
;

Â ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß P�n� ËÏÇÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË
ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÄËÆ:

P�n� / nÿg ; g � 2Hÿ 1 :

±ÓË g � 0 ËÏÇÇÏ ÃÇÎÞÌ ÛÖÏ, ÏÑÆÇÎËÓÖáÜËÌ àÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÞÌ Ë ×ÑÕÑÐÐÞÌ ÆÓÑÃÑÄÞÇÛÖÏÞ, ÕÇÒÎÑÄÑÌÛÖÏ. ³ÎÖÚÂË
g � 1; 2 Ë g > 2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÓÑÊÑÄÑÏÖ, ÍÑÓËÚÐÇÄÑÏÖ Ë
ÚÇÓÐÑÏÖ ÛÖÏÂÏ, ÕÂÍÉÇ ÐÂØÑÆâÜËÏ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ Í ÇÔÕÇÔÕ-
ÄÇÐÐÞÏ Ë ÑÃÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÚÇÓÐÞÇ
ÔÒÇÍÕÓÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÓÂÊÎËÚÐÑÅÑ ÓÑÆÂ ÍÂÕÂÔÕÓÑ×Þ ì
ÓÂÊÎËÄÞ ÓÇÍ, ÊÂÔÖØË, ÒÇÓÇÃÑË Ô àÎÇÍÕÓÑàÐÇÓÅËÇÌ, ×ËÐÂÐ-
ÔÑÄÞÇ ÍÓËÊËÔÞ [53].

5.5. ³ÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ ×ÓÂÍÕÂÎÞ
±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎÑÅ ÊÂÒËÔÂÐÐÑÅÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5.1
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

f �x� ÿ
�
p�xÿ y� f �y� dy � p�x� :

°ÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ Ä ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÂÔÒÇÍÕÇ ÔÓÇÆÐáá ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕß ÚËÔÎÂ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ÐÇËÔÚÇÊÂáÜÇÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ÐÂÚË-
ÐÂáÜÇÌ ÔÄÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ËÊ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ô ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá p�x�. ¿ÕÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÂâ ËÐÕÇÓ-
ÒÓÇÕÂÙËâ: ÇÔÎË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ Ä ÍÂÉÆÑÏ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇ-
ÐËË ÚÂÔÕËÙÂ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá 1ÿ 1=n ËÔÚÇÊÂÇÕ Ë Ô ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕßá 1=n ÓÂÔÜÇÒÎâÇÕÔâ ÐÂ n ÚÂÔÕËÙ, ÒÓÑÆÑÎÉÂáÜËØ
ÆÄËÉÇÐËÇ Ô ÕÇÏË ÉÇ ÒÇÓÇØÑÆÐÞÏË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕâÏË ÐÇÊÂÄË-
ÔËÏÑ ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ, ÕÑ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÕÑÎÍÐÑ-
ÄÇÐËÌ ÏÞ ÄÐÑÄß ÒÓËÆÇÏ Í ÕÑÏÖ ÉÇ ÔÂÏÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá.

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÑ ÆÄËÉÇÐËÇ ÐÂÔ Ä ÆÂÐÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ËÐÕÇÓÇ-
ÔÖÇÕ, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÎËÛß ÔÎÇÆ, ÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ
ÚÂÔÕËÙÇÌ Ä ÄËÆÇ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ËÎË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ
ÕÑÚÇÍ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÐÂÊÑÄÇÏ ÇÅÑ ÒÞÎßá) ì ÕÇØ ÔÂÏÞØ
ÕÑÚÇÍ, ÅÆÇ ÚÂÔÕËÙÂ ËÔÒÞÕÂÎÂ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ. °ÃÓÂÊ ÃÎÖÉ-
ÆÂáÜÇÌ ÚÂÔÕËÙÞ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÎÖÚÛÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÔÇÃÇ
ÑÃÜÖá ÍÂÓÕËÐÖ ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ Ä àÕÑÏ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞØ ÕÑÚÇÍ Ë ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÅÑÕÑÄÞÏ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏ
ÂÒÒÂÓÂÕÑÏ ÕÇÑÓËË ÒÇÓÇÐÑÔÂ [54].

²ÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË

p�x� � 1

4pr 2
exp �ÿr� ; r � jxj ;

ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ [55]. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ f �x�
ÒÓË àÕÑÏ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

f as�x� / rÿ1 ; r!1 :

¬ ÕÂÍÑÏÖ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ ÏÞ ÒÓËÆÇÏ Ë ÒÓË ÎáÃÑÏ
ÆÓÖÅÑÏ ÄÞÃÑÓÇ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâá-
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ÜÇÌ ÖÔÎÑÄËá

s 2 �
�
p�x�jxj2 dx <1 :

³ËÕÖÂÙËâ ËÊÏÇÐËÕÔâ, ÇÔÎË ÆËÔÒÇÓÔËâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÂ; Í àÕÑÌ
ÍÂÕÇÅÑÓËË ÑÕÐÑÔâÕÔâ Ë ÃÎÖÉÆÂÐËâ Ô ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕßá

p�x� / rÿ3ÿa ; r!1; a < 2 ;

ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÒÑÎÇÕÂÏË ÇÄË.
¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ ËÐÕÇÅÓÂÎß-

ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ�
1ÿ ~p�k�� ~f as�k� � 1

Ä ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ jkj, ÍÑÅÆÂ
1ÿ ~p�k� / jkj a ;

ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

jkja ~f as�k� � 1 ;

àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÓÑÃÐÞÏ ÎÂÒÎÂÔËÂÐÑÏ

ÿ�ÿD�a=2f as�x� � d�x� :

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ì ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ÄÂÓËÂÐÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÆË××ÖÊËË. ¦ÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

f as�x� � C�a�rÿ3�a ;

ÅÆÇ C�a� ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ (ÔÏ. [25, æ 25]).
°ÃÓÂÕËÕÇ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÊÐÂÍÂ ÒÇÓÇÆ a: ÕÂÍ ÉÇ,
ÍÂÍ Ë Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇÆ a ÔÕÑËÕ ÏËÐÖÔ, Â Ä ×ÑÓÏÖÎÇ ÆÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÔÇØ ÕÑÚÇÍ ì ÒÎáÔ. ´ÂÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËâ
âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÆÎËÐÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË.
¦ÔÎË ÕÓÂÇÍÕÑÓËâ ËÏÇÇÕ ÍÑÐÇÚÐÑÇ (ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÑÇ
ËÎË ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ) ÚËÔÎÑ ÖÊÎÑÄ, ÕÑ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ f as�x� ÃÖÆÇÕ ÕÂÍÑÌ ÉÇ, ÍÂÍ Ë p�x�, Õ.Ç.
/ rÿ3ÿa, ØÑÕâ ÇÔÎË àÕÑ ÚËÔÎÑ (Ä ÔÓÇÆÐÇÏ) ÄÇÎËÍÑ, ÕÑ
×ÖÐÍÙËâ f as�x� ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß âÓÍÑ ÄÞÓÂÉÇÐÐÞÌ ÖÚÂÔÕÑÍ Ô
ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ / rÿ3�a, ÔÏÇÐâáÜËÌÔâ ÖÚÂÔÕÍÑÏ, ÅÆÇ
f as�x� / rÿ3ÿa [56].

£ ÔÎÖÚÂÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ ÇÇ
ÖÊÎÑÄ Ä ÛÂÓÇ ÓÂÆËÖÔÂR ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÓÂÔÕÇÕ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ


N�R�� / R a ; a 2 �0; 2� :

¿ÕÑ ÆÂÎÑ ÑÔÐÑÄÂÐËÇ ¢. ®ÂÐÆÇÎßÃÓÑÕÖ ÐÂÊÄÂÕß ÕÂÍÑÇ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÕÑÚÇÍ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ×ÓÂÍÕÂÎÑÏ. °Ð ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÎ ÒÑÎÇÕÞ ÇÄË ÆÎâ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÅÂÎÂÍÕËÍ (ÖÊÎÑÄ) Ë ÒÑÎÖÚËÎ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÔÑÅÎÂÔËÇ Ô
ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎßÐÞÏË ÆÂÐÐÞÏË, ÚÕÑ ÒÑÓÑÆËÎÑ ÇÜÇ ÑÆËÐ
ÕÇÓÏËÐ, ÒÑÒÖÎâÓÐÞÌ Ä ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ, ì ×ÓÂÍÕÂÎßÐÂâ
ÍÑÔÏÑÎÑÅËâ [57].

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÒÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÂâ ÖÔÎÑÄÐÂâ
(Õ.Ç. Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ô ÙÇÐÕÓÑÏ Ä ÑÆÐÑÌ ËÊ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÕÑÚÇÍ) ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÓÑÃÐÞÏ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ �ÿD�a=2, Ë ÇÅÑ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß a ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ (Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ) Ô ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÔÕßá.

5.6. °ÆÐÑÏÇÓÐÞÌ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÞÌ ÅÂÊ
£ ÓÂÃÑÕÇ [58] ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ fXjg �
� . . . ;Xÿ2;Xÿ1;X0;X1;X2; . . . ÕÑÚÇÚÐÞØ ÂÕÑÏÑÄ ÐÂ ÒÓâ-
ÏÑÌ, ÑÃÎÂÆÂáÜÇÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË:

1) X0 � 0;
2) Xi < Xj, ÇÔÎË i < j;
3) Xj ÿ Xjÿ1 � Rj ì ÄÊÂËÏÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ, ÑÆËÐÂÍÑÄÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Ô ÑÃÜÇÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ F�x�,

ÐÂÊÄÂÐÑ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÏ ÎÑÓÇÐÙ-ÅÂÊÑÏ. ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÚËÔÎÂ ÂÕÑÏÑÄ N��x� Ä ÒÓÑ-
ÏÇÉÖÕÍÇ �0; x� ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÞÇ ÔÄÇÓÕÍË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ F�x� ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

W�n; x� � P
ÿ
N��x� � n

� � Fn�x� ÿ Fn�1�x� :

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ë ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÚÂÔÕËÙ Nÿ�x� Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �ÿx; 0�. ±ÑÎÐÑÇ
ÚËÔÎÑ ÂÕÑÏÑÄ ÐÂ ÑÕÓÇÊÍÇ �ÿx; x� ÓÂÄÐÑ ÔÖÏÏÇ

N�x� � N��x� �Nÿ�x� � 1 :

£ÞÃËÓÂâ ÓÂÊÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ F�x�, ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÏ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÏÑÆÇÎË ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ´ÂÍ, ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐËÇ ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË ·ÇÄËÔÂÌÆÂ

F�x� � H�xÿ a� � 0 ; x < a ;
1 ; x5 a ;

�

ÆÂÇÕ ÑÆÐÑÏÇÓÐÖá ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÖá ÓÇÛÇÕÍÖ; àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ

F�x� � 1ÿ exp �ÿmx�

ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ ÂÕÑÏÂÏ (ÒÖÂÔ-
ÔÑÐÑÄÔÍÂâ ÏÑÆÇÎß).

£ ÎáÃÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇR ÍÑÐÇÚÐÑ, ÏÞ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ Ä ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÇ ÃÑÎßÛËØ x hN�x�i / x, Ë ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË DN�x�=hN�x�i ! 0. ¿ÕÑ ÊÐÂÚËÕ,
ÚÕÑ ÇÔÎË f �N�x�; x� ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÅÎÂÆÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ N, ÕÑ ÒÓË x!1 f �N�x�; x� !
! f �hN�x�i; x�, Õ.Ç. Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÕÑÎÜËÐÞ ÔÎÑâ x ÒÓÑ-
ËÔØÑÆËÕ ÔÂÏÑÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ:


f
ÿ
N�x�; x��! f

ÿ

N�x��; x� :

±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß

1ÿ F�x� � A

G�1ÿ a� x
ÿa; x!1 ; a < 1 :

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÓÇÆÐÇÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÂÕÑÏÂÏË ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑ, ÓÇÂÎßÐÞÇ ÉÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÃÖÆÖÕ ÍÑÐÇÚÐÞÏË Ä
ÎáÃÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ¢ÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ R ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÐÂ ÄÔÇØ
ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÃÖÆÖÕ ÐÂÃÎáÆÂÕßÔâ ÒÖÔÕÑÕÞ ÄÒÇÓÇÏÇÉÍÖ ÔÑ
ÔÅÖÜÇÐËâÏË, Õ.Ç. ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß (ÓËÔ. 3). ±ÓËÏÇÐÇÐËÇ
ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÞ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ:Xn

i� 1

W�i; x� �
� z

0

wa�z� dz ; x!1 ;

ÅÆÇ z � n=hN�x�i, Â

wa�z� � zÿ1ÿ1=a

aG�1� a� g
�

zÿ1=a

G�1� a� ; a; 1
�
:

5 µ¶¯, Õ. 173, å 8
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¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÎÑÓÇÐÙ-ÅÂÊ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË.

1. £ÔÇ ÂÕÑÏÞ ÓÂÄÐÑÒÓÂÄÐÞ Ë ÄÔÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ N�x� Ô
ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÂÕÑÏÂÏË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄË-
ÄÂÎÇÐÕÐÞ: N�d N�x�.

2. ³ÓÇÆÐÇÇ (ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá) ÚËÔÎÑ ÂÕÑÏÑÄ ÓÂÔÕÇÕ Ô
ÕÑÎÜËÐÑÌ ÔÎÑâ, ÑÕÔÚËÕÞÄÂÇÏÑÌ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÐËØ, ÒÑ
ÔÕÇÒÇÐÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ


N�x�� � N1x
a ; 0 < a < 1 :

3. °ÕÐÑÔËÕÇÎßÐÞÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÚËÔÎÂ ÂÕÑÏÑÄ Ä àÕÑÏ
ÔÎÑÇ ÐÇ ÖÃÞÄÂáÕ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÇÅÑ ÕÑÎÜËÐÞ, Â ÔÕÓÇ-
ÏâÕÔâ Í ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ.

¿ÕË ÔÄÑÌÔÕÄÂ Ë ÆÂáÕ ÑÔÐÑÄÂÐËÇ ÐÂÊÄÂÕß ÒÑÎÖÚÇÐÐÖá
ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ×ÓÂÍÕÂÎÑÏ (ËÎË ×ÓÂÍÕÂÎß-
ÐÞÏ ÅÂÊÑÏ) ì ÔÂÏÑÒÑÆÑÃÐÞÏ Ä ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÏ ÔÏÞÔÎÇ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ Ô ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕßá a. ¥Îâ ×ÓÂÍ-
ÕÂÎßÐÑÅÑ ÅÂÊÂ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ


f
ÿ
N�x�; x�� � �1

0

f �N1x
az; x�wa�z� dz

ÒÓË x!1. °ÐÑ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÔÂÏÑÖÔÓÇÆÐâÇ-
ÏÑÔÕË ÐÂ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ì ÅÎÂÄÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ
ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ ×ÓÂÍÕÂÎÂØ ÑÕ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ Ä ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÔÕÓÑËÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÏÐÑ-
ÉÇÔÕÄÑ ÕÑÚÇÍ fTjg ÐÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÎÖÑÔË ÄÓÇÏÇÐË,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÒÇÓÇÔÍÑÍÂ ÃÎÖÉ-
ÆÂáÜÇÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÑÆÐÑÅÑ ÂÕÑÏÂ ÐÂ ÆÓÖÅÑÌ. ³ÎÖÚÂÌÐÞÇ
ËÐÕÇÓÄÂÎÞ ÄÓÇÏÇÐË ÏÇÉÆÖ àÕËÏË ÔÑÃÞÕËâÏË ÃÖÆÇÏ
ÔÚËÕÂÕß ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË Ë ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË Ô
×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Q�t�. ¦ÔÎË Q�t� � 1ÿ exp �ÿmt�,
m > 0, ÕÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ fTig ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÞÌ ÒÖÂÔÔÑÐÑÄÔÍËÌ ÒÑÕÑÍ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ÔÑÄÇÓÛÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÇÌ ÔÍÂÚÍÂ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �t; t� dt� ÐÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÏÑÏÇÐÕÂ ÇÇ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÅÑ ÔÍÂÚÍÂ; ÆÓÖÅËÏË
ÔÎÑÄÂÏË ì ÚÂÔÕËÙÂ ÐÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÒÂÏâÕßá. £Ñ ÄÔÇØ
ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÅÑÄÑÓâÕ Ñ ÚÂÔÕËÙÇ Ô ÒÂÏâÕßá, Â ÇÔÎË

1ÿQ�t� � B

G�1ÿ o� t
ÿo ; t!1 ; b < 1 ;

ÕÑ Ñ ÚÂÔÕËÙÇ Ô ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÌ ÒÂÏâÕßá. £ÔÇ, ÚÕÑ ÃÞÎÑ
ÔÍÂÊÂÐÑ ÄÞÛÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ fXig, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ
Ë ÆÎâ ÂÐÔÂÏÃÎâ fTig, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ÒÓÂÄËÎÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ.
¦ÔÎË K�t� ì ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÔÍÂÚÍÑÄ Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ
ËÐÕÇÓÄÂÎÇ �0; t�, ÕÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐÐÂâ ÒÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ
ÂÐÔÂÏÃÎá fTig ×ÖÐÍÙËâ h�K�t�; t� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá


h
ÿ
K�t�; t�� � �1

0

h�K1t
oz; t�wo�z� dz ; t!1 :

5.7. ¢ÎÖÉÆÂÐËÇ ÐÂ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÏ ×ÓÂÍÕÂÎÇ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÓÑÙÇÔÔ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ ÐÂ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÏ ÄÞÛÇ ×ÓÂÍÕÂÎÇ. £ ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÑÐÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ±Ñ ËÔÕÇÚÇÐËË ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË T1 ÑÐÂ ÒÇÓÇÔÍÂÍËÄÂÇÕ Ô ÓÂÄÐÑÌ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕßá Ä ÑÆËÐ ËÊ ÆÄÖØ ÔÑÔÇÆÐËØ ÂÕÑÏÑÄ, ÅÆÇ ÒÓÇÃÞÄÂÇÕ Ä
ÕÇÚÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÒÑÔÎÇ ÚÇÅÑ ÄÐÑÄß ÔÑÄÇÓÛÂÇÕ
ÔÍÂÚÑÍ Ä ÑÆËÐ ËÊ ÔÑÔÇÆÐËØ ÂÕÑÏÑÄ (ÍÑÕÑÓÞÏ ÕÇÒÇÓß
ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ Ë ÂÕÑÏ, ÐÂØÑÆâÜËÌÔâ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ, Ô ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÐÂ ÐÂÚËÐÂÎÂ ÆÄËÉÇÐËÇ).

¦ÔÎË ÏÞ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÄÞÃÇÓÇÏ ÐÇ x, Â ÐÑÏÇÓ
ÂÕÑÏÂ i, Â Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÓÇÏÇÐË ÐÇ t, Â ÐÑÏÇÓÏÑÏÇÐÕÂ ÔÍÂÚÍÂ
j, ÕÑ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÑÌ
ÒÑÎÖÚËÏ

P�I < ijJ � j� � 1�������
2pj
p

� i

ÿ1
exp

�
ÿ x 2

2j

�
dx ; j!1 :

¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ
ÂÐÔÂÏÃÎá ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÚÂÔÕËÙ Ô ×ËÍÔËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÏË ÖÊÎÂÏË Ë ÏÑÏÇÐÕÂÏË ÒÇÓÇÔÍÑÍÂ. ¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß
ËÔÍÑÏÖá ×ÖÐÍÙËá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÖÔÓÇÆ-
ÐËÕß ÒÑ ÆÄÖÏ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÂÐÔÂÏÃÎâÏ
fXig Ë fTjg, Õ.Ç. ÒÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ I Ë J ËÐÆÇÍÔÑÄ i Ë
j ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ:

F�x; t� � 

P�I < ijJ � i��� :
£ÞÒÑÎÐââ àÕÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ, ÒÑÔÎÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÑÃÓÂ-

ÊÑÄÂÐËÌ ÒÑÎÖÚËÏ [59]

F�x; t� � X �a;o�
ÿ�Ct�ÿo=�2a�x� ; t!1 ; x!1 ;

ÅÆÇ C � const,

X �a;o��x� �
�1
0

Q�xyÿa; 2;o; 0� g�y; a; 1� dy :

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË p�x; t� �
� qF�x; t�=qx ËÏÇÇÕ ÄËÆ

p�x; t� � �Ct�ÿo=�2a�x �a;o�ÿ�Ct�ÿo=�2a�x� ;
ÅÆÇ

x �a;o��x� �
�1
0

q�xyÿa; 2;o; 0� g�y; a; 1�yÿa dy :

±ÓË o! 1 ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ. ±ÓË
ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÏ ÄÞÒÑÎÐÇÐËË àÕËØ ÆÄÖØ ÖÔÎÑÄËÌ ÏÞ
ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÅÂÖÔÔÑÄÖ ×ÑÓÏÖ ÆÎâ ÔÂÏÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË p�x; t�,
ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÆË××ÖÊËË Ä ÓÇÅÖÎâÓÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ.

³ÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙÞ, ÃÎÖÉÆÂáÜÇÌ ÐÂ ×ÓÂÍÕÂÎÇ, Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ¡¥-
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ (ÓËÔ. 4) ÒÑÍÂÊÞ-

0 103
x

DN

x
0 105

DN

x
0 103

DN

0 105
x

DN

²ËÔ. 3. ²ÇÅÖÎâÓÐÑÇ (ÔÎÇÄÂ) Ë ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÇ (ÔÒÓÂÄÂ, a � 0;75) ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ ÂÕÑÏÑÄ ÐÂ ÒÓâÏÑÌ Ä ÓÂÊÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ.
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ÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÎßÊâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕË-
ÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÐÂ
×ÓÂÍÕÂÎÂØ: Ä ÒÇÓÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆË××ÖÊËÑÐÐÞÌ ÒÂÍÇÕ ÓÂÔ-
ÒÎÞÄÂÇÕÔâ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ � to=�2a�, Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ì ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ
� to=a, Õ.Ç. ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÞÔÕÓÇÇ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÌ ÐÂ
×ÓÂÍÕÂÎÂØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß H � o=�2a� ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ËÐÕÇÓ-
ÄÂÎÖ �0; 1=2�, Ë ÔÖÒÇÓÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ �g > 1=2�
ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ. ±ÓËÚËÐÖ àÕÑÅÑ ÓÂÊÎËÚËâ ÏÑÉÐÑ
ÖÄËÆÇÕß ËÊ ÓËÔ. 5: ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑ ÃÎÖÉÆÂáÜÂâ ÚÂÔÕËÙÂ
ÒÑÔÎÇ ÄÞÎÇÕÂ ËÊ ÂÕÑÏÂ ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÇÕ ÖÌÕË ÐÂ ÃÑÎßÛÑÇ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ×ÓÂÍÕÂÎÇ
ÑÐÂ ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÊÂÒÇÓÕÑÌ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË ÍÎÂÔÕÇ-
ÓÂÏË, ÔÑÄÇÓÛÂâ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÃÑÎßÛÑÇ ÚËÔÎÑ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ.

²ÂÊÎËÚÂáÕÔâ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÔÎÖÚÂâØ Ë ÔÂÏË
×ÑÓÏÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ x�x; a;o� Ë q�x; a;o�. µÅÎÑÄÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÑ ÓÂÔÔÇâÐÐÞØ ÐÂ ×ÓÂÍÕÂÎÇ
ÚÂÔÕËÙ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ Ä [60].

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÒÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ àÕË ÄÞÄÑÆÞ ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÞ ÆÎâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÔÂÏÃÎâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ
"ÊÂÔÕÞÄÛËØ" ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ. £ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÑÏ ÃÎÖÉÆÂ-
ÐËË ÍÑÓÓÇÎâÙËâ ÏÇÉÆÖ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞÏË ÒÓÑÃÇÅÂÏË
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÂÉÇÐÂ ÔÎÂÃÇÇ Ë ÏÇÐßÛÇ ÔÍÂÊÞÄÂÕßÔâ ÐÂ
ÓÂÊÎËÚËË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÔËÕÖÂÙËâ ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ËÊÏÇÐËÕßÔâ, ÇÔÎË Ä ÕÇÚÇÐËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓÇ-
ÃÞÄÂÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ ÐÂ ÑÆÐÑÏ ËÊ ÂÕÑÏÑÄ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËÇ
ÂÕÑÏÑÄ ÊÂÏÇÕÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ (ÍÂÍ àÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓË
ÆË××ÖÊËË Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ì ÑÕÔáÆÂ Ë ÔÖÒÇÓÆË×-
×ÖÊËâ).

6. ¬ËÐÇÕËÍÂ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá
ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ

6.1. ®ÇÊÑÆË××ÖÊËâ
³ÒÇÙË×ËÚÇÔÍËÌ ÕËÒ àÓÇÆËÕÂÓÐÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÔÎÖÚÂÇ,
ÍÑÅÆÂ ÚÂÔÕËÙÂ ÔÑÄÇÓÛÂÇÕ ÔÍÂÚÍË Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá
ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÆÂÉÇ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÎÑÄÖ-
ÛÇÍ, Õ.Ç. ÒÓË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏ ÆÄËÉÇÐËË ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÌ ÒÑ ÄÇÎËÚËÐÇ Ë ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá. ªÐÕÇÓÇÔ Í àÕÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ, ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÑÔÕÞÄÛËÌ
ÔÑ ÄÓÇÏÇÐ ÂÐÂÎËÊÂ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÓÇÉËÏÑÄ âÆÇÓÐÞØ
ÓÇÂÍÕÑÓÑÄ, ÖÔËÎËÎÔâ Ä ÔÄâÊË Ô ÓÑÉÆÇÐËÇÏ ÐÑÄÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÍÑÐÆÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ì
×ËÊËÍË ÏÇÊÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ [61 ë 63]. ®ÇÊÑÔÍÑÒËÚÇ-
ÔÍËÇ ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÓÇÆÑÔÕÂÄÎâáÕ ÖÐËÍÂÎßÐÖá ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑÔÕß àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
ÒÇÓÇÐÑÔÂ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ØÑÓÑÛÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎß-
ÐÞÏ ÒÑÎÇÏ, ÐÇ ËÔÍÂÉÇÐÐÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË ÒÓËÏÇÔâÏË Ë
ÆÓÖÅËÏË ÆÇ×ÇÍÕÂÏË. ±ÓË àÕÑÏ ÄÇÔßÏÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂÎËÚËÇ ÕÓÇØ ÄÓÇÏÇÐÐ �yØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ô ÓÂÊ-
ÐÞÏË ÓÇÉËÏÂÏË ÒÇÓÇÐÑÔÂ: ËÐÕÇÓÄÂÎ �0; t1� Ô ÒÓÇÑÃÎÂÆÂ-
ÐËÇÏ ÃÂÎÎËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÇÓÇÐÑÔÂ, ÑÃÎÂÔÕß �t2;1�, t2 > t1,
ÅÆÇ ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ ÓÇÉËÏ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ (ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ)
ÆË××ÖÊËË, Ë ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÂâ ÑÃÎÂÔÕß �t1; t2�, ÓÇÉËÏ ÒÇÓÇ-
ÐÑÔÂ Ä ÍÑÕÑÓoÌ ÐÂÊÄÂÐ Ä [64] ÏÇÊÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËÇÌ
(ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [65]). ®Þ ÃÖÆÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÊÆÇÔß ÕÇÓÏËÐ
ÏÇÊÑÆË××ÖÊËâ.

¬ÄÂÐÕÑÄÑÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÊÂÆÂÚË,
ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÞÌ Ä [64], ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ ÑÕÎËÚËÕÇÎßÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕßá ÏÇÊÑÆË××ÖÊËË âÄÎâÇÕÔâ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÑÕ ÊÂÍÑÐÂ
¶ËÍÂ

j � ÿD qp
qx

;

ÊÂÏÇÐâÇÏÑÅÑ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ë
¬ÂÕÕÂÐÇÑ

j � ÿD qp
qx
ÿ y

qj
qt
; y > 0 :

£ÏÇÔÕÇ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË

qp
qt
� ÿ qj

qx

ÑÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙ p�x; t�

qp
qt
� y

q2p
qt 2
� D

q2p
qx 2

;

ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏÖ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÞÏ. ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá
ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÅÑ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË (ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÅÑ) ËÔÕÑÚÐËÍÂ âÄÎâÇÕÔâ ÐÂÎËÚËÇ ÆË××ÖÊËÑÐ-
ÐÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ, ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÂÏË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÆË××ÖÐÆËÓÖáÜËÇ
ÚÂÔÕËÙÞ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ, Â Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÔÂÏÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ
ÑÐË ÆÄËÉÖÕÔâ Ä ÃÂÎÎËÔÕËÚÇÔÍÑÏ ÓÇÉËÏÇ. ±ÓË ÃÑÎßÛËØ
ÄÓÇÏÇÐÂØ ÃÂÎÎËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÊÂÕÖØÂÇÕ, Â ÑÔÕÂÄ-
ÛÂâÔâ ÚÂÔÕß ÓÇÛÇÐËâ Ä ÑÃÓÂÊÙÂØ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÊÏÇÓÑÄ
ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÅÂÖÔÔÑÄ ÒÂÍÇÕ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÌ ÑÃÞÚ-
ÐÑÏÖ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá. ¥ÇÕÂÎË àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [64 ë 68].

100 101
10-4

10-3

10-2

102

x0

1000

t

1 2

x

1

2

p�x; t�

²ËÔ. 4. ±ÎÑÕÐÑÔÕË ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ (y � 0) ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ p�x; t; a;o�,
a � 1=2, o � 1=4, t � 103 ÆÎâ ÃÎÖÉÆÂÐËâ ÐÂ ×ÓÂÍÕÂÎÇ (1) Ë ×ÓÂÍÕÂÎß-
ÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ (2). ¬ÓËÄÞÇ ì ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÓÂÔÚÇÕ, ÕÑÚÍË ì ÓÂÔÚÇÕ
ÏÇÕÑÆÑÏ®ÑÐÕÇ-¬ÂÓÎÑ.¯Â ÄÓÇÊÍÇìÛËÓËÐÂ ÆË××ÖÊËÑÐÐÞØ ÒÂÍÇÕÑÄ
Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË.

x

t

0

x

t

Xÿ3 Xÿ2 Xÿ1X0 X1 X2

²ËÔ. 5. ¢ÎÖÉÆÂÐËÇ ÐÂ ×ÓÂÍÕÂÎÇ (ÔÎÇÄÂ) Ë ×ÓÂÍÕÂÎßÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ
(ÔÒÓÂÄÂ).
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6.2. °ÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ
²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÃÎÖÉÆÂáÜÇÌ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá v
ÄÆÑÎß ÑÔË OX ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ
ÒÓÑÃÇÅÂ

P�R > x� � P�x� �
�1
x

p�x� dx

Ë ÓÂÄÐÑÄÇÓÑâÕÐÞÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÒÑÔÎÇ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ
ÆÂÇÕÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá

p�x; t� � 1

2

� t

0

�
f �xÿ vt; tÿ t� � f �x� vt; tÿ t��P�vt� dt ;

ÅÆÇ f �x; t� ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ (ÔÓÇÆÐÇÇ ÚËÔÎÑ
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ÐÂ ÇÆËÐËÚÐÑÏ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ Ä ÇÆËÐËÙÖ ÄÓÇ-
ÏÇÐË), ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËá

f �x; t� � 1

2

� t

0

�
f �xÿ vt; tÿ t��

� f �x� vt; tÿ t�� p�vt� dt� d�x�d�t� :
±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ¶ÖÓßÇ (ÒÑ x) Ë ÂÒÎÂÔÂ (ÒÑ t) ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ

~p�k; l� � 1

v
W�k; l� ~f �k; l� ;

~f �k; l� � 1� w�k; l� ~f �k; l� ;

ÅÆÇ

W�k; l� �
�1
0

P�x� cos �kx� exp
�
ÿ l
v
x

�
dx ;

w�k; l� �
�1
0

p�x� cos�kx� exp
�
ÿ l
v
x

�
dx :

²ÇÛÇÐËÇ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

~p�k; l� � W�k; l�
v
�
1ÿ w�k; l�� ;

ÕÂÍ ÚÕÑ ÔÂÏÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

p�x; t�� 1

�2p�2i

�1
ÿ1

dk

�
C

dl
W�k; l�

v
�
1ÿ w�k; l�� exp �ÿikx� lt� :

¿ÕÂ ×ÑÓÏÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÂ ÆÎâ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ, ÚÇÏ ÆÎâ ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ.

¹ÕÑÃÞ ÒÓËÄÇÔÕË ÆÓÖÅÖá ×ÑÓÏÖ ÑÃÜÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ (Õ.Ç.
ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓÑÃÇÅÂ
ÏÇÉÆÖ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâÏË p�x��, ÄÄÇÆÇÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÒÓÑÃÇÅÑÄ ÏÇÉÆÖ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâÏË Ô ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ. ±ÎÑÕÐÑÔÕß àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ g�x�
ÔÄâÊÂÐÂ Ô p�x� ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

g�x� �
X1
n� 1

�
1

2

�n

p �n�x� ;

ÅÆÇ

p �n�x� �
� x

0

p ��nÿ1��xÿ x 0� p�x 0� dx 0

ì �nÿ 1�-ÍÓÂÕÐÂâ ÔÄÇÓÕÍÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ p�x�. £ÄÇÆÇÏ ÕÂÍÉÇ
ËÐÆÇÍÔÞ 1 Ë 2 ÆÎâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙÞ ÄÆÑÎß ÑÔËOX (1 ì ÐÂÎÇÄÑ, 2ì ÐÂÒÓÂÄÑ), Â ÚÇÓÇÊ

pi j�x; t� ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ä
ÔÑÔÕÑâÐËË i ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ Ä ÏÑÏÇÐÕ t � 0 ÑÐÂ ÐÂÚÂÎÂ
ÆÄËÉÇÐËÇ ËÊ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË j. °ÚÇÄËÆÐÑ,

X2
i� 1

�1
ÿ1

pi j�x; t� dx � 1 ;

p�x; t� � 1

2

X
i; j

pi j�x; t� :

£ [71] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ

p11�x; t� � 1

2

X1
n� 0

DG �n�x1� g �n�x2� ;

p21�x; t� � 1

2

X1
n� 0

g ��n�1��x1�DG �n��x2� ;

ÅÆÇ

g ��n�1��x� �
�x
0

g �n�xÿ x� g�x� dx

ì n-ÍÓÂÕÐÂâ ÔÄÇÓÕÍÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË g�x�,

G �n�x� �
�x
0

g �n�x� dx ;

DG �n�x� � G �n�x� ÿ G ��n�1��x� ;

x1 �
vtÿ x

2
; x2 �

vt� x

2
:

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÊÆÇÔß ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÍÎá-
ÚÂáÕ Ë d-ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË, ÆÂÄÂÇÏÞÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË Ô n � 0, ÕÂÍ
ÚÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÍË� vt

ÿvt

�
p1j�x; t� � p2 j�x; t�

�
dx � 1 :

6.3. ´ÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ
£ÕÑÓÂâ ×ÑÓÏÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ p�x; t� ÔÄÑÆËÕ ÒÓÑÃÎÇÏÖ Í
ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÏÐÑÅÑÍÓÂÕÐÞØ ÔÄÇÓÕÑÍ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÒÓÑ-
ÃÇÅÑÄ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚÍÂÏË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ.
³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÔÄÇÓÕÍË ÍÑÕÑÓÞØ ÄÞÓÂ-
ÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ËÎË ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ËÏ ÓÇÛÇÐËâ ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÕÑÚ-
ÐÞÏË.

£ÑÊßÏÇÏ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÓÑÃÇÅÂ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÄËÆÂ

p�x� � m exp �ÿmx� :
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

p �n�x� � m
�mx�nÿ1
�nÿ 1�! exp �ÿmx� ;

g�x� � m
2

X1
n� 0

1

n!

�
mx
2

�n

exp �ÿmx� � s exp �ÿsx� ; s � m
2
:

¥ÂÎÇÇ,

g �n�x� � s
�sx�nÿ1
�nÿ 1�! exp �ÿsx� ;

DG �n��x� � �sx�
n

n!
exp �ÿsx� :
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±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä ÑÃÜÖá ×ÑÓÏÖÎÖ Ë ÄÞÓÂÉÂâ
ÔÕÇÒÇÐÐ �yÇ ÓâÆÞ ÚÇÓÇÊ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔ-
ÔÇÎâ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

p�x; t� � exp �ÿsvt� 1
2

(
d�x� vt� � d�xÿ vt��

� sI0
�
s
���������������������
�vt�2 ÿ x 2

q �
�
v tI1

�
s
���������������������
�vt�2 ÿ x 2

q �
���������������������
�vt�2 ÿ x 2

q )
:

¥ÇÎßÕÂ-×ÖÐÍÙËË ÊÆÇÔß ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÇÓÂÔ-
ÔÇâÐÐÞØ ÚÂÔÕËÙ ÑÕ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ,
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÂâ ÚÂÔÕß ÓÇÛÇÐËâ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÓÂÔÔÇâÐÐÑÌ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÇ.

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, n-ÍÓÂÕÐÂâ ÔÄÇÓÕÍÂ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÊÏÇÐâÇÕ ÇÇ ÄËÆ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÎÂÔÔ ÅÂÏÏÂ-ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ Ä ÙÇÎÑÏ:

gs; n1 � gs; n2�x� � gs; n1�n2�x� ;

ÕÑ ÑÒÇÓÂÙËâ ÔÄÇÓÕÍË ËÊÏÇÐâÇÕ ÎËÛß ËÐÆÇÍÔ n ÅÂÏÏÂ-
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ¤ÑÄÑÓâÕ, ÚÕÑ àÕÑÕ ÍÎÂÔÔ ÊÂÏÍÐÖÕ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÔÄÇÓÕÍË. ¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÇÜÇ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑ-
ÆËÏÑÔÕßá [69].

¤ÂÏÏÂ-ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑ-
ÆËÏÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ

gn�x� � nxÿ1 exp �ÿx� In�x� ;

ÒÑÓÑÉÆÂÇÏÞÇ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ¢ÇÔÔÇÎâ
In�x�, ÕÂÍÉÇ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÍÎÂÔÔ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÏÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÌ

g �nn �x� � nnxÿ1 exp �ÿx� Inn�x� � gnn�x� :

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÍÂÉÆÑÇ ÔÕÓÑÅÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
g�x; a; y� ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÔÄÑÌÔÕÄÖ

g �n�x; a; y� � nÿ1=a g�xnÿ1=a; a; y�

ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÍÎÂÔÔ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÏÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ.
¹ÂÔÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ÕÂÍÑÅÑ ÕËÒÂ âÄÎâÇÕÔâ d-ÒÎÑÕÐÑÔÕß

g�x; 1; 1� � d�xÿ 1� ;
ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÐÂ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍÇ. ©ÂÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÏÑÔÕß ÐÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÂ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÔÕË: Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÄÇÓÕÞÄÂÐËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÐÇ
ËÊÏÇÐâÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ a Ë y, ÄÎËââ ÎËÛß ÐÂ
ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÐÑÔÕß f �x� Í ÍÎÂÔÔÖ ÄÑÔ-
ÒÓÑËÊÄÑÆËÏÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ âÄÎâÇÕÔâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ
ÖÔÎÑÄËÇÏ ÆÎâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÕÑÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ, ÇÔÎË,
ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÇÅÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ àÎÇÏÇÐÕÂÓ-
ÐÞÇ ËÎË ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË. ³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ, ÑÆÐÂÍÑ, Ë
ÆÓÖÅËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÒÓËÄÑÆâÜËÇ Í ÕÑÚÐÞÏ ÓÇÛÇÐËâÏ.
±ÓËÏÇÓ ì ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÇ ÐÂ �0; a� ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ [17]

g�x� � 1

a
; 04 x4 a ;

g �n�x� � 1

an�nÿ 1�!
Xn
n� 0

�ÿ1�n n
n

� �
�xÿ na�nÿ1� ; x4 na ;

ÅÆÇ �xÿ a�� ÇÔÕß ÐÖÎß ÒÓË x4 na Ë xÿ a ÒÓË x5 a.

6.4. ´ÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
´ÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÄÞÄÇÆÇÐÐÑÇ (ÍÂÍ ÖÍÂÊÂÐÑ Ä [68])
ÎÑÓÆÑÏ¬ÇÎßÄËÐÑÏ Ä ÔÄâÊË Ô ÒÓÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÒÇÓÄÑÅÑ ÕÓÂÐÔ-
ÂÕÎÂÐÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÍÂÃÇÎâ, Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÇÆËÐËÙÂØ ÄÓÇ-
ÏÇÐË t ËÏÇÇÕ ÄËÆ

q2fn
qt 2
� q fn

qt
� n 2

q2fn
qx 2

:

¦ÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ fn�x; t� ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÕÑÍÂ Ä ÕÑÚÍÇ x ÒÓÑ-
ÄÑÆÐËÍÂ Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t, Â ÒÂÓÂÏÇÕÓ n ÔÄâÊÂÐ Ô
ÔÂÏÑËÐÆÖÍÙËÇÌ Ë ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËÇÏ ÇÆËÐËÙÞ ÆÎËÐÞ ÒÓÑ-
ÄÑÆÐËÍÂ.

±ÓË ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ

fn�x; 0� � d�x� ;
�
q fn�x; t�

qt

�
t� 0

� 0

ÑÐÑ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ:

fn�x; t� � f �0�n �x; t� � f �s�n �x; t� :

±ÇÓÄÑÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆÄÂ ÏÅÐÑÄÇÐÐÞØ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÓÂÔØÑÆâ-
ÜËØÔâ ËÊ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá n:

f �0�n �x; t� �
1

2

�
d�xÿ nt� � d�x� nt�� exp�ÿ t

2

�
:

£ÕÑÓÑÇ ÆÂÇÕ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÖá ÚÂÔÕß ÓÇÛÇÐËâ, ÊÂÒÑÎÐâáÜÇÅÑ
ËÐÕÇÓÄÂÎ ÏÇÉÆÖ àÕËÏË ËÏÒÖÎßÔÂÏË �ÿnt < x < nt�:

f �s�n �x; t� �
1

4n

�
I0

� �����������������������
t 2 ÿ x 2=n 2

4

r �
�

� tI1
ÿ ��������������������������������t 2 ÿ x 2=n 2�=4p ������������������������

t 2 ÿ x 2=n 2
p �

exp

�
ÿ t

2

�
:

°ÕÏÇÕËÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇ-
ÐËâ:

fn�x; t� > 0 ; jxj4nt ;

fn�x; t� � 0 ; jxj > nt ;� nt

ÿnt
fn�x; t� dx � 1 ;� nt

ÿnt
x 2 fn�x; t� dx � 2n 2

�
t� exp �ÿt� ÿ 1

�
;

fn�x; t� � 1������������
4pn 2t
p exp

�
ÿ x 2

4n 2t

�
; t!1 ;

¹ËÕÂÕÇÎß ÖÉÇ ÑÃÓÂÕËÎ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÕËÒÂ fn�x; t� ÒÑâÄËÎÑÔß Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÍÂÍ ÕÑÚÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÃÎÖÉÆÂÐËâØ ÚÂÔÕËÙÞ Ô
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá Ë àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËÇÏ ÒÓÑÃÇÅÂ. ±ÓË sv � 1=2 ÒÂÓÂÏÇÕÓ n ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ, fn�x; t� ËÏÇÇÕ
ÔÏÞÔÎ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË Ä ÏÑÏÇÐÕ
t, Â f

�0�
n �x; t� ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÚÂÔÕËÙ, ÐÇ ÏÇÐâÄ-

ÛËØ ÆÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÓÇÏÇÐË t ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÔÄÑÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ.
°ÐË ÐÂØÑÆâÕÔâ Ä ÕÑÚÍÂØ x � nt Ë x � ÿnt, ÑÃÓÂÊÖâ ×ÓÑÐÕ
ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ, ÊÂÐËÏÂáÜÇÅÑ ÑÕÓÇÊÑÍ �ÿnt; nt�;
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÑÃÐÂÓÖÉËÕß ÚÂÔÕËÙÖ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÂÏË ÑÕÓÇÊÍÂ
ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. ±ÓË t!1 ÓÇÛÇÐËÇ fn�x; t� ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÏÖ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËá gn�x; t� Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ 2n 2t
[70], ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÏÖ ÑÃÞÚÐÑÏÖ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏÖ
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ÖÓÂÄÐÇÐËá

qgn
qt
� n 2

q2gn
qx 2

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

gn�x; 0� � d�x� :
£ ÔËÎÖ ÔÄÑÇÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÅÑ (ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ) ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÂ ÑÐÑ ÖÉÇ ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ñ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÏ
×ÓÑÐÕÇ, Â ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÎËÛß ÙÇÐÕÓÂÎßÐÖá (ÄÒÓÑÚÇÏ, ÆÑ-
ÄÑÎßÐÑ ÃÑÎßÛÖá) ÚÂÔÕß ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ.

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÔØÑÆâ ËÊ
ÔÂÏÑÌ ÊÂÆÂÚË Ñ ÃÎÖÉÆÂÐËâØ, ÄÇÓÐÇÏÔâ Í ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÐÕÇ
¶ÖÓßÇ ëÂÒÎÂÔÂ ~p�k; l� Ë ÄÞÚËÔÎËÏ ÄØÑÆâÜËÇ Ä ÐÇÇ
×ÖÐÍÙËË w Ë W Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË Ñ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎßÐÑÏ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÒÓÑÃÇÅÂ p�x� � m exp �ÿmx�:

w

�
k;

l
v

�
� mW

�
k;

l
v

�
� m�m� l=v�
�m� l=v�2 � k 2

:

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá�
l2 � mvl� v 2k 2

�
~p�k; l� � mv� l ;

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÏÖ ÔÑÃÑÌ ÐÇ ÚÕÑ ËÐÑÇ ÍÂÍ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐ-
ÐÑÇ ÒÑ ¶ÖÓßÇ ëÂÒÎÂÔÖ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕË p�x; t�, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÌ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ
ÖÔÎÑÄËâÏ

p�x; 0� � d�x� ;
�
qp
qt

�
t� 0

� 0 :

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶±¬ (Ò. 2.4.2),
ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÅÑ ÒÇÓÄÖá Ë ÄÕÑÓÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÇ Ë ÒÇÓÄÖá ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÔÑÆÇÓÉËÕ ÒÇÓÄÖá Ë ÄÕÑÓÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë
ÄÕÑÓÖá ÒÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÇ.

6.5. ®ÇÕÑÆ ÏÑÏÇÐÕÑÄ
¥Îâ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÐÕÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕË

p�x; l� �
�1
0

exp �ÿlt� p�x; t� dt

Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓÑÃÇÅÑÄ ÖÆÑÃÐÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÏÇÕÑÆ ÏÑÏÇÐÕÑÄ.

£ÄÇÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ

m2n�t� �
�1
ÿ1

x 2np�x; t� dx ;

~m2n�l� �
�1
ÿ1

x 2n~p�x; l� dx �
�1
0

exp �ÿlt�m2n�t� dt ;

~pn�m� �
�1
0

exp �ÿmx� xnp�x� dx ;

ÒÑÆÔÕÂÄËÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ

~p�k; l� �
X1
n� 0

�ÿ1�n
�2n�! m2n�l�k 2n ;

w�k; l� �
X1
n� 0

an�l�k 2n ;

W�k; l� �
X1
n� 0

An�l� k 2n

Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�
1ÿ w�k; l�� p�k; l� � 1

v
W�k; l�

Ë ÒÓËÓÂÄÐâÇÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÒÓË ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÔÕÇÒÇÐâØ k.
¯ÇÔÎÑÉÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÑÏÖ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá

~m2n�l� � �ÿ1�
n�2n�!

1ÿ a0�l�
�
1

v
An�l� �

Xnÿ1
n� 0

�ÿ1�n
�2n�! anÿn�l� ~m2n�l�

�
;

~m0�l� � 1

l
:

©ÆÇÔß

an�l� � �ÿ1�
n

�2n�! ~p2n

�
l
v

�
; A0�l� � v

l

�
1ÿ p0

�
l
v

��
;

A1�l� �
�
v

2l

�
~p2

�
l
v

�
�
�
v

l

�2

~p1

�
l
v

�
�
�
v

l

�3

~p1

�
l
v

�
ÿ
�
v

l

�3

Ë Õ.Æ.
°ÔÕÂÐÑÄËÏÔâ ÐÂ ÄÕÑÓÑÏ ÏÑÏÇÐÕÇ:

~m2�l� � ÿ
2
�
A2�l�=v� a2�l�=l

�
1ÿ a0�l� :

¥Îâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓÑÃÇÅÑÄ � p�x� �
� m exp �ÿmx��

~m2�l� � 2v 2

l2�l� mv� :

°ÃÓÂÕÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÂÒÎÂÔÂ Ô ÒÓËÏÇÐÇÐËÇÏ ÕÇÑ-
ÓÇÏÞ Ñ ÄÞÚÇÕÂØ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá

m2�t� � 2

m 2

�
exp �ÿmvt� � mvtÿ 1

�
;

ÕÑÚÐÑ ÔÑÅÎÂÔÖáÜÇÏÖÔâ Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ.

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÓÂÜÇÐËÇ ~m2�l� ! m2�t� àÎÇÏÇÐÕÂÓ-
ÐÞÏË ÔÓÇÆÔÕÄÂÏË ÄÞÒÑÎÐËÕß ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ, ÐÑ Ä ÂÔËÏÒÕÑÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË (t!1, l! 0) ÏÑÉÐÑ ÑÃÑÌÕËÔß ÕÂÖÃÇÓÑ-
ÄÞÏË ÕÇÑÓÇÏÂÏË [17]. ´ÂÍ, ÆÎâ ÑÆÐÑÔÕÑÓÑÐÐÇÅÑ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓÑÃÇÅÑÄ

p�x� � cÿ1=ag�cÿ1=ax; a; 1� ; c > 0 ; a4 1 ;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ

~m2�l� � 2v 2

l2

�
1

l
ca�l=v�aÿ1

exp fc�l=v�ag ÿ 1

�
� 2�1ÿ a�v 2

l3
; l! 0 ;

Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ

m2�t� � �1ÿ a��vt�2 ; t!1 :

£ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÄÞÔÛËØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ Ë ÄÑÔÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ÒÑ
ÐËÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [66, 67, 71 ë 74].
´ÂÏ ÉÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÑ ÄÎËâÐËÇ ÎÑÄÖÛÇÍ ÐÂ àÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÒÓË ÎÑÄÖÛÍÂØ ÔÕÇÒÇÐ-
ÐoÂ ÅÑ ÕËÒÂ Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏo < 1 ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÔÖÃÆË××ÖÊËÑÐÐÞÏ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÆË××ÖÊËË, ÔÑÆÇÓ-
ÉÂÜËÏ ÔÍÑÓÑÔÕß v.
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6.6. ¥ÓÑÃÐÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÑÃÞÚÐÑÇ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ô
ÑÃÓÂÊÑÏ ¶ÖÓßÇ ëÂÒÎÂÔÂ�

l2 � mvl� v 2k 2
�

~p�k; l� � mv� l

ÕÑÚÐÑ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÃÎÖÉÆÂÐËâ
ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá v Ë ÒÑÍÂÊÂÕÇÎßÐÞÏ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ p�x� � m exp �ÿmx� ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÒÓÑÃÇÅÑÄ.
£ àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÇÅÑ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓÑÃÇÅÑÄ ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÄÞÄÇÆÇÐÐÑÇ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 6.2 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�

1ÿ w�k; l�� ~p�k; l� � 1

v
W�k; l� :

¦ÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÑÆÐÂÍÑ ÐÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÃÓÂÜÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, Õ.Ç. ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ k, l Í x Ë t, ÒÓËÄÑÆËÕ Í ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÐÇ ÔÄÑÆâÜÇÏÖÔâ Í ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ, ÍÂÍ
àÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎßÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ
ÒÓÑÃÇÅÑÄ

p�x; t� � P�x�d�xÿ vt� �
�1
ÿ1

p�x 0� p
�
xÿ x 0; tÿ x 0

v

�
dx 0 :

¥ÓÑÃÐÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÒÓÑÃÇÅË ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÞ ÒÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÔÕÇÒÇÐÐoÂ ÏÖ ÊÂÍÑÐÖ Ô ÕâÉÇÎÞÏ
ØÄÑÔÕÑÏ p�x� / xÿaÿ1, 0 < a < 1. ¥Îâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËÌ ÄÑÊßÏÇÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÕÂÍÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÖÉÇ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐÐÖá Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÑÆÐÑÔÕÑÓÑÐÐáá ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ a Ë ÏÂÔÛÕÂÃÐÞÏ ÏÐÑ-
ÉËÕÇÎÇÏ c: ~p�l� � exp fÿclag.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ

w�k; l� � 1

2

�
~p

�
l
v
ÿ ik

�
� ~p

�
l
v
� ik

��
Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ

exp �ÿcla� � 1

1� cla � . . .
;

ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

T �a; a��k; l� ~p�k; l� � 1

v
T �aÿ1; a��k; l� ;

ÅÆÇ

T �a; b��k; l� � v
2

c
Re

(�
l
v
ÿ ik

�a
"
1� c

�
l
v
� ik

�b
#)

:

©ÂÆÂÄÂÇÏÞÌ àÕËÏ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÒÓË ÙÇÎÞØ a; b
ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÆÓÑÃÐÞÏ ËÐÕÇÅÓÑ-ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ, Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

T �a; b� p�x; t� � 1

v
T �aÿ1; a�1

ì ÆÓÑÃÐÞÏ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓË a! 1

T �a; a��k; l� ! l2 � v
c
l� v 2k 2 ;

T �aÿ1; a��k; l� !
�
l� v

c

�
v ;

Ë ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÑÃÞÚÐÑÏÖ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá,
ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6.4, ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖÇÕÔâ ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÑÌ ÒÓË t!1.

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÆÎâ ÆÓÑÃÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ Ô ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ a � 1=2 ÎÇÅÍÑ
ÒÑÎÖÚËÕß, ÇÔÎË ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ c�l=v� ik�1=2 ÄÑ
ÄÕÑÓÑÏ ÔÑÏÐÑÉËÕÇÎÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ T �a;b�. ´ÑÅÆÂ

~p�k; l� � 1���������������������
l2 � �vk�2

q ;

ÑÕÍÖÆÂ

p�x; t� � 1

p
���������������������
�vt�2 ÿ x 2

q :

¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕÔâ ÏÇÕÑÆÑÏ ®ÑÐÕÇ-¬ÂÓÎÑ.
£ÕÑÓÑÌ ÏÑÏÇÐÕ ÇÅÑ m2�t� � �vt�2=2 ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÒÓËÄÇ-
ÆÇÐÐÞÏ Ä ÍÑÐÙÇ ÓÂÊÆÇÎÂ 6.5 ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ.

³ÎÇÆÖÇÕ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÊÆÇÔß ÑÃÑÃÜÇÐËÇ
ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑ ØÑÕâ ÃÞ ÒÑÕÑÏÖ,
ÚÕÑ ËÔØÑÆÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ì àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä
ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ ÔÓÇÆÇ Ë ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÇ ÃÎÖÉÆÂÐËÇ ÚÂÔÕËÙÞ.
¥ÓÑÃÐÞÇ ÑÃÑÃÜÇÐËâ àÕËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÏË. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÆÂÉÇ Ä ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÃÎÖÉÆÂÐËâØ
ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÆÓÖÅËÇ ×ÑÓÏÞ ÑÃÑÃÜÇÐËâ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [12]), ØÑÕâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ËØ Ë
ÏÇÐÇÇ ÑÚÇÄËÆÐÂ.

6.7. £ÎËâÐËÇ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
°ÒËÛÇÏ ÄÍÓÂÕÙÇ ÄÎËâÐËÇ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ ÐÂ ÂÐÑÏÂÎßÐÖá ÍËÐÇÕËÍÖ, ÍÑÅÆÂ Ë ÒÓÑÃÇÅË, Ë
ÄÓÇÏÇÐÂ ÒÓÇÃÞÄÂÐËâ Ä ÎÑÄÖÛÍÂØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÑ
ÑÃÓÂÕÐÑ-ÔÕÇÒÇÐÐ �yÏ ÊÂÍÑÐÂÏ Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâÏË a Ë o.

³ÐÂÚÂÎÂ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÎÑÄ Ñ ÔËÕÖÂÙËË Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá. ¬ÂÍ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß ÄÞÛÇ, ÛËÓËÐÂ ÆË××ÖÊËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÔÕÇÕ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ tH, ÅÆÇ
H � o=a. ±ÓË H < 1=2 ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÔÖÃÆË××ÖÊËâ (³¥),
ÒÓË 1=2 < H < 1 ì ÔÖÒÇÓÆË××ÖÊËâ (³±¥), ÒÓË H > 1 ì
ÓÇÉËÏ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÊÄÂÕß ÔÖÒÇÓÃÂÎÎËÔÕËÚÇÔÍËÏ
(³¢²): ÒÂÍÇÕ ÓÂÔÒÎÞÄÂÇÕÔâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ
Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ. £ ÓÂÃÑÕÇ [64] àÕÑÕ
ÓÇÉËÏ ÐÂÊÄÂÐ "ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞÏ" (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [75]). ¯ÂÅÎâÆ-
ÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ Ñ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËË ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ
ÆÂÇÕ ÓËÔ. 6. ¯Â ÅÓÂÐËÙÇ ÊÑÐ ÔÖÒÇÓÆË××ÖÊËË Ë ÔÖÃÆË××Ö-
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ÊËË, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ ÑÕÓÇÊÍÑÏ ÒÓâÏÑÌ a � 2o, ÊÐÂÚÇÐËÇ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ H ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÏÖ ÆË××ÖÊËÑÐ-
ÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ, ÑÆÐÂÍÑ ÎËÛß ÕÑÚÍÂ B ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÐÑÓÏÂÎßÐÖá ÆË××ÖÊËá (¯¥), ÄÔÇ ÑÔÕÂÎßÐÞÇ ÕÑÚÍË
ÑÕÓÇÊÍÂ OB ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÍÄÂÊËÐÑÓÏÂÎßÐÖá ÆË××ÖÊËá,
ÍÑÅÆÂ ÊÂÍÑÐ ÓÂÔÒÎÞÄÂÐËâ ÒÂÍÇÕÂ ì t 1=2, Â ×ÑÓÏÂ ÒÂÍÇÕÂ
ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ. ±Ñ àÕËÏ ÉÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâÏ
ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÕÇÓÏËÐ ÍÄÂÊËÃÂÎÎËÔÕËÚÇÔÍËÌ (¬¢²) ÆÎâ
ÓÇÉËÏÂ, ËÊÑÃÓÂÉÂÇÏÑÅÑ ÑÕÓÇÊÍÑÏ OC.

£ÂÉÐÇÌÛËÏ ÑÕÎËÚËÇÏ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá ÑÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÄÞÛÇ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÐÇÚÐÑÔÕß
ÄÔÇØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ p�x; t�, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÊÂ ÒÓÇ-
ÆÇÎÑÏ ÑÕÓÇÊÍÂ �ÿvt; vt� Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t ÚÂÔÕËÙÂ ÐÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÂ ÐË Ä ÍÂÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ. £ àÕÑÌ
ÔËÕÖÂÙËË ÄÐÑÄß ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ à××ÇÍÕËÄÐÞÏ ÏÇÕÑÆ ÏÑÏÇÐ-
ÕÑÄ. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ

m2n�t� �
� vt
ÿvt

x 2np�x; t� dx / �vt� g �2n� ;

g �2n� � 2n ; a4o ;
2nÿ a� o ; a > o :

�
´ËÒ ÆË××ÖÊËË H � g �2�=2 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÎÂÆÛËÏ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕÇÎÇÏ. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË o < a < o� 1 Ë ÎáÃÞØ o
ÒÓÑÙÇÔÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÒÇÓÆË××ÖÊËá, ÒÓË
a � o� 1 ì ÍÄÂÊËÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÓÇÉËÏ, ÒÓË a > o� 1 ì
ÔÖÃÆË××ÖÊËá. °ÃÎÂÔÕß ÔÖÒÇÓÃÂÎÎËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÉËÏÂ
ËÔÚÇÊÎÂ, ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÓÇÉËÏÑÏ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÓÂÔÛËÓÇÐËâ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÔÕÂÎ ÍÄÂÊËÃÂÎÎËÔÕË-
ÚÇÔÍËÌ ÓÇÉËÏ (ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍ OCD, ÓËÔ. 7).

¬ÄÂÊËÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ÆË××ÖÊËâ �H � 1=2� ËÊÑÃÓÂÉÂÇÕÔâ
ÕÇÒÇÓß ÑÕÓÇÊÍÑÏ ÒÓâÏÑÌ a � o� 1 ÄÏÇÔÕÑ a � 2o, ÍÂÍ àÕÑ
ËÏÇÎÑ ÏÇÔÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá.

ªÊ ÔÑÒÑÔÕÂÄÎÇÐËâ ÓËÔ. 6 Ë ÓËÔ. 7 ÄËÆÐÑ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ
ÍÄÂÊËÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ÆË××ÖÊËâ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓË ÕÇØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ a Ë o, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÔÖÒÇÓÆË××ÖÊËË. ±ÓË
0 < o < 1=2 ×ÑÓÏÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÚÂÔÕËÙ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÑÕÎË-
ÚÂÇÕÔâ ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá ÚÂÔÕËÙ. ±ÓË 1=2 < o < 1 ÔËÕÖÂÙËâ ËÐÂâ; ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ Ä ÕÑÏ Ë ÆÓÖÅÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇáÕ ÑÆËÐÂÍÑÄÖá
×ÑÓÏÖ.

¡ÐÂÎËÊ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÒÓËÄÇÎ Í ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÄÞÄÑÆÂÏ.

1. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÄÕÑÓÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÞÔÛËØ
ÒÑÓâÆÍÑÄ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÊÂÄËÔâÜËÏË ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ±ÓË ÍÂÉÆÑÏ t ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ, ÑÆÐÂÍÑ, ÍÑÐÇÚ-
ÐÞÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÒÓÑÇÍÙËË ÓÂÆËÖÔ-
ÄÇÍÕÑÓÂ ÐÂ ÍÂÉÆÖá ËÊ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞØ ÑÔÇÌ.

2. ¯ÂÎËÚËÇ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË v ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙÞ ÖÏÇÐßÛÂÇÕ ÚËÔÎÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ (ÒÓË v � 1) ÆË×-
×ÖÊËÑÐÐÞØ ÓÇÉËÏÑÄ Ô ÒâÕË ÆÑ ÚÇÕÞÓÇØ Ô ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ËØ
ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÐÂ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ �a;o�.

3. £ ÔÎÖÚÂÇ ÔÖÃÆË××ÖÊËË à××ÇÍÕ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÇ
ÄÎËâÇÕ ÐÂ ×ÑÓÏÖ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÚÂÔÕËÙ: ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ, Ô
ÍÂÍÑÌ ì ÍÑÐÇÚÐÑÌ ËÎË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ì ÔÍÑÓÑÔÕßá ÆÄË-
ÉÖÕÔâ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÂØ ÏÇÉÆÖ ÒÓÇÃÞÄÂÐËÇÏ Ä
ÎÑÄÖÛÍÂØ. ³ÂÏÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÆÓÑÃÐÑ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ.

4. £ ÔÎÖÚÂÇ ÔÖÒÇÓÆË××ÖÊËË �a > 1� ÍÑÐÇÚÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß
ÊÂÏÇÆÎâÇÕ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÚÂÔÕËÙ,
ÑÆÐÂÍÑ àÕÑ ÔÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÎËÛß ÐÂ ÊÐÂÚÇÐËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
ÆË××ÖÊËËDv � �1� ma=v�ÿ1D1, ×ÑÓÏÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÇ
ÏÇÐâÇÕÔâ.

±ÓË a < 1 ÔËÕÖÂÙËâ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÂâ: ÍËÐÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÆÑÏËÐËÓÖáÜËÏ ×ÂÍÕÑÓÑÏ
Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ.
¥Ë××ÖÊËÑÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ, ÔÕÓÇÏâÜÇÇÔâ ÓÂÔÛËÓËÕß-
Ôâ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ ÃÂÎÎËÔÕËÚÇÔÍÂâ ÑÃÎÂÔÕß, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÊÂÉÂÕÞÏ Ä ÍÑÓËÆÑÓÇ �ÿvt; vt� Ë ÒÓË t!1
ÒÑÚÕË ÒÑÎÐÑÔÕßá ÔÑÔÓÇÆÑÕÂÚËÄÂÇÕÔâ Ö ÇÅÑ ÔÕÇÐÑÍ (ÓËÔ. 8).

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

©ÂÍÂÐÚËÄÂâ àÕÑÕ ÑÃÊÑÓ, â ÒÓËÅÑÕÑÄËÎÔâ Í ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÄÇÓÑâÕÐÑÏÖ ÄÑÒÓÑÔÖ ÚËÕÂÕÇÎâ, ÐÇ ÑÚÇÐß ØÑÓÑÛÑ ÊÐÂÍÑ-
ÏÑÅÑ Ô ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏË ÊÂÍÑÐÂÏË Ë ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË: ÒÑÚÇÏÖ ÉÇ
àÕÑÕ ÃÑÅÂÕÞÌ Ë à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÂÒÒÂÓÂÕ ÕÂÍ ÓÇÆÍÑ ËÔÒÑÎß-
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ÊÖÇÕÔâ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ, ÚÕÑ Ñ ÐÇÏ ÏÂÎÑ ÍÕÑ ÊÐÂÇÕ? ¯Â
ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ì ÐÇ ÕÂÍ ÖÉ ÓÇÆÍÑ. £ ÑÃÊÑÓÂØ, ÍÐËÅÂØ Ë
ÔÃÑÓÐËÍÂØ [6 ë 12, 35, 39] ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ËØ
ÓÂÊÐÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÒÓËÏÇÐÇÐËÌ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÒÓËÚËÐÞ "ÊÂÏÇÆÎÇÐÐÑÌ ÆË××ÖÊËË"
ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÊÂÍÑÐÑÄ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËâ. ¯Â ÏÑÌ ÄÊÅÎâÆ, ÕÂÍËØ
ÒÓËÚËÐ ÕÓË.

±ÇÓÄÂâ ÒÓËÚËÐÂ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÂâ: ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÆËÔ-
ÒÇÓÔËË (ÐÇ ÅÑÄÑÓâ ÖÉÇ Ñ ÔÓÇÆÐÇÏ ÊÐÂÚÇÐËË) ÏÐÑÅËÏË
ÄÑÔÒÓËÐËÏÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇ ÊÆÓÂÄÑÏÖ ÔÏÞÔÎÖ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÔÎÖÚÂâØ ÆËÔÒÇÓÔËË Ë ÄÑ ÄÔÇØ
ÔÎÖÚÂâØ ÔÓÇÆÐÇÏÖ ÒÓËÆÂÇÕÔâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ
ÔÑÆÇÓÉÂÐËÇ. £ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË àÕÑ ÔÍÑÓÇÇ ÆÂÐß ÕÓÂÆË-
ÙËË, ÚÇÏ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÎÑÅËÍË: ÒÓË ËÊÏÇÓÇÐËâØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ
ÄÇÎËÚËÐ ÏÞ ÄÔÇÅÆÂ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÏË ÚËÔÎÂÏË,
ÐËÍÂÍËØ ÓÂÔØÑÆËÏÑÔÕÇÌ ÊÆÇÔß ÐÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ. ²ÂÔØÑÆË-
ÏÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ì
àÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÖÉÇ ÔÂÏËØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÕÇÑÓËÌ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞØ
ÐÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË Ñ ÅËÃÃÔÑÄÑÏ ÂÐÔÂÏÃÎÇ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ
ÚËÔÎÑÏ ÍÑÒËÌ, ËÎË ÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÅÑ
ÚËÔÎÂ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ËÊÏÇÐÇÐËÌ. °ÃÞÚÐÞÌ ÄÞØÑÆ ËÊ àÕÑÅÑ
ÒÑÎÑÉÇÐËâ ì ÐÂÌÕË ×ËÊËÚÇÔÍÖá ÒÓËÚËÐÖ ÆÎâ ÔÖÜÇÔÕÄÑ-
ÄÂÐËâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ËÊÖÚÂÇÏÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÞ. µÓÇÊÂÐÐÑÇ ÕÂÍËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÖÉÇ ÄÔÇÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË Ë ÎÇÉËÕ Ä ÑÃÎÂÔÕË
ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ. ´ÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÄÑÄÔÇ ÐÇ ËÔÍÎáÚÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÓËÏÇÐÇÐËâ
ÆÓÖÅËØ ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÊÂÍÑÐÑÄ. °ÒÞÕ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÇÔÎË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÖÓÇÊÂÇÕÔâ ÐÂ ÃÑÎßÛÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË Ë ÇÏÖ
ÒÓÇÆÛÇÔÕÄÖÇÕ ÃÑÎßÛÑÌ ÖÚÂÔÕÑÍ ÔÑ ÔÕÇÒÇÐÐ �yÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇÏ, ÕÑ ÔÖÏÏÂ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ,
ÄÞÃÓÂÐÐÞØ ËÊ àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ, ÃÖÆÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ
ÄÓÇÏâ (ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÚËÔÎÂ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ) ÄÇÔÕË ÔÇÃâ
ÕÂÍ, ÍÂÍ ÃÖÆÕÑ ÖÓÇÊÂÐËÌ ÐÇÕ ÔÑÄÔÇÏ, Õ.Ç. ÃÖÆÇÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÂ ÒÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏÖ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ, Ë
ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÚËÔÎÂ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ
ÄÞÌÆÇÕ ÐÂ ÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÓÇÉËÏ. £ ÓÂÃÑÕÇ [76] àÕÑ âÄÎÇÐËÇ
ÐÂÊÄÂÐÑ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÑÌ.

¥ÄÇ ÆÓÖÅËÇ ÒÓËÚËÐÞ ÑÔÕÑÓÑÉÐÑÅÑ, ÔÍÂÉÇÏ ÕÂÍ, ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËâ ÒÓËÍÎÂÆÐÞØ ÔÒÇÙËÂÎËÔÕÑÄ Í ÖÔÕÑÌÚËÄÞØ ÊÂÍÑÐÂÏ
ÄÇÔßÏÂ ÃÂÐÂÎßÐÞ: ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ âÄÐÞØ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÄÞ-
ÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ (ÄÒÓÑÚÇÏ, Ä ÐÂÛ ÍÑÏÒßáÕÇÓ-
ÐÞÌ ÄÇÍ àÕÑ ÖÉÇ ÐÇ ÒÓËÚËÐÂ) Ë ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÌ
ËÐ×ÑÓÏÂÙËË ÑÃ àÕËØ ÊÂÍÑÐÂØ Ë ÒÓÑÙÇÔÔÂØ. ¯ÂÆÇáÔß, ÚÕÑ
ÆÂÐÐÞÌ ÑÃÊÑÓ Ä ÍÂÍÑÌ-ÕÑ ÔÕÇÒÇÐË ÖÏÇÐßÛËÕ ÆÇ×ËÙËÕ
ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ë ÃÖÆÇÕ ÔÒÑÔÑÃÔÕÄÑÄÂÕß ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍÑÏÖ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËá ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÔÓÇÆÔÕÄ ÕÇÑÓËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ Ä ÒÓËÍÎÂÆÐÞØ ÊÂÆÂÚÂØ.

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ²ÑÔÔËÌÔÍÑÅÑ ×ÑÐÆÂ
×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ (ÅÓÂÐÕ 03-01-00163) Ë
¢ÓËÕÂÐÔÍÑÅÑ ×ÑÐÆÂ Royal Society (ÅÓÂÐÕ gt/fSU/JP).

8. ±ÓËÎÑÉÇÐËâ

8.1. ¥ÓÑÃÐÑ-ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÄÞÓÂÉÂáÜËÇÔâ
ÚÇÓÇÊ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ Ë ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË

a� q�x; 2; 1; 0� � 1

2
���
p
p exp

�
ÿ x 2

4

�
; ÿ1 < x <1 ;

b� q

�
x; 2;

2

3
; 0

�
� 1

2p

������
jxj

p
K1=3

�
2

3
���
3
p jxj3=2

�
;

ÿ1 < x <1 ;

c� q

�
x;

3

2
; 1;

1

3

�
�

�

����
3

p

r
xÿ1 exp

�
ÿ 2

27
x 3

�
W1=2; 1=6

�
4

27
x 3

�
; x > 0 ;

1

2
������
3p
p jxjÿ1 exp

�
2

27
jxj3
�
Wÿ1=2; 1=6

�
4

27
jxj3
�
; x < 0 ;

8>>><>>>:
d� q

�
x;

3

2
; 1;ÿ 1

3

�
�

�

1

2
������
3p
p xÿ1 exp

�
2

27
x 3

�
Wÿ1=2; 1=6

�
4

27
x 3

�
; x > 0 ;����

3

p

r
jxjÿ1 exp

�
ÿ 2

27
jxj3
�
W1=2; 1=6

�
4

27
jxj3
�
; x < 0 ;

8>>><>>>:
e� q�x; 1; 1; 0� � �p�1� x 2��ÿ1 ; ÿ1 < x <1 ;

f� q

�
x; 1;

1

2
; 0

�
� 1

2
�����
p3
p exp

�
x 2

4

�
E1

�
x 2

4

�
;

ÿ1 < x <1 ;

g� q

�
x;

2

3
; 1; 1

�
�

�

����
3

p

r
xÿ1 exp

�
ÿ 2

27
xÿ2

�
W1=2; 1=6

�
4

27
xÿ2

�
; x > 0 ;

0 ; x < 0 ;

8><>:
h� q

�
x;

2

3
; 1; 0

�
� 1

2
������
3p
p jxjÿ1 exp

�
2

27
xÿ2

�
�

�Wÿ1=2; 1=6

�
4

27
xÿ2

�
; ÿ1 < x <1 ;

i� q

�
x;

2

3
; 1;ÿ1

�
�

�
0 ; x > 0 ;����

3

p

r
jxjÿ1 exp

�
ÿ 2

27
xÿ2

�
W1=2; 1=6

�
4

27
xÿ2

�
; x < 0 ;

8><>:
j� q

�
x;

1

2
; 1; 1

�
�

1

2
���
p
p xÿ3=2 exp

�
ÿ 1

4x

�
; x > 0 ;

0 ; x < 0 ;

8<:

k� q

�
x;

1

2
; 1;ÿ1

�
�

0 ; x > 0 ;

1

2
���
p
p jxjÿ3=2 exp

�
ÿ 1

4jxj
�
; x < 0 ;

8>><>>:
l� q

�
x;

1

2
;
1

2
; 1

�
�

�
p
���
x
p �1� x��ÿ1 ; x > 0 ;

0 ; x < 0 ;

(

m� q

�
x;

1

2
;
1

2
;ÿ1

�
�

0 ; x > 0 ;�
p
������jxjp ÿ

1� jxj��ÿ1 ; x < 0 ;

(

n� q

�
x;

1

3
; 1; 1

�
�

1

3p
xÿ3=2K1=3

�
2

3
���
3
p xÿ1=2

�
; x > 0 ;

0 ; x < 0 ;

8<:
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o� q

�
x;

1

3
; 1;ÿ1

�
�

�
0 ; x > 0 ;

1

3p
jxjÿ3=2K1=3

�
2

3
���
3
p jxjÿ1=2

�
; x < 0 :

8<:
£ ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ÄÞÛÇ ×ÑÓÏÖÎÂØ

Kn�z� �
���
p
p

G�n� 1=2�
�
z

2

�n �1
1

exp �ÿzt��t 2 ÿ 1� nÿ1=2 dt ;

Wl;m�z� � z m�1=2 exp �ÿz=2�
G�mÿ l� 1=2� �

�
�1
0

exp �ÿzt� t mÿlÿ1=2�1� t� m�lÿ1=2 dt ;

_E1�z� �
�1
z

exp �ÿt�
t

dt :

8.2. ¥ÓÑÃÐÞÇ ËÐÕÇÅÓÑ-ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ
¥ÓÑÃÐÞÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ²ËÏÂÐÂ ëËÖÄËÎÎâ �a > 0�:

�I a� f ��x� � 1

G�a�
� x

ÿ1

f �x� dx
�xÿ x�1ÿa ; �A:1�

�I a0� f ��x� � 1

G�a�
� x

0

f �x� dx
�xÿ x�1ÿa ; �A:2�

�I aÿ f ��x� � 1

G�a�
�1
x

f �x� dx
�xÿ x�1ÿa : �A:3�

¥ÓÑÃÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ²ËÏÂÐÂ ëËÖÄËÎÎâ (0 <a< 1):ÿ
D a
� f
��x� � 1

G�1ÿ a�
d

dx

� x

ÿ1

f �x� dx
�xÿ x�a ; �A:4�

ÿ
D a

0� f
��x� � 1

G�1ÿ a�
d

dx

� x

0

f �x� dx
�xÿ x�a �

daf �x�
dx a ; �A:5�

ÿ
D a
ÿ f
��x� � ÿ 1

G�1ÿ a�
d

dx

�1
x

f �x� dx
�xÿ x�a :

¥ÓÑÃÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ®ÂÓÛÑ �0 < a < 1�:ÿ
D a
� f
��x� � a

G�1ÿ a�
�1
0

f �x� ÿ f �xÿ x�
x 1�a dx �

� a
G�1ÿ a�

� x

ÿ1

f �x� ÿ f �x�
�xÿ x�1�a dx ; �A:6�

ÿ
D a
ÿ f
��x� � a

G�1ÿ a�
�1
0

f �x� ÿ f �x� x�
x 1�a dx : �A:7�

±ÑÕÇÐÙËÂÎ ²ËÔÔÂ �a > 0, a 6� 1; 3; 5; . . .�:ÿ
I a f

��x� � 1

2 cos �ap=2�
�ÿ

I a� f
��x� � ÿI aÿ f ��x�� �

� 1

2G�a� cos �ap=2�
�1
ÿ1

f �x� dx
jxÿ xj1ÿa ; �A:8�

ÅÆÇ I a� Ë I aÿ ÆÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (A.1) Ë (A.3) ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

±ÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ²ËÔÔÂ �0 < a < 1�:

D af � �I a�ÿ1f � a
2G�1ÿ a� cos �ap=2��

�
�1
ÿ1

f �x� ÿ f �xÿ x�
jxj1�a dx � a

2G�ÿa� cos �ap=2� �

�
�1
0

2f �x� ÿ f �xÿ x� ÿ f �x� x�
x 1�a dx �

�
�
2 cos

�
ap
2

��ÿ1ÿ
D a
� f�D a

ÿ f
�
; �A:9�

ÅÆÇ D a
� Ë D a

ÿ ÆÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (A.6) Ë (A.7) ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

±ÑÕÇÐÙËÂÎ ¶ÇÎÎÇÓÂ �0 < a < 1�:ÿ
M a

u; v f
��x� � u

ÿ
I a� f

��x� � vÿI aÿ f ��x� �
�
�1
ÿ1

u� v� �uÿ v� sign �xÿ x�
jxÿ xj 1ÿa f �x� dx ; �A:10�

ÅÆÇ u 2 � v 2 6� 0. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,

M a
u; u � 2u cos

�
ap
2

�
I a ;

ÅÆÇ I a ÆÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (A.8).
°ÃÓÂÕÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ¶ÇÎÎÇÓÂ �0 < a < 1�:ÿ
M a

u; v

�ÿ1
f � a

2AG�1ÿ a� �

�
�1
ÿ1

u� v� �uÿ v� sign �xÿ x�
jxÿ xj 1�a

�
f �x� ÿ f �x�� dx �

� a
2AG�1ÿ a�

�1
0

��u� v� f �x� ÿ u f �xÿ x�ÿ

ÿ vf �x� x��xÿ1ÿa dx ; �A:11�
ÅÆÇ

A �
�
�u� v� cos

�
ap
2

��2
�
�
�uÿ v� sin

�
ap
2

��2
:

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,ÿ
M a

1; 0

�ÿ1 � D a
� ;ÿ

M a
0; 1

�ÿ1 � D a
ÿ ;ÿ

M a
u; u

�ÿ1
f �

�
2u cos

�
ap
2

��ÿ1
D af ;

ÅÆÇ D a ÆÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (A.9).
®ÐÑÅÑÏÇÓÐÑÇ ËÐÕÇÅÓÑÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ²ËÔÔÂ ÑÔÖ-

ÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂÏËÿÿDn

�ÿa=2
f � 1

gn�a�
�
Rn

f �x� dx
jxÿ xj nÿa ; �A:12�

ÅÆÇ

a > 0 ; a 6� n; n� 2; n� 4; . . . ;

gn�a� �
2 ap n=2G�a=2�
G
ÿ�nÿ a�=2� ;
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Ë

ÿÿDn

�a=2
f � 1

dn; l�a�
�
Rn

Xl
k� 0

�ÿ1�k l

k

� �
f �xÿ kx�jxjÿnÿa dx ;

�A:13�
ÅÆÇ

a > 0 ; l � �a� � 1 ;

dn; l�a� � p1�n=2

2 aG�1� a=2�Gÿ�n� a�=2� sin �ap=2� �
�
Xl
k� 0

�ÿ1�k l

k

� �
k a :

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÇÔÎË n � 1, ÕÑ

g1�a� � 2G�a� cos
�
ap
2

�
;

d1; 1�a� � ÿ2G�ÿa� cos
�
ap
2

�
; a < 1 ;

Ë ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ (A.12) Ë (A.13) ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô (A.8) Ë (A.9)
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ¶ÖÓßÇ

F̂n f �
�
Rn

exp �ikx� f �x� dx ; F̂1 � F̂ ; �A:14�

ÆÓÑÃÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Ë ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ËÏÇÇÕ ÄËÆ:

F̂
ÿ
I a� f

� � jkjÿa exp��ia p
2
sign k

�
F̂ f ; 0 < a < 1 ;

�A:15�
F̂
ÿ
D a
� f
� � jkja exp��ia p

2
sign k

�
F̂ f ; a5 0 ; �A:16�

F̂
ÿ
M a

u; v f
� � ��u� v� cos�ap

2

�
�

� i�uÿ v� sin
�
ap
2

�
sign k

�
jkjÿaF̂ f ; 0 < a < 1 ; �A:17�

F̂n

ÿ�ÿDn�a=2f
� � jkjaF̂n f : �A:18�

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,

F̂1

ÿ�ÿD1�ÿa=2f
� � F̂1�I a f � � jkjÿaF̂1 f : �A:19�

±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÂÒÎÂÔÂ

L̂ f �
�1
0

exp �ÿlx� f �x� dx

ÆÓÑÃÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ Ë ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÆÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË

L̂
ÿ
I a0� f

� � lÿa
ÿ
L̂ f
�
; �A:20�

L̂
ÿ
D a

0� f
� � la

ÿ
L̂ f
�
: �A:21�
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