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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

³ÑÊÆÂÐËÇ ÐÑÄÞØ ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÂÕÇÓËÂÎÑÄ (ÍËÓÂÎßÐÞØ,
ÒÇÓÍÑÎâÙËÑÐÐÞØ Ë Õ.Æ.) ÒÑÕÓÇÃÑÄÂÎÑ ÓÂÊÓÂÃÑÕÍË ÂÆÇÍÄÂÕ-
ÐÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ âÄÎÇÐËÌ, ÐÂÃÎáÆÂÇÏÞØ Ä àÕËØ ÏÂÕÇÓËÂÎÂØ.
¯ÑÄÂâ ÕÇÑÓËâ ÆÑÎÉÐÂ ÒÓËÐËÏÂÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ Ë à××ÇÍÕÞ ÊÂÒÂÊÆÞÄÂÐËâ ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃÇ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË. ²ÂÐÇÇ ÕÇÑÓËË àÕÑÅÑ ÔÑÓÕÂ ÃÞÎË ÓÂÊÓÂÃÑ-
ÕÂÐÞ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ âÄÎÇÐËÌ Ä ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍËØ ËÎË ÓÂÊÃÂ-
ÄÎÇÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ [1 ë 4]. ¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, àÕË ÕÇÑÓËË ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂáÕ ÎËÛß ÔÎÂÃÞÇ à××ÇÍÕÞ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇ-
ÐËâ. £ ÓÂÏÍÂØ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÐÇÕ ÒÓËÚËÐ ÃÇÔÒÑÍÑËÕßÔâ Ñ
ÔÕÓÑÅËØ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâØ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞØ ÄÇÎËÚËÐ Ë ÒÑÐâÕËÌ.
³ÇÅÑÆÐâ ÏÞ ÖÉÇ ÐÇ ÏÑÉÇÏ ÒÑÊÄÑÎËÕß ÔÇÃÇ àÕÑÅÑ. ±ÓÇÉÆÇ
ÄÔÇÅÑ àÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÑÒËÔÂÐËâ ÍËÓÂÎßÐÞØ ÔÓÇÆ. ³ÖÜÇÔÕÄÖáÕ
ÆÄÇ ÛÍÑÎÞ, ËÔÒÑÎßÊÖáÜËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ×ÑÓÏÞ ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ. ¿ÕÑ ×ÑÓÏÂ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÂâ ÂÐÆÂÖ Ë
Ë×ÛËÙÇÏ, Ë ×ÑÓÏÂ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÂâ Ä ÓÂÃÑÕÂØ ¢ÑÓÐÂ Ë
¶ÇÆÑÓÑÄÂ. ±ÑÔÎÇÆÐáá ÒÓË ÑÃÔÖÉÆÇÐËË ÑÃÜËØ ÂÔÒÇÍÕÑÄ
ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÚÂÔÕÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ
×ÑÓÏÑÌ ¬ÂÊËÏËÓÂ. ¯ËÉÇ ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ØÑÕâ ×ÑÓÏÂ
¬ÂÊËÏËÓÂ ÕÓÇÃÖÇÕ ÃÑÎßÛËØ ÖÔËÎËÌ ÒÓË ÇÇ ÑÃÑÔÐÑÄÂÐËË,

ÑÐÂ ÆÂÇÕ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÑÇ Ë ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ
ÏÐÑÅËØ âÄÎÇÐËÌ.

2. ²ÂÊÎËÚÐÞÇ ×ÑÓÏÞ ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ä ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÔÓÇÆÂØ

¯Â ÄÞÔÑÍËØ ÚÂÔÕÑÕÂØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ,
ÔÄâÊÂÐÐÑÇ Ô ÏËÍÓÑÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá ÔÓÇÆÞ 1, ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß
ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ [5]. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÇ ÕÑÍË, ÃÖÆß ÕÑ ÕÑÍË ÔÏÇÜÇÐËâ [6] ËÎË ÕÑÍË ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË
[7, 8], ÄÞÊÞÄÂáÕ ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÖá ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕß ÅÇÕÇÓÑ-
ÅÇÐÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÆÂÉÇ ÇÔÎË ÄÔÇ ÇÇ ËÐÅÓÇÆËÇÐÕÞì ÐÇÏÂÅÐËÕÐÞÇ
ÏÂÕÇÓËÂÎÞ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÄÐÇÛÐÇÇ ÒÑÎÇ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ
ÔÂÏÑ ËÏÇÇÕ ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ±ÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ Í
ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÏÖ ÑÒËÔÂÐËá àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ âÄÎÇÐËÌ
Ä ÏËÍÓÑÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÑÕÎËÚÂÕß ÔÑÎÇÐÑ-
ËÆÂÎßÐÑÔÕß ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÒÑÎâ ÑÕ ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÔÕË, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ
Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá ÔÓÇÆÞ [5]. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑÇ ÄÄÇÆÇÐËÇ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ËÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ
ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ ÆÇÍÑÏÒÑÊËÙËá ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÕÑÍÂ ÐÂ
ÚÂÔÕË, ÍÂÉÆÂâ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÂ ÎËÃÑ ÕÑÎßÍÑ ÊÂ
ÐÂÏÂÅÐËÚËÄÂÐËÇ, ÎËÃÑ ÕÑÎßÍÑ ÊÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÖá ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËá. ³ÎÑÉÐÑÔÕË, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÒÓË ÑÔÖÜÇÔÕÄÎÇÐËË ÕÂÍÑÌ
ÆÇÍÑÏÒÑÊËÙËË, ÊÂÍÎáÚÂáÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, Ä
ÔÓÇÆÇ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ. ´ÑÍ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÏÑÉÇÕ ÑÆÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÑ ÆÂÄÂÕß ÄÍÎÂÆ Ä àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÖá ÒÑÎâÓËÊÂÙËá ÐÂ
ÑÆÐÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ Ë Ä ÐÂÏÂÅÐËÚËÄÂÐËÇ ÐÂ ÆÓÖÅÑÏ
ÏÂÔÛÕÂÃÇ [9]. ¥Ñ ÐÇÆÂÄÐÇÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÃÇ àÕË ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ
ÍÂÊÂÎËÔß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÏË, ÐÑ Ë ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏË [5,
10]. £Ñ ËÊÃÇÉÂÐËÇ ÄÔÇØ àÕËØ ÒÓÑÃÎÇÏ ÂÐÆÂÖ Ë Ë×ÛËÙ [5,
10, 11] ÒÓÇÆÎÑÉËÎË ÄÍÎáÚÂÕß ÄÔÇ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÕÑÍË Ä
ÑÃÑÃÜÇÐÐÖá ÒÑÎâÓËÊÂÙËá:
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1 ±ÑÆ ÏËÍÓÑÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá ÏÞ ÒÑÐËÏÂÇÏ ÕÂÍËÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÏÂÕÇ-
ÓËÂÎßÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÂÎ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ, ÐÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÇÎËÍ, ÚÕÑÃÞ
ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÑÃÞÚÐÞÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍ-
ÔÄÇÎÎÂ.



ÅÆÇDLL � E� 4pPLL, PLL,EìÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË, ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË Ë àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ. ¥Îâ ÊÂÏÞÍÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÄÇÔÕË ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÇ
PLL ËÎË DLL Ô E. £ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ àÕË ÔÄâÊË ÃÖÆÖÕ ÐÑÔËÕß
ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ [5, 11]. ¥Îâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÄÑ ÄÓÇ-
ÏÇÐË ÒÑÎÇÌ 2 ÐÂËÃÑÎÇÇ ÑÃÜÂâ ×ÑÓÏÂ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÏÂÕÇÓËÂÎß-
ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

DLL
i �o; r� �

�
eLLi j �r; r 0;o�Ej�r 0;o� dV 0 : �2�

£ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [39]), PLL Ë DLL ÏÑÅÖÕ
ÊÂÄËÔÇÕß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ, ÐÑ Ë ÑÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ (ÓËÔ. 1) Ë ÆÂÉÇ ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ
(ÓËÔ. 2) ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ±ÓËÄÇÆÇÐËÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ Í ÄËÆÖ (2) ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ, ÚÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ Ë ÄÔÇ ÇÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ.
±ÑÔÎÇÆÐËÇ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ËÏÇáÕ ÔÄÑÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÆÎËÐÞ ì
ÆÎËÐÖ ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ÏÑÉÇÕ ÒÑâÄËÕßÔâ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ
âÆÓÂ Ä (2) ÍÂÍ ÒÂÓÂÏÇÕÓ. ±ÑàÕÑÏÖ eLLi j Ä (2) ì àÕÑ ÆÑÄÑÎßÐÑ
ÔÎÑÉÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ, ÑÕÓÂÉÂáÜËÌ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÔÓÇÆÞ,
ÐÑ Ë ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ.

¥Îâ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÑ-ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ (Ô ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕßá
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ) ÔÓÇÆÞ ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÕÇÐÊÑÓ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ Ë ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ:

eLLi j �k;o� �
�1
0

dt
�
d�rÿ r 0��

� �eLLi j �rÿ r 0; t� exp�iotÿ ik�rÿ r 0��	 : �3�

±ÑÔÎÇÆÐââ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß Ë ÆÂÎÂ à××ÇÍÕÂÏ, ÔÄâÊÂÐÐÞÏ Ô
ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÔÕßá ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ËÏâ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ×ÑÓÏÂ ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ,
ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÂâ ÂÐÆÂÖ Ë Ë×ÛËÙÇÏ (-×ÑÓÏÂ), ÔÄâÊÞÄÂÇÕ
ÕÑÎßÍÑ ÕÓË ÒÑÎâ: DLL, E Ë B:

ei j lkjEl � k0Bi ; �4�
ei j lkjBl � k0D

LL
i � ÿi 4p

c
� jext�i ; �5�

kiBi � 0 ; ikiD
LL
i � 4prext ; �6�

ÅÆÇ k0 � o=c.

¦ÔÎË Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÅÑÏÑÅÇÐËÊÂÙËË ÖÆÂÇÕÔâ ÓÂÊÆÇÎËÕß
ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÕÑÍ ÐÂ ÔÓÇÆÐËÌ, ÄËØÓÇÄÑÌ Ë ÔÇÆÎÑÄËÆÐÞÌ
(ÓËÔ. 3), ÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ×ÑÓÏÞ ¬ÂÊËÏËÓÂ
ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ¿ÕÑÕ ÒÑÆØÑÆ ÃÂÊËÓÖÇÕÔâ ÐÂ
ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÑÍÂ [9, 12]:

j � qP
qt
ÿ
�
HH � qQ̂

qt

�
� c�HH�M� ; �7�

j,P, Q̂ìÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ, àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ Ë àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÑÄ,M
ì ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ. ´ÑÍ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË qP=qt ÓÂÄÇÐ ÔÓÇÆÐÇÏÖ ÑÕ ËÐÆÖ-
ÙËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÕÑÍÂ (ÓËÔ. 3a). ´ÑÍ ÐÂÏÂÅÐËÚËÄÂÐËâ c�HH�M�
ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ ÄÔÇ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÕÑÍË, ÊÂÏÞÍÂáÜËÇÔâ
Ä ÑÃÝÇÏÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ (ÓËÔ. 3Ã). ¬ÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÂâ ÚÂÔÕß ÕÑÍÂ
ÿ�HH � �qQ̂=qt�� ÄÍÎáÚÂÇÕ ÑÔÕÂÄÛÖáÔâ ÚÂÔÕß ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÞØ
ÕÑÍÑÄ. ¡ ËÏÇÐÐÑ, ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÇ ÕÑÍË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÂÚË-
ÐÂáÕÔâ Ë ÍÑÐÚÂáÕÔâ ÐÂ ÔÕÇÐÍÂØ ÑÃÝÇÏÂ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ (ÓËÔ. 3Ä),
Â ÕÂÍÉÇ ÕÖ ÚÂÔÕß ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÄÐÖÕÓË ÑÃÝÇÏÂ ÕÑÍÑÄ, ÚßË
ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÊÂËÏÐÑ ÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÎËÔß. ¥ÂÐÐÑÇ
ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ËÎÎáÔÕÓÂÙËÇÌ ÔÕÓÑÅÑÅÑ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ×ÂÍÕÂ, ÚÕÑ ÎáÃÑÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ Ji ÒÑÎÇ
ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

Ji � cei j k
q
qxj

�
1

2c
eklmxlJm

�
� q
qxk

�
1

2
�xi Jk � xk Ji�

�
ÿ

ÿ xi
q
qxk

Jk :

¬ÑÐÇÚÐÑ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÕÑÍÂ ÏÑÉÇÕ ÕÂÍÉÇ ÑÃÎÂÆÂÕß ÃÑÎÇÇ
ÄÞÔÑÍËÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË, ÐÑ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä [9], ÇÔÎË ÒÓÑÙÇ-
ÆÖÓÂ ÅÑÏÑÅÇÐËÊÂÙËË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ
×ËÊËÚÇÔÍË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÏÖ ÑÃÝÇÏÖ, ÕÑ ËÏË ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ (7) ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÇÚÇÐËÇÏ ÓâÆÂ
ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, Â ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÕÓÑÅËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ (ÔÏ.
[9]) ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÑÍÂ.±ÓË
àÕÑÏ ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ (ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÔÏ. [9])
ÄÇÎËÚËÐÞ P, Q̂ Ë M ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂáÕÔâ ÒÑ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÏ
×ÑÓÏÖÎÂÏ ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ, àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÑÅÑ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ ÙÇÐÕÓÂ ÑÃÝÇÏÂ [12]:

q
qt

P � ÿ
�
�xdiv J� d3x ;

q
qt

Qi j � 1

2

�
�xi Jj � xj Ji� d3x ;

M � 1

2c

�
�x� J� d3x :

2 ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÑÎâ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÍÂÍ exp�ÿiot�.

²ËÔ. 1. ±ÓËÏÇÓ ÍËÓÂÎßÐÞØ ÚÂÔÕËÙ, ÒÓË ÒÑÏÇÜÇÐËË ÍÑÕÑÓÞØ Ä
ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÇ ËØ ÑÔË, Ä ÐËØ ÐÂÄÑÆËÕÔâ àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍËÌ ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ.

²ËÔ. 2. £ÍÎáÚÇÐËÇ, ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.
³ÕÓÇÎÍÂÏË ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÏÅÐÑÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

364 ¡.±. £ª¯°¤²¡¥°£ [µ¶¯ 2002



³ÎÇÆÖáÜËÌÛÂÅì àÕÑ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÄÄÇÆÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâH Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË m:

H � Bÿ 4pM ; B � mH ; �8�
Ë, ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÏÇÜÇÐËâ [9,
12 ë 15]:

DC � E� 4pPÿ 4p�HH � Q̂� : �9�

£ ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÇÕÇ, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ä
×ÑÓÏÇ ¬ÂÊËÏËÓÂ (¬-×ÑÓÏÇ), ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÌ
ÆÎâ ÔÎÖÚÂÇÄ, ÍÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß à××ÇÍÕÂÏË ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË:

ei j l kjHl � k0D
C
i � ÿi

4p
c
� jext�i ; ei j l kjEl ÿ k0Bi � 0 ;

�10�
kjBj � 0 ; ikjD

C
j � 4prext : �11�

£ ÓÂÏÍÂØ ¬-×ÑÓÏÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇ-
ÔÍËÏË ÒÎÑÕÐÑÔÕâÏË ÏÑÏÇÐÕÑÄ Ë ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÏË
ÒÑÎâÏË ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇÎÑÍÂÎßÐÞÏ:

DC
i �t; r� �

�1
0

�
eCi j�r; r 0; t�Ej�r 0; tÿ t� dV 0 dt ; �12�

Bi�t; r� �
�1
0

�
mCi j�r; r 0; t�Hj�r 0; tÿ t� dV 0 dt : �13�

¥Ñ ÔËØ ÒÑÓ ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ - Ë ¬-×ÑÓÏ ÏÞ ÐÇ ÔÆÇÎÂÎË
ÐËÍÂÍËØ ÖÒÓÑÜÂáÜËØ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÌ. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, àÕË
×ÑÓÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÆÂÄÂÕß àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ âÄÎÇÐËÌ.
¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÆÑÎÉÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÏÇÉÆÖ ÕÇÐÊÑÓÑÏ Ä (3) Ë ×ÖÓßÇ-ÑÃÓÂÊÂÏË ÕÇÐÊÑÓÑÄ Ä (12) Ë
(13).

ªÔÍÎáÚÂâ DC
i , DLL

i Ë Hi ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ë
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÒÑÎâ E Ë B ËÆÇÐÕËÚÐÞ Ä ÑÃÇËØ ×ÑÓÏÂØ
(ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÑÎß ÖÉ ÑÚÇÄËÆÐÞÏ
Ë ÃÖÆÇÕ ÑÃÔÖÉÆÇÐÑ ÐËÉÇ), ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ - Ë ¬-×ÑÓÏÂÏË ÕÇÐÊÑÓÑÄ (ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÊÂÒËÔÂÐÑ ÆÎâ ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞØ, ÔÏ. [16]):

eLLi j � eCi j � kÿ20 ei lmej n p kl kn
�
dmp ÿ �mCmp�ÿ1

�
: �14�

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (14), Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÓÇÆÒÑÚÕÇÐËâ ÂÄÕÑÓÑÄ
(ÔÏ. ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ Ä [17]), ÒÑ-ÓÂÊÐÑÏÖ ÕÓÂÍÕÖÇÕÔâ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ.
£Ñ-ÒÇÓÄÞØ, àÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÚÂÔÕÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ
ÖÔÎÑÄËÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË ÆÄÖØ ×ÑÓÏ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ [5, 10, 11]. ±ÓË àÕÑÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ eCi j Ë mCi j ×ÂÍÕËÚÇÔÍË âÄÎâáÕÔâ ÔÍÂÎâÓÂÏË, Â eLLi j

ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÕÇÐÊÑÓÑÏ, ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÑÎ-
ÐÑÄÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ

eLLi j �o; k� � eLL tr�o; k�
�
di j ÿ ki kj

k 2

�
� eLL l�o; k� ki kj

k 2
; �15�

ÅÆÇ eLL tr�o; k� Ë eLL l�o; k� ì ÔÍÂÎâÓÞ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÏÞ
ËÏÇÇÏ ÆÄÂ -ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ Ë ÆÄÂ ¬-ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ Ë ÏÑÉÇÏ
ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ÏÇÉÆÖ
àÕËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË [10, 18]:

eLL l�o; k� � eC�o; k� ;

1ÿ 1

mC�o; k� �
k20
k2
ÿ
eLL tr�o; k� ÿ eLL l�o; k�� : �16�

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÄËÆËÏÖá àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß àÕËØ ×ÑÓÏ, Ä
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË  ÏÞ ÔÕÂÎÍËÄÂÇÏÔâ Ô ÐÇÍÑÕÑÓÞÏË ÕÓÖÆÐÑ-
ÔÕâÏË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
Ä ¬-×ÑÓÏÇ

k2 � k20e
C�o; k� mC�o; k�

ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÌ ÍÑÓÇÐß ÍÂÍ ÑÆÐÑÊÐÂÚ-
ÐÖá ÓÇÅÖÎâÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá. ¥Îâ àÕÑÌ ÙÇÎË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÔÆÇÎÂÕß ÓÂÊÓÇÊ ÒÑ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ ÑÔË Ë
ÄÞÚËÔÎâÕß ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÌ ÍÑÓÇÐß ÑÕÆÇÎßÐÑ ÆÎâ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ [19]:

k � k0

�����������������
eC�o; k�

q ������������������
mC�o; k�

q
:

´ÂÍÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÅÑ ÍÑÓÐâ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ×ËÊË-
ÚÇÔÍË ÒÓÂÄËÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÍÂÍ ÆÎâ ÂÍÕËÄÐÞØ, ÕÂÍ Ë ÆÎâ
ÒÂÔÔËÄÐÞØ ÔÓÇÆ (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ë ÆÎâ ÔÓÇÆ £ÇÔÇÎÂÅÑ [38] Ô
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË e 0, m 0 Ë k 0).

ªÏÇâ ÆÇÎÑ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ 3

k2 � k20e
LL tr�o; k� ;

ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ Ä ÓÂÏÍÂØ -×ÑÓÏÞ, ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍË ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÐÖÉÐÑ ÍÂÉÆÞÌ ÓÂÊ ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÕß ÍÄÂÆÓÂÕÐÞÌ ÍÑÓÇÐß

k � k0

����������������������
eLL tr�o; k�

q
:

¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÂÍÕËÄÐÞØ Ë ÒÂÔÔËÄÐÞØ ÔÓÇÆ Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕßá ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑ-
ÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ ÐÖÉÐÑ ÆÇÎÂÕß ÓÂÊÓÇÊ ÒÑ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ ÑÔË. ¥Îâ ÔÎÖÚÂâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ
ÚÂÔÕÇÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ (ÔÏ.
[38]) ÐÖÉÐÑ ÆÇÎÂÕß ÓÂÊÓÇÊ ÒÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎß-
ÐÑÌ ÑÔË. ¿ÕÑ ÄÇÔßÏÂ ÐÇÖÆÑÃÐÑ.

¯ÇÒÓËâÕÐÑÔÕË ÐÂÓÂÔÕÂáÕ, ÇÔÎË, ÔÎÇÆÖâ [16, 20], ¬-ÆË-
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÖá ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÕÂÍÉÇ ÔÚËÕÂÕß ÕÇÐÊÑÓÑÏ:

eCi j�o; k� � eC tr�o; k�
�
di j ÿ ki kj

k2

�
� eC l�o; k� ki kj

k2
;

ÅÆÇ eC tr�o; k� Ë eC l�o; k� ì ÔÍÂÎâÓÞ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÑÕÎËÚ-
ÐÞÇ ÍÂÍ ÑÕ eLL tr�o; k� Ë eLL l�o; k�. ³ÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÅËÒÑÕÇÊÂ [16] Ñ

1,50,50ÿ0,5ÿ1,5

1,5

1,0

0,5

0

ÿ0,5
ÿ1,0
ÿ1,5

=

1,50,50ÿ0,5ÿ1,5

1,5

1,0

0,5

0

ÿ0,5
ÿ1,0
ÿ1,5

+

1,50,50ÿ0,5ÿ1,5

1,5

1,0

0,5

0

ÿ0,5
ÿ1,0
ÿ1,5

+

1,50,50ÿ0,5ÿ1,5

1,5

1,0

0,5

0

ÿ0,5
ÿ1,0
ÿ1,5

Â Ã Ä

²ËÔ. 3. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÕÑÍÂ ÐÂ ÔÓÇÆÐËÌ (Â), ÄËØÓÇÄÑÌ (Ã) Ë ÔÇÆÎÑÄËÆÐÞÌ (Ä).

3 ¥Îâ ÄÑÎÐ Ä ÔÄÑÃÑÆÐÑÏ ÑÕ ÄÐÇÛÐËØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (16) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ:

eLL tr�o; k� � eC�o; k� mC�o; k�.
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ÕÑÏ, ÚÕÑ Ë ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÕÇÐÊÑÓÑÏ
Ô ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ

mCi j�o; k� � mC tr�o; k�
�
di j ÿ ki kj

k2

�
� mC l�o; k� ki kj

k2
: �17�

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (14) ÒÓË ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâØ (15) ë (17) ÒÓËÐË-
ÏÂÇÕ ÄËÆ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [37])

eLL l�o; k� � eC l�o; k� ; �18�

eLL tr�o; k� � eC tr�o; k� �
�
k

k0

�2ÿ
1ÿ mC tr�o; k�ÿ1� : �19�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ Ñ ÕÇÐÊÑÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ¬-
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (14) ÔÄâÊÞÄÂÇÕ
ÆÄÂ -ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ Ë ÕÓË ¬-ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, ÚÕÑ ÆÇÎÂÇÕ (14)
ÐÇÑÃÓÂÕËÏÞÏ. ®ÑÉÐÑ ÄÑÔÔÕÂÐÑÄËÕß -ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß,
ÊÐÂâ ¬-ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÐÑ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÓÇÛËÕß ÑÃÓÂÕÐÖá
ÒÓÑÃÎÇÏÖ ÓÇÍÑÐÔÕÓÖÍÙËË ¬-ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ ÒÑ -ÒÓÑÐË-
ÙÂÇÏÑÔÕË. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎË, ÒÓËÆÇÓÉËÄÂáÜËÇÔâ àÕÑÌ ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ, ÒÑÎÂÅÂáÕ ¬- Ë -×ÑÓÏÞ ÐÇàÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË. £ [16,
20, 37] ÒÓÇÆÒÑÚÕÇÐËÇ ÑÕÆÂÇÕÔâ -×ÑÓÏÇ. ¿ÕÂ ÅÓÖÒÒÂ ÂÄÕÑ-
ÓÑÄ ÔÚËÕÂÇÕ ÐÇÑÃÓÂÕËÏÑÔÕß (14) ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ-
ÔÕË ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (7). ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, àÕÂ ÅÓÖÒÒÂ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÇÕ -×ÑÓÏÖ ÍÂÍ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÖá.

±ÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ mC l�o; k� ÐÇ ÄÑÛÎÂ Ä
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (18), (19). ±Ñ ÄÔÇÌ ÄËÆËÏÑÔÕË, àÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ ÔÑ
ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÒÓËÓÑÆÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË [20, 37].
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ

klBl � mC tr

�
kl dl m ÿ kl

kl km
k2

�
Hm � mC lkl

kl km
k2

Hm �

� mC lkmHm � 0 ;

ÕÑ ÎËÃÑ

kmHm � 0 ; �20�

ÎËÃÑ

mC l � 0 : �21�

¦ÔÎË ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (20), ÕÑ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÑÎÇÌ
ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ ÔÍÂÎâÓ mC tr, ÕÂÍ ÍÂÍ

Bl � mC tr

�
dl m ÿ kl km

k2

�
Hm � mC l kl km

k2
Hm � mC trHl :

²ÂÄÇÐÔÕÄÑ (21) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ÏÂÅÐËÕÑ-
ÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ [21]. ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ Ä
àÕËØ ÄÑÎÐÂØ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ë ÄÑÎÐÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÓÇÆÖÙËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

HH � B � 0 ; �HH�H� � 0 :

°ÕÔÖÕÔÕÄËÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ �HH� E� � 0, Â
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÕÂÍÉÇ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. ±ÓË Htr 6� 0 àÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÎËÛß
ÒÓË mC tr � 0. ¥ÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÖÔÎÑÄËÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ
ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ ÄÎÇÚÇÕ ÊÂ ÔÑÃÑÌ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
mC l � mC tr. ®ÂÎÑÄÇÓÑâÕÐÑ, ÚÕÑ àÕË ÆÄÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÓÂÄÐÞ
ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÇ Ë âÄÎâáÕÔâ ÑÕÎËÚÐÞÏË
ÐÂ ÆÓÖÅËØ ÚÂÔÕÑÕÂØ. ²ÂÄÇÐÔÕÄÑ ÉÇ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕÇÌ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ¬-ÏÂÅÐËÕÐÂâ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß âÄÎâÇÕÔâ ÔÍÂÎâÓÑÏ.

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ ÐÇ ÓÇÛÂÇÕ ÒÓÑÃÎÇÏÖ, ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ
ÏÞ ÄÔÇ ÇÜÇ ËÏÇÇÏ ÆÄÂ - Ë ÕÓË ¬-ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÔÞÎÍÂ ÐÂ ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ
(7) [16, 20, 37] ÐÇÖÃÇÆËÕÇÎßÐÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÓÂÃÑÕÇ [9] ÒÓËÄÇÆÇÐÞ
ÖÔÎÑÄËâ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÌ ÆÇÍÑÏÒÑÊËÙËË (7)4. ±ÓË ÐÂÓÖÛÇÐËË
ÖÔÎÑÄËÌ, ÐÂÌÆÇÐÐÞØ Ä [9], ÒÑÎâ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÐÇËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÑÃÝÇÏÖ, Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ÏÂÍÓÑ-
ÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ä àÕËØ
ÖÔÎÑÄËâØ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÓÑÃÎÇÏÂÕËÚÐÞÏ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËÌ [9] ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ [16, 20] ÐÇ ËÏÇáÕ
ÑÔÐÑÄÂÐËÌ ÆÎâ ÑÃÝâÔÐÇÐËâ ÐÇÑÃÓÂÕËÏÑÔÕË (14). ¹ÕÑÃÞ
ÄÞâÔÐËÕß ÒÓËÚËÐÖ ÐÇÑÃÓÂÕËÏÑÔÕË, ÖÏÇÔÕÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß
ÄÑÊÊÓÇÐËâ ÕÓÇÕßÇÌ ÅÓÖÒÒÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎÇÌ.

¿ÕÂ ÅÓÖÒÒÂ [22 ë 24] ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕ ¬-×ÑÓÏÖ ÍÂÍ ÐÂËÃÑ-
ÎÇÇ ÑÃÜÖá. °ÐË ÑÃÑÔÐÑÄÞÄÂáÕ àÕÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏË ÂÓÅÖÏÇÐÕÂÏË. ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ¬-×ÑÓÏÂ ÊÂÒËÔË ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
³ÇÓÆáÍÑÄÂ ë¶ÇÆÑÓÑÄÂ [20, 22 ë 24], Â ËÏÇÐÐÑ, ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË
ÒÂÓÖ ÒÑÎÇÌ Q Ë F Ë ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÑÎâ, ÄØÑÆâÜËÇ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÐÑÄÞÇ ÒÑÎâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÎË ÕÇÏ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ:

D 0 � D� rotQ ; H 0 � H� 1

c

q
qt

Q ; �22�

B 0 � B� rotF ; E 0 � E� 1

c

q
qt

F : �23�

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÑÄÞÇ ÛÕÓËØÑÄÂÐÐÞÇ ÒÑÎâ ÔÄâÊÂÐÞ ÐÑÄÞÏË
ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ë ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ËÐÞÏ ÅÓÂ-
ÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ ÆÄÖØ ÔÓÇÆ [22, 23].
£ ÕÇÓÏËÐÂØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ³ÇÓÆáÍÑÄÂ ë¶ÇÆÑÓÑÄÂ ÒÇÓÇ-
ØÑÆ ÑÕ ¬- Í -×ÑÓÏÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÇÐ ÄÞÃÑÓÖQ �M Ë F � 0.
£ÇÍÕÑÓ Q ÔÒÇÙËÂÎßÐÑ ÒÑÆÃËÓÂÇÕÔâ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ H 0 � B (ÔÏ.
[20, 25]). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, -×ÑÓÏÂ âÄÎâÇÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏ
ÔÎÖÚÂÇÏ ¬-×ÑÓÏÞ. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÕÑÎßÍÑ ÇÔÎË ËÊÄÇÔÕÐÞ ¬-
ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÒÓÂÄËÎßÐÞÇ -
ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ [22, 23]. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ¬-ÅÓÂÐËÚ-
ÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÑÃÞÚÐÞÏË ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËÏË
ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË (ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕß ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÞØ
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ ÒÑÎÇÌ E ËH).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÒÑÒÞÕÍË ÒÓË ÒÑÏÑÜË
ÒÇÓÇÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ ÆÑÍÂÊÂÕß àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ×ÑÓÏ [22, 23],
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËÇ [20, 22 ë 24] ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ ÐÇÑÃÓÂÕËÏÑÔÕß
(14), ÕÂÍ ÍÂÍ -×ÑÓÏÂ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ¬-×ÑÓÏÞ ÐÇËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ³ÇÓÆáÍÑÄÂ ë¶ÇÆÑ-
ÓÑÄÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÞÅÎâ-
ÆËÕ ÍÂÍ

D 0 � D� rotQ ; B 0 � B� 1

c

q
qt

Q ; �24�

B 0 � B� rotF ; E 0 � E� 1

c

q
qt

F : �25�
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÄÑÆËÕß ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑ-
ÓÂÏËQ Ë F

c rotF � qQ
qt

;

Ë ÏÞ ËÊÏÇÐâÇÏ ÐÇ ÕÑÎßÍÑD, ÐÑ Ë E, Â ÍÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÄÞÛÇ,
ÒÑÎÇ E Ä ¬-×ÑÓÏÇ Ë Ä -×ÑÓÏÇ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÑÆÐËÏ Ë
ÕÇÏ ÉÇ.

³ ÐÂÛÇÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ -ÅÓÂÐËÚÐÞÇ
ÖÔÎÑÄËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ ËÊ ¬-ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ
Ë ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ËÊ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË, ÄÇÆÖÜÇÌ Í

4 µÔÎÑÄËâ [9] ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ "ÓÂÊÆÇÎâáÜÇÅÑ" ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÂ ls ÕÂÍÑÅÑ, ÚÕÑ x5 ls 5 l, ÅÆÇ x ì ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË.
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-×ÑÓÏÇ 5, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÐÇÆÑÔÕÂáÜÇÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇ ÏÇÉÆÖ ¬- Ë -ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË, ÆÇÎÂáÜÇÇ (14) ÑÃÓÂÕË-
ÏÞÏ.

¹ÕÑÃÞ ÒÓÑËÎÎáÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÆÂÐÐÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ, ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓËÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÂÕÇÓËÂÎ, ÔÍÂÉÇÏ, ×ÇÓ-
ÓËÕ. ¯ËÉÇ ÏÞ ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÏ ÅËÓÑÕÓÑÒËÇÌ ×ÇÓÓËÕÂ, ÚÕÑÃÞ
ÔÆÇÎÂÕß ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ ÃÑÎÇÇ ÐÂÅÎâÆÐÞÏË.

¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß -×ÑÓÏÖ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ,
ÐÖÉÐÑ ÄÍÎáÚËÕß ÄÔÇ ÕÑÍË Ä -ÒÑÎâÓËÊÂÙËá

q�DLL ÿ E�
qt

� 4pj � 4p
qPC

qt
� 4pc rotM : �26�

ªÎË

DLL � eC�o�E� i
4p
k0

rotM � �27�

� eC�o�E� ix�o� rotB � �28�

� eC�o�E� x�o�
k0

rot rotE ; �29�

ÅÆÇ x�o� � �1ÿ mÿ1�=k0. ±ÑÔÎÇ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
¶ÖÓßÇ (29) ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ -
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ:

eLL tr�o; k� � eC�o� � k2

k0
x�o� ; �30�

eLL l�o; k� � eC�o� : �31�

¶ÑÓÏÂÎßÐÑ, ËÔÒÑÎßÊÖâ -×ÑÓÏÖ, ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô
ÐÇÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÏÂÕÇÓËÂÎÑÏ Ë ÆÑÎÉÐÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÑÃÞÚ-
ÐÑÇ ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍÑÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ ÐÇÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÔÓÇÆ 6. ±ÑÍÂÉÇÏ àÕÑ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä
ÄËÆÇ (28). ±ÇÓÇÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¡ÏÒÇÓÂ ë®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ä ÄËÆÇ

rotB � ÿik0DLL � ÿik0
ÿ
e�o�E� ix�o� rotB� : �32�

±ÇÓÇÐÑÔâ ÚÎÇÐ k0x�o� rotB Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß, ÒÑÎÖÚËÏ

rotB � ÿ ik0e�o�
1ÿ k0x�o� E : �33�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ (33) ÐÇ ËÏÇÇÕ ÔËÐÅÖ-
ÎâÓÐÑÔÕÇÌ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÑÔÎÇ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ
ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÅÓÂÐËÚÐÑÏÖ ÖÔÎÑ-
ÄËá ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ:

B1t ÿ B2t � 0 : �34�
²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÑÇ Ä ÓÂÏÍÂØ

¬-×ÑÓÏÞ, ÒÓÇÆÔÍÂÊÞÄÂÇÕ ÆÓÖÅÖá×ÑÓÏÖ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ
ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ. ¥Îâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ àÕÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ,
ÔÎÇÆÖâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÇ [5], ÄÑÊßÏÇÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ÑÃÇËØ ÔÕÑÓÑÐ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5). ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕß
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÂ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÞÏ ÍÑÐÕÖÓÑÏ,
ËÏÇáÜËÏ ÆÎËÐÐÞÇ ÔÕÑÓÑÐÞ Ô ÑÃÇËØ ÔÕÑÓÑÐ ÅÓÂÐËÙÞ.
±ÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÔÕâÅËÄÂáÜÂâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÒÇÓÒÇÐÆË-

ÍÖÎâÓÐÂ Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ
ÑÕ ÓÑÕÑÓÂ ÎáÃÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞÌ
ËÐÕÇÅÓÂÎ. ±ÑÔÎÇ ÔÉÂÕËâ ÍÑÐÕÖÓÂ ÒÑ ÇÅÑ ÍÑÓÑÕÍÑÌ ÔÕÑÓÑÐÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ Ô àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ ËÔÚÇÊÂÇÕ,
ÕÂÍ ÍÂÍ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ. °ÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ Ä
ÄËÆÇ [5, 27]

B1t ÿ B2t � ÿ4pM2t : �35�

¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÃÞÚÐÞÏ ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ H1t ÿH2t � 0. ±ÓËÚËÐÂ ÓÂÔØÑÉÆÇÐËâ (34) Ë
(35) ÃÖÆÇÕ ÑÃÔÖÉÆÇÐÂ ÐËÉÇ.

¤ÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ (35) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÑÃÞÚÐÑÏÖ ÏÂÍ-
ÔÄÇÎÎÑÄÔÍÑÏÖ ÅÓÂÐËÚÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÑÅÑ ÕÑÍÂ. ¿ÕÑ ì ÑÉËÆÂÇÏÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ
ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÐÂÏÂÅÐËÚËÄÂÐËÇ ÔÓÇÆÞ
ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÕÑÍÂ (ÔÏ. ÓËÔ. 4 Ë
[26, 27]).

¥Îâ ×ÇÓÓËÕÂ, ËÔÒÑÎßÊÖâ (31), (32) ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÐÇÆÑ-
ÔÕÂáÜÇÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ ÑÃÓÂÕËÏÑÔÕË (14):

eLL tr�o; k� ÿ eLL l�o; k� � k2

k0
x�o� � k2

k20

�
1ÿ �mC tr�ÿ1�: �36�

3. ³ÎÂÃÂâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ

£ ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÏ ÓÂÊÆÇÎÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß - Ë ¬-×ÑÓÏ
ÃÞÎÂ ÆÑÍÂÊÂÐÂ ÆÎâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÞ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ¶ÂÍÕËÚÇÔÍË ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ×ÑÓÏÂ ÓÇÆÍÑ ÒÓËÏÇ-
ÐâÇÕÔâ. ±ÓÇÆÒÑÚÕÇÐËÇ ÑÕÆÂÇÕÔâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÇ.
£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÖÉÐÑ ÃÞÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÑÔÕÑÓÑÉÐÞÏ,
ÚÕÑÃÞ ËÊÃÇÉÂÕß ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÐÇÒÓËâÕÐÑÔÕÇÌ.

³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä (2) ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ, ÚÕÑ ÇÅÑ
âÆÓÑ ÆÑÎÉÐÑ ÖÏÇÐßÛÂÕßÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ q � r 0 ÿ r.
¦ÔÎË ÓÂÊÏÇÓ a ÄÍÎáÚÇÐËâ Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ d ÏÇÉÆÖ
ÄÍÎáÚÇÐËâÏË ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛÇ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ, ÕÑ ÓÂÆËÖÔ âÆÓÂ
ÕÑÉÇ ÏÂÎ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, Ë ÒÑÎÇ ÒÑÆ
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ Ä ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÇ:

Di�o; r� � eLL�0�i j �o; r�Ej � eLL�1�i j l

qEj

qxl
� eLL�2�i j l m

q2Ej

qxl qxm
� . . . ;

�37�

ÅÆÇ eLL�n�i j l1...ln
�o; r� � � ei j�r; rÿ r� rl1 . . . rln d

3r.

5 ¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ËÔÕËÐÐÞÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ, ÐÖÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÒÑÎÇÌ ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ ÄÃÎËÊË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ. °ÚÇÄËÆÐÑ,
ÚÕÑ âÆÓÑ Ä (2) ÊÂÄËÔËÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ, ÐÑ ÑÕ
ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ÐËØ [11].
6 ªÏÇâ ÆÇÎÑ Ô ÐÇÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÔÓÇÆÂÏË, ÐÂÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑ
ÒÑÎÇ, ÚÕÑÃÞ ÑÒËÔÂÕß ÏÂÅÐËÕÐÖá ÚÂÔÕß àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ. ¬
ÔÑÉÂÎÇÐËá, àÕÑ ÒÑÎÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ËÏÇÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
ËÐÆÖÍÙËË, ÑÃÞÚÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕÔâ ÔËÏÄÑÎÑÏ H Ë ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ¿ÕÑ ÐÇ ÄÞÊÞÄÂÇÕ ÐËÍÂÍËØ ÐÇÒÓËâÕÐÑÔÕÇÌ, ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ
m � 1 Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, B � H. °ÆÐÂÍÑ ÚÕÑÃÞ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß ÒÓÂÄËÎß-
ÐÞÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ, ÏÞ, ÔÎÇÆÖâ [5], ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÇÅÑ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËÇÌ Ë ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß ÃÖÍÄÑÌ B.

Js

²ËÔ. 4. ¯ÂÏÂÅÐËÚËÄÂÐËÇ ÔÓÇÆÞ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËá ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÑÅÑ ÕÑÍÂ.
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¯ÇÒÓÂÄËÎßÐÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ àÕÑÅÑ ÓâÆÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÏÐÑÅËØ ÐÇÒÓËâÕÐÑÔÕÇÌ. ªÏÇâ ÆÇÎÑ Ô à××ÇÍÕÂÏË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË, ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÒÑÏÐËÕß, ÚÕÑ, ÍÂÍ
ÃÞÎÑ ÖÍÂÊÂÐÑ ÄÞÛÇ, Ä ÊÂÆÂÚÇ ËÏÇáÕÔâ ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÆÄÂ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÏÂÔÛÕÂÃÂ. ±ÇÓÄÞÌ ì àÕÑ ÓÂÊÏÇÓ ÄÍÎáÚÇ-
ÐËâ (ÓÂÆËÖÔ âÆÓÂ) a, Ë ÄÕÑÓÑÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ì àÕÑ ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, âÆÓÑ ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÄËÆ ei j�r; rÿ r� �
� exp�ÿr=a� f �r=l�, ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ f ÓÂÊÎÑÉËÏÂ Ä ÓâÆ
ÑÓÂÐÂ 7.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ, ÔÕÑâÜËÇ Ä (37) ÒÇÓÇÆ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË, ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÑÃÑËØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ, ÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÕÇ
ËÊ ÐËØ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ a, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÚÎÇÐÂÏ ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÒÑ ka. ¹ÎÇÐÞ Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË, ÊÂÄËÔâÜËÏË
ÑÕ l, ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐÞ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ. ¹ÂÔÕÑ àÕÑ ËÅÐÑÓËÓÖÇÕÔâ Ë ÒÑÆÓÂÊÖ-
ÏÇÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Ä (37) âÄÎâáÕÔâ ÔÕÇÒÇÐâÏË
a. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ×ÖÓßÇ-ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÓâÆÂ (37) ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ ÓâÆ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ ka. £ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÉÇ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ eLL�n�i j l1... ln

âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÒÑÎËÐÑÏÑÏ ÆÄÖØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ:Xm� n

m� 0

c nma
nÿmlm ;

ÅÆÇ c nm ìÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ. ¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ÓâÆ
ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ, ÚÎÇÐÞ Ô m 6� 0 ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐÞ, Â ËÏÇÐÐÑ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑÎÇÌ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÊÂÏÇÐÇÐÞ
ÄÓÇÏÇÐÐ �yÏË.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÏÑÉÐÑ ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ÄÞÄÑÆÖ
ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ (34). £ÞÓÂÉÇÐËÇ (29) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (37). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (29)
ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

eLL�1�i j k � 0 ; �38�

eLL�2�i j kl �
x�o�
k0

ei kmem l j �39�

(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [28]).
¯Â ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ ÑÕÎËÚËÇ (27) ÑÕ (29) ÔÄÑÆËÕÔâ Í

ÒÓÑÔÕÑÏÖ ÒÇÓÇËÏÇÐÑÄÂÐËá (38), (39). °ÆÐÂÍÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÓÂÊÐËÙÂ ÃÑÎÇÇ
ÔÇÓßÇÊÐÂ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÕÂ ÓÂÊÐËÙÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÂÊÎËÚÐÞÏ
ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÄÏÇÔÕÑ
(27) ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (28), ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ (29),
ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÔÍÂÚÑÍ ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâá-
ÜÇÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÆÄÖØ ÔÓÇÆ ÄÔÇÅÆÂ
ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá. ±ÓËÚËÐÂ ÕÂÍÑÌ ÓÂÊÐÑÔÕË ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ,
ÚÕÑ Ä-×ÑÓÏÇ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÚÂÔÕß ÓâÆÂ (37), Â Ä ¬-×ÑÓÏÇ
ì ÕÑÚÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ.

¯ÂËÃÑÎÇÇ âÓÍÑ àÕÂ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐËË ÍËÓÂÎßÐÞØ ÔÓÇÆ.

4. ¬ËÓÂÎßÐÞÇ (ÑÒÕËÚÇÔÍË ÂÍÕËÄÐÞÇ) ÔÓÇÆÞ

¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÍËÓÂÎßÐÑÔÕßì à××ÇÍÕ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ ka
[29]. °ÆÐÂÍÑ ÑÅÓÂÐËÚËÄÛËÔß Ä ÓâÆÇ (37) Ë Ä ÓâÆÂØ, ÒÑÎÖÚÇÐ-
ÐÞØ ËÊ (12) Ë (13), ÎËÛß ÚÎÇÐÂÏË Ô ÒÇÓÄÞÏË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË,
ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓËÌÕË Í ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÔÎÇÆÔÕÄËâÏ.

®ÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä -×ÑÓÏÇ ËÏÇáÕ ÄËÆ

DLL � eE� g rotE ; �40�
ÅÆÇ g ì ÒÔÇÄÆÑÔÍÂÎâÓ [5]. ¥ÂÐÐÑÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÒÓÇÆÔÍÂÊÞÄÂÇÕ ÄÓÂÜÇÐËÇ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÓË ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ. ¢ÖÆÖÚË ÒÓËÏÇÐÇÐÑ ÄÏÇÔÕÇ Ô
ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË, ÑÐÑ ÒÓÇÆÔÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÂÆÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÌ ÎËÐÇÌÐÑ
ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÑÕÓÂÉÇÐÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÃÖÆÇÕ àÎÎËÒÕË-
ÚÇÔÍË ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÂ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÑÔÐÑÄÐÂâ ÑÔß ÒÑÎâÓËÊÂ-
ÙËÑÐÐÑÅÑ àÎÎËÒÔÂ ÒÓÇÕÇÓÒÇÄÂÇÕ ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÞÌ ÒÑÄÑÓÑÕ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÇÓÄËÚÐÑÌ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË (à××ÇÍÕ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ
ÂÍÕËÄÐÑÔÕË ÒÓË ÑÕÓÂÉÇÐËË). ´ÂÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÇÐÐÑ
ÐÇÄÊÂËÏÐÞÏ ÔÓÇÆÂÏ. °ÆÐÂÍÑ ÍËÓÂÎßÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ, ËÊÅÑÕÑ-
ÄÎÇÐÐÂâ ËÊ ÄÊÂËÏÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ, ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÄÊÂËÏÐÂ. £
[30] ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ àÕÑ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÔÖÜÇÔÕÄÑ-
ÄÂÐËÇÏ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÑÍÑÎÑ ÏÇÉ×ÂÊÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÅÓÂÐËÙÂ ÐÂÓÖÛÂÇÕ ÕÓÂÐÔÎâÙËÑÐÐÖá
ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß, Ë âÆÓÑ Ä (2) ÊÂÄËÔËÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÐÑ ÕÂÍÉÇ Ë ÑÕ ÒÑÊËÙËË
ÕÑÚÍË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ. ¹ÕÑÃÞ ÖÚÇÔÕß àÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÂÄÕÑÓÞ [30]
ÄÄÑÆâÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÚÎÇÐ Ä ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ:

DLL � eE� g rotE� �grad g� E� : �41�
¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÏÂÕÇÏÂÕËÍÂ Ä [30] ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÕÓÑÅÂ, Ë àÕÂ
ÕÇÑÓËâ ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ ÍÂÍ ×ÇÐÑÏÇÐÑÎÑÅË-
ÚÇÔÍÂâ. µÚÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ
ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËØ [30]:

B1t ÿ B2t � g
c

qEt

qt
: �42�

´ÂÍÑÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÏÇÐâÇÕ Ä ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÇ ÊÐÂÍ
ÖÅÎÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÑÔË àÎÎËÒÔÂ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË. ·ÑÕâ àÕÑ ÔÑÅÎÂ-
ÔÖÇÕÔâ Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÏ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÐÞÏ Ä [30] 8, ÐÑ ÐË ÍÑËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÐÇ ÓÇÛÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÐÇÄÊÂËÏÐÑÔÕË à××ÇÍÕÂ.

¹ÕÑÃÞ ÔÒÂÔÕË ÕÇÑÓËá, Ä [11, 32] ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(42) ÃÞÎÑ ÑÃÑÃÜÇÐÑ:

DLL � eE� g1 rotE� �grad g2 � E� ; �43�
ÅÆÇ ÒÓËÐËÏÂÇÕÔâ, ÚÕÑ g1 � 2g2. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ g1 Ë
g2 ÒÑÎÖÚÇÐÑ ËÊ ÒÓËÐÙËÒÂ ÔËÏÏÇÕÓËË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ
�� E 0i D 00i dv � � E 00i D 0i dv� [33, 34]. ¡ÄÕÑÓÞ ÓÂÃÑÕÞ [22], ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÄÞÄÑÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓ-
ÅËË, ÒÓËÛÎË Í ÊÂÍÎáÚÇÐËá, ÚÕÑ ÆÂÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÓËÐË-
ÏÂÇÕ ÄËÆ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÕÑÎßÍÑ ÇÔÎË: 1) ÒÇÓÇ-
ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË Ë ÄÇÍÕÑÓÂ
±ÑÌÐÕËÐÅÂ; 2) ÐÂÎÑÉËÕß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ g1 � 2g2.
ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÍÂÍ (43), ÕÂÍ Ë ¬-×ÑÓÏÞ Ô ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËÏË
ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÆÂÇÕ ÐÖÎÇÄÑÌ à××ÇÍÕ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ
ÂÍÕËÄÐÑÔÕË ÐÂ ÑÕÓÂÉÇÐËË.

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÖÔÒÇÛÐÑÇ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËÇ ÒÑÆØÑÆÑÄ ÂÐÆÂÖ ë
Ë×ÛËÙÂ Ë ¢ÑÓÐÂ ë¶ÇÆÑÓÑÄÂ (¬ÂÊËÏËÓÂ), ÑÔÕÂÇÕÔâ ÑÜÖÜÇ-
ÐËÇ ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑÔÕË ÒÑÔÕÓÑÇÐËÌ, ÒÓËÄÇÆÛËØ Í ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá g1 � 2g2. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ àÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕßá

7 ªÏÇâ ÆÇÎÑ Ô ÍÑÏÒÑÊËÕÐÞÏË ÏÂÕÇÓËÂÎÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ
ÅÇÕÇÓÑÅÇÐÐÞÏË ÄÇÜÇÔÕÄÂÏË, ÏÞ ÔÕÂÎÍËÄÂÇÏÔâ Ô ÏÐÑÅÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÌ
ÊÂÆÂÚÇÌ: ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË âÄÎâáÕÔâ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÓÂÊÏÇ-
ÓÞ, ÐÑ Ë ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐ Ä ËÐÅÓÇÆËÇÐÕÂØ. ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÕÍÎËÍ
ÍÑÏÒÑÊËÕÂ ÊÂÄËÔËÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÔÄÑÌÔÕÄ ËÐÅÓÇÆËÇÐÕÑÄ, ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ
ÑÐ ÔÑÔÕÂÄÎÇÐ, ÐÑ Ë ÑÕ ×ÑÓÏÞ ÄÍÎáÚÇÐËÌ. ±ÓË àÕÑÏ ÑÕÍÎËÍ ÚÂÔÕËÙÞ Ä
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÑÎâØ ÔËÎßÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ ÒÂÆÂáÜÇÅÑ
ËÊÎÖÚÇÐËâ. ±ÓËÏÇÓÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÐÂÆÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÔÍËÐ-
à××ÇÍÕ ÐÂ ÑÕÆÇÎßÐÑÏ ÄÍÎáÚÇÐËË. ´ÂÍ, ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÒÑÎâÓËÊÖÇÏÑÔÕß
ÒÓÑÄÑÆâÜÇÅÑ ÛÂÓËÍÂ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÓÂÆËÖÔÂ ÛÂÓËÍÂ Í
ÕÑÎÜËÐÇ ÔÍËÐ-ÔÎÑâ: a=d � al3=2=

��������
s=c

p
. ±ÑÔÎÇÆÐââ ÄÇÎËÚËÐÂ ÔÖÕß

"ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ" Ä ÒÓÑÄÑÆÐËÍÇ. ´ÂÍ, ÆÎâ ÏÂÎÞØ ÚÂÔÕÑÕ a 0 �
� ÿa 4lÿ4�s=o�2 � ÿa 4lÿ2�s=c�2. £ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÔÕÇÒÇÐË ÒÓË a Ë l
ÓÂÊÎËÚÐÞ, ÚÕÑ Ë ÆÇÍÎÂÓËÓÑÄÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ.

8 °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÑÃÔÖÉÆÂÇÏÞÇ à××ÇÍÕÞ ÆÎâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ-ÂÍÕËÄÐÞØ
ÔÓÇÆ ÍÓÂÌÐÇ ÏÂÎÞ. ±Ñ ÄÔÇÌ ÄËÆËÏÑÔÕË, àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÐÂ
ÒÓÇÆÇÎÇ ÕÑÚÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕ ÆÎâ
ÒÓÑÄÇÓÍË ÕÑÌ ËÎË ËÐÑÌ ÅËÒÑÕÇÊÞ. ¯ÂÓâÆÖ Ô ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐËâÏË à××ÇÍÕÂ
ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÍÕËÄÐÑÔÕË ÒÓË ÑÕÓÂÉÇÐËË [30] ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÓÂÃÑÕÞ,
ÖÍÂÊÞÄÂáÜËÇ ÐÂ ÇÅÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ [31].
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ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß ÆÂÐÐÞÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâ ÐÂ ¬-×ÑÓÏÖ, ÒÑÎÖÚËÄ
"ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆ":

DBF � eE� �eb� rotE� �grad �0;5eb� � E
�
;

BBF � mH� �mb� rotH� �grad �0;5mb� �H
�
:

¿ÕÑ ÆÂÇÕ ÒÑÄÑÆ Í ÐÑÄÞÏ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÏ ÖÒÓÂÉÐÇÐËâÏ, ÐÇ
ÒÓÑâÔÐââ ×ËÊËÍÖ ÆÇÎÂ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÔÑÏÐËÕÇÎßÐÑÔÕß ÆÂÐÐÞØ
ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËÌ, ÒÑ ÏÐÇÐËá ÂÄÕÑÓÂ, ÍÓÑÇÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ
×ÂÍÕÇ. ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÄÑÓÑÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÑÎâÓËÊÂÙËË ÒÓË
ÑÕÓÂÉÇÐËË ÔÄÑÌÔÕÄÇÐ ÐÇÄÊÂËÏÐÞÏ ÔÓÇÆÂÏ [21]. °Ð ÑÃÖÔÎÑ-
ÄÎÇÐ ÐÂÎËÚËÇÏ Ä ÊÂÆÂÚÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ (ÄÇÍÕÑÓÂ
ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË M Ä ×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂØ Ë ÄÇÍÕÑÓÂ L Ä
ÂÐÕË×ÇÓÓÑÏÂÅÐÇÕËÍÂØ). ¯ÂÎËÚËÇ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÕÂÍÉÇ
ÄÄÑÆËÕ Ä ÊÂÆÂÚÖ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ ì ÅÓÂÆËÇÐÕ
ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÂÍÕËÄÐÞØ ÔÓÇÆ àÕÑÕ
ÅÓÂÆËÇÐÕ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎâÓÐÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ, ÚÕÑ Ä ÍÑÓÐÇ ÑÕÎË-
ÚÂÇÕ ÔËÕÖÂÙËá ÑÕ ÏÂÅÐËÕÑÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ ÔÓÇÆ, ÅÆÇ ÄÇÍÕÑÓÞ
M Ë L âÄÎâáÕÔâ ÂÍÔËÂÎßÐÞÏË. ¤ÓÂÆËÇÐÕ ÉÇ ÒÔÇÄÆÑÔÍÂÎâÓÂ
âÄÎâÇÕÔâ ÂÍÔËÂÎßÐÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ. ³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÐÂÎËÚËÇ
ÒÇÓÇØÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÏÑÅÎÑ ÃÞ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÐÇÄÊÂËÏÐÞÏ à××ÇÍ-
ÕÂÏ, ÐÑ ÕÑÅÆÂ ÒÓË ÒÓËÏÇÐÇÐËË ÔËÏÏÇÕÓËÌÐÞØ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËÌ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÆÎâ ÒÑÎÇÌ Ô ÆÄÖÏâÛÕÓËØÂÏË ÏÇÐâÕß ÊÐÂÍ àÕÑÅÑ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ, Õ.Ç. ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÆÓÖÅÖá ÔËÔÕÇÏÖ,
ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÚÇÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÎÂâ ËÐ×ÑÓÏÂÕËÄÐÑÔÕß ÒÑÎÖ-
ÚÂáÜËØÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ
ÍÑÏÒÑÊËÕ, ËÊÅÑÕÑÄÎÇÐÐÞÌ Ô ÒÓËÏÇÐÇÐËÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÄÊÂËÏÐÞØ
ÏÂÕÇÓËÂÎÑÄ, ÆÑÎÉÇÐ ÑÃÎÂÆÂÕß ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÄÊÂËÏÐÑÔÕË.

ªÊ ÔÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÂÓÅÖÏÇÐÕÞ Ä ÒÑÎßÊÖ
ÄÄÇÆÇÐËâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ �grad g2 � E� ÐÑÔâÕ ÔÍÑÓÇÇ
ÑÒÓÂÄÆÂÕÇÎßÐÞÌ, ÐÇÉÇÎË ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ´ÂÍ ÍÂÍ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ÚÎÇÐ �grad g2 � E� ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÐÖÎâ
ÕÑÎßÍÑ ÑÍÑÎÑ ÅÓÂÐËÙÞ, ÕÑ ÇÅÑ ÄÄÇÆÇÐËÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ
ÄÄÇÆÇÐËá ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÕÑÍÂ Ë ËÊÏÇÐÇ-
ÐËá ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ. ¶ÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÄÇÆÇÐËÇÏ ÐÇÄÊÂËÏ-
ÐÑÅÑ ÅÓÂÐËÚÐÑÅÑ ÖÔÎÑÄËâ (42) ÍÑÏÒÇÐÔËÓÖÇÕÔâ ÐÇÄÊÂËÏÐÑÔÕß
ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (40) 9.

³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÂÄÕÑÓÂ, ÐÇÒÓËâÕÐÑÔÕË, ÒÑâÄÎâáÜËÇÔâ
ÒÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË -×ÑÓÏÞ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ
ÔÓÇÆ, ÄÞÊÄÂÐÞ ÒÓÑÒÖÔÍÑÏ ÚÂÔÕË ÚÎÇÐÑÄ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ
ka ÒÓË ÐÂÒËÔÂÐËË ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ±ÓË ÔÓÂÄÐÇÐËË
(40) Ô ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ¢ÑÓÐÂ ë¶ÇÆÑÓÑÄÂ ÏÞ
ÏÑÉÇÏ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä -×ÑÓÏÇ ÆÑÎÉÐÑ ÒÑ
ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÄÍÎáÚÂÕß ÚÎÇÐÞ Ô ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ÆÑ ÕÓÇÕßÇÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ. ¹ÎÇÐ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÂÇÕ ÄÍÎÂÆ Ä ÏÂÅÐËÕÐÖá
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß: c2 rot rotE � c2k0 rotB � c2�1ÿ 1=m� rotM.
¹ÎÇÐ Ô ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐ ÊÂ ÍËÓÂ-
ÎßÐÑÔÕß: c3 rot rot rotE � c3k0 rot rotB. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÓÂÔÔÖÉÆÇ-
ÐËâÏ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÏ Ä ÍÑÐÙÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ, ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ ÒÇÓÇÆ àÕËÏË ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏË ÚÎÇÐÂÏË
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ l.

ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¢ÑÓÐÂ ë¶ÇÆÑÓÑÄÂ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ
Ô ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËÏË ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÐÇ ÕÓÇÃÖÇÕ

ÄÄÇÆÇÐËâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ËÊÏÇÐÇÐËÌ Ä ÕÇÑÓËá (ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ ÄÇÍÕÑÓÂ ±ÑÌÐÕËÐÅÂ Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË, ËÊÏÇÐÇÐËâ
ÄËÆÂ ÎÇÏÏÞ ÑÓÇÐÕÙÂ Ë Õ.Æ.) Ë ÆÂÇÕ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕÇÎßÐÑÇ
ÔÑÅÎÂÔËÇ Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÑÏ.

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÒÑÎÇÌ,
ÒÑâÄÎâáÜËØÔâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ. ¬ ÐÂÔÕÑâÜÇÏÖ
ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÚÕË ÄÔÇ ÂÄÕÑÓÞ ËÔØÑÆâÕ ËÊ ÒÑÔÕÖÎÂÕÂ ²ÑÊÇÐ-
×ÇÎßÆÂ. ²ÑÊÇÐ×ÇÎßÆ [35] ÒÓÇÆÎÑÉËÎ ÑÒÓÇÆÇÎâÕß ÒÑÎâ E Ë B,
ÐÇ ÓÇÛÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, Â ÕÑÎßÍÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ
ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÓÑÃÐÑÌ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ. ²ÑÊÇÐ×ÇÎßÆ ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÂÅÂÎ, ÚÕÑ àÕÂ ÚÂÔÕËÙÂ ÒÇÓÇÏÇÜÂÇÕÔâ ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÔËÎÞ
ÑÓÇÐÙÂ F � eE� e�u� B�, ÅÆÇ E Ë B ì ÒÑÎâ, ÔÕÑâÜËÇ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËâØ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ [10]. ¿ÕÑ, ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑ, ÒÓÂÄËÎßÐÑ ÆÎâ
ÆÄËÉÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ
ÏÇÓÇ Ä ÄÂÍÖÖÏÇÏÞËÏÇÇÏÐÇÊÂÄËÔËÏÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎÇÌ.¬
ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÏÞ ÐÇ ÏÑÉÇÏ ÒÓËÏÇÐËÕß àÕÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÐÆÇÐÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÔÓÇÆ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÎáÃÂâ
ÊÂÓâÉÇÐÐÂâ ÚÂÔÕËÙÂ, ÆÄËÉÖÜÂâÔâ ÚÇÓÇÊ ÔÓÇÆÖ, ËÔÒÞÕÂÇÕ
ÄÎËâÐËÇ àÕÑÌ ÔÓÇÆÞ. °ÒËÔÂÐËÇ ÕÂÍÑÅÑ ÄÎËâÐËâ ÐÇ ÔÄÑÆËÕÔâ
Í ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔËÎÞ ÑÓÇÐÙÂ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒË-
ÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ. ¹ÂÔÕËÙÂ ÒÑÎâÓËÊÖÇÕ ÑÍÓÖÉÂáÜÖá ÔÓÇÆÖ Ë
ÕÇÓâÇÕ àÐÇÓÅËá. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÌ ÔËÎÇ.
¹ÕÑÃÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÑÔÕÖÎÂÕ ²ÑÊÇÐ×ÇÎßÆÂ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÊÐÂÕß âÄÐÞÌ ÄËÆ àÕÑÌ ÔËÎÞ. ¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, àÕÂ ÔËÎÂ ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÄËÆÂ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ±ÑÔÎÇÆÐËÇ, Ä ÔËÎÖ
ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÔÕË, ÄÐÑÔËÏÑÌ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ³ÇÓÆá-
ÍÑÄÂ ë¶ÇÆÑÓÑÄÂ, ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÎÇÌ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ ÒÑÒÂÆÂÇÏ Ä ÊÂÏÍÐÖÕÞÌ ÍÓÖÅ: ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÒÑÎÇÌ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÔËÎÞ ÑÓÇÐÙÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÔÎÇ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÎÇÌ.

ªÏÇÇÕÔâ ÆÓÖÅÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÑÎâ. ¿ÕÑÕ ÒÖÕß
ÔÄâÊÂÐ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ. £ÓÇÏÇÐÐÑ ÊÂÃÖ-
ÆÇÏ, ÚÕÑ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô ÅÇÕÇÓÑÅÇÐÐÞÏË ÔÓÇÆÂÏË, Ë
ÄÔÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÇ ÄÐÖÕÓË ÒÑÎÑÔÕË ÓÂÄÐÑ E �H�, ÇÔÎË
ÒÑÎÑÔÕß ÄÞÕâÐÖÕÂ ÄÆÑÎß ÔËÎÑÄÞØ ÎËÐËÌ. ¦ÔÎË ÉÇ ÒÑÎÑÔÕß
ÔÒÎáÔÐÖÕÂ, ÕÑ ÒÑÎÇ ÓÂÄÐÑ D �B�. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ ì ÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÔÎË
ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ
ËÏÇáÕ ÔËÎÖ, ÏÞ ËÏÇÇÏ ÏÇÕÑÆ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÄÔÇØ ÒÑÎÇÌ.
±ÓËÏÇÐÇÐËÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ³ÇÓÆáÍÑÄÂ ë¶ÇÆÑÓÑÄÂ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ËÊÏÇÐÇÐËá ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ. ¬ÂÍ ÔÎÇÆÔÕÄËÇ, ÒÑÎâ Ä
ÒÑÎÑÔÕË ÃÑÎßÛÇ ÐÇ ÓÂÄÐÞ ÒÑÎâÏ Ä ÔÓÇÆÇ.

®ÇÕÑÆ ÒÑÎÑÔÕË ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ
ÒÑÎÇÌ ÐÇÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÄ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓË ÓÇÛÇÐËË
ÎáÃÑÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ Ô ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÏË
ÕÇÎÂÏË ÐÖÉÐÑ ÔÛËÕß ÒÑÎâ ÄÐÇ Ë ÄÐÖÕÓË ÕÇÎÂ. ©ÂÆÂÐËÇ
ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ Ë ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÞÏ
ÖÔÎÑÄËÇÏ ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ. °ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÑÎÇÌ Ô
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÒÑÎÑÔÕË ÑÒËÓÂÇÕÔâ ÐÂ ÕÇ ÉÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ
ÖÔÎÑÄËâ, ÚÕÑ ÆÇÎÂÇÕ àÕË ÒÑÎâ ËÊÏÇÓËÏÞÏË Ë ÒÓËÆÂÇÕ
×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÓÇÛÇÐËá ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÇ.

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ
ÖÔÎÑÄËâ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ. ¯ÇÕ ÐËÍÂÍÑÅÑ ÔÕÓÑÅÑÅÑ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎß-
ÔÕÄÂ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËÇ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÂÒÓËÑÓË
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ ÆÎâ ÒÑÎÇÌ Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ¬ÂÊËÏËÓÂ ËÎË
ÂÐÆÂÖ ëË×ÛËÙÂ. ©ÂÍÑÐÐÑÔÕß ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÆÑÍÂÊÂÐÂ ÕÑÎßÍÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ
ËÎË ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËÇÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ
ÒÇÓÇØÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÍÂÍËØ-
ÎËÃÑ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÏÞ ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ
ÑÒÓÇÆÇÎËÎË ÏÇÕÑÆ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÒÑÎÇÌ ÄÐÖÕÓË ÔÓÇÆÞ, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎËÄ ÊÂÑÆÐÑ Ë ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÒÑÎÇÌ E Ë H. °ÃÓÂÕÐÂâ

9 ¦ÔÎË ÊÂÒËÔÂÕß ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÄËÆÇ D � eE� �ebe� rotE,
B � mH� �mbm� rotH (ÆÂÐÐÂâ ×ÑÓÏÂ ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ ÍÂÍ -, ÕÂÍ Ë
¬-×ÑÓÏÖ), ÕÑ ÎÇÏÏÂ ÑÓÇÐÕÙÂ ÔÄÇÆÇÕÔâ Í ÄÞÓÂÉÇÐËá��

4p
c

E 0j 00 ÿ 4p
c

E 00j 0
�
dv � ik0mbm

�ÿ
div �H 00 �H 0�� dv�

� ik0ebe

�ÿ
div �E 0 � E 00�� dv :

±ÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, ÕÑÎßÍÑ ÇÔÎË bm � be. £
-×ÑÓÏÇ ÆÂÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÐÇ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä àÕÑÌ
ÊÂÒËÔË bm � 0, Â be � g. ¯Â ÆÂÐÐÞÌ ×ÂÍÕ ÄÐËÏÂÐËÇ ÂÄÕÑÓÂ ÑÃÓÂÕËÎ
¢.©. ¬ÂÙÇÐÇÎÇÐÃÂÖÏ (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [36]).
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ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ (ÒÑÔÕÖÎËÓÑÄÂÐËÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÏÞÔÎÂ ÒÑÎÇÌ,
ÄØÑÆâÜËØ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ, Â ÊÂÕÇÏ ÄÞÄÑÆ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ)
ÕÖÏÂÐÐÂ Ë ÏÑÉÇÕ ÒÓÑÄÑÙËÓÑÄÂÕß ÐÂ ÐÇÑÃÑÔÐÑÄÂÐÐÞÇ
ÄÞÄÑÆÞ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎÇÐËÇ ÒÑÎÇÌ E Ë B Ä ¬- Ë
-×ÑÓÏÂØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÐÇÑÒÓÂÄÆÂÐÐÞÏ, ÒÑÍÂ ÐÇ ÆÑÍÂ-
ÊÂÐÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÅÓÂÐËÚÐÞØ ÖÔÎÑ-
ÄËÌ. £ÞÄÑÆâ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ ¬-×ÑÓÏÞ, ÏÞ ËÆÇÐÕË-
×ËÙËÓÖÇÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ H Ä ÄÂÍÖÖÏÇ Ë ×ËÊËÚÇÔÍËÌ
ÔÏÞÔÎH Ä ÔÓÇÆÇ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÆÎâ -×ÑÓÏÞ ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ
ÄÔÒÑÏÐËÕß, ÚÕÑ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ H � B, Ë ËÆÇÐÕË×ËÙËÓÑÄÂÕß
×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ H Ä ÄÂÍÖÖÏÇ Ô ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÔÏÞÔÎÑÏ
B � H 0 6� H Ä ÔÓÇÆÇ.

¡ÄÕÑÓ ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß ¡.¶. ¬ÑÐÔÕÂÐÕËÐÑÄÑÌ Ë
¡.¯. ³ÇÓÆáÍÑÄÖ ÊÂ ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ.

¿ÕÂ ÓÂÃÑÕÂ ÃÞÎÂ ÚÂÔÕËÚÐÑ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ²¶¶ª (ÒÓÑÇÍÕÞ
00-15-96570 Ë 01-02-17962).
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On the form of constitutive equations in electrodynamics
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A comparative analysis of various forms ofMaxwell equations for condensed matter is presented. It is shown that the so-called Casimir
form contains enough information to solve any electromagnetic problem. The Landau ëLifshitz form for media with spatial dispersion
requires an additional constitutive equation for the surface current, which is not an additional boundary condition but rather an
improved version of usual Maxwell's continuity conditions for tangential éeld components.
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