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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¦ÔÎË ÒÓÑÔÏÑÕÓÇÕß ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÂ ÒÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑ-
ÆËÐÂÏËÍÇ ËÊ ÑÃÛËÓÐÑÅÑ ÃËÃÎËÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÒËÔÍÂ,
ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÅÑ Ä ËÊÄÇÔÕÐÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, àÐÙËÍÎÑÒÇÆË-
ÚÇÔÍÑÏ ÊÂÆÂÚÐËÍÇ [1], ÕÑ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÄÂÓËÂ-
ÙËÑÐÐÞÇ ÒÓËÐÙËÒÞ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÐË Ä
ÑÆÐÑÏ ËÊ ÐËØ, Â ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÓËÐÙËÒÞ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË
ÖÒÑÏËÐÂáÕÔâ ÏÇÎßÍÑÏ ÎËÛß Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ. £ ÔÂÏÑÏ ÉÇ
ÊÂÆÂÚÐËÍÇ [1] ÐÇ ÆÂÐÑ ÐË ÑÆÐÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË Ë ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂ-
ÕËÍË. ´ÂÍÑÅÑ ÖÒÑÏËÐÂÐËâ ÐÇÕ Ë Ä ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ ÍÖÓÔÂØ ÒÑ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÕÄÖ Ë ÏÂÅÐÇÕËÊÏÖ [2, 3].

´ÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ, ÔÎÑÉËÄÛÂâÔâ Ä ÐÂÖÚÐÑÌ Ë ÖÚÇÃÐÑÌ
ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÒÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ, ÐÇ ÏÑÉÇÕ
ÐÇ ÄÞÊÞÄÂÕß ÖÆËÄÎÇÐËâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÕÓÖÆÇ
¥.¬.®ÂÍÔÄÇÎÎÂ [4] ËÏÇáÕÔâ ÚÇÕÍËÇ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË ÄÂÓËÂ-
ÙËÑÐÐÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ¥ËÓËØÎÇ Ë´ÑÏÔÑÐÂ, ÒÑÊÄÑÎâáÜËÇ, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÂØÑÆËÕß ÑÙÇÐÍË ÔÄÇÓØÖ Ë ÔÐËÊÖ ÆÎâ àÐÇÓÅÇÕË-
ÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÕÂÍËØ ÍÂÍ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÇÏÍÑÔÕß

ÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄ, ÏÇÉàÎÇÍÕÓÑÆÐÞÇ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ Ë Õ.Æ.
´ÂÏ ÉÇ ÔÑ ÔÔÞÎÍÑÌ ÐÂ ÓÂÃÑÕÞ ²àÎÇâ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÐÂ
ËÊÄÇÔÕÐÖá ´ÇÑÓËá ÊÄÖÍÂ [5], ÖÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ×ÑÓÏÖÎÂ ÓÂÔ-
ÚÇÕÂ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ R ÒÓâÏÑÅÑ ÒÓÑÄÑÆÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ
ÔÇÚÇÐËâ S�l�, ËÊÅÑÕÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ËÊ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÏÂÕÇÓËÂÎÂ
Ô ÖÆÇÎßÐÞÏ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËÇÏ r,
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ÅÆÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÆÎËÐÇ ÒÓÑÄÑÆÂ l, Ä
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÐËÉÇÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ,
Õ.Ç. ÐÂ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
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ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ àÕÑÕ ×ÂÍÕ ÐÇ ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ
ÂÄÕÑÓÞ ÍÖÓÔÑÄ [2, 3], ÕÓÂÍÕÖáÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÖ (1) ÍÂÍ
ÕÑÚÐÖá. £ [3] ×ÑÓÏÖÎÂ (1) ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÂ ÆÎâ ÓÂÔÚÇÕÂ
ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÖÔÇÚÇÐÐÑÅÑ ÍÑÐÖÔÂ Ô ÕÑÓÙÇ-
ÄÞÏË ÍÑÐÕÂÍÕÂÏË (Ô. 224).

±ÓËÚËÐÞ, ÒÑ ÍÑÕÑÓÞÏ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÓËÐÙËÒÞ
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË ÑÍÂÊÂÎËÔß ÄÐÇ ÑÃÛËÓÐÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ ÒÑ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ, ÒÑÐâÕß ÔÎÑÉÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ
ÏÇÕÑÆÞ Ä ×ËÊËÍÇ ÄÔÇÅÆÂ ÔÚËÕÂÎËÔß ÄÇÔßÏÂ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÞÏË. £ÑÊÏÑÉÐÑ, ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ Ä ÕÓÂÍÕÂÕÇ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ [4]
(Ò. 306 ë 308) ÐÂÌÆÇÐÐÞÇ ²àÎÇÇÏ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÑÙÇÐÍË ÆÎâ
ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ R ÒÓÑÄÑÆÂ ÍÓÖÅÑÄÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÓÂÆËÖÔÑÏ a,
ÆÎËÐÞ L, ËÊÅÑÕÑÄÎÇÐÐÑÅÑ ËÊ ÏÂÕÇÓËÂÎÂ Ô ÖÆÇÎßÐÞÏ
ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËÇÏ r Ë ÐÂØÑÆâÜÇÅÑÔâ Ä ÍÑÐÕÂÍÕÇ ÐÂ ÑÆÐÑÏ
ËÊ ÕÑÓÙÑÄ Ô ÒÓÑÄÑÆâÜËÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑÏ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞÏ ÖÆÇÎßÐÞÏ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËÇÏ r 0,
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Ä ÃÑÎßÛÇÌ ÔÕÇÒÇÐË ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÑÄÂÎË ÑÃ ËÔÍÖÔÐÑÔÕË
²àÎÇâ, ÚÇÏ ÑÃ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ.
¯Â ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (2) ÆÑÔÕÑÌÐÞ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ
ÄÑÌÕË ÄÑ ÄÔÇ ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÂ ÒÑ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍÇ.
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£ÇÓÑâÕÐÑ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÒÓËÚËÐÑÌ ËÅÐÑÓËÓÑÄÂÐËâ ÄÂÓËÂ-
ÙËÑÐÐÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË Ä ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÂØ ÒÑ
àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÒÑÔÎÖÉËÎÑ ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÚÕÑ
ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÍÑÐ-
ÍÓÇÕÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÕÓÇÃÖÇÕ, ÍÂÍ àÕÑ ÄËÆÐÑ ËÊ ÒÓËÏÇÓÑÄ,
ÆÂÐÐÞØ ²àÎÇÇÏ Ë ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞØ ®ÂÍÔÄÇÎÎÑÏ [4], ÓÂÊÄËÕËâ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ, ÊÂÚÂÔÕÖá ÆÑÄÑÎßÐÑ ÔÎÑÉÐÑÅÑ ÏÂÕÇ-
ÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÒÒÂÓÂÕÂ. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÚÇÓÕÞ
ÕÂÍÑÅÑ ÂÒÒÂÓÂÕÂ ÏÑÉÐÑ ÖÔÏÑÕÓÇÕß Ä ÊÂÆÂÚÂØ Ñ ÇÏÍÑÔÕË
ÍÖÃÂ Ë ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÓÂ Ô ÍÓÖÅÑÄÞÏË ÒÎÂÔÕËÐÂÏË, ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÐÐÞØ ¤.±ÑÎËÂ Ë ¤.³ÇÅÇ Ä ÍÐËÅÇ ªÊÑÒÇÓËÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ Ä ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ [6]. °ÆÐÂÍÑ ÚÂÔÕß
àÕÑÌ ÍÐËÅË, ÒÑÔÄâÜÇÐÐÂâ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇ-
ÐËÇÏ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÒÓËÏÇÓÑÄ, ÐÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÇÇ ÕÇÏÇ,
ÂÐÑÐÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ Ä ÐÂÊÄÂÐËË, Â ÔÕÓÇÏÎÇÐËÇ ÂÄÕÑÓÑÄ ×ÑÓ-
ÏÖÎËÓÑÄÂÕß àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÊÂÆÂÚË ÍÂÍ ËÊÑÒÇÓËÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ, ÒÑ ÐÂÛÇÏÖ ÏÐÇÐËá, Í ËÔÍÂÉÇÐËá
×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÔÖÕË ÆÇÎÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑ-
ÉËÕß, ÚÕÑ ÓÂÊÄËÄÂÕß ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂ-
ÕËÍË ×ËÊËÍÂÏ ÏÇÛÂÎË ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÕÓÖÆÐÑÔÕË, Â
ÏÂÕÇÏÂÕËÍÂÏ ì ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ âÔÐÑÇ ÒÑÐËÏÂÐËÇ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ ÒÓÑÃÎÇÏÞ.

£ ÕÇÚÇÐËÇ ÆÄÖØ ÆÇÔâÕÍÑÄ ÎÇÕ ÂÄÕÑÓ ÒÞÕÂÎÔâ ÒÑÔÕÓÑËÕß
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÖ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ.
±ÑÐÂÚÂÎÖ ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÆÎâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË
ÐÖÉÐÑ ÑÃÝÇÆËÐËÕß ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÏ
ÒÑÆØÑÆÑÏ Ë ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÕß, ÚÕÑ ÐÑÄÑÅÑ ÏÑÉÇÕ
ÆÂÕß àÕÑÕ ÒÑÆØÑÆ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÍÎÂÔÔÑÄ
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ. °ÆÐÂÍÑ ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ ÓÑÔÎÑ
ÒÑÐËÏÂÐËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË ÐÇÑÃØÑÆËÏÞ ÑÓÅÂÐËÚÇÔÍË ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô
ÐÇÌ ÐÑÄÞÇ ÒÑÐâÕËâ.

¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÅÎÂÄÐÂâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÓÇÂÎËÊÂÙËË
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ ÆÎâ ÕÑÌ ËÎË ËÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ì
àÕÑ ÄÞÃÑÓ ÒÓÑÃÐÞØ (ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÜËØ) ÒÑÎÇÌ. ±ÓË
ÖÆÂÚÐÑÏ ÄÞÃÑÓÇ ÏÑÉÐÑ ÐÂÆÇâÕßÔâ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÚÐÞÇ
ÑÙÇÐÍË, ÒÑÆÑÃÐÞÇ ÑÙÇÐÍÂÏ ²àÎÇâ (2), ÆÎâ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ. ¬ÂÍ-ÕÑ ÔÂÏÑ ÔÑÃÑÌ ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÚÕÑ ÍÂÚÇÔÕÄÑ
ÄÞÃÑÓÂ ÒÓÑÃÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ËÔÍÖÔÐÑÔÕË ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎâ, ÇÅÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÖËÙËË. ¦ÔÎË ÔÑÅÎÂÔËÕßÔâ Ô àÕËÏ,
ÕÑ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÓËÐÙËÒÞ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË ÆÑÎÉÐÞ
ÃÞÎË ÃÞ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕßÔâ ÄÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ ²àÎÇâ (1) Ë (2). ª
ÕÂÍÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ.

¯ÂËÃÑÎÇÇ ËÊÄÇÔÕÐÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ±ÖÂÐÍÂÓÇ ë¶ÂÃÇ-
ÓÂ ë³ÇÅÇ [6] ÖÕÄÇÓÉÆÂÇÕ, ÚÕÑ ËÊ ÄÔÇØ ÒÓÑÄÑÆâÜËØ ÕÇÎ
ÑÆËÐÂÍÑÄÑÅÑ ÑÃÝÇÏÂ ÏËÐËÏÂÎßÐÖá àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÖá ÇÏ-
ÍÑÔÕß ËÏÇÇÕ ÛÂÓ Ë âÄÎâÇÕÔâ ÒÑ ÔÄÑÇÌ ÔÖÕË ËÊÑÒÇÓËÏÇÕÓË-
ÚÇÔÍËÏ. ¥ÓÖÅËÇ, ÐÂ ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, ËÐÕÇÓÇÔÐÞÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
[7] ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÄÑÛÇÆÛËÇ ÄÑ ÄÔÇ ÖÚÇÃÐÞÇ ÍÖÓÔÞ [2, 3]
Ë ÔÒÓÂÄÑÚÐËÍË ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÇÏÍÑÔÕË ÒÎÑÔÍÑÅÑ Ë ÙËÎËÐ-
ÆÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÍÑÐÆÇÐÔÂÕÑÓÑÄ
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Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÒÓËÄÑÆâÕ ÄÔÇÅÆÂ Í ÊÂÐËÉÇÐÐÞÏ
ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ËÔÕËÐÐÑÌ ÇÏÍÑÔÕË. ªÊÄÇÔÕ-
ÐÂâ ÉÇ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ ËÐÆÖÍÕËÄÐÑÔÕË ÑÆÐÑÔÎÑÌÐÑÅÑ ÔÑÎÇ-
ÐÑËÆÂ [2, 3]

L � mm0 n
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ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [8], ÆÂÇÕ ÊÂÄÞÛÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ
ËÔÕËÐÐÑÌ ËÐÆÖÍÕËÄÐÑÔÕË. ¯ÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ L < mm0 n

2Sl ì
ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÒÇÓÄÑÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ, ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ Ô ÒÑ-

ÏÑÜßá ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË.
°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÐÇÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÂ (1), (3) Ë (4) ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ,
ÆÂÉÇ ÇÔÎË ÑÐ ÐÇ ÑÔÑÊÐÂÇÕÔâ, ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐ-
ÐÞØ ×ÑÓÏÖÎÂØ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË Ë ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË.

©ÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎßÛÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÓÇÂÎËÊÂÙËË
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÒÓËÐÙËÒÑÄ ÑÕÍÓÞÄÂÇÕÔâ, ÍÑÅÆÂ ÄÞÃÑÓ
ÒÓÑÃÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ËÐÕÖËÙËË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎâ, Â
ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏ ÏÇÕÑÆÂÏ. ²ÂÊÄËÕËá ÕÂÍËØ
ÏÇÕÑÆÑÄ ÔÑÒÖÕÔÕÄÑÄÂÎÑ ÄÄÇÆÇÐËÇ ÐÑÄÞØ ÒÑÐâÕËÌ: ÄÞÔ-
ÛËÇ ÒÑÎâÓËÊÖÇÏÑÔÕË ÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄ [9], ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎË [10], ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÂâ ÒÑÎâÓË-
ÊÖÇÏÑÔÕß [11], Â ÕÂÍÉÇ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÂâ ÕÓÂÍÕÑÄÍÂ ËÊÄÇÔÕÐÞØ
ÒÑÐâÕËÌ [12, 13]. ³ ÒÑÏÑÜßá ÕÂÍËØ ÐÑÄÞØ ÒÑÐâÕËÌ
ÖÆÂÎÑÔß ÓÇÛËÕß ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ×ÖÐÍÙËË ÂÅÓÂÐÉÂ
ÒÓÑÄÑÆâÜÇÅÑ ÕÇÎÂ Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ [10], ÒÓÑ-
ÃÎÇÏÖ ÏÑÏÇÐÕÑÄ (ÑÃÓÂÕÐÖá ÊÂÆÂÚÖ) Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ
[9, 10], ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÊÂÆÂÚÖ ÑÃ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÆËÂÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÍÄÂÆÓÖÒÑÎßÐÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÒÑÎÇ [11], Â
ÕÂÍÉÇ ÒÇÓÇÌÕË ÑÕ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ,
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏ ²àÎÇâ (1) Ë (2), Í ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËá ÙÇÎÞØ ÍÎÂÔÔÑÄ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ [14].

´ÇÒÇÓß, ÍÑÅÆÂ Ä ÓÇÂÎßÐÑÔÕË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑ-
ÔÕÂÕËÍË ÐÇÕ ÐËÍÂÍËØ ÔÑÏÐÇÐËÌ, ØÑÕÇÎÑÔß ÃÞ ÒÓÑÆÇÏÑÐ-
ÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÇÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÑÏ
ÒÓËÏÇÓÇ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÄÍÎáÚËÕß Ä ÓÖÍÑÄÑÆ-
ÔÕÄÂ ÒÑ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÕÂÍÑÄÑÅÑ ÃÞÎÂ
ÄÞÃÓÂÐÂ ËÊÄÇÔÕÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ [2, 3] Ñ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËË ÊÂÊÇÏ-
ÎÇÐËâ, ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÏÑÅÑ ËÆÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÄÑÆâÜËÏ ÛÂÓÑÏ,
ÒÑÏÇÜÇÐÐÞÏ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÇ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑ. £ÞÆÇÎËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ àÕÂÒÞ ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ.

2. £ÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË ÊÂÆÂÚË

±ÖÔÕß ÓÂÆËÖÔ ÊÂÊÇÏÎâáÜÇÅÑ ÛÂÓÂ ÓÂÄÇÐ a, ÇÅÑ ÙÇÐÕÓ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÐÂÚÂÎÑÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Â ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ©ÇÏÎË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕß z � h > a. µÆÇÎßÐÑÇ ÔÑÒÓÑÕË-
ÄÎÇÐËÇ ÑÍÓÖÉÂáÜÇÅÑ ÛÂÓ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÅÓÖÐÕÂ ÑÃÑÊÐÂ-
ÚËÏ r.

¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË Ñ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËË ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ
ÐÖÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÑÃÎÂÔÕË V � �z < h; r > a� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâá-
ÜËÌ Ä ÐÇÌ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÂÒÎÂÔÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
j0�r�, ÒÓËÐËÏÂáÜËÌ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕËÛÂÓÂ r � a ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇU, ÒÓË àÕÑÏ ÚÂÔÕÐÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÑÕj0�r� ÒÑ
z ÆÑÎÉÐÂ ÒÓËÐËÏÂÕß ÐÖÎÇÄÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
©ÇÏÎË �z � h�. ³ÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËÇ ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎ ÏÑÜÐÑÔÕË ÄÞÆÇÎÇÐËâ
ÕÇÒÎÂ PV�j0� Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ

U 2

R
� PV�j0� �

1

r

�
V

�Hj0�2 dV � ÿ
U

r

�
r� a

qrj0 dS � UI :

�5�

°ÔÐÑÄÐÑÌ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÓËÐÙËÒ. ³ÓÂÄÐËÏ Ô j0�r�
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÇ ÍÖÔÑÚÐÑ-ÅÎÂÆÍËÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË V ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ
j�r�, ËÏÇáÜËÇ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÛÂÓÂ ÊÐÂÚÇÐËÇ

j�r�
���
r� a
� U : �6�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÑÄÇÓâÇÏÑÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ

PV�j� � PV�j0� � PV�jÿ j0� �
2

r

�
V

Hj0H�jÿ j0� dV ;
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Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá ËÊ-ÊÂ ÕÑÅÑ,
ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ j0�r� ÐÂ ÛÂÓÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ j�r�,
qzj0�r� � 0 ÒÓË z � h, Â Ä ÑÃÎÂÔÕË V Dj0 � 0. µÚËÕÞÄÂâ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÖá ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕß ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂ PV�j�, ÐÂ
ÑÔÐÑÄÂÐËË ÕÑÉÆÇÔÕÄÂ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

U 2

R
� PV�j0�4PV�j� ; �7�

ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÏÖ ÐÂØÑÆËÕß ÑÙÇÐÍË ÔÐËÊÖ ÆÎâ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇ-
ÐËâ ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ R Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ j�r� ËÊ
ÖÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÄÞÛÇ ÍÎÂÔÔÂ.

¬ÑÅÆÂ j�r� ì ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ËÔÕÑÚÐËÍË
ÍÑÕÑÓÑÌ ÎÇÉÂÕ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÛÂÓÂ r � a Ë ÒÎÑÔÍÑÔÕË
z � h, ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ÖÆÑÃÐÞÏ ÄÏÇÔÕÑ PV�j� ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕß

P�j� � 1

r

�
R 3ÿSp

�Hj�2 dV ; �8�

ÅÆÇ Sp ì ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÕÑÚÇÍ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � h. ¥ÑÒÖÔÕËÏÞÇ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ j�r� ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÛÂÓÂ r � a,
Â ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ z ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � h.
°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ

U 2

R
� PV�j0�4PV�j�4P�j� : �9�

¥ÖÂÎßÐÞÌ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÓËÐÙËÒ. ´ÇÒÇÓß ÔÓÂÄÐËÏ Ô
ËÔÕËÐÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ j0�r� �
� ÿrÿ1Hj0 ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÞÇ ÒÑÎâ j�r�. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ

r
�
V

�
j�r� ÿ j0�r�

�2
dV � PV�j0� ÿQV�j�5 0 ;

QV�j� � 2U

�
r� a

jr dSÿ r
�
V

j 2 dV ;

ÇÔÎË

jz

���
z� h
� 0 : �10�

´ÂÍËÏ ÒÖÕÇÏ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÖ

U 2

R
5QV�j� ; �11�

ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÏÖ ÐÂØÑÆËÕß ÑÙÇÐÍË ÆÎâ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ
ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ ÔÄÇÓØÖ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÞØ ÒÑÎÇÌ
j�r�, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËØ ÅÓÂÐËÚÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá (10).

¬ÑÅÆÂ j � ÿrÿ1Hc, Â ËÔÕÑÚÐËÍË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ c ÎÇÉÂÕ
ÐÂ Ô×ÇÓÇ r � a Ë ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � h, ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÖÆÑÃÐÞÏ
ÄÏÇÔÕÑ QV�j� ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß

Q�j� � 2U

�
r� a

jr dSÿ r
�
R 3ÿSp

j 2 dV : �12�

±ÓË àÕÑÏ c�r� ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ Ä ÑÃÎÂÔÕß ÛÂÓÂ
r < a, Â Ä ÑÃÎÂÔÕß z > h ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÏ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÐÇÒÓÇÓÞÄ-
ÐÑÌ ÃÞÎÂ qzc. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ QV�j�5Q�j�, ÒÑàÕÑÏÖ

U 2

R
5QV�j�5Q�j� : �13�

°ÙÇÐÍË ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕÇÌ. £ÇÔßÏÂ ÒÓËÄÎÇÍÂÕÇÎßÐÂâ ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑÔÕß ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ Í ÊÂÆÂÚÂÏ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂ-
ÕËÍË ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ (Ä
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÐÂÏË ÔÎÖÚÂÇ ì ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß
Y � Rÿ1) ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ Ô ÆÄÖØ ÔÕÑÓÑÐ, Õ.Ç. ÄÔÇÅÆÂ ÐÂÓâÆÖ Ô

ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÏ ÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ, ÊÂ ÍÑÕÑÓÑÇ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÓËÐâÕß

~YV � 1

2U 2

�
PV�j� �QV�j�

�
; �14�

ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ë ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß àÕÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. ¬ÂÍ
ÄËÆÐÑ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ

jYÿ ~YVj � 1

2

����PV�j�
U 2

ÿ Y�QV�j�
U 2

ÿ Y

����4
4

1

2

�����PV�j�
U 2

ÿ Y

����� ����QV�j�
U 2

ÿ Y

����� �
� 1

2

�
PV�j�
U 2

ÿ Y� YÿQV�j�
U 2

�
� 1

2U 2

�
PV�j� ÿQV�j�

�
;

ÏÑÆÖÎß ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕË ÕÂÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ
ÐÇ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ

�
PV�j� ÿQV�j�

�
=2U 2. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÂâ ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß ÑÙÇÐÍË Y ÄÇÎËÚËÐÑÌ ~YV ÐÇ
ÃÖÆÇÕ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕß

DV � PV�j� ÿQV�j�
PV�j� �QV�j� : �15�

¦ÔÎË ÑÙÇÐÍË ÒÓÑÄÑÆËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ
P�j� Ë Q�j�, ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË Ë ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß àÕÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÔÎÇ-
ÆÖÇÕ ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÕß ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (14) Ë (15), ÑÒÖÔÍÂâ Ä ÐËØ
ËÐÆÇÍÔ V.

±ÑÎâ ÿHj Ë rj ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÒÑÎâ,
ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖáÜËÇ ËÔÕËÐÐÑÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ ÿHj0.
¸ÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÒÓËÐâÕß ÊÂ ÕÂÍÖá ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËá ÒÑÎÇ
�rjÿ Hj�=2. ³ÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÒÓËÃÎËÉÂáÜÇÅÑ
ÒÑÎâ ÑÕ ËÔÕËÐÐÑÅÑ
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4r

�
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r�jÿ j0� � H�j0 ÿ j��2 dV �

� 1
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r�jÿ j0�2 dV�
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�
PV�j� ÿ PV�j0� �QV�j0� ÿQV�j�

� �
� 1

4

�
PV�j� ÿQV�j�

�
:

µÚËÕÞÄÂâ àÕÑ, ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÖá ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂ-
ÙËË ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÍÂÍ

dV �
�����������
1

2
DV

r
: �16�

©ÂÏÇÕËÏ Ä ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ, ÚÕÑ ÄÔÇ ËÊÎÑ-
ÉÇÐÐÑÇ Ä ÐÇÏ ÒÇÓÇÐÑÔËÕÔâ ÐÂ ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËË
ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ, ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÏÑÅÑ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÏ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÞ, ÒÖÕÇÏ ÊÂÏÇÐÞ ÑÃÎÂÔÕË ÛÂÓÂ ÐÂ ÑÃÎÂÔÕß
ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ ÃÇÊ ÍÂÍËØ-ÎËÃÑ ËÊÏÇÐÇÐËÌ Ä ÑÔÕÂÎßÐÑÏ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÊÆÇÔß ÃÞÎÂ ÆÂÐÂ ÑÃÜÂâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÂâ
×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË Ñ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËË ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ.

¯ÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (9) Ë (13), Â ÕÂÍÉÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÓÂÔÚÇÕÂ
ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕÇÌ (15) Ë (16) ÒÑÎÑÉËÏ Ä ÑÔÐÑÄÖ ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ.

µÍÂÉÇÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÑÒËÔÂÐÐÂâ ÊÆÇÔß ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÂâ
ÔØÇÏÂ Ä ÑÃÜËØ ÚÇÓÕÂØ ÔÑØÓÂÐËÕÔâ Ë ÆÎâ ÆÓÖÅËØ ÍÎÂÔÔÑÄ
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÊÂÆÂÚ ÓÂÔÚÇÕÂ
ÇÏÍÑÔÕÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄ.
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3. ±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË
ÑÙÇÐÑÍ ÔÐËÊÖ ÆÎâ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ

¥ÑÒÖÔÕËÏÞÇ Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂØ PV�j� Ë P�j� ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ
ÆÑÎÉÐÞ ÒÓËÐËÏÂÕß ÐÂ ÊÂÊÇÏÎâáÜÇÏ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÇ ÑÃÜÇÇ
ÆÎâ ÐËØ ÄÔÇØ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ U. ´ÂÍÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá
ÃÖÆÖÕ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ

j0�r� � UF0�r� �
XN
k�1

qkG�r; rk� ; �17�

ÅÆÇ qk ì ÒÑÍÂ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ; F0�r� ì
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÊÂÓâÆÑÄ ÖÇÆËÐÇÐÐÑÅÑ ÊÂÊÇÏÎâáÜÇÅÑ ÒÓÑÄÑÆ-
ÐËÍÂ, ÍÑÅÆÂ ÇÅÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÓÂÄÇÐ 1;G�r; rk�ì
×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÊÂÆÂÚË ¥ËÓËØÎÇ ÆÎâ ÑÃÎÂÔÕË, ÄÐÇÛÐÇÌ Í
ÑÃÎÂÔÕË ÊÂÊÇÏÎâáÜÇÅÑ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ; rk ì ÓÂÆËÖÔÞ-ÄÇÍ-
ÕÑÓÞ ÕÑÚÇÍ, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ Ä ÑÃÎÂÔÕË z > h. £ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ

F0�r� � a

r
;

�18�
G�r;R� � 1

4pe0

�
1

jrÿ Rj ÿ
a�������������������������������������������

r 2R 2 ÿ 2a 2r � R� a 4
p

�
:

³ÎÂÅÂÇÏÞÇ Ä ÔÖÏÏÇ (17) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ
ÐÂØÑÆâÜËØÔâ Ä ÕÑÚÍÂØ rk ÕÑÚÇÚÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ qk Ä ÒÓËÔÖÕ-
ÔÕÄËË ÊÂÊÇÏÎÇÐÐÑÌ ÒÓÑÄÑÆâÜÇÌ Ô×ÇÓÞ r � a. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÔÕËÐÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ j0�r� ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÕÔâ
ÊÆÇÔß ÔÖÏÏÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ (17).

±ÑÆÔÕÂÄËÄ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ (17) Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ (5) Ë (8),
ÐÂÌÆÇÏ

PV�j� � U 2

R0

�
R0

R
�i�
0

� 2a � q 0 � q 0 � Â � q 0
�

;
�19�

P�j� � U 2

R0

�
1� 2b � q 0 � q 0 � B̂ � q 0

�
:

©ÆÇÔß

R0 �
�
1

r

�
R 3

ÿ
HF0

�2
dV

�ÿ1
ì ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËÇ ÊÂÊÇÏÎâáÜÇÅÑ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ, ÍÑÅÆÂ ÑÐ
ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ô ÖÆÇÎßÐÞÏ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇ-
ÐËÇÏ r;

1

R
�i�
0

� 1

R0
� 1

r

�
z� h

F0 qzF0 dS ;

q 0 � R0

e0 rU
�q1; q2; . . . ; qN� ; a � �a1; a2; . . . ; aN� ;

ai � e0

�
z� h

G�r; ri� qzF0 dS ;

Âì ÍÄÂÆÓÂÕÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ Ô àÎÇÏÇÐÕÂÏË

Ai j � r
R0

e 20

�
z� h

G�r; ri� qzG�r; rj� dS ;

bi � ÿF0�ri� ; Bi j � re0
R0

�
Gn�ri; rj� ÿ G�ri; rj�

�
;

Gn�r;R� � 1

4pe0

�
1

jrÿ Rj �
1

jrÿ R� 2k�k � R� ÿ 2hkj
�
; �20�

ÅÆÇ, Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, Gn�r;R� ì ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÊÂÆÂÚË
¯ÇÌÏÂÐÂ ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � h; k ì ÑÓÕ ÑÔË z. °ÕÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ ÄÞÃÑÓÑÏ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÇÆËÐËÙ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ R0 Ë ÊÂÓâÆÂ e0rU=R0 ÖÆÂÎÑÔß
ÆÑÃËÕßÔâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ Ä ÔÍÑÃÍÂØ ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔÕÇÌ ×ÑÓÏÖÎ (19)
ÊÂÍÎáÚÇÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ.

£ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÊÂÊÇÏÎâáÜËÏ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÏ âÄÎâÇÕÔâ
ÛÂÓ, Â ÊÂÓâÆÞ qi ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ ÐÂ ÑÔË z Ä ÕÑÚÍÂØ zi > h,

R0 � r
4pa

;
R0

R
�i�
0

� 1ÿ a

4h
; ai � ÿ a

2zi

�
1ÿ azi

2hzi ÿ a 2

�
;

Ai j � 1

2

�
a

zi � zj ÿ 2h
ÿ a 3

2hzizj ÿ a 2�zi � zj�
�
;

bi � ÿ a

zi
; Bi j � a 2

zizj ÿ a 2
� a

zi � zj ÿ 2h
:

®ËÐËÏËÊÂÙËâ ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔÕÇÌ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (19) ÒÓË-
ÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÙÇÐÍÂÏ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ:

R > R0

�
R0

R
�i�
0

ÿ a � Â ÿ1 � a
�ÿ1

;
�21�

R > R0

�
1ÿ b � B̂ÿ1 � b

�ÿ1
:

°ÃÑÊÐÂÚËÏ àÕË ÑÙÇÐÍË, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ N, ÍÂÍ
R
�i�
N Ë ~R

�i�
N . °ÐË âÄÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË zi, ÑÒÕËÏËÊÂÙËâ ÒÑ

ÍÑÕÑÓÞÏ ÏÑÅÎÂ ÃÞ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÐÂËÎÖÚÛËÏ ÒÓË ÆÂÐÐÑÏ N
ÑÙÇÐÍÂÏ, ÑÆÐÂÍÑ ÕÂÍÂâ ÑÒÕËÏËÊÂÙËâ ÕÓÇÃÖÇÕ ÓÂÊÓÂÃÑÕÍË
ÅÓÑÏÑÊÆÍËØ ÄÞÚËÔÎËÕÇÎßÐÞØ ÔØÇÏ, ÒÑàÕÑÏÖ ÄÑÊßÏÇÏ

z1 � 2h ; zk�1 � 2hÿ a 2

zk
: �22�

´ÂÍÑÌ ÄÞÃÑÓ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÇÕÑÆÖ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ Ä àÎÇÍÕ-
ÓÑÔÕÂÕËÍÇ [4], ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÏÖ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ
ÕÇÑÓËË [15] ÐÂØÑÆËÕß ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ, ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÒÓÑÆÑÎÉÇÐÐÑÅÑ ÄÐÖÕÓß Ô×ÇÓÞ.

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË h � a, ÍÑÅÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÉËÆÂÕß
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕË ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÑÙÇÐÑÍ,
ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß

R
�i�
0

R0
� 4

3
; q 0 � 0 ;

R
�i�
1

R0
� 36

25
� 1;44 ; q 0 �

�
2

3

�
;

R
�i�
2

R0
� 88

61
� 1;44262295 ; q 0 �

�
10

11
; ÿ 5

22

�
;

R
�i�
3

R0
� 5400

3743
� 1;44269303 ; q 0 �

�
44

45
; ÿ 21

54
;
14

135

�
;

~R
�i�
0

R0
� 1 ; q 0 � 0 ;

~R
�i�
1

R0
� 10

7
� 1;42857143 ; q 0 �

�
3

5

�
;

~R
�i�
2

R0
� 75

52
� 1;44230769 ; q 0 �

�
22

25
; ÿ 1

5

�
;

~R
�i�
3

R0
� 1348

1073
� 1;44268406 ; q 0 �

�
750

774
; ÿ 285

774
;
70

774

�
:
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¦ÔÎË ÔÖÆËÕß ÒÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÔØÑÆËÏÑÔÕË ÑÙÇÐÑÍ ÔÐËÊÖ, ÕÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ, ÚÕÑ ÑÕÎËÚËÇ ÕÓÇÕßÇÌ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ
ÑÙÇÐÍË ÑÕ ÕÑÚÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÇÆËÐËÙÞ ÒâÕÑÅÑ
ÒÑÔÎÇ ÊÂÒâÕÑÌ ÊÐÂÍÂ, ÑÆÐÂÍÑ àÕÑ ÐÇÎßÊâ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß
ÐÂÄÇÓÐâÍÂ, ÐÇ ËÏÇâ ÑÙÇÐÑÍ ÔÄÇÓØÖ.

4. ±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË
ÑÙÇÐÑÍ ÔÄÇÓØÖ ÆÎâ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ

±ÓË ÒÑÎÖÚÇÐËË ÑÙÇÐÑÍ ÔÄÇÓØÖ ÆÎâ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ
ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ Ä ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂØ Q�j� Ë QV�j� ÔÎÇÆÖÇÕ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÞÇ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ j,
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ ÖÔÎÑÄËá ÐÇÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÆÎâ ÕÑÍÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ©ÇÏÎË (10). ¬ ÕÂÍËÏ ÒÑÎâÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ
ÕÑÍÂ ÑÕÐÑÔâÕÔâ

j�r� � ÿ 1

r
H
XN
k� 1

qkGn�r; rk� ; �23�

ÅÆÇ rk ìÓÂÆËÖÔÞ-ÄÇÍÕÑÓÞ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ qk, ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐÐÞØ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÊÂÊÇÏÎâáÜÇÅÑ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ; Gn�r;R�ì
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÂâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (20) ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÊÂÆÂÚË
¯ÇÌÏÂÐÂ ÆÎâ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ z < h. ±Ñ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐ-
ÐÞÏ ÒÑÍÂ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÊÂÓâÆÑÄ qk Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÃÖÆÇÕ
ÒÓÑÄÇÆÇÐÂ ÏÂÍÔËÏËÊÂÙËâ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ

QV�j� � U 2

R0

ÿ
2e � q 0 ÿ q 0 � Ĉ � q 0� ;

�24�
Q�j� � U 2

R0

ÿ
2e � q 0 ÿ q 0 � D̂ � q 0� :

©ÆÇÔß

e � �1; 1; . . . ; 1� ; q 0 � R0

e0rU
�q1; q2; . . . ; qN� ;

Ci j � ÿ r
R0

e 20

�
S

Gn�r; ri�n � HGn�r; rj� dS ;

Di j � re0
R0

�
Gn�ri; rj� ÿ G�ri; rj�

�
;

S ì ÒÎÑÜÂÆß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ, n ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ
ÄÇÍÕÑÓ ÐÑÓÏÂÎË Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ Ä ÕÑÚÍÇ r,
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÌ ÐÂÓÖÉÖ, G�r;R� ì ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ ÊÂÆÂÚË
¥ËÓËØÎÇ ÆÎâ ÑÃÎÂÔÕË, ÊÂÐËÏÂÇÏÑÌ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÏ.

¬ÑÅÆÂ ÊÂÊÇÏÎâáÜËÏ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÏ ÔÎÖÉËÕ ÛÂÓ,
G�r;R� ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (18). ³ËÏÏÇÕÓËâ ÊÂÆÂÚË
ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÊÂÓâÆÞ qi ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÂÔÒÑÎÂÅÂÕß ÐÂ ÑÔË
z; ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ zi �jzij < a�. ³ÑÅÎÂÔÐÑ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâÏ

Ci j � 1

2

1

1ÿ aiaj
ÿ 1

2

1

1ÿ bi bj
� 1

4

�
1��������
aiaj
p ln

1� ��������
aiaj
p

1ÿ ��������
aiaj
p �

�
����
bi
aj

s
ln

1� ��������
ajbi

p
1ÿ ��������

ajbi
p �

����
bj
ai

s
ln

1� ��������
aibj

p
1ÿ ��������

aibj
p �

�
���������
bi bj

q
ln

1� ���������
bi bj

p
1ÿ ���������

bi bj
p �

;

ai � zi
a
; bi �

a

2hÿ zi
;

Di j � a 2

a 2 ÿ zizj
� a

2hÿ zi ÿ zj
:

®ÂÍÔËÏËÊÂÙËâ QV�j� Ë Q�j� ÒÑ q 0 ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖá-
ÜËÏ ÑÙÇÐÍÂÏ ÆÎâ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ:

R < R0

ÿ
e � Ĉÿ1 � e�ÿ1 ; R < R0

ÿ
e � D̂ÿ1 � e�ÿ1 : �25�

°ÃÑÊÐÂÚËÏ àÕË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞÇ ÒÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËáN ÑÙÇÐÍË
R
�s�
N Ë ~R

�s�
N . °ÐË âÄÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË zi, ÒÑ ÊÐÂÚÇÐËâÏ

ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÒÓÑÄÑÆËÕß ÑÒÕËÏËÊÂÙËá,
ÑÆÐÂÍÑ ËÊ-ÊÂ ÅÓÑÏÑÊÆÍÑÔÕË ÕÂÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÒÓËÏÇÏ

z1 � 0 ; zk�1 � a 2

2hÿ zk
; �26�

ÔÎÇÆÖâ ÏÇÕÑÆÖ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂ-
ÕËÍÇ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË h � a ÐÂØÑÆËÏ

R
�s�
1

R0
� 4

3
� 1

8
ln 3 � 1;47065987 ; q 0 �

�
24

32� 3 ln 3

�
;

R
�s�
2

R0
� 1;44330464 ; q 0 � �0;93768642; ÿ0;24483200� ;

~R
�s�
1

R0
� 1;5 ; q 0 �

�
2

3

�
;

~R
�s�
2

R0
� 13

9
� 1;4�4� ; q 0 � 1

13
�12; ÿ3� ;

~R
�s�
3

R0
� 189

131
� 1;442748909 ; q 0 � 1

189
�186; ÿ75; 20� ;

~R
�s�
4

R0
� 642

445
� 1;44269629; q 0 � 1

642
�640; ÿ300; 140; ÿ35�:

5. ³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÙÇÐÑÍ, ÓÂÔÚÇÕ ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕË,
ÄÞÃÑÓ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÓÏÖÎ

±ÇÓÇÆ ÆÓÖÅËÏË ÏÇÕÑÆÂÏË àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ
ÏÇÕÑÆ ËÏÇÇÕ ÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÑ, ÚÕÑ Ä ÇÅÑ
ÓÂÏÍÂØ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÂÌÆÇÐÂ ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß, ÐÇËÊÃÇÉÐÂâ Ä
ÎáÃÞØ ÓÂÔÚÇÕÂØ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÑÄÑÆËÕß ÄÞÚËÔÎÇÐËâ Ô ÍÑÐÕÓÑÎËÓÖÇÏÑÌ
ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕßá. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÔÓÂÄÐËÄÂâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
~R
�s�
4 Ë R

�i�
3 , ÐÂØÑÆËÏ

D � 1;25� 10ÿ6 ; d � 7;9� 10ÿ4 :

°ÕÔáÆÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ÍÑÏÃËÐÂÙËÇÌ ÒÓÑÃÐÞØ ÒÑÎÇÌ (17) Ë (23), ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓË N � 3 Ë N � 4, ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÔÑ ÔÓÇÆÐÇÌ
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕßá 0,079%.

³ ÒÑÏÑÜßáÏÇÕÑÆÂ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÑÄÑÆËÕß ÕÑÎßÍÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÆÎâ ÆÑÔÕËÉÇÐËâ ÕÓÇÃÖÇ-
ÏÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕË ÄÞÚËÔÎÇÐËâ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÐÖÉÐÑ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑ
ÑÒÓÇÆÇÎâÕß ÑÙÇÐÍË ÔÄÇÓØÖ Ë ÔÐËÊÖ, ÔÓÂÄÐËÄÂâ ËØ. ¯ÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÇÔÎË ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÐÂÌÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ÄÑÍÓÖÅ ÊÂÊÇÏÎâáÜÇÅÑ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ ÒÓË h � 2a ÔÑ
ÔÓÇÆÐÇÌ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÑÛËÃÍÑÌ, ÏÇÐßÛÇ 1%, ÕÑ ÄÞ-
ÚËÔÎââ
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ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÂâ ÕÑÚÐÑÔÕß ÂÒÒÓÑÍÔËÏÂÙËË ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎâÏË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÒÇÓÄÑÌ ÑÙÇÐÍÇ
ÔÐËÊÖ Ë ÄÕÑÓÑÌ ÑÙÇÐÍÇ ÔÄÇÓØÖ. ±ÓË àÕÑÏ ÑÙÇÐÍË ÃÑÎÇÇ
ÄÞÔÑÍËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ËÊÎËÛÐËÏË.

£ÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÑÙÇÐÑÍ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ
ÔÑÃÑÌ ÊÆÇÔß ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞØ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ
×ÑÓÏÖÎ ÆÎâ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ. ±ÓËÄÇÆÇÏ ÐÇÍÑ-
ÕÑÓÞÇ ËÊ ÐËØ:
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2H� 1

2Hÿ 1
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~R
�s�
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R0
� H�16H 4 � 8H 3 ÿ 12H 2 ÿ 2H� 3�

�4H 2 ÿ 1��4H 3 ÿ 2H� 1� ;

R
�i�
0

R0
� 4H

4Hÿ 1
;

~R
�i�
1

R0
� 2H�4H 2 � 2Hÿ 1�

8H 3 ÿ 2H� 1
;

R
�i�
1

R0
� 4H�4H 2 ÿ 3��4H 2 ÿ 1�2
�4Hÿ1��4H 2ÿ 3��4H 2ÿ1�2ÿ 2�2H 2ÿ1��4H 2ÿ 2Hÿ1�2 :

©ÆÇÔß H � h=a. ±ÑÅÓÇÛÐÑÔÕß ÓÂÔÚÇÕÂ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ
ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ

R � 1

2

ÿ
R
�i�
1 � ~R

�s�
2

� �27�

ÐÇ ÃÖÆÇÕ ÒÓÇÄÞÛÂÕß D � 0;0015. £ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË
ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕß ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÐßÛÇ, ÍÂÍ àÕÑ
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÔÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (27) Ô ÑÙÇÐÍÂÏË ÃÑÎÇÇ
ÄÞÔÑÍËØ ÒÑÓâÆÍÑÄ, Ë ÐÇ ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ 0,033% ÄÑ ÄÔÇÌ
ÑÃÎÂÔÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ H5 1. ³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (27) ÏÑÉÐÑ
ÓÇÍÑÏÇÐÆÑÄÂÕß ÆÎâ ÓÂÔÚÇÕÂ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ,
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÏÑÅÑ ÛÂÓÑÏ.

6. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÌ ÒÓËÏÇÓ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ âÔÐÑ ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ Í ÊÂÆÂÚÂÏ ÓÂÔÚÇÕÂ
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ Ë ËØ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍ.

°ÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÞ
ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÐ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÔÛËÓâÇÕ ÍÓÖÅ ÒÑÐâÕËÌ,
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞØ Ä àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ. ±ÓâÏÑÌ Ë ÆÖÂÎßÐÞÌ

ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÒÓËÐÙËÒÞ, àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ,
ÍÎÂÔÔÞ ÆÑÒÖÔÕËÏÞØ Í ÔÓÂÄÐÇÐËá ÒÑÎÇÌ, ÑÙÇÐÍË ÔÄÇÓØÖ Ë
ÔÐËÊÖ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ì àÕÑ ÕÇ ÐÑÄÞÇ ÒÑÐâ-
ÕËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÅÑ
ÒÑÆØÑÆÂ Í àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍÇ.

£ ÑÕÐÑÛÇÐËË ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÆ-
ØÑÆ ÄÇÆÇÕ ÔÇÃâ ÆÄÑâÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ. ³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÑÐ
ÑÒËÓÂÇÕÔâ ÐÂ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÏÇÕÑÆÞ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ËØ ÍÂÍ
ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞÇ. £ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÏ ÄÞÛÇ ÒÓËÏÇÓÇ
ÕÂÍËÏ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞÏ ÏÇÕÑÆÑÏ ÔÎÖÉËÕ ÏÇÕÑÆ àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍËØ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ
ÏÑÆË×ËÍÂÙËË ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÏÑÅÖÕ ÒÓËÑÃÓÇÔÕË
ÐÑÄÞÇ ÚÇÓÕÞ. ´ÂÍ, Ä ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËË ÊÂÊÇÏÎÇÐËâ
ÊÂÓâÆÞ qi ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÓÂÔÒÑÎÂÅÂÕß Ä ÕÑÚÍÂØ, ÐÇ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÒÑÎÑÉÇÐËâÏ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ. ´ÂÍÑÇ ÑÃ-
ÑÃÜÇÐËÇ ÏÇÕÑÆÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÌ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÃÞ ÐÂÊÄÂÕß ÏÇÕÑÆÑÏ ÂÒÒÓÑÍÔË-
ÏÂÙËË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÎâÏË ÕÑÚÇÚÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ.

¥ÖÏÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ Ä ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÂØ ÒÑ àÎÇÍÕ-
ÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÒÑâÄâÕÔâ ÓÂÊÆÇÎÞ, ÒÑÔÄâÜÇÐÐÞÇ ÄÂÓËÂÙËÑÐ-
ÐÞÏ ÏÇÕÑÆÂÏ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË Ë ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÍË.

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ¬ÓÂÔÐÑâÓÔÍÑÅÑ
ÍÓÂÇÄÑÅÑ ×ÑÐÆÂ ÐÂÖÍË.

³ÒËÔÑÍ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ
1. ¢ÂÕÞÅËÐ £ £, ´ÑÒÕÞÅËÐª¯³ÃÑÓÐËÍ ÊÂÆÂÚ ÒÑ àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ

(®.: ¯ÂÖÍÂ, 1970)
2. ³ËÄÖØËÐ ¥ £ °ÃÜËÌ ÍÖÓÔ ×ËÊËÍË ´. 3 ¿ÎÇÍÕÓËÚÇÔÕÄÑ (®.:

¯ÂÖÍÂ, 1977)
3. ®ÂÕÄÇÇÄ ¡¯¿ÎÇÍÕÓËÚÇÔÕÄÑ Ë ÏÂÅÐÇÕËÊÏ (®.: £ÞÔÛÂâ ÛÍÑÎÂ,

1983)
4. ®ÂÍÔÄÇÎÎ ¥ ¬ ´ÓÂÍÕÂÕ ÑÃ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÕÄÇ Ë ÏÂÅÐÇÕËÊÏÇ ´. 1

(®.: ¯ÂÖÍÂ, 1989) ¤Î. 4, 6
5. ²àÎÇÌ ¥ £ ´ÇÑÓËâ ÊÄÖÍÂ ´. 2 (®.: ¤ª´´, 1955)
6. ±ÑÎËÂ ¤, ³ÇÅÇ ¤ ªÊÑÒÇÓËÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ Ä ÏÂÕÇÏÂ-

ÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍÇ (®.: ¶ËÊÏÂÕÅËÊ, 1962)
7. ¬ÂÊÂÐÙÇÄ £ ±ªÊÄ. ÄÖÊÑÄ. ³ÇÓ. ¶ËÊ. (8) 96 (1984)
8. ¬ÂÊÂÐÙÇÄ £ ±ªÊÄ. ÄÖÊÑÄ. ³ÇÓ. ¶ËÊ. (7) 70 (1987)
9. ¬ÂÊÂÐÙÇÄ £ ± ¥ÑÍÎ. ²¡¯ 361 469 (1998)
10. ¬ÂÊÂÐÙÇÄ £ ± ´®¶ 119 441 (1999)
11. ¬ÂÊÂÐÙÇÄ £ ± ¥ÑÍÎ. ²¡¯ 369 617 (1999)
12. ¬ÂÊÂÐÙÇÄ £ ±ªÊÄ. ÄÖÊÑÄ. ³ÇÓ. ¶ËÊ. (10) 66 (1999)
13. ¬ÂÊÂÐÙÇÄ £ ±ªÊÄ. ÄÖÊÑÄ. ³ÇÓ. ¶ËÊ. (10) 53 (2000)
14. ¬ÂÊÂÐÙÇÄ £ ± ¥ÑÍÎ. ²¡¯ 373 29 (2000)
15. ¬áÓÍÚÂÐ ¡ ¤, ³ÕÇÓÐËÐ ¢À,ºÂÕÂÎÑÄ £ ¦µ¶¯ 166 1285 (1996)

An example illustrating the variational approach to problems in electrostatics
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