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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

±ÑÆ ÄËØÓÇÄÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÆÄËÉÇÐËâ ÑÃÞÚÐÑ ÒÑÆÓÂÊÖ-
ÏÇÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ: ÎËÃÑ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¿ÌÎÇÓÂ ÆÎâ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË
[1], ÎËÃÑ ÇÅÑ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÑÇ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ Ä ×ÑÓÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÂÏÃÂ [2]. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÐßáÕÑÐÑÄÑÌ ×ÑÓÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÄËÉÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÔÑÄÇÓ-
ÛÇÐÐÑ ËÐÑÏÖ ÕËÒÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, Â ËÏÇÐÐÑ Í ÍÑÐÕËÐÖÂÎß-
ÐÑÏÖ ÍÎÂÔÔÖ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ×ËÊËÍË, Ë ÔÕÑâÕ Ä àÕÑÏ ÑÕÐÑÛÇÐËË
ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÎËÉÇ Í ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ, ÐÇÉÇÎË Í ÕÇÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ
ÕÑÚÇÚÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÑÐË ÖÔÒÇÛÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÎËÔß Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÞØ ÔËÔÕÇÏ
ÔÐÂÚÂÎÂ ª.³. ¡ÓÉÂÐÞØ [1], Â ÊÂÕÇÏ £.£. ¬ÑÊÎÑÄÞÏ, Ä
ÍÐËÅÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ [2] ËÆÇË ª.³. ¡ÓÉÂÐÞØ ÒÑÎÖÚËÎË ÆÂÎß-

ÐÇÌÛÖá ÃÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÖá ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÖá ÓÂÊÓÂÃÑÕÍÖ Ë
ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÂ, ÑÕÐÑÔâÜÂâÔâ Í àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË.

¯ÖÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÛËÓÑÍÑÇ ÒÓËÏÇ-
ÐÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË, ÅÎÂÄÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ ÑÃÑËØ
ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ ÂÄÕÑÓÑÄ ÃÞÎÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ, Ä ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÑÃÂÄÎâÎËÔß, ÑÆÐÂÍÑ,
"ÄËØÓÇÄÞÇ ÚÎÇÐÞ" [1]. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÇÕÑÆÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎÖ-
ÚËÎË ÓÂÊÄËÕËÇ Ä [1, 2], ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Í ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏ "ÄËØÓÇÄÞÏ ÏÇÕÑÆÂÏ" ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, Ë
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ ËØ ÏÞ ÍÂÔÂÕßÔâ ÐÇ ÃÖÆÇÏ. ¯Ñ ËÆÇÌÐÑ ÐÂÛÂ
ÓÂÃÑÕÂ, ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ ÄËÆÐÑ ÚÖÕß ÒÑÊÉÇ, ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÂ
ÔÄÑËÏË ÍÑÓÐâÏË Ô àÕÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÂÕËÍÑÌ Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ô
ÅËÒÑÕÇÊÑÌ Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÒÑÎâ àÐÇÓ-
ÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ, ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÑÌ ª.³. ¡ÓÉÂÐÞØ Ä [1] ÐÂ
ÑÔÐÑÄÂÐËË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÂÐÂÎÑÅËË ÏÇÉÆÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¿ÌÎÇÓÂ.

¯ÖÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ, ÓÇÛÂâ ÊÂÆÂÚË ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ
ÆËÐÂÏËÍË, ª.³. ¡ÓÉÂÐÞØ Ë ÒÓÑÄÑÆËÕ àÕÖ ÂÐÂÎÑÅËá Ä [1,
3], ËÏÇâ Ä ÄËÆÖ ÆËÔÍÓÇÕÐÖá×ÑÓÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ¿ÌÎÇÓÂ, Ä ÕÑ
ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÑÃÝÇÍÕ ÔÓÂÄÐÇÐËâ (ÏÂÍÔÄÇÎÎÑÄÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ)
ÑÔÕÂÇÕÔâ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÞÏ. ¯Â ÒÓÑÃÎÇÏÂØ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ
ÆËÐÂÏËÍË àÕÂ ÐÇÕÑÚÐÑÔÕß ÐËÍÂÍ ÐÇ ÑÕÓÂÉÂÇÕÔâ, ÐÑ ÆÎâ
ÆÑÔÕËÉÇÐËâ ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍËØ ÙÇÎÇÌ ÇÇ ÐÖÉÐÑ ÖÔÕÓÂÐËÕß.
±ÑÒÞÕÍÂ ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÌ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÏË
ÏÇÕÑÆÂÏË, ÍÓÑÏÇ ÄÔÇÅÑ ÒÓÑÚÇÅÑ, ÒÑÏÑÉÇÕ ÒÑÐâÕß, ÍÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÇ ÒÑ ÔÄÑÇÌ ÒÓËÓÑÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
¿ÌÎÇÓÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÒÓËÄÇÆÇÐÑ Í ÇÅÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËá Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ. ªÔØÑÆâ ËÊ àÕÑÅÑ,
ÏÞ ÒÓÇÆÎÑÉËÏ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÖá ÓÇÆÂÍÙËá ÒÑÕÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÅÑ ÒÑ ÔÄÑÇÌ ÒÓËÓÑÆÇ ÏÇÕÑÆÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÄËØÓÇ-
ÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÓÇÛÇÐËá
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÑÒËÔÂÐËâ ÆÄËÉÇÐËÌ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ
ÑÃÝÇÍÕÂ ÄÑ ÄÐÇÛÐÇÏ ÒÑÎÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÕËÒÂ (ÍÑÐÔÇÓ-
ÄÂÕËÄÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ). ¯ÖÉÐÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ×ÑÓÏÖÎË-
ÓÖÇÏÞÌ Ä ÔÕÂÕßÇ ÏÇÕÑÆ Ä ÔËÎÖ ÇÅÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÔÒÇÙË×ËÍË
ÑÕÐáÆß ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜËÏ, ÐÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÐÂ ÄÞÆÇÎÇÐËÇ
ËÊ ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÕÂÍÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ ÆÄËÉÇÐËÌ, ÒÓÑÙÇÔÔ
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ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÞÏË
ÐÇÄËØÓÇÄÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÒÓâ-
ÏÑÏÖ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËá ÄËØÓÇÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÑÜÇ. ¬ àÕÑÏÖ ÄÞÆÇÎÇÐÐÑÏÖ Ë
ÚÂÔÕÐÑÏÖ ÍÎÂÔÔÖ ÆÄËÉÇÐËÌ ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÕÂÍËÇ, ÑÕÞÔÍÂÕß
ÍÑÕÑÓÞÇ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÐÇÄËØÓÇÄÞÇ ×ÑÓÏÞ ÏÇØÂÐËÍË, ÒÑ
ÏÇÐßÛÇÌ ÏÇÓÇ ÑÚÇÐß ÔÎÑÉÐÑ (ØÑÕâ ÃÞ Ä ÔËÎÖ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ Ô
ÒÑÊËÙËÌ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÑÐË, ÍÂÍ, ÄÒÓÑÚÇÏ, Ë
ØÂÓÂÍÕÇÓ ÒÑÆÆÇÓÉËÄÂáÜËØ ËØ ÔËÎ "ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÑÅÑ
ÕËÒÂ", ÑÔÕÂáÕÔâ ÅÎÖÃÑÍÑ ÊÂÄÖÂÎËÓÑÄÂÐÐÞÏË Ë ÐÇ ÔÕÑÎß
ÑÚÇÄËÆÐÞÏË).

¥ÂÎÇÇ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÞ ÑÕÚÂÔÕË ÍÑÔÐÇÏÔâ ÕÂÍÉÇ Ë
ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÌ ÔÕÂÆËË ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÕÑ àÕÑ ÒÑÏÑÉÇÕ ÄÞâ-
ÄËÕß Ë ÑÕÎËÚËÕÇÎßÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÐÂÛÇÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÕÇÏ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÖÔÒÇÛÐÑ ÒÓÂÍÕËÍÖÇÕÔâ Ä
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÆÎâ "ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ" [4].

¬ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ ÐÂÛÇÌ ÓÂÃÑÕÞ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÑÕÐÇÔÕË ÕÂÍÉÇ ÄÞÄÑÆ ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ ¤áÌÅÇÐÔÂ
ÆÎâ "ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÑÅÑ" ÖÔÍÑÓÇÐËâ ËÊ ÄËØÓÇÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÄËÉÇÐËâ Ë ÒÑÎÖÚÇÐËÇ ÑÕÔáÆÂ ÓâÆÂ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÕÇÑÓÇÏ
ÆËÐÂÏËÍË ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË. ±ÓË àÕÑÏ ÑÔÐÑÄÐÑÇ
ÄÐËÏÂÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÔÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐÑ ÐÂ ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑ ÄÞâÄËÕß, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß Ë ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß ÔÓÂÄÐÇ-
ÐËâÏË ÕÇ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍËÇ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓâÏÑ
ÄÞÕÇÍÂáÕ ËÊ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË
ÏÇÕÑÆÂ.

2. ¿ÄÓËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÅËÒÑÕÇÊÞ
Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ

¯ÂÚÐÇÏ Ô ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÄÞÒËÛÇÏ Ë ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏÖá Ä [1] ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ ÆËÐÂÏËÍË
"ÄËØÓÇÄÖá", ËÎË, ÒÑ-ÆÓÖÅÑÏÖ, ÑÃÑÃÜÇÐÐÖá àÌÎÇÓÑÄÖ
×ÑÓÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ:

qp
qt
� gradKÿ �V� rot p� � ÿm gradj ; �1�

ÅÆÇ p Ë Kì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÄÇÍÕÑÓ ËÏÒÖÎßÔÂ Ë ÍËÐÇÕËÚÇ-
ÔÍÂâ àÐÇÓÅËâ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË Ô ÏÂÔÔÑÌ m, ÆÄËÉÖ-
ÜÇÌÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá V ÒÑ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÒÑÎâ ÄÐÇÛ-
ÐËØ ÔËÎ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ j; tìÄÓÇÏâ ÒÑ ÚÂÔÂÏ
Ä ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÇÕÂ.

±ÇÓÇÐÑÔ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÄÐÇÐËâ (1) Ä ÎÇÄÖá ÑÃÓÂÊÖÇÕ
ÆÓÖÅÖá ×ÑÓÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ:

qp
qt
� gradHÿ �V� rot p� � 0 ; �2�

ÅÆÇHì ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÑÒÖÔÍÂâ ÆÇÕÂÎË, ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÖá ÂÓÅÖ-

ÏÇÐÕÂÙËá, ÐÂÄÑÆâÜÖá ÐÂ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÖá ª.³. ¡ÓÉÂÐÞØ
Ä [1] ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÕÇÑÓËÇÌ ÒÑÎâ ÅËÒÑÕÇÊÖ Ñ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂ-
ÐËË ÒÑÎâ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ 1.

±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÇ ÒÓÑÄÇÆÇÐËÇ àÕÑÌ ÂÐÂÎÑÅËË, ÍÂÍ ÖÉÇ
ÅÑÄÑÓËÎÑÔß, ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÐÖÉÆÂÇÕÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (1) ÍÂÍ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÇ. ¿ÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÊÂÏÇÐÖ ÄÔÇØ ÄØÑÆâÜËØ Ä ÕÇÑÓËá ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕË-

ÚÇÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ �p;K;m� ÐÂ ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ËÏ ÑÃÝÇÏÐÞÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÚÇÅÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÄÇÊÆÇ m ÐÂ m,
ÅÆÇ mì×ÖÐÍÙËâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏÑÃÓÂÊÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ
Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË ÑÃÝÇÏÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÏÂÔÔÞ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÔÖÃÔÕÂÐÙËË (ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÉËÆÍÑÔÕË), ÍËÐÇ-
ÏÂÕËÍÖ "ÕÇÚÇÐËâ" ÍÑÕÑÓÑÌ Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÎÇÄÂâ ÚÂÔÕß
ÔÖÃÔÕÂÐÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ ÕÇÒÇÓß ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÆÇÌÔÕÄËÌ,
ÍÑÕÑÓÂâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß ¤.®ËÐÍÑÄÔÍËÏ [6] Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕ-
ÔÍÑÏ ÄÞÄÑÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ.

ªÔØÑÆÐÞÏ ÒÑÐâÕËÇÏ Ä àÕÑÌ ÔØÇÏÇ âÄÎâÇÕÔâ, ÍÂÍ
ËÊÄÇÔÕÐÑ, 4-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÒÑÆÑÃÐÞÇ ÍÑÏ-
ÒÑÐÇÐÕÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕÔâ 3-ÄÇÍÕÑÓÑÏ A (ÄÇÍ-
ÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ), Â ÄÓÇÏÇÐË-
ÒÑÆÑÃÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ì ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ c (àÎÇÍÕ-
ÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ) 2.

£ÐÇÛÐËÏ ÒÇÓÇÏÐÑÉÇÐËÇÏ àÕÑÅÑ 4-ÄÇÍÕÑÓÂ Ô ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ 4-ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ, Õ.Ç. ÄÑÊÆÇÌÔÕ-
ÄËÇÏ ÐÂ ÐÇÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ 4-ÓÑÕÑÓÂ [6], ÒÓÑÆÖÙËÓÖÇÕÔâ
ÍÑÔÑÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

£ÂÉÐÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ ÑÓÕÞ Ë ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎÞ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÆÎâ ÅÓÖÒÒÞ ÑÓÇÐÙÂ ÑÆËÐÂÍÑÄÑ:
ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ. £ÔÎÇÆÔÕÄËÇ àÕÑÅÑ ÍÑÐÇÚÐÞÇ
ÒÓÑÆÖÍÕÞ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ ¤. ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ (ÄÐÇÛÐÇÇ ÒÇÓÇ-
ÏÐÑÉÇÐËÇ ÑÓÕÑÄ) Ë ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ ÄÐÇÛÐËØ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞØ ×ÑÓÏ ±ÖÂÐÍÂÓÇ ë¬ÂÓÕÂÐÂ (ÄÐÇÛÐÇÇ ÒÇÓÇÏÐÑ-
ÉÇÐËÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎÑÄ), ÇÔÎË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐËÕß ÇÅÑ ÐÂ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ®ËÐÍÑÄÔÍÑÅÑ, ÒÓË ÒÓÂÄËÎßÐÑ ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ
Ë ËÆÇÐÕËÚÐÑÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÑÒÇÓÂÙËÌ ÆÑÎÉÐÞ,
ÍÑÐÇÚÐÑ, ÔÑÄÒÂÆÂÕß.

¥ÂÎÇÇ, Ô ÖÚÇÕÑÏ ×ÑÓÏÖÎ, ÔÄâÊÞÄÂáÜËØ ÄÇÍÕÑÓÞ ÒÑÎâ
Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏË:

e � ÿgradcÿ 1

c

qA
qt

;

h � rotA ;

ÒÇÓÄÂâ ÅÓÖÒÒÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ

1

c

qe
qt
ÿ rot h � 0 ; �3�

div e � 0 �4�

ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÒÓËÓÂÄÐËÄÂÐËÇÏ Í ÐÖÎá 4-ÄÇÍÕÑÓÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÒÇÓÇÏÐÑÉÇÐËâ ÕÇÐ-
ÊÑÓÂ ÒÑÎâ Ô 4-ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ.

²ÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÖá ×ÑÓÏÖ ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1)
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÍÂÍ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÑÒÑÆÑÃÐÖá ÚÂÔÕß ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ 4-ÄÇÍÕÑÓÂ. ¯Ñ ÆÎâ
àÕÑÅÑ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÔØÑÆÐÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ ÐÖÉÐÑ
ÄÊâÕß ÔÐÂÚÂÎÂ 4-ÄÇÍÕÑÓ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ Ô ÍÑÏÒÑÐÇÐ-
ÕÂÏË �ÿp ;0 K 0=c�, ÅÆÇ p 0 Ë K 0 ì ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ ÆÎâ 3-ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕË
àÐÇÓÅËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, c ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ. ¬ÑÔÑÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ "ÒÑÎâ" ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ë ÊÆÇÔß ÕÂÍÉÇ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÇÌÔÕÄËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
4-ÓÑÕÑÓÂ ÐÂ ËÔØÑÆÐÞÌ 4-ÄÇÍÕÑÓ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ.
¥ÂÎÇÇ, ÒÑÆÑÃÐÑ ÕÑÏÖ, ÍÂÍ àÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÕÇÑÓËË
ÒÑÎâ, ÐÑ ÒÓËÐËÏÂâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÐÖá ÓÂÔÔÕÂÐÑÄÍÖ ÊÐÂÍÑÄ,
ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÄÇÍÕÑÓÞ àÕÑÅÑ "ÒÑÎâ" ÚÇÓÇÊ "ÒÑÕÇÐ-

1 ¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ×ÑÓÏÞ ÎÇÄÑÌ (ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ) ÚÂÔÕË
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1), ÕÑ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÑÐÂ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [1, 3],
ÄÞÄÑÆ ÇÇ ÕÂÏ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÑÔÐÑÄÂÐÐÖá ÐÂ ÄÐÇÛÐËØ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ×ÑÓÏÂØ ±ÖÂÐÍÂÓÇ ë¬ÂÓÕÂÐÂ [5] ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÖá
ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÄÞÄÑÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ ª.³. ¡ÓÉÂÐÞØ ÒÓËÄÑÆËÕ.

2 ªÔÒÑÎßÊÖÇÏÂâ ÊÆÇÔß ÔËÅÐÂÕÖÓÂ ÏÇÕÓËÍË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË
�� � �ÿ� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓËÐâÕÑÌ Ä ÍÐËÅÇ £. ±ÂÖÎË [6].
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ÙËÂÎÞ":

e 0 � grad
K 0

c
� 1

c

qp 0

qt
; �5�

h 0 � rot p 0 :

°ÆÐÂÍÑ ÒÑÐËÉÇÐËÇ ÓÂÐÅÂ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ ÐÂ
ÇÆËÐËÙÖ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓÑÄÑÆËÕß ÊÆÇÔß (ËÊ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËÌ ÓÂÊ-
ÏÇÓÐÑÔÕË) ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÒÇÓÇÏÐÑÉÇÐËâ Ô ÐËÏ
ÐÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ, ÍÂÍ Ä ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ, Â 4-ÄÇÍÕÑÓÂ
ÔÍÑÓÑÔÕË (ÃÇÓÖÕÔâ ÇÅÑ ÍÑÐÕÓÂÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ).
±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÐÑÄÞÌ 4-ÄÇÍÕÑÓ Ô ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË

1��������������
1ÿ b 2

q �
ce 0 ÿ �V� h 0�;ÿVe 0	 ; �6�

ÅÆÇ b � jVj=c, Vì ÑÃÞÚÐÞÌ 3-ÄÇÍÕÑÓ ÔÍÑÓÑÔÕË.
³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÖá ×ÑÓÏÖ ÔÑÃ-

ÔÕÄÇÐÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ×ÖÐÍÙËâ m ÄÞÐÇ-
ÔÇÐÂ ÊÂ ÊÐÂÍË ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ, ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÇÔÎË Ä
ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÒÓÑÄÇÆÇÐËâ ÑÒÇÓÂÙËÌ
ÒÑÏÇÐâÕß ÏÇÔÕÂÏË 4-ÄÇÍÕÑÓÞ ËÏÒÖÎßÔÂ Ë ÔÍÑÓÑÔÕË.

¨ÇÎÂâ ÒÇÓÇÌÕË ÆÂÎÇÇ Í ÑÒËÔÂÐËá ÍËÐÇÏÂÕËÍË ÕÑÚÇÚ-
ÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ, ×ÖÐÍÙËá m Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (5) ÐÖÉÐÑ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ d-×ÖÐÍÙËË, ËÅÓÂáÜÇÌ ÓÑÎß ×ÖÐÍÙËË
ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË Ä 4-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË. ±ÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÄ ÊÂÕÇÏ 4-ÄÇÍÕÑÓ (6) ÒÑ
ÑÃÝÇÏÖ, ÒÑÎÖÚËÏ (Ô ÖÚÇÕÑÏ ÎÑÓÇÐÙÇÄÂ ÔÑÍÓÂÜÇÐËâ ÑÃÝÇ-
ÏÑÄ) ÐÑÄÞÌ 4-ÄÇÍÕÑÓ, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÒÑÆÑÃÐÂâ ÚÂÔÕß
ÍÑÕÑÓÑÅÑ, ÍÂÍ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÑÃÐÂÓÖÉËÕß 3, ËÏÇâ Ä ÄËÆÖ
×ÑÓÏÖÎÞ (5) Ë (6), ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕ ÎÇÄÖá ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(1) Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÏ ÑÃÑÃÜÇÐËË, Â ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÂâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ×ÑÓÏÖ ÔÍÂÎâÓÂ

ÿV

c
e 00 ;

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ

e 00 � qp
qt
� gradK ;

ÅÆÇ p Ë K ì ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ËÏÒÖÎßÔÂ Ë
àÐÇÓÅËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

£ ÑÕÐÑÛÇÐËË ÄÓÇÏÇÐËÒÑÆÑÃÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ 4-ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÑÐÂ âÄÎâÇÕÔâ "ÍËÐÇÕËÚÇÔÍËÏ
ÂÐÂÎÑÅÑÏ" ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4). °ÆÐÂÍÑ ×ËÊËÚÇÔ-
ÍËÌ ÔÏÞÔÎ àÕÑÌ ÂÐÂÎÑÅËË ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐ Ä
ÓÂÏÍÂØ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÏÞ
ÕÑÎßÍÑ Ë ÃÖÆÇÏ ÑÔÕÂÄÂÕßÔâ ÄÇÊÆÇ ÐËÉÇ.

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÓÂÊÎËÚËÇ ÆÄÖØ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÔØÇÏ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ Ä ÔÒÑÔÑÃÇ ÒÑÐËÉÇÐËâ ÓÂÐÅÂ ÕÇÐÊÑÓÂ
ËÏÇÇÕ ÒÑÔÎÇÆÔÕÄËâ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ, âÄÎâ-
âÔß ÅÎÂÄÐÑÌ ÒÓËÚËÐÑÌ ÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔ-

ÄÇÎÎÂ, Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË "ÄËØÓÇÄÑÌ
ÕÇÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ" ì Ô ÆÓÖÅÑÌ.

©ÂÕÇÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÐÇÍÑÕÑÓÖá
ÓÂÊÐËÙÖ Ä ËÔØÑÆÐÞØ ÄÇÎËÚËÐÂØ, ÍÑÕÑÓÂâ ÕÂÍÉÇ ÐÑÔËÕ
×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ.

£ ÕÇÑÓËË ÒÑÎâ A Ë c ì ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ, ÐÑ ÄÔÒÑÏÑÅÂ-
ÕÇÎßÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ. ¯ÂÒÓÑÕËÄ, Ä "ÄËØÓÇÄÑÌ ÕÇÑÓËË ÆÄËÉÇ-
ÐËâ" ÄÇÎËÚËÐÞ p 0 Ë K 0=c ÑÃÎÂÆÂáÕ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÞÏ
×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÔÏÞÔÎÑÏ, ÐÑ ÑÃÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë
ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏË.

£ÔÇ àÕÑ ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÑÄÑÆËÕß ÔÎËÛÍÑÏ ÃÑÎßÛËØ
ÔÃÎËÉÇÐËÌ Ä ÑÕÐÑÛÇÐËË ÒÑÐâÕËÌ, ×ËÅÖÓËÓÖáÜËØ Ä ÑÃÇ-
ËØ ÕÇÑÓËâØ, Ë ÐÖÉÐÑ ÒÑàÕÑÏÖ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ "ÒÑÎÇ"
àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÅËÒÑÕÇÊÇ ª.³. ¡ÓÉÂÐÞØ ÇÔÕß ÄÑÑÃ-
ÓÂÉÂÇÏÑÇ ÒÑÎÇ, Õ.Ç. ÕÂÍÑÇ ÒÑÐâÕËÇ, ÍÑÕÑÓÞÏ ÏÑÉÐÑ
ÑÒÇÓËÓÑÄÂÕß ÎËÛß Ä àÄÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÙÇÎâØ.

¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâØ 4-ÄÇÍÕÑÓ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß
4-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÅÑÄÑÓËÕ Ñ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÐ ÐÇ ÐÖÉÆÂÇÕÔâ Ä
ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÚÇÓÇÊ ÆÓÖÅËÇ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÞÇ ÒÑÐâ-
ÕËâ, ÍÂÍ àÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÐÇÄËØÓÇÄÞØ ×ÑÓÏÂØ ÑÒËÔÂÐËâ
ÆÄËÉÇÐËÌ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ, ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ ÆÇÌÔÕÄËâ S
ÄÞÔÕÖÒÂÇÕ Ä ÓÑÎË ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ:

p � gradS ; �7�

H � ÿ qS
qt

: �8�

£ÑÑÃÜÇ, ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÓÑÃÎÇÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑ-
ÄÂÐËâ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ ×ÑÓÏÞ ÄËØÓÇÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ
Ë ÐÇÄËØÓÇÄÑÅÑ ÊÂÔÎÖÉËÄÂÇÕ ÑÔÑÃÑÅÑ ÄÐËÏÂÐËâ Ë ÄÇÆÇÕ Í
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÒÓÑÄÇÆÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑ
ÑÚÇÓÚÇÐÐÞØ ÅÓÂÐËÙ.

®Þ ÄËÆÇÎË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÚÕÑ Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ ÔØÇÏÇ
ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÚÂÔÕË ÄËØÓÇÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÄËÉÇÐËâ 3-ÄÇÍÕÑÓ ËÏÒÖÎßÔÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐ ËÅÓÂÇÕ ÕÂÏ
ÓÑÎß "ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ", ÇÔÕß ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÞÌ
ÄÇÍÕÑÓ. ³ àÕÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÒÓËÏÇÐâÇÏÂâ Ä ÅÂÏËÎßÕÑÐÑ-
ÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ ×ÑÓÏÖÎÂ (7) ÐÖÉÆÂÇÕÔâ Ä ÑÃÑÃÜÇÐËË, ÚÕÑ Ë
âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÏÇÕÑÏ ÄËØÓÇÄÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ
ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [1, 2]. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÇÔÎË
ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ÄËØÓÇÄÑÌ ×ÑÓÏÇ, ÔÕÑÎß ÑÚÇÄËÆÐÂâ ÔÑÎÇÐÑË-
ÆÂÎßÐÑÔÕß ÄÇÍÕÑÓÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ
ÔÂÏÖ ËÆÇá ÒÓËÄÎÇÚÇÐËâ ÔáÆÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ
ÇÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÍÑÏÒÓÑÏÇÕËÓÖÇÕ, ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ,
Ä ÄÞÔÛÇÌ ÔÕÇÒÇÐË. ¿ÕÑ ÄËÆÐÑ ËÊ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÂâ
ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ×ÑÓÏÖÎ (7) Ë (8) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) ÑÃÓÂÜÂÇÕ
ÇÅÑ Ä ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÕÑÅÑ, ËÏÇÇÕ ÎË ×ÖÐÍÙËâ S
ÍÂÍÑÇ-ÎËÃÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í ÓÇÂÎßÐÞÏ ÆÄËÉÇÐËâÏ.

®ÇÉÆÖ ÕÇÏ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÌ
ÏÇÕÑÆ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ëÁÍÑÃË ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ËÐÕÇÅÓËÓÑ-
ÄÂÐËá ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÇØÂÐËÍË âÄÎâÇÕÔâ
ÔÂÏÞÏ ÔËÎßÐÞÏ ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕÑÏ; ÐÑ Ë ÊÆÇÔß ÐÇ ÄÔÇ ÕÂÍ
ÅÎÂÆÍÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐ ÔËÎßÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÞÃÑÓÂ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÐËÚÇÏ ÐÇ ÓÇÅÖÎËÓÖÇÕÔâ [5].

±ÇÓÇØÑÆâ Í ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑÏÖ ÂÐÂÎËÊÖ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ
ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ
ÆÎâ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÞ ÄËØÓÇÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ (ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ) Ë ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ (ÆËÐÂÏËÍÂ ÕÑÚÇÚÐÞØ
ÑÃÝÇÍÕÑÄ), ÐÖÉÐÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÒÓËÐÙËÒËÂÎß-
ÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ.

£ ÔÎÖÚÂÇ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ "ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ" ÔÄâÊÂÐÑ Ô ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÑÌ ´ÑÏ-
ÔÑÐÂ [4] Ñ ÔÑØÓÂÐÇÐËË ÄÇÎËÚËÐÞ ÙËÓÍÖÎâÙËË ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑ

3 ¯Â ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ×ÖÐÍÙËË m Ä ÄÇÍÕÑÓÇ rot p 0

âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÚËÐÑÌ ÒÑâÄÎÇÐËâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎß-
ÐÞØ ÚÎÇÐÑÄ. ±ÓÑÙÇÔÔ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ ÑÃÝÇÏÖ (Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑÔÕË) ÖÐËÚÕÑÉÂÇÕ ËØ ÎËÛß Ä ÔÎÖÚÂÇ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑ-
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË m ÒÑ ÑÃÝÇÏÖ ÛÂÓÑÑÃÓÂÊÐÑÅÑ
ÕÇÎÂ (d-×ÖÐÍÙËâ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ àÕËÏ ÕÓÇÃÑÄÂÐËâÏ) Ë ÒÓË
ÖÔÎÑÄËË ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÔÕË ÔÖÃÔÕÂÐÙËË. £ÔÇÅÑ àÕÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ËÊÃÇÉÂÕß,
ÇÔÎË ÊÂ ËÔØÑÆÐÖá ÄÊâÕß ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ àÌÎÇÓÑÄÖ ×ÑÓÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÄËÉÇÐËâ ÔÖÃÔÕÂÐÙËË.

4 µ¶¯, Õ. 172, å 11
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ÉËÆÍÑÏÖ ÍÑÐÕÖÓÖ ÄÑÍÓÖÅ ÎËÐËÌ ÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË (ÐÖÎÇÄÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ ÙËÓÍÖÎâÙËË). ÁÔÐÑ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÄËØÓÇÄÑÅÑ
ÑÒËÔÂÐËâ ÆÄËÉÇÐËÌ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ÑÃÝÇÍÕÂ àÕÂ ÕÇÑÓÇÏÂ
ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÂ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÂÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÕÂÍÑÅÑ
ÒÑÐâÕËâ, ÍÂÍ ÙËÓÍÖÎâÙËâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÑÍÓÖÅ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
ÕÑÚÍË, ÊÆÇÔß ÐÇÍÑÓÓÇÍÕÐÑ. ªÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÅÑÄÑÓËÕß ÎËÛß
Ñ ÙËÓÍÖÎâÙËË ÔÍÑÓÑÔÕË ÄÆÑÎß ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÄÑÍÓÖÅ ÐÇÒÑÆ-
ÄËÉÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ 4, ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÚÇÅÑ ÆÎâ ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞØ
ÆÄËÉÇÐËÌ ÏÞ ÑÒâÕß ÒÓËØÑÆËÏ Í ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÔÕË
ÄÇÍÕÑÓÂ ËÏÒÖÎßÔÂ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÔÕß àÕÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ
ËÔÍÎáÚÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÇÅÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ Ä ÒÑÕÇÐÙË-
ÂÎßÐÞØ ÏÇÕÑÆÂØ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÄËØÓÇÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ. °ÆÐÂÍÑ ËÊ àÕÑÅÑ ÇÜÇ ÐÇ
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÏÇÕÑÆÞ ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß
ËÔÍÎáÚÇÐÞ ÑÕÔáÆÂ ÔÑÄÔÇÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÇÍÕÑÓÂ,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÅÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÆÄËÉÇÐËÇ
ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÃÓÂÐ ÆÓÖÅÑÌ, ÖÉÇ ÐÇ
ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ.

£ ÎáÃÞØ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂØ ÕÂÍËÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ âÄÎâÇÕÔâ
ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓ ÕÑÚÍË r, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÎâ ÐÇÅÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ
×ÑÓÏÖÎÂ

r � grad
r 20
2
; �9�

ÅÆÇ r0 ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ ÆÑ ÕÑÚÍË.
ªÏÇÐÐÑ àÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÃÖÆÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÐÂÏË

Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÆÎâ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÍË ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÓÇÆÂÍ-
ÙËË ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(2) Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ.

3. ±ÑÔÕÂÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄËØÓÇÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2) Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ âÄÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÔÍÑÓÑÔÕË
ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË:

gradHÿ �V� rotV� � 0 ; �10�

ÅÆÇHì ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÌ Í ÇÇ ÏÂÔÔÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ:

H � 1

2
V 2 � j : �11�

°ÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÎÇ-
ÆÖáÜÇÇ.

±ÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÊÂÆÂÄÂÇÏÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÑÕÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÆÑ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË
ÏÞ ØÑÕËÏ ÃÇÊÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ Í ÍÂÍËÏ-ÎËÃÑ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ
ÖÔÎÑÄËâÏ ÇÇ ÆÄËÉÇÐËâ, ÐÑ ÒÓË ÕÇØ ËÎË ËÐÞØ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇ-
ÐËâØ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ,
ÐÂÌÕË ÒÑÎÐÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÇÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓË
ÊÂÆÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÄÑ ÄÊÂ-
ËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÌ ÔÄâÊË Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ÄÐÇÛ-
ÐËØ ÔËÎ.

ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÎÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÍÂÓÕËÐÞ ÆÄËÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÂâ ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ÎËÃÑ ÒÓË
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË ÇÅÑ àÍÔÒÑÊËÙËË (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ

ËÐ×ËÐËÕÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ), ÎËÃÑ (ÆÎâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÆÄËÉÇ-
ÐËÌ) ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÏ (Ä ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÄÓÇÏâ ËÔÍÎáÚÂÇÕÔâ),
ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËÇ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÓÂÔÒËÔÂÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÕÑÚÍË ÒÑ
ÊÂÓÂÐÇÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏÖ ÔÇÏÇÌÔÕÄÖ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÖÉÇ ÐÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÑÉÐÑÌ ÊÂÆÂÚÇÌ. ¥ÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÍÂÊÂÕß ÍÑÐÍÓÇÕ-
ÐÞÇ Ë ÔÑÄÏÇÔÕËÏÞÇ Ô ÐÂÌÆÇÐÐÞÏ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÓÇÏÇÐË.

³ÎÇÆÖáÜÇÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÐÇ ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ
ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÆÄËÉÇÐËâ, Â ÎËÛß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÌ
ËØ ÍÎÂÔÔ, ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÍÑÕÑÓÞØ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
ÑÆÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá. ªÏÇÐÐÑ, ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÒÎÑÔÍËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑ ÆÄÖÏ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÏ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÂÏ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËØÔâ ÓÂÄÇÐÔÕ-
ÄÑÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÐ-
ÊÑÓÂ 5:

g11 � g22 � g ; �12�

Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ.
¿ÕÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÔÎÑÄËÇ (ÍÂÍ ÃÖÆÇÕ âÔÐÑ ÒÑÊÉÇ) ÒÓË-

ÐâÕÑ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÔÄÇÔÕË ÊÂÆÂÚÖ ÑÃ ÑÕÞÔÍÂÐËË
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ Í ÕÇÑÓËË ×ÖÐÍÙËÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÑÅÑ.

ÁÔÐÑ, ÚÕÑ Ä ÔËÎÖ ×ÑÓÏÖÎÞ (9) ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓ ÕÑÚÍË Ä
ÎáÃÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ô ÐÂÚÂÎÑÏ Ä ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ
ÐÇÒÑÆÄËÉÐÑÌ ÕÑÚÍÇ O ÇÔÕß ÃÇÊÄËØÓÇÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ:

rot r � 0 ;

ÒÓË ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÎÑÔÍËØ ÆÄËÉÇÐËÌ

div r � 2 : �13�

£ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ËÏÇÇÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ r ÒÑ
ÇÇ ÑÓÕÂÏ x01, x02:

r � x1�Z; x�x01 � x2�Z; x�x02 ; �14�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËË x1; 2 Ä ÎáÃÑÌ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ �Z; x; x3� ÆÑÎÉÐÞ ÖÆÑÄ-
ÎÇÕÄÑÓâÕß ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (9) Ë (13) ÖÓÂÄÐÇÐËá

Dr 20 � 4 ; �15�

ÅÆÇ Dì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÂÒÎÂÔÂ Ä ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ.
¥Îâ ÔËÔÕÇÏ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËØÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (12),

ÅÆÇ g11 � gZZ, g22 � gxx, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (15) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕÔâ,
ÇÔÎË ×ÖÐÍÙËË x1; 2�Z; x� ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÇ.

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÇÍÂÓÕÑÄÞ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÂ r
ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ ÖÔÎÑÄËâÏ ¬ÑÛË ë²ËÏÂÐÂ

qx1
qZ
� qx2

qx
;

qx1
qx
� ÿ qx2

qZ
; �16�

ÑÕÍÖÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÎÑÔÍËÌ ÄÇÍÕÑÓ r ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÍÂÍ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá

W � x1�Z; x� � ix2�Z; x� �17�
4 ¬ÂÍ ÄÒÇÓÄÞÇ ÒÑÍÂÊÂÎ ¿. ¬ÂÓÕÂÐ [7], ÕÓÂÍÕÖÇÏÂâ ËÏÇÐÐÑ ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÇÏÏÂ ³ÕÑÍÔÂ Ñ ÔÑØÓÂÐÇÐËË ÙËÓÍÖÎâ-
ÙËË ÔÍÑÓÑÔÕË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÑÎÑÉÇÐÂ Ä ÑÔÐÑÄÂÐËÇ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÌ
ÏÇØÂÐËÍË; ÒÓËÏÇÓÑÏ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÄËÕËâ àÕÑÌ ËÆÇË ÏÑÉÇÕ
ÔÎÖÉËÕß ÕÑÕ ÔÒÑÔÑÃ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, ÍÑÕÑÓÞÌ
ÒÓËÐâÕ £.ª. ¡ÓÐÑÎßÆÑÏ Ä [5].

5 ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ ÇÜÇ ÓÂÊ, ÚÕÑ àÕÂ ÓÂÃÑÕÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÐÇ ÐÂ ÒÑËÔÍ ÍÂÍËØ-
ÕÑ ÑÃÜËØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆËÐÂÏËÍË, Â ÔÍÑÓÇÇ ÐÂ ÄÞÆÇÎÇÐËÇ ËÊ ÐËØ
ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÚÂÔÕÐÞØ ÄËÆÑÄ ÆÄËÉÇÐËÌ, ÑÒËÔÂÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÄÇÔßÏÂ
ÖÆÑÃÐÑ ÄÇÔÕË Ô ÒÑÊËÙËÌ "ÄËØÓÇÄÑÌ ÕÇÑÓËË".
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ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË 6 y � Z� ix. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
ÊÂÆÂÚÖ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞØ (10) ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÒÞÕÂÕßÔâ ÔÄÇÔÕË Í ÊÂÆÂÚÇ ÑÕÞÔÍÂÐËâ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËËW ÑÆÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ y.

±ÑÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß, ÍÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Ë ÒÓË ÍÂÍËØ
ÖÔÎÑÄËâØ ÏÑÉÐÑ ÓÇÂÎËÊÑÄÂÕß àÕÖ ËÆÇá.

£ ÙÇÎÑÏ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÑÕÑÃÓÂÊËÕß
ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10) ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕßW Ë
ÒÑÎÖÚËÕß ÕÂÏ ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË, ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÑÕÑÃÓÂÉÂáÜÇÌ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
×ÑÓÏÖÎÂÏ (14) Ë (17) ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ �Z � const,
x � const� ÄÔÇØ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ Ä ÆÂÐÐÞØ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂØ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ.

¢ÖÆÇÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÕß, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10)
Ä ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞØ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÄÞÒÑÎ-
ÐÇÐÑ ÖÔÎÑÄËÇ (12), ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, g33 � 1 Ë, Ä-ÕÓÇÕßËØ, ÎáÃÑÌ
ÑÓÕ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ ÆÄÂ ÆÓÖÅËØ ÔÑÅÎÂÔÐÑ
×ÑÓÏÖÎÇ

�g0 � n0� � x03 ; �18�
ÅÆÇ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÒÓÂÄËÎÑ ÙËÍÎËÚÇÔÍÑÌ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍË.

£ØÑÆâÜËÌ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10) ÄÇÍÕÑÓ ÔÍÑÓÑÔÕË V Ä ÑÃ-
ÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÊÎÂÅÂÇÕÔâ ÒÑ ÑÓÕÂÏ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÆÄËÉÇÐËâ:

V � V1g0 � V2n0 :

°ÆÐÂÍÑ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÄÂÉÐÞÏ ÆÎâ ÐÂÔ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÚÕÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÇ ÎËÐËË Z; x � const
ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÐÂÏË ÍÂÍ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ, Õ.Ç.
ÎËÐËË, ÒÑ ÍÑÕÑÓÞÏ ÕÑÎßÍÑ Ë ÏÑÅÖÕ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÕßÔâ
ÆÄËÉÇÐËâ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÑÐÇÚÐÑ
ÐÇ ÄÑÑÃÜÇ, ÐÑ ÒÓË ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ,
ÄÑÊÏÑÉÐÞ ÎËÛß ÆÄÂ ÄËÆÂ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ ÆÄË-
ÉÇÐËÌ ÒÑ ÎËÐËâÏ x � const Ë Z � const ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ:

V � V1g0 ; �a�
V � V2n0 : �b�

£ËØÓÇÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10) Ä àÕËØ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂØ
ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ. ±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÊÂÒËÔÂÕß ÇÅÑ,
ÄÞÒËÛÇÏ ÔÐÂÚÂÎÂ Ô ÖÚÇÕÑÏ ÖÔÎÑÄËâ (12) Ë ×ÑÓÏÖÎÞ (18)
ÑÕÆÇÎßÐÑ ÇÅÑ ÒÇÓÄÑÇ Ë ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ ÆÎâ ÑÃÑËØ
ÔÎÖÚÂÇÄ ÆÄËÉÇÐËÌ (a) Ë (Ã):

gradH � 1���
g
p
�
qH
qZ

g0 �
�
q�V 2

1 =2�
qx

� qj
qx

�
n0

�
; �19a�

�V� rotV� � ÿV1

g

q� ���gp V1�
qx

�g0 � x03� �

� 1���
g
p
�
1

2
V 2

1

1

g

qg
qx
� q�V 2

1 =2�
qx

�
n0 ; �20a�

gradH � 1���
g
p
�
qH
qx

n0 �
�
q�V 2

2 =2�
qZ

� qj
qZ

�
g0

�
; �19b�

�V� rotV� � V2

g

q� ���gp V2�
qZ

�n0 � x03� �

� 1���
g
p
�
1

2
V 2

2

1

g

qg
qZ
� q�V 2

2 =2�
qZ

�
g0 : �20b�

²ÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË ×ÑÓÏÖÎ (19a), (19Ã), (20a),
(20Ã) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10) âÄÎâáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÆÄÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

qH
qZ
� 0 ; �21a�

1

2
V 2

1

1

g

qg
qx
� qj

qx
; �22a�

qH
qx
� 0 ; �21b�

1

2
V 2

2

1

g

qg
qZ
� qj

qZ
: �22b�

µÓÂÄÐÇÐËâ (21a), (21Ã) ÄÞÓÂÉÂáÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂ-
ÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ àÐÇÓÅËË ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÒÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏ.
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (21a), ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË ÒÑ ÎËÐËâÏ x � const ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ
ÏÑÉÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x, Õ.Ç. ÑÕ ÕÑÅÑ, ÒÑ
ÍÂÍÑÌ ÎËÐËË ËÊ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ x � const ÆÄË-
ÉÇÕÔâ ÕÑÚÍÂ, Ë ÒÓË àÕÑÏ ÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÑ:
H � h�x�, Ë ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ ÄÑ ÄÔÇ ÄÓÇÏâ ÆÄËÉÇÐËâ. ¿ÕÑ ÉÇ
ÑÕÐÑÔËÕÔâ Ë Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (21Ã) Ô ÕÑÌ ÕÑÎßÍÑ ÓÂÊÐËÙÇÌ, ÚÕÑ
ÊÆÇÔßH � h�Z�.

¥ÂÎÇÇ, ÖÓÂÄÐÇÐËâ (22a) Ë (22Ã) Ä ÔÖÜÐÑÔÕË ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ (ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË) ÖÔÍÑÓÇÐËâ ÕÑÚÍË, ÑÃÑÃÜÂáÜËÇ
×ÑÓÏÖÎÖ ¤áÌÅÇÐÔÂ ÆÎâ ÙÇÐÕÓÑÔÕÓÇÏËÕÇÎßÐÑÅÑ (ËÎË
ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÑÅÑ) ÖÔÍÑÓÇÐËâ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÏÑÉÐÑ
ÒÑÍÂÊÂÕß [4], ÚÕÑ

1

2g
���
g
p qg

qx
� 1

R1
;

1

2g
���
g
p qg

qZ
� 1

R2
;

ÅÆÇ R1; 2 ì ÎÑÍÂÎßÐÞÇ ÓÂÆËÖÔÞ ÍÓËÄËÊÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ: x � const Ë Z � const. °ÕÔáÆÂ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (22a) Ë (22Ã) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ×ÑÓÏÇ ¤áÌ-
ÅÇÐÔÂ:

an1;2 �
V 2

1; 2

R1; 2
;

ÅÆÇ an1;2 ì ÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÖÔÍÑÓÇÐËâ ÏÂÕÇ-
ÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÐÂ ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË
ÒÑ ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ, ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÜËÏ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂÏ.

°ÆÐÂÍÑ ÔÓÂÊÖ ÉÇ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÂ ×ÑÓÏÂ ÍÓÂÌÐÇ
ÐÇÖÆÑÃÐÂ ÆÎâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, Ë ÐÖÉÐÑ ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (22a), (22Ã), Ä ÍÑÕÑÓÞØ
ÎÑÍÂÎßÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÓËÄËÊÐÞ ×ÂÍÕÑÓËÊÑÄÂÐ ×ÖÐÍÙËâÏË,
ÕÂÍÉÇ ÔÄâÊÂÐÐÞÏË Ô ÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÍÓËÄËÊÐÑÌ; ÐÑ àÕÑ ì
ÐÂËÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÞÌ ÆÎâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÔÒÑÔÑÃ, ÆÂáÜËÌ
ÒÇÓÇØÑÆ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕßW.

ªÕÂÍ, ËÊ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ àÐÇÓÅËË ÏÞ
ÑÒÓÇÆÇÎËÎË, ÚÕÑ, ÔÎÇÆÖâ ×ÑÓÏÖÎÇ (11), ËÏÇÇÏ

h�x� � 1

2
V 2

1 � j ; �23a�

h�Z� � 1

2
V 2

2 � j : �23b�

£ÞÓÂÉÂâ ÑÕÔáÆÂ "ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÖá àÐÇÓÅËá" �1=2�V 2
1; 2 Ë

ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ÇÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ (22a), (22Ã), ÒÑÎÖÚËÏ ÖÔÎÑÄËâ

6 ®ÇÕÑÆ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÒÎÑÔÍËØ ÆÄËÉÇÐËÌ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ [8], ¢ÑÎËÐ, ÑÅÓÂÐËÚËÄÂâÔß, ÑÆÐÂÍÑ, ÓÂÔ-
ÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÕÂÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ ÐßáÕÑÐÑÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÒÑÆÚËÐâáÕÔâ ÊÂÍÑÐÖ ÒÎÑÜÂÆÇÌ, ÚÇÅÑ ÏÞ ÒÑÔÕÂÓÂÇÏÔâ ËÊÃÇÉÂÕß.

4*
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ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÔÕË ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÍÂÉÆÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ

h�x� qg
qx
� q�gj�

qx
; �24a�

h�Z� qg
qZ
� q�gj�

qZ
; �24b�

ÍÑÕÑÓÞÇ ÇÔÕß ÐÇ ÚÕÑ ËÐÑÇ, ÍÂÍ ÖÔÎÑÄËâ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10) Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÓËÐâÕÞØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ.

¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ÕÇ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ËÊÑÃÓÂÉÇÐËâ
ÍÑÕÑÓÞØ ÐÖÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÇÒÇÓß ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕËW.

4. ¥ÄËÉÇÐËâ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ.
®ÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ
Ë ÅËÒÇÓàÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÇ ÆÄËÉÇÐËâ

³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß W
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (24a), (24Ã) ÑÃÎÂÆÂáÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÌ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÇÌ, Ë ÅÎÂÄÐÞÏ ÊÆÇÔß âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ Ä ÒÓÂÄÞØ ÚÂÔÕâØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÕÔâ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË g Ë ÊÂÆÂÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË j. ªÏÇÐÐÑ àÕÑ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ
ÒÓÇÆÒÑÔÞÎÍÖ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÖá ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÔÄâÊÂÕß
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ j Ô ×ÖÐÍÙËÇÌW ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕËW
Ë ÑÕÑÃÓÂÊËÕß ÕÂÏ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ
ÒÎÑÔÍËØ ÆÄËÉÇÐËÌ.

¿ÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÕÑÏÖ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÖ, ÚÕÑ
ÄÔÇ ÄØÑÆâÜËÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ (24a), (24Ã) ÄÇÎËÚËÐÞ ÄÞÓÂ-
ÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËáW.

£ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, Ä ÔËÎÖ ×ÑÓÏÖÎ (14), (17)
ÍÄÂÆÓÂÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ ÆÑ ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍË ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

r 20 �WW ; �25�

ÅÆÇ, ÍÂÍ Ë ÄÇÊÆÇ ÆÂÎÇÇ, ÚÇÓÕÑÌ ÐÂÆ ÔËÏÄÑÎÑÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ
ÑÒÇÓÂÙËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÔÑÒÓâÉÇÐËâ. £Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÍÄÂ-
ÆÓÂÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÑÕ ÕÑÚÍË Ô ÆÇÍÂÓÕÑÄÞÏË ÍÑÑÓÆËÐÂ-
ÕÂÏË �a1; a2� ÆÑ ÎáÃÑÌ ÆÓÖÅÑÌ ÕÑÚÍË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÕÂÍÉÇ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÖá ×ÖÐÍÙËá W:

r 2 � �Wÿ a��Wÿ �a� ; �26�
ÅÆÇ a � a1 � ia2.

¥ÂÎÇÇ, gZZ Ë gxx ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÇÔÕß ÐÇ ÚÕÑ ËÐÑÇ, ÍÂÍ

gZZ �
�
qx1
qZ

�2

�
�
qx2
qZ

�2

; �27�

gxx �
�
qx1
qx

�2

�
�
qx2
qx

�2

:

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ (12) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ
ÖÔÎÑÄËâÏ ¬ÑÛË ë²ËÏÂÐÂ (16).

±ÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕË y ÑÕ ËÔÍÑÏÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÆÄÖØ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ ×ÑÓÏÂØ:

W 0 � dW

dy
� qx1

qZ
� i

qx2
qZ

;
�28�

W 0 � i

�
qx1
qx
� i

qx2
qx

�
:

ªÊ ÔÓÂÄÐÇÐËâ (27) Ë (28) ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ

g �W 0W 0 : �29�

³ÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ (26) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÄâÊÂÕß ÕÂÍÉÇ ËÊÄÇÔÕÐÖá
×ÖÐÍÙËá j Ô ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌW.

¦ÔÎË ÙÇÐÕÓ ÔËÎ ÔÏÇÜÇÐ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÂÚÂÎÂ, ÕÑ j
ÇÔÕß ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ r:

j � �F �r� ;
ÅÆÇ F ì ÊÂÆÂÐÐÂâ ÖÔÎÑÄËâÏË ÊÂÆÂÚË, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ,
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ r ÔÄâÊÂÐÑ Ô W ×ÑÓÏÖÎÑÌ (26), ÕÑ ËÏÇÇÏ
ÑÕÔáÆÂ

j � �F
� �������������

Wÿ a
p �������������

Wÿ �a
p �

; �30�

ÅÆÇ a ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß Ë ÐÖÎÇÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÇÔÎË ÙÇÐÕÓ
ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÐÂÚÂÎÑÏ.

©ÂÏÇÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÞ, ÑÕÐÑÔâÜËÇÔâ Í ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÂÚÂÎÂ
(25), (29) Ë ÙÇÐÕÓÂ ÔËÎ (26), ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ×ÂÍÕÑÓËÊËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË Ô ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑ ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÏË ÔÑÏÐÑ-
ÉËÕÇÎâÏË.

±ÓÇÆÝâÄËÏ Í ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ
ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ

j � �F
� �������������

Wÿ a
p �

F
� �������������

Wÿ �a
p �

� �FF ; �31�

ÍÑÕÑÓÑÇ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÔÇÓßÇÊÐÞÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ
ÐÂ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÌ ÄËÆ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ, ÐÑ ÊÂÕÑ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÕ
ÑÚÇÐß ÒÓÑÔÕÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕß.

£ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÔÕÇÒÇÐÐ �yØ
×ÖÐÍÙËÌ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÄÄÇÆÇÐÐÑÏÖ ÕÓÇÃÑÄÂÐËá, ÃÎÂÅÑ-
ÆÂÓâ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÊÂÒËÔÂÕß

gj � �ZZ ; �32�
ÅÆÇ

Z � FW 0 :

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÔÂÏÞÌ ÒÓÑÔÕÑÌ ÔÎÖÚÂÌ ÆÄËÉÇÐËÌ
Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ.

£.ª. ¡ÓÐÑÎßÆ, ÑÃÑÃÜËÄ Ä [8] ÕÇÑÓÇÏÖ ¢ÑÎËÐÂ Ñ
ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÑÌ ÆÄÑÌÔÕÄÇÐÐÑÔÕË ÊÂÍÑÐÑÄ ÒÓËÕâÉÇÐËâ ÒÑ
¯ßáÕÑÐÖ Ë ¤ÖÍÖ, ÒÑÎÖÚËÎ ×ÖÐÍÙËá W, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ë
ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ. ¯ÖÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÇ
ÕÇÑÓÇÏÞ ¢ÑÎËÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÓÑÎß ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÊÂÍÑÐÖ
ÒÎÑÜÂÆÇÌ Ë ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ×ÖÐÍÙËË ¨ÖÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ, Ä ÔÄâÊË Ô ÚÇÏ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÐÇÐÖÉÐÞÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ,
ÃÇÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÉÐÑ ÑÃÑÌÕËÔß, ÒÓËÏÇÐââ ÃÑÎÇÇ ÔËÔÕÇÏÂ-
ÕËÚÇÔÍËÌ ÏÇÕÑÆ. ¿ÕÑ ÄÔÇÅÆÂ ÑÚÇÐß ÄÂÉÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä
ÒÓÑÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÕÇÑÓÇÏÂØ ÏÑÅÖÕ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ËÔÍÎá-
ÚÇÐËâ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÑÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐËÉÇ.

ªÊ ×ÑÓÏÖÎ (11) âÄÔÕÄÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ÆÑÔÕËÅÂáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓË
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÔÕÇÒÇÐâØ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÔËÎÂÏ ÒÓËÕâÉÇ-
ÐËâ, Â ÒÓË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ì ÔËÎÂÏ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ.

±ÇÓÇØÑÆ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß W ÑÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(24a), (24Ã), ÍÑÅÆÂ Ä ËØ ÎÇÄÞØ ÚÂÔÕâØ ÔÕÑâÕ ÐÖÎË �h�x� � 0,
h�Z� � 0�, ÒÓË ÕÑÏ, ÚÕÑ qg=qx; qg=qZ 6� 0, ÐÇ ÕÓÇÃÖÇÕ
ÃÑÎßÛËØ ÖÔËÎËÌ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ, ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß, Í
ÑÆÐÑÏÖ Ë ÕÑÏÖ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ÑÃÑËØ ÄËÆÑÄ ÆÄËÉÇÐËÌ:

FW 0 � C ; �33�
ÅÆÇ Cì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ.
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£ ÔÎÖÚÂÇ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ �F � const� ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (33) ÆÂÇÕ ÓÇÛÇÐËâ

W � Cy �C � C1 � iC2� �34�
Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË g, Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ (24a), (24Ã)
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕÔâ ÒÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÐÇÐÖÎÇÄÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâØ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ.

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (34) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ

x1 � C1Z� C2x ; x2 � C2Zÿ C1x ;

ÕÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏË ÒÖÔÕÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ âÄÎâáÕÔâ ÆÄÂ
ÄÊÂËÏÐÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞØ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ. ±ÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ ÐÇÐÖÎÇÄÑÏ ÖÓÑÄÐÇ
àÐÇÓÅËË ÕÑÚÍÂ ÆÄËÉÇÕÔâ ÒÑ ÐËÏ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÅÂÎËÎÇÇÄ ÊÂÍÑÐ ËÐÇÓÙËË ÔÑÆÇÓ-
ÉËÕÔâ Ä ÄËØÓÇÄÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË ÆÄËÉÇÐËâ.

±ÇÓÇÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß Í ÆÄËÉÇÐËâÏ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÑÏ Ë g 6� const.

¥Îâ ÔÕÇÒÇÐÐ �yØ Ë ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ Ô ÔËÎÑÄÞÏ ÙÇÐÕÓÑÏ Ä ÐÂÚÂÎÇ

j � ÿr a0 ;
ÅÆÇ a ì ÎáÃÑÇ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÚËÔÎÑ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÇ
(25) ËÏÇÇÏ

F �W a=2 :

°ÕÔáÆÂ, ÒÓËÐËÏÂâ �1� a=2�C Ä (33) ÊÂ ÇÆËÐËÙÖ,
ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

W a=2 dW � dy
1� a=2

;

ÑÕÍÖÆÂ ÆÎâ a 6� ÿ2 ËÏÇÇÏ
W � y 2=a�2 : �35�

¥Îâ a � ÿ2 ÐÂØÑÆËÏ ÑÕÆÇÎßÐÑ

W � exp y : �36�
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÍÂÍ ÓÂÊ ÕÑ "ËÔÍÎáÚÇÐËÇ", ÍÑÕÑÓÑÇ

ÒÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÕÇÑÓÇÏÇ ¢ÑÎËÐÂ ë¡ÓÐÑÎßÆÂ ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËÌ Ô
ÐÖÎÇÄÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ Ä ÒÑÎÇ ÔËÎ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÕËÒÂ
ÔÑ ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ [8]
Ë ÍÑÕÑÓÑÇ ÄÍÎáÚÂÇÕÔâ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÑÃÜÖá ÔØÇÏÖ
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÃÑÎÇÇ ÔËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÑÆØÑÆÖ Í ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ Ë ÒÓËÕÑÏ ÄËØÓÇÄÑÅÑ ÕËÒÂ.

¥ÂÎßÐÇÌÛËÌ ØÑÆ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÍÄÂÆÓÂ-
ÕÖÓÂÏ Ë Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ÐËÚÇÏ ÐÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ËÐÕÇÅÓËÓÑ-
ÄÂÐËâ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ.

±ÑÍÂÉÇÏ ÇÅÑ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÆÄËÉÇÐËÌ ÒÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏ
x � const (ÔÎÖÚÂÌ (a)).

±ÑÔÍÑÎßÍÖ

V1 � ds

dt
� ds

dZ
dZ
dt
� ���

g
p dZ

dt
; �37a�

ÅÆÇ sì ÐÂÕÖÓÂÎßÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ (ÆÎËÐÂ ÆÖÅË ÕÓÂÇÍÕÑÓËË),
ÕÑ, ÑÃÓÂÜÂâÔß Í ×ÑÓÏÖÎÇ (22a), ËÏÇÇÏ ÑÕÔáÆÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

V1 �
�����������������������
2g �qj=qx�

qg=qx

s
; �38a�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ g ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ ËÊ (29).
±ÑÆÔÕÂÄËÄ (38a) Ä (37a) Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ Z

(x ì ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ), ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑ

ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÄÓÇÏÇÐË ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÕÇÍÖ-
ÜÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ àÕÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ:

t �
� ���������������������

2 �qj=qx�
qg=qx

s
dZ� C1 ;

ÅÆÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ C1 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË.
±ÓÑÂÐÂÎËÊËÓÖÇÏ ×ÑÓÏÖÎÖ (35) ÆÎâ ÔËÎ ÒÓËÕâÉÇÐËâ

�a < 0�.
¥Îâ ÐßáÕÑÐÑÄÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ �a � ÿ1� ËÏÇÇÏ, ÍÂÍ Ë

ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÍÑÐ×ÑÍÂÎßÐÞØ
ÒÂÓÂÃÑÎ, ÕÂÍ ÍÂÍ

W � y 2 �x1 � Z 2 ÿ x 2 ; x2 � 2Zx� :
£ÑÑÃÜÇ, ×ÖÐÍÙËâ W ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕ ÄÞÊÄÂÐÐÑÇ ÆÇÌÔÕ-

ÄËÇÏ ÄÐÇÛÐËØ ÔËÎ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÒÎÑÔÍÑÔ-
ÕË y, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞÇ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔ-
ÍËÇ ÒÖÔÕÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ (ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÇ ÎËÐËË ÒÎÑÔÍÑÔ-
ÕË y) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ Ä ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞÇ (Ë ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÇ) ÒÎÑÔÍËÇ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ ÇÄÍÎËÆÑÄÂ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÂ (ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÇ ÎËÐËË ÒÎÑÔÍÑÔÕË W ) Ô ÒÑÏÇÜÇÐ-
ÐÞÏ ÕÖÆÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ j.

¥ÂÎÇÇ, ÏÑÉÐÑ ÊÂÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÆÎâ a 2 �0;ÿ2� ÆÄËÉÇÐËâ
ÑÔÕÂáÕÔâ, ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ËÐ×ËÐËÕ-
ÐÞÏË, Ë ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÞÇ ÕÑÚÍË ÒÎÑÔÍÑÔÕË y ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË W ÑÔÕÂáÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÞÏË.
±ÂÆÇÐËÇ ÐÂ ÙÇÐÕÓ ÒÑ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏ Z � 0 Ë x � 0 (ÄÞÓÑÉ-
ÆÇÐËÇ ÒÂÓÂÃÑÎÞ Ä ÎÖÚ). ³ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÔÕÇÒÇÐË a Í
ÊÐÂÚÇÐËá ÿ2 "ÒÂÓÂÃÑÎÞ" ÔÒÎáÜËÄÂáÕÔâ, Ë ÆÎâ a � ÿ2
ÏÞ ËÏÇÇÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ (36), ÅÆÇ

g � exp 2Z �x1 � exp Z cos x ; x2 � exp Z sin x� :

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÊÆÇÔß qg=qx � 0, ÕÑ ÆÄËÉÇÐËâ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÑ ÎÖÚÂÏ
Z � const Ô ÒÂÆÇÐËÇÏ ÐÂ ÙÇÐÕÓ ("ÒÂÓÂÃÑÎÞ" ÑÍÑÐÚÂ-
ÕÇÎßÐÑ ÔÒÎáÜËÄÂáÕÔâ Ä ÎÖÚË ÒÓË ÎáÃÞØ, Â ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
ÐÖÎÇÄÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ x).

¥Îâ a 2 �ÿ2;ÿ1� ÄÔÇ ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË
ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ×ËÐËÕÐÞÏË Ô ÒÂÆÇÐËÇÏ ÐÂ ÙÇÐÕÓ. ªÐ×ËÐËÕ-
ÐÞÏË ÑÔÕÂáÕÔâ ÎËÛß ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ô
ÒÂÆÇÐËÇÏ ÐÂ ÙÇÐÕÓ ÒÑ ÎÖÚÂÏ (ËØ ÑÃÓÂÊÂÏË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
y ÄÔÇÅÆÂ ÑÔÕÂáÕÔâ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ, ÒÓÑØÑÆâÜËÇ ÚÇÓÇÊ ÇÇ
ÐÂÚÂÎÑ), Ë Ñ ÐËØ ÏÞ ÃÑÎßÛÇ ÅÑÄÑÓËÕß ÐÇ ÃÖÆÇÏ.

¥Îâ ×ËÐËÕÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ, ÊÂÏÞÍÂáÜËØÔâ Ä ÔËÎÑÄÑÏ
ÒÑÎáÔÇ (ÐÖÎÇÄÂâ ÕÑÚÍÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË W ), ÑÃÓÂÊÑÏ ÃÇÔÍÑ-
ÐÇÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÞØ ÕÑÚÇÍ ÒÎÑÔÍÑÔÕË y ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÂÚÂÎÑ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË W. ¥Îâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÙÇÎÞØ ÔÕÇÒÇÐÇÌ
�a < ÿ2� Ä ÒÑÄÇÆÇÐËË àÕËØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÃÎá-
ÆÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÊÂÍÑÐÑÏÇÓÐÑÔÕË.

¥Îâ a � ÿ3 ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ
ÔÑÃÑÌ, ÍÂÍ ÖÉÇ ÅÑÄÑÓËÎÑÔß, ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÐÂ ÙÇÐÕÓ ÍÓËÄÞÇ,
ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÃÎËÊÍËÇ Í ÍÂÓÆËÑËÆÂÏ.

³ÎÖÚÂÌ a � ÿ4 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÇÑÓÇÏÇ ¯ßáÕÑÐÂ Ñ
ÔËÎÇ ÒÓËÕâÉÇÐËâ, ÑÃÓÂÕÐÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÌ ÒâÕÑÌ
ÔÕÇÒÇÐË ÓÂÔÔÕÑâÐËâ, ÍÑÅÆÂ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÔÑ-
ÔÕÑâÕ ËÊ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕÇÌ, ÍÂÔÂáÜËØÔâ ÔËÎÑÄÑÅÑ ÙÇÐÕÓÂ [5, 8].

±ÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÏÇÐßÛÇÐËË a Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (35)
ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÆÓÑÃÐÞÇ ÔÕÇÒÇÐË. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô àÕËÏ Ö
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÃÖÆÇÕ ÐÂÃÎáÆÂÕßÔâ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÐÂ
ÙÇÐÕÓ ÄÇÕÄÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ô ÓÑÔÕÑÏ ËØ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ ÃÖÆÖÕ
ÒÑÔÕÇÒÇÐÐÑ "ÔÒÎáÜËÄÂÕßÔâ". °ÆÐÂÍÑ (ÇÔÎË ÒÂÆÇÐËâ ÐÂ
ÙÇÐÕÓ ÔÚËÕÂÕß ÖÒÓÖÅËÏ ÖÆÂÓÑÏ) ÆÄËÉÇÐËâ ÊÆÇÔß ÃÖÆÖÕ
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ÑÔÕÂÄÂÕßÔâ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË. ËÛß ÆÎâ
ÐÇÙÇÎÞØ a ËÊ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ a 2 �ÿ2;ÿ1� ÆÄËÉÇÐËâ, ÑÔÕÂ-
ÄÂâÔß ×ËÐËÕÐÞÏË, ÐÇ ÃÖÆÖÕ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË Ë ÊÂ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÞÌ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÍ ÄÓÇÏÇÐË ÄÔáÆÖ ÒÎÑÕÐÑ ÊÂÒÑÎÐâÕ
ÍÓÖÅÑÄÖá ÑÃÎÂÔÕß ÄÑÍÓÖÅ ÔËÎÑÄÑÅÑ ÒÑÎáÔÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË
ÏÇÕÑÆÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÇÆÎÂÅÂáÕÔâ ËÏ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ
ÑÐ ÐÇ ÂÒÇÎÎËÓÖÇÕ Í ÊÂÍÑÐÖ ÒÎÑÜÂÆÇÌ.

±ÑÕÇÐÙËÂÎÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÔÄâÊÂÐÞ Ô àÕËÏ ÊÂÍÑÐÑÏ, ÐÑ
ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÏÖ ÊÆÇÔß ÖÔÎÑ-
ÄËá (31) Ë ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ, ÏÑÅÖÕ ÔÕÓÑ-
ËÕßÔâ ÍÂÍ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÔÓÂÊÖ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ
ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÕËÒÂ ÔÑ ÔÆÄËÐÖÕÞÏË ÆÓÖÅ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÆÓÖÅÂ ÒÑÎáÔÂÏË. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÐÂÊÞÄÂÕß ÕÂÍËÇ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ "ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÞÏË". ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÆËÐ
ÕÂÍÑÌ ÒÓËÏÇÓ Ô ÆÄÖÏâ ÙÇÐÕÓÂÏË:

j � ÿ 1

�r1r2�m ; �39�

ÅÆÇ r1; 2 ì ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÆÑ ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÕ
ÆÄÖØ ÔËÎÑÄÞØ ÒÑÎáÔÑÄ, ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞØ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ
ÖÔÎÑÄËÇÏ ÊÇÓÍÂÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÐÂÚÂÎÂ, m > 0.

±ÑÎÑÉËÏ m ÓÂÄÐÞÏ ÇÆËÐËÙÇ, Â ÔÂÏË ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞÇ
ÙÇÐÕÓÞ ÒÑÏÇÔÕËÏ ÐÂ ÑÔË Ox1 ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ a ÔÒÓÂÄÂ Ë
ÔÎÇÄÂ ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ. ªÊÑÃÓÂÉÇÐËÇÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (39) ÐÂ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË W ÃÖÆÇÕ ×ÖÐÍÙËâ

F � 1������������������
W 2 ÿ a 2
p :

±ÑÎÂÅÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ C Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (33) ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ
ÏÐËÏÑÌ: C � i=a, Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑÎÖÚËÏ

arccos
W

a
� y ;

ËÎË, ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ,

W � a cos y : �40�
°ÕÔáÆÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ "ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÞÌ ÒÑÕÇÐ-

ÙËÂÎ" ÔËÎ ÒÓËÕâÉÇÐËâ (39) Ôm � 1 Ë Ô ÙÇÐÕÓÂÏË ÔËÎ Ä ÆÄÖØ
×ÑÍÖÔÂØ àÎÎËÒÔÂ �ÿa; a� ÔÒÑÔÑÃÇÐ ÒÑÆÆÇÓÉËÄÂÕß ÆÄËÉÇ-
ÐËÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÖÓÑÄÐÇÏ àÐÇÓÅËË ÒÑ
àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÏ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ (ÄÑÒÓÑÔÞ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÑÓÃËÕ ÒÑ âÒÖÐÑÄÖ ÏÞ ÊÆÇÔß ÐÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ).

£ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÕËÒÂ
ÐÇÎßÊâ ÑÕÐÇÔÕË Í ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞÏ, àÕÑÕ ÄÞÄÑÆ ÐÇ ÄÔÕÖÒÂÇÕ Ä
ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÇ Ô ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÑÌ ¢ÇÓÕÓÂÐÂ [9], ÍÑÕÑ-
ÓÂâ ÅÎÂÔËÕ, ÚÕÑ ËÊ ÄÔÇØ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÕÑÎßÍÑ
ÆÄÂ ËÏÇáÕ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ Í àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÏ ÆÄËÉÇÐËâÏ: ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÞ ¯ßáÕÑÐÂ Ë ¤ÖÍÂ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1 ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÆÄË-
ÉÇÐËâ ÕÑÚÍË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÇÆÎÂÅÂáÕÔâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏË
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ×ÖÐÍÙËË (40), ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÇÍÂÓÕÑÄÞ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ÕÑÚÍË Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÂÏË (17) Ë (40)
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË

x1 � a cos Z cosh x ; x2 � ÿa sin Z sinh x ;
ÑÕÍÖÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ x � const ÇÔÕß àÎÎËÒÔÞ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ ÄÄÇÆÇÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ:

u1 � cos Z ; u2 � cosh x ;

e1 � g0 ; e2 � n0 ; r1; 2 � a�u2 � u1� :

µÅÑÎ g (ËÔÕËÐÐÂâ ÂÐÑÏÂÎËâ) Ô àÍÔÙÇÐÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÂÐÑ-
ÏÂÎËÇÌ Z ÔÄâÊÂÐ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ [10] ×ÑÓÏÖÎÑÌ

tan
g
2
�

������������
1� e

1ÿ e

r
tan

Z
2
;

ÅÆÇ eì àÍÔÙÇÐÕÓËÔËÕÇÕ �e � uÿ12 �.
±ÑÎÑÉËÏ ÕÇÒÇÓß Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (39) Ë ÖÓÂÄÐÇÐËË (33)

m � 2 Ë C � ÿi=a. ªÐÕÇÅÓËÓÖâ (33), ÒÑÎÖÚËÏ

W � a tan y :

²ÂÊÆÇÎËÄ ÊÆÇÔß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÖá Ë ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕË, ÏÑÉÐÑ
ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÑÆËÐ ÄËÆ ÆÄËÉÇÐËÌ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐËÂÐÑÏ Ä ÒÑÎÇ ÔËÎ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (39) ÒÓËm � 2 ÔÄÑÆËÕÔâ
Í ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ ×ËÐËÕÐÞÏ ÆÄËÉÇÐËâÏ ÃÇÊ ÒÂÆÇÐËâ ÐÂ
ÙÇÐÕÓ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÕÔâ ÒÑ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕâÏ u2 �
� const �x � const� ÃËÒÑÎâÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ [11]
(ÓËÔ. 2). ±ÓËÐâÕÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 2 ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÕÇ ÉÇ, ÚÕÑ Ë ÐÂ
ÓËÔ. 1, Ô ÕÑÌ ÕÑÎßÍÑ ÓÂÊÐËÙÇÌ, ÚÕÑ ÊÆÇÔß g � Z. ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ
ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÄËÆÂ ÆÄËÉÇÐËÌ ÑÆËÐ ËÊ
ÔËÎÑÄÞØ ÒÑÎáÔÑÄ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í àÕËÏ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕâÏ
ÄÔÇÅÆÂ âÄÎâÇÕÔâ ÄÐÇÛÐËÏ, Ë ÆÄËÉÇÐËâ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÕÔâ
ÄÑÍÓÖÅ ÄÕÑÓÑÅÑ, ÐÑ Ô ÐÂÓÖÛÇÐËÇÏ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËË.

F 0F x3

x2 e2

e1

x1aa

a�u2 � u1� a�u2 ÿ u1�

u1 � const

u2 � const

g

²ËÔ. 1. CÇÏÇÌÔÕÄÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÆÄËÉÇÐËâ, ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÏÞØ ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌW � a cos y.

x2

x1A B0

r1

r2

e2

g e1

u2 � const

u1 � const �u1 � cos g�

²ËÔ. 2. CÇÏÇÌÔÕÄÂ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÆÄËÉÇÐËâ, ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÏÞØ ÂÐÂÎËÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌW � a tan y.
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¥ÄËÉÇÐËâ ÄÕÑÓÑÅÑ ÄËÆÂ ÒÓÑÕÇÍÂáÕ ÒÑ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕâÏ
u1 � const �Z � const� Ô ÆÄÑÌÐÞÏ ÍÂÔÂÐËÇÏ ÒÑÎáÔÑÄ (ÔÏ.
ÓËÔ. 2). ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ, ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß (Ä
ÔËÎÖ ÖÒÑÏËÐÂÄÛÇÌÔâ ÄÞÛÇ ÕÇÑÓÇÏÞ ¯ßáÕÑÐÂ), ÒÑ ÑÕÐÑ-
ÛÇÐËá Í àÕÑÏÖ ÄËÆÖ ÆÄËÉÇÐËÌ "ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÞÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ" (39) Ë ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ j � ÿrÿ41; 2

ÄÊÂËÏÑÊÂÏÇÐâÇÏÞ.
¯ÂÍÑÐÇÙ, ÒÓËÄÇÆÇÏ ÇÜÇ ÑÆËÐ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÌ ÒÓËÏÇÓ

ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÓÑÆÂ Ô ÆÄÖÏâ ÒÂÓÂÏË ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞØ ÔËÎÑÄÞØ
ÙÇÐÕÓÑÄ, ÒÓËÚÇÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÄÕÑÓÑÌ ÒÂÓÞ ÒÑÎáÔÑÄ
�ÿb; b� ÔÑÄÏÇÜÂÇÏ ÕÂÍÉÇ Ô ÑÔßá Ox1 Ë ÒÑÎÂÅÂÇÏ b > a.
ªÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ

j � ÿ 1

r1r2r3r4
; �41�

ÄÔÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞ, ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕËW ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß ÄËÆ

F � 1���������������������������������������������W 2 ÿ a 2��W 2 ÿ b 2�p :

£ÄÇÆÇÐËÇÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ k � a=b ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (33) ÒÓËÄÑ-
ÆËÕÔâ Í ÄËÆÖ

dw

b
������������������������������������������1ÿ w 2��1ÿ k 2w 2�p � C dy

�
w �W

a

�
:

±ÑÎÂÅÂâ ÊÆÇÔß C � 1=b Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ
àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ

y �
� w

0

dx����������������������������������������1ÿ x2��1ÿ k 2x2�p ;

ÑÃÓÂÜÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ë ÆÂÇÕ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ËÔÍÑÏÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÚÇÓÇÊ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá ÁÍÑÃË:

W � a sn �y; k� : �42�

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ×ÖÐÍÙËË
(42) (ÆÇÕÂÎË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÍÑÐ×ÑÓÏÐÑÅÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇ-
ÐËâ ËÏÇáÕÔâ Ä ÍÐËÅÇ ¤. ¢ÇÌÕÏÇÐÂ Ë ¡. ¿ÓÆÇÌË [12]) ÒÓâ-
ÏÞÇ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ ÒÖÔÕÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ô ÒÑâÄÎÇÐËÇÏ Ä
ÐÇÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (41) ÒÓÇÄÓÂÜÂáÕÔâ ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËÌ Ô
ÐÖÎÇÄÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ Ä ÆÄÂÉÆÞ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÖá
ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÐ×ÑÍÂÎßÐÞØ ÃËÙËÓÍÖÎâÓÐÞØ ÍÓËÄÞØ ÚÇÕÄÇÓ-
ÕÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍ-
ÙËâ (42) ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÕ ÑÕÐáÆß ÐÇ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÇ, ÍÂÍ àÕÑ
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑ ÆÎâ ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË (40), ÐÑ
ÖÉÇ ÅËÒÇÓàÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÇ Ë ÒÓËÕÑÏ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ.

¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÆÑÅÂÆÂÕßÔâ, ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ Í ËÐÕÇ-
ÅÓËÓÑÄÂÐËá ÄËØÓÇÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ (10) ÕÇÑÓÇÕË-
ÚÇÔÍË ÏÑÉÇÕ ÆÂÕß ÊÆÇÔß ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÒÓËÏÇÓÑÄ
ÆÄËÉÇÐËÌ ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÓÑÆÂ Ä ÔËÎÑÄÑÏ ÒÑÎÇ "ÏÖÎßÕËÒÎË-
ÍÂÕËÄÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ" (Ô ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞÏË ÑÔÑÃÇÐÐÑ-
ÔÕâÏË Ä ÒÑÎáÔÂØ):

j � ÿ
YN
i� 1

1

r1i r2i
;

ÅÆÇ r1i, r2i ì ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÆÑ ÕÑÚÍË ÑÕ ÆÄÖØ ÔËÎÑÄÞØ
ÙÇÐÕÓÑÄ i-Ì ÒÂÓÞ ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞØ ÔËÎÑÄÞØ ÒÑÎáÔÑÄ, N ì
ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ àÕËØ ÒÂÓ.

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ W ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ÊÆÇÔß
ÒÓË ÑÃÓÂÜÇÐËË "ÐÑÓÏÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ" ÅËÒÇÓàÎÎËÒÕËÚÇÔÍËØ
ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ:

y �
� w

0

�
�1ÿ x2�

YNÿ1
i� 1

�1ÿ k 2
i x

2�
�ÿ1=2

dx ; �43�

ÅÆÇ ki � a=bi; �ÿa; a�; �ÿbi; bi� ì ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ÃÎËÉÂÌÛÇÌ Í ÑÃÜÇÏÖ ÙÇÐÕÓÖ ÒÂÓÞ Ë i-Ì ÒÑ ÔÚÇÕÖ
ÒÂÓÞ ÒÑÎáÔÑÄ. ±ÓËÚÇÏ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÖÅÎÑ-
ÄÑÌ ÑÓËÇÐÕÂÙËË ÑÔÇÌ ÔÑÒÓâÉÇÐÐÞØ ÒÂÓ ÔËÎÑÄÞØ ÙÇÐÕÓÑÄ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÑÔË Ox1 ËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ bi ÏÑÅÖÕ ÒÓËÐË-
ÏÂÕß ÊÆÇÔß Ë ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ.

°ÃÓÂÜÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (43) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËá ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÁÍÑÃË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÃÖÆÖÕ ÊÂÄË-
ÔÇÕß ÖÉÇ ÐÇ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ (ÏÑÆÖÎâ) k, ÍÂÍ àÕÑ
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÆÎâ ÑÃÞÚÐÞØ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ Ä
×ÑÓÏÖÎÇ (42), Â ÔÓÂÊÖ ÑÕ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ki. ªÐÕÇÓÇÔÐÑ
ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ "ÅËÒÇÓàÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË" ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÓÑÆÂ (ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÏ
ÄÞÛÇ ÒÓËÏÇÓÑÏ) ÏÑÅÖÕ ÑÕÑÃÓÂÊËÕß "ÅËÒÇÓàÎÎËÒÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÆÄËÉÇÐËâ" ÒÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏ, ËÏÇáÜËÏ ×ÑÓÏÖ
ÒÑÎËÙËÓÍÖÎâÓÐÞØ ÍÓËÄÞØ ÒÑÓâÆÍÂ, ÃÑÎßÛÇÅÑ ÚÇÕÞÓÇØ.
±ÑàÕÑÏÖ ÔÕÑËÕ ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ
ÔÄâÊË ÆÄËÉÇÐËÌ Ä ÒÑÎÇ ÔËÎ "ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÑÅÑ" Ë
ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÕËÒÑÄ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂÇÕÔâ ÄÔÎÇÆÔÕ-
ÄËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ (40), ÒÑÎÖÚÇÐÐÂâ ÊÆÇÔß ÆÎâ ÆÄËÉÇ-
ÐËÌ Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ Ë Ä ÒÑÎÇ ÔËÎ "ÏÖÎßÕË-
ÒÎËÍÂÕËÄÐÑÅÑ ÕËÒÂ", âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÓÇÛÇÐËÇÏ
ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËÌ Ô ÐÇÐÖÎÇÄÞÏ ÖÓÑÄÐÇÏ àÐÇÓÅËË Ä ÒÑÎÇ ÔËÎ
ÕâÅÑÕÇÐËâ Ë ÖÒÓÖÅÑÔÕË.

5. ¥ÄËÉÇÐËâ Ô ÐÇÐÖÎÇÄÞÏ ÖÓÑÄÐÇÏ àÐÇÓÅËË.
´ÇÑÓÇÏÂ ¢ÇÓÕÓÂÐÂ

ªÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10) ÆÎâ H 6� 0 ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕ
ÕÖ ÉÇ, ÚÕÑ Ë ÓÂÐÇÇ, ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÆÇÌÔÕÄËÌ, ÒÇÓÄÞÌ
Ë ÅÎÂÄÐÞÌ àÕÂÒ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÄâÊÂÐ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ×ÖÐÍÙËË
W ËÊ ÖÔÎÑÄËÌ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË (24a) Ë (24Ã).

±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ËØ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

h�x� � q�gj�=qx
qg=qx

; �44a�

h�Z� � q�gj�=qZ
qg=qZ

: �44b�

©ÂÕÇÏ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÚÕÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑ
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏ x � const Ë Z � const ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂáÕÔâ
ÔÑØÓÂÐÇÐËÇÏ ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË, ÚÕÑ ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâÏË

qh�x�
qZ
� 0 ;

qh�Z�
qx
� 0 :

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÔáÆÂ ÒÓÂÄÞÇ ÚÂÔÕË ÓÂÄÇÐÔÕÄ (44a), (44Ã) Ë
ÒÇÓÇØÑÆâ Í ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËá ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÒÎÑÔ-
ÍÑÔÕâØ W Ë W ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ y Ë �y ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,
ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ (32), Â ÕÂÍÉÇ Ä ÔËÎÖ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ

qg
qx
� i�W 0W 00 ÿW 0W 00� 6� 0 ;

qg
qZ
� �W 0W 00 �W 0W 00� 6� 0 ;
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ÒÑÎÖÚËÏ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ:

�
� �ZZ 00 ÿ ZZ 00�
�W 0W 00 ÿW 0W 00� ÿ

ÿ �ZZ 0 ÿ ZZ 0�
�W 0W 00 ÿW 0W 00�2 �W

0W 000 ÿW 0W 000�
�
� 0 ; �45a�

� i

� �ZZ 00 ÿ ZZ 00�
�W 0W 00 �W 0W 00� ÿ

ÿ �ZZ 0 � ZZ 0�
�W 0W 00 �W 0W 00�2 �W

0W 000 ÿW 0W 000�
�
� 0 : �45b�

ªÊ ÐËØ ÄÞÕÇÍÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÃÜËÏ ÆÎâ ÑÃÑËØ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÏÇÉÆÖ
ÔÑÃÑÌ ÆÄËÉÇÐËÌ ÖÔÎÑÄËÇÏ ËØ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ âÄÎâÇÕÔâ
ÖÔÎÑÄËÇ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËÌ ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

ZZ 00 ÿ ZZ 00 � 0 ; �46�
W 0W 000 ÿW 0W 000 � 0 : �47�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ä ÖÔÎÑÄËâØ ÒÓËÐâÕÞØ ÓÂÐÇÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ
ÒÇÓÇÌÕË ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß W ÏÞ ÏÑÅÎË ÃÞ,
ÑÕÕÂÎÍËÄÂâÔß ËÏÇÐÐÑ ÑÕ ÐËØ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÄÕÑÓÑÇ ËÊ ÐËØ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÑ
ÐËÍÂÍ ÐÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÄÐÇÛÐËÏË ÔËÎÂÏË, ÐÑ ÊÂÕÑ ÔÓÂÊÖ ÉÇ
ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ×ÑÓÏÖ
ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÊÆÇÔß ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ.

³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (47) âÔÐÑ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÐÑ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÇÔÎË

W 0 � am 0�l; y� ;

W 000 � a

l2
m 000�l; y� ;

ÒÓË ÕÑÏ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ m ÇÔÕß ÑÆÐÑ ËÊ ÚÂÔÕÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ

m 00 � l2m � 0 ; �48�

ÅÆÇ a Ë l ì ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ. ±ÓËÚÇÏ ÐÇÕ ÐËÍÂÍÑÅÑ
ÔÏÞÔÎÂ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÒÓËÐâÕß ÍÂÍÑÇ-
ÎËÃÑ ÆÓÖÅÑÇ ÚËÔÎÑ, ÍÓÑÏÇ ÇÆËÐËÙÞ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÒÓÑ-
ÕËÄÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (48)

m � cos �ly�

ÄÔÇ ÓÂÄÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Í ÄËÆÖ

m � cos y

ÒÓÑÔÕÑÌ ÍÂÎËÃÓÑÄÍÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ, ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÂâ ÚÂÔÕß
ÍÑÕÑÓÑÌ ÐËÍÂÍ ÐÇ ÔÄâÊÂÐÂ ÄÐÂÚÂÎÇ Ô ÍÂÍÑÌ-ÕÑ ÖÅÎÑÄÑÌ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ g 2 �0; 2p�.

ªÕÂÍ, ÏÞ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËÌ Ô ÐÇÐÖÎÇÄÞÏ
ÖÓÑÄÐÇÏ àÐÇÓÅËË ÒÓËÐâÕÑÇ ÓÂÐÇÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ (12) ÄÇÆÇÕ
Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÎáÃÞÇ ÆÓÖÅËÇ ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞÇ ÆÄËÉÇÐËâ,
ÍÓÑÏÇ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËØ �x � const� Ë ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËØ
�Z � const�, ÄÑÑÃÜÇ ËÔÍÎáÚÂáÕÔâ 7.

ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (46) Ë (47)
ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ. ±ÑàÕÑÏÖ, ÒÇÓÇØÑÆâ ÐÂ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß W, ÆÎâ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (46)

ÒÓËÐËÏÂÇÏ ÕÇ ÉÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË:

Z � FW 0 � qz�s; y� ; �49�
Z 00 � q

s 2
z 00�s; y� ;

ÅÆÇ q ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, Â z ì ÑÆÐÑ ËÊ ÚÂÔÕÐÞØ
ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

z 00 � s 2z � 0 :

ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ×ÖÐÍÙËË z ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÊâÕß
ÎËÃÑ

z � cos sy ; �50�
ÎËÃÑ

z � sin sy ; �50 0�
Ë ÔÆÇÎÂÐÐÞÌ ÄÞÃÑÓ, ÍÂÍ Ë ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ s,
ÆÑÎÉÇÐ ÒÓÑÄÑÆËÕßÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ
ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (49), ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÎÇÄÂâ ÇÅÑ ÚÂÔÕß ÔÑÆÇÓÉËÕ Ä
ÔÇÃÇ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË F.

£ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÏÞ ÖÉÇ ÄÞâÔÐËÎË, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâW ÇÔÕß ÐÇ
ÚÕÑ ËÐÑÇ, ÍÂÍ a cos y. ¿ÕÑ ÄÑÊÐËÍÛÇÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (47)
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ ÔÄÑË Ë ÄÒÑÎÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (49) ÖÔÎÑÄËâ ÆÎâ ÑÕÃÑÓÂ ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÊÆÇÔß
ÔÑÚÇÕÂÐËÌ ×ÖÐÍÙËÌ z Ë F. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ËÊ ÄÔÇÅÑ
ÔÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (49) ÏÑÉÐÑ ÕÇÒÇÓß
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

ÿaF sin y � qz�s; y� : �51�
°ÕÔáÆÂ Ë ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (50), (500) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ×ÖÐÍÙËË F ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÊâÕß ÕÑÎßÍÑ ÕÂÍÖá
ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá, ÖÏÐÑÉÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÂ
sin y Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓÂÄËÎÂÏË ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËË ËÏÇÎÑ
ÃÞ ÔÄÑËÏ ÒÓÑÆÖÍÕÑÏ ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß (50) ËÎË (500) Ô ÕÇÏ ËÎË
ËÐÞÏ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÊÆÇÔß ÊÐÂÚÇÐËÇÏ s.

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÏÇØÂ-
ÐËÊÏ ÄÞÃÑÓÂ ×ÖÐÍÙËË F, ÒÑÆÆÇÓÉËÄÂáÜÇÌ àÎÎËÒÕËÚÇ-
ÔÍËÇ Ë ÅËÒÇÓÃÑÎËÚÇÔÍËÇ ÆÄËÉÇÐËâ Ô ÑÕÎËÚÐÞÏ ÑÕ ÐÖÎâ
ÖÓÑÄÐÇÏ àÐÇÓÅËË, ÔÄâÊÂÐÞ ÊÆÇÔß ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ Ô ÒÓÂÄË-
ÎÂÏË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, Õ.Ç.,
ÅÑÄÑÓâ ËÐÂÚÇ, Ô àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÏË ÆÇÌÔÕÄËâÏË, ÚÕÑ, Ô
ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ, âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÞÏ ÖÔÒÇ-
ØÑÏ ÏÇÕÑÆÂ.

±ÑÔÎÇ ÔÆÇÎÂÐÐÞØ ÊÂÏÇÚÂÐËÌ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß,
ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÄÑÑÃÜÇ ÕÑÎßÍÑ ÕÓË ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËØ ×ÖÐÍÙËË F, ÔÒÑÔÑÃÐÞØ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËá
(51) Ô ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕßá Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËÌ (50) ËÎË (500). ¥ÄÇ ËÊ
ÐËØ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÐßáÕÑÐÑÄÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (ËÏÇáÜËÏ
ÒÑÎáÔÞ Ä ÆÄÖØ ×ÑÍÖÔÂØ àÎÎËÒÔÂ):

F1 � 1�������������
Wÿ a
p � 1

i
���
a
p �������������������

1ÿ cos y
p � ÿi�����

2a
p

sin �y=2� ;

F2 � 1�������������
W� a
p � 1�����

2a
p

cos �y=2� ;

Ë ÆÎâ ÐËØ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (51) ËÏÇÇÏ

q1 � i
�����
2a
p

; z1 � cos
y
2
; s � 1

2
;

q2 � ÿ
�����
2a
p

; z2 � sin
y
2
; s � 1

2
:

´ÓÇÕßâ ×ÖÐÍÙËâ, ÍÂÍ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÆÑÅÂÆÂÕßÔâ, ÇÔÕß ÐÇ ÚÕÑ
ËÐÑÇ, ÍÂÍ ËÊÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ¤ÖÍÂ ÆÎâ ÔËÎ

7 µÓÂÄÐÇÐËÇ (48) ÐÇ ËÔÍÎáÚÂÇÕ ÕÓËÄËÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞØ
ÆÄËÉÇÐËÌ Ô ÒÂÆÇÐËÇÏ ÐÂ ÙÇÐÕÓ, ÇÔÎË ÒÓËÐâÕß l2 � ÿ1, ÐÑ ËØ ÏÞ Ä
ÓÂÔÚÇÕ ÐÇ ÃÇÓÇÏ.
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ÖÒÓÖÅÑÔÕË:

F3 �W � a cos y ; q3 � ÿ a 2

2
; z3 � sin 2y ; s � 2 :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÄËØÓÇÄÖá ×ÑÓÏÖ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ, ÏÞ ÆÑÍÂÊÂÎË ËÊÄÇÔÕÐÖáË ÖÉÇ ÖÒÑÏâÐÖÕÖá
ÄÞÛÇ ÕÇÑÓÇÏÖ ¢ÇÓÕÓÂÐÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÐËÍÂÍËÇ ÆÓÖÅËÇ ×ÖÐÍÙËË
F, ÍÓÑÏÇ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ, ÐÇ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕß
ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá (49) ÐË ÒÓË ÍÂÍËØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ s, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ s � 1=2; 2.

¦ÔÎË ÔÓÂÄÐËÕß ÒÓËÄÇÆÇÐÐÑÇ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ Ô ÕÇÏ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ¡Îß×ÇÐÖ Ë ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ Ä [9]
Ë ÍÑÕÑÓÑÇ ÊÂÐËÏÂÇÕ ÕÂÏ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÕÓÂÐËÙ ÕÇÍÔÕÂ, ÕÑ (ÐÇ
ÅÑÄÑÓâ ÖÉÇ Ñ ÍÓËÕÇÓËË ÒÓÑÔÕÑÕÞ) ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ, ÒÓÇÆ-
ÎÂÅÂÇÏÑÇ ÄËØÓÇÄÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÄËÉÇÐËâ, âÄÐÑ ÄÞËÅÓÞ-
ÄÂÇÕ Ä ÎÂÍÑÐËÚÐÑÔÕË.

¯ÂÍÑÐÇÙ, Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÇÜÇ ÑÆÐÑÌ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÒÓËÏÇ-
ÐËÏÑÔÕËÏÇÕÑÆÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÑÆËÐ ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÕÑÚÍË Ä ÒÑÎÇ ÆÄÖØ ÐÇÒÑÆÄËÉÐÞØ
ÅÓÂÄËÕËÓÖáÜËØ ÙÇÐÕÓÑÄ.

£ÒÇÓÄÞÇ ÑÃÜÖá ÊÂÆÂÚÖ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËÌ ÕÑÚÍË
Ä ÒÑÎÇ ÔËÎ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎ ¿ÌÎÇÓ, Â ÊÂÕÇÏ ÃÑÎÇÇ
ÒÑÎÐÑ ÇÉÂÐÆÓ [13]. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËË ¬. ºÂÓÎßÇ
[13], ÆÄËÉÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏ "ÒÎÂÐÇÕÐÞÏ ÆÄËÉÇÐËâÏ". ¿ÕË ÆÄËÉÇÐËâ,
Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ "ÔÒÖÕÐËÍÑÄÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ"
(ÒÓËÏÇÓÑÏ ÍÑÕÑÓÞØ ÏÑÅÖÕ ÔÎÖÉËÕß ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 2
ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏ u2 � const), ÑØÄÂÕÞÄÂáÕ ÑÃÂ
ÒÓËÕâÅËÄÂáÜËØ ÙÇÐÕÓÂ Ë ÒÓÑÕÇÍÂáÕ ÒÑ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÏ
ÑÓÃËÕÂÏ.

³ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÕÂ ÊÂÆÂÚÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ËÐÕÇÓÇÔ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË ÖÚÇÕÇ ÄÎËâÐËâ ÔÒÎáÔÐÖÕÑÔÕË
©ÇÏÎË ÐÂ ÆÄËÉÇÐËÇ ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÞØ ÔÒÖÕÐËÍÑÄ [5]. ¥ÓÖÅËÇ
ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ àÕÑÌ
ÊÂÆÂÚË Ä ÐÇÃÇÔÐÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ ÖÍÂÊÂÐÞ Ä ÍÐËÅÇ ¬. ºÂÓÎßÇ
[13].

³ÂÏÂâ ÄÂÉÐÂâ, ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÔÕÂÆËâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ
ÄËØÓÇÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÄÑÆËÕÔâ
Í àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÏ ÕÓËÅÑÐÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÆÇÌÔÕÄËâÏ. ¥ÇÌÔÕ-
ÄËÕÇÎßÐÑ, ÔÐÂÚÂÎÂ ÐÖÉÐÑ ÆÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÃÖÆÖÕ
àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÏË, ÒÓË àÕÑÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÑÐË ÐÇ ÃÖÆÖÕ ÒÑÆ-
ÚËÐâÕßÔâ ÄÕÑÓÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ ¬ÇÒÎÇÓÂ, ÚÕÑ ÄÞâÔÐâÇÕÔâ ÒÑÕÑÏ
ÒÓË ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËË ×ÑÓÏÖÎÞ (38a).

¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ ÒÇÓÄÑÌ ÊÂÆÂÚË ÐÖÉÐÑ ÄÐÑÄß ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Í
ÖÔÎÑÄËâÏ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÑÔÕË (44a) Ë (44Ã), ÒÑÆÔÕÂÄËÄ Ä ÐËØ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÄËÆÂ
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; �52�

ÅÆÇ p1; 2 � GM1; 2, M1; 2 ì ÏÂÔÔÞ ÆÄÖØ ÕâÅÑÕÇáÜËØ ÙÇÐÕ-
ÓÑÄ Ä ×ÑÍÖÔÂØ àÎÎËÒÔÑÄ (ÔÏ. ÓËÔ. 1), Gì ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÂâ
ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ.
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®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (44a), (44Ã) ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÒâÕß
ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÖÔÎÑÄËâÏ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËÌ ÆÄÖØ ÐÂ àÕÑÕ
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ÑÕÎËÚÂáÜËØÔâ ÑÕ (46) Ë (47) ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÄÞÏ.
¥Îâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ "ÒÎÂÐÇÕÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ" �W �
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µÓÂÄÐÇÐËÇ (46�) ÆÎâ àÕÑÅÑ ÄËÆÂ ÆÄËÉÇÐËÌ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓËÕÔâ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÍÂÉÆÑÇ ËÊ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ ÑÃÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË, ÚÕÑ Ë ÕÓÇÃÑÄÂÎÑÔß
ÒÑÍÂÊÂÕß.

6. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

¬ÓÂÕÍÑ ÓÇÊáÏËÓÖÇÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÃÑÕÞ Ë
ÖÍÂÉÇÏ ÐÂ ÄÇÓÑâÕÐÞÇ ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÞ ËØ ÓÂÊÄËÕËâ.

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ, Ä ÑÕÐÑÛÇÐËË ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÑÃÑÔÐÑ-
ÄÂÐÐÑÔÕË ÒÓËÄÎÇÚÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÎÇÓÂ Í ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá
ÆÄËÉÇÐËÌ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ.

´ÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÑÐÑ (ÓÇÚß ËÆÇÕ Ñ ÎÇÄÑÌ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ
ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÖá ×ÑÓÏÖ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÒÑÆÑÃÐÑÌ ÚÂÔÕË ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ 4-ÄÇÍÕÑÓÂ,
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÅÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍË ËÐÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÞØ ÆÇÌÔÕÄËÌ ÐÂÆ 4-ÄÇÍÕÑÓÑÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÂ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÞÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÔÏÞÔ-
ÎÑÏ, ÄÐÑÔËÕ ÔáÆÂ, ÒÑ ÐÂÛÇÏÖ ÏÐÇÐËá, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÖá
âÔÐÑÔÕß. ¥ÓÖÅÑÇ ÆÇÎÑ, ÚÕÑ ÒÓË àÕÑÏ ÐÖÉÐÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÕÑ,
ÚÕÑ ÓÇÂÎßÐÞÇ ÑÃÝÇÍÕÞ ÑÕÐáÆß ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÕÑÚÇÚÐÞÏË.
ª ÊÆÇÔß ÇÜÇ ÑÔÕÂáÕÔâ ÄÑÒÓÑÔÞ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÑÕÐÑÛÇÐËË
ÕÑÅÑ, ÍÂÍÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ËØ ËÐÇÓÙËá Ë ÒÓË ÍÂÍËØ ÖÔÎÑÄËâØ
ÃÖÆÇÕ ÄÐÑÔËÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÐÇÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÔÕß ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÏÂÔÔÞ ÒÑ ÑÃÝÇÏÖ. ¿ÕÑ ÉÇ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÔâ Ë Í ÖÚÇÕÖ à××ÇÍÕÑÄ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÓÇÂÎßÐÞÇ
ÕÄÇÓÆÞÇ ÕÇÎÂ ÑÕÐáÆß ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÂÃÔÑÎáÕÐÑ ÕÄÇÓÆÞÏË,
Ë Õ.Ò.

£ÑÑÃÜÇ, ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÂâ ×ÑÓÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ
"ÔÖÃÔÕÂÐÙËË" ÍÂÍ ËÔØÑÆÐÂâ ×ÑÓÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ
ÑÃÝÇÍÕÑÄ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ Ë ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ
ÑÃÝÇÏÑÏ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÔÑÑÃÜËÕß ÒÓÑÃÎÇÏÂÕËÍÇ ÒÑÆÑÃ-
ÐÑÅÑ ÓÑÆÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ËÏÒÖÎßÔ. ±ÓÑÃÎÇÏÞ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ Ë
ËÏÇÐÐÑ Ô ÒÓËÄÎÇÚÇÐËÇÏ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ, ÐÑ
ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ Ë ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÌ ÏÇØÂ-
ÐËÍÇ, ÖÉÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [14].

°ÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÔÕË Ä ÙÇÎÑÏ Ë ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÓÂÃÑÕÞ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÖÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß ÔÎÇÆÖá-
ÜÇÇ.

±Ñ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá ËÆÇÌ ÇÇ ÐÇÎßÊâ ÑÕÐÇÔÕË ÒÓâÏÑ Í ÕÇÏ
ÓÂÃÑÕÂÏ, ÅÆÇ ÒÓÑÔÎÇÉËÄÂÇÕÔâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÂ ÅÂÏËÎßÕÑ-
ÐÑÄÞØ ÔËÔÕÇÏ ÐË Ä ÖÊÍÑÏ, ÐË Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÔÏÞÔÎÇ
(ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÇ ËÔÚËÔÎÇÐËÇ). ¿ÕÑ ÄËÆÐÑ ÖÉÇ ËÊ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ
ÓÂÃÑÕÂ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÓÂÊÄËÕËá ÐÇ ÄËØÓÇÄÞØ, Â ÒÑÕÇÐÙËÂÎß-
ÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ë ÑÒÇÓËÓÖÇÕ ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕ-
ÄÇÐÐÑ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¿ÌÎÇÓÂ ÍÂÍ Ô ÑÔÐÑÄÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
ÆÄËÉÇÐËâ. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÑÉÐÑ ÆÂÉÇ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÑÐÂ ÐÂØÑ-
ÆËÕÔâ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÒÒÑÊËÙËË Í ÏÇÕÑÆÂÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÑÌ
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ÏÇØÂÐËÍË, ÐÑ ÕÑÎßÍÑ Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÕÂÏ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÑÕÐáÆß ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÞÏË [1,
2]. £ ÙÇÎÑÏ ÉÇ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÆÇÎÑ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÕÑÏÖ, ÍÂÍÑÅÑ
ÓÑÆÂ ÖÆÑÃÔÕÄÂ Ë ÅÆÇ ÒÓÇÆÎÂÅÂáÕÔâ ÕÇÏ ËÎË ËÐÞÏ
ÏÇÕÑÆÑÏ. £ àÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÓÂÊÖÎßÕÂÕÞ ÐÂÛÇÌ ÓÂÃÑÕÞ,
ÑÕÐÑÔâÔß Í ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÊÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ,
ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ ÊÆÇÔß, Ä àÕÑÌ
ÖÊÍÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÒÓâÏÑÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¿ÌÎÇÓÂ ÍÑÇ-ÚÕÑ ÆÂÇÕ.

£ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÆÓÖÅÑÌ ÅÑÓËÊÑÐÕ ÔÓÂÄÐÇÐËÌ,
ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓâÏÞÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ àÌÎÇÓÑÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÐËÏÂÇÕÔâ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÕÇÚÇÐËÌ.

³ÓÂÄÐÇÐËâ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ËÊ-ÊÂ ÔÖ-
ÜÇÔÕÄÖáÜÇÌ ÓÂÊÐËÙÞ Ä ÒÓÇÆÏÇÕÂØ ÑÒËÔÂÐËâ ÄÑÊÐËÍÂáÕ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÓÂÊÎËÚËâ ÍÂÍ Ä ÏÇÕÑÆÑÎÑÅËË, ÕÂÍ Ë Ä
×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ.

¡ ËÏÇÐÐÑ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË, ÅÆÇ ÒÓÇÆ-
ÏÇÕÑÏ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÂÎßÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜÇÇ
ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ë ÅÆÇ ÄÆÑÃÂÄÑÍ ÄÔÇÅÆÂ ËÏÇÇÕÔâ
ÆÂÄÎÇÐËÇ, ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ àÌÎÇÓÑÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÏÇÐË-
ÕÇÎßÐÑ Í ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËá ÆÄËÉÇÐËÌ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ
(ÆÂÄÎÇÐËÇ "ÄÞÍÎáÚÇÐÑ") ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÕ ÓÇÛÇÐËÇÏ ×ÖÐÍÙËá
W. ¦Ç ÑÃÎÂÔÕßá ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÄÔâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß
ÆÄËÉÇÐËâ ÑÃÝÇÍÕÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÔÂÏ ÐÇ ÊÂÐËÏÂÇÕ ÐËÍÂÍÑÅÑ
ÑÃÝÇÏÂ. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÏÖ ×ÖÐÍÙËâ W ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÕ ÐÇ
ÓÇÂÎßÐÞÇ ÆÄËÉÇÐËâ, Â ÄÔáÆÖ ÒÎÑÕÐÞÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÇ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ÄËÓÕÖÂÎßÐÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÃÓÇÕÂáÕ
ÓÇÂÎßÐÑÔÕß Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ "ÓÇÆÖÍÙËË", ÐÂÔÕÖÒÂáÜÇÌ ÔÓÂÊÖ
ÒÑÔÎÇ ÖÍÂÊÂÐËâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÒÓÇÆÇÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÄÓÇÏÇÐË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÑÃÝÇÍÕÂ ÔÓÂÄÐÇÐËÌ
ÖÆÑÃÔÕÄÑ Ë ÒÓÑÔÕÑÕÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÊÂÍÑÐÑÏÇÓ-
ÐÑÔÕÇÌ ÆÄËÉÇÐËÌ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÊÆÇÔß
ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÒÑÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÄËØÓÇÄÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÄËÉÇÐËâ ÖÆÂÇÕÔâ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÒÑÕÇÐÙË-
ÂÎßÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ä ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ ÓÇÆÂÍÙËË.
±ÓÂÄÆÂ, ÒÑÍÂ àÕÑ ÑÕÐÑÔËÕÔâ Í ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏÖ ÍÎÂÔÔÖ
ÆÄËÉÇÐËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÕÐáÆß ÐÇ ÄØÑÆâÕ ×ËÐËÕÐÞÇ
ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË Ô ÐÇÐÖÎÇÄÞÏ ÖÓÑÄÐÇÏ àÐÇÓÅËË.
©ÂÕÑ ÔáÆÂ ÄÍÎáÚÂáÕÔâ Ë ÒÓËÕÑÏ ÔËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ ÆÄËÉÇÐËâ, ÒÑÆÆÇÓÉËÄÂÇÏÞÇ "ÏÖÎßÕËÒÎËÍÂÕËÄÐÞÏË
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏË". °ÚÇÐß ÄÂÉÐÑ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÄÔÇ àÕË
ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏÞ Ë ÏÑÅÎË ÃÞ ÃÞÕß
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÕÇÓÏËÐÂØ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ ÅËÒÇÓàÎÎËÒÕËÚÇ-
ÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÑÃÓÂÜÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ËÏ ÂÃÇÎÇÄÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ.

³ÑÄÑÍÖÒÐÞÌ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ ÓÂÃÑÕÞ ÏÑÉÐÑ
ÔÄÇÔÕË Í ÊÂÍÎáÚÇÐËá, ÚÕÑ ËÏÇÐÐÑ ÄËØÓÇÄÂâ ×ÑÓÏÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÆÄËÐÖÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕ-

ÐÖá ÓÇÆÂÍÙËá ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ËÐÕÇÅÓËÓÑ-
ÄÂÐËâ ÆÄËÉÇÐËÌ ÕÑÚÇÚÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ.

£ÑÕ, ÚÕÑ ÅÑÄÑÓËÕ ÑÃ àÕÑÏ £.ª. ¡ÓÐÑÎßÆ Ä ÔÄÑÇÌ ÍÐËÅÇ
[5], ËÏÇâ Ä ÄËÆÖ ÕÂÍÉÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÒÑ ÔÄÑÇÌ ÒÓËÓÑÆÇ
ÏÇÕÑÆ ¤ÂÏËÎßÕÑÐÂ ëÁÍÑÃË, ÍÑÓÐË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÞ, ÍÂÍ
ËÊÄÇÔÕÐÑ, Ô ÐÇÄËØÓÇÄÑÌ ×ÑÓÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ.

"±ÇÓÇØÑÆâ Í ÂÒÒÂÓÂÕÖ ÒÓÑËÊÄÑÆâÜËØ ×ÖÐÍÙËÌ,
ÊÂÏÇÚÖ, ÚÕÑ ÑÐ ÖÆÓÖÚÂáÜÇ ÐÇËÐÄÂÓËÂÐÕÇÐ Ë ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ Ä ×ÂÊÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇ f�P;Q�g. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô àÕËÏ ÒÓËØÑÆËÕÔâ
ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÂÒÒÂÓÂÕÑÏ ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, Â àÕÑ
ÕÂÍÑÌ ÑÃÝÇÍÕ, Ä ÔÂÏoÂ Ï ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÖÉÇ
ÍÓÑÇÕÔâ ÆÄÖÔÏÞÔÎÇÐÐÑÔÕß".

±ÇÓÇØÑÆ ÐÂ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÒÎÑÔÍÑÔÕß, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÓÇÛÂÇÕ
àÕÖ ÒÓÑÃÎÇÏÖ, Ë ÏÇÕÑÆ ÊÆÇÔß ÔÂÏ ÐÂÚËÐÂÇÕ ÊÂÃÑÕËÕßÔâ Ñ
ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÐÂËÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ,
Ä ÚÇÏ Ë ÒÓÑâÄÎâÇÕ ÔÄÑá ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß. ¯Ñ ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ
àÕÑ ÙÇÐÑÌ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÖÔÎÑÄËâ (12), ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÖÉÂÇÕ
ÍÎÂÔÔ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ. ¹ÕÑÃÞ ÒÇÓÇÌÕË Í
ÆÓÖÅËÏ ÍÎÂÔÔÂÏ ÆÄËÉÇÐËÌ, ÑÔÕÂÄÂâÔß ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÐÂ
ÒÑÊËÙËâØ "ÄËØÓÇÄÑÌ ÕÇÑÓËË", ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÍÂÊÂÕßÔâ ÑÕ
ÖÔÎÑÄËâ (12). ¯Â ÕÑ, ÚÕÑ Ä ÒÓËÐÙËÒÇ àÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑ,
ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÒÓËÏÇÓ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÍÓÖÅÑÄÞØ
ÆÄËÉÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÌ, Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÖÉÇ ÐÇ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ
ÖÔÎÑÄËá (12), Â Ô ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ ì Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (24a), (24Ã) âÄÎâÇÕÔâ ÐÂ-
ÔÕÑÎßÍÑ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÏ, ÚÕÑ ÐÇ ÊÂÔÎÖÉËÄÂÇÕ ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ
ÄÐËÏÂÐËâ.
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Invariant formulation of the potential integration method for the vortical equation of motion of a the material point

A.V. Kukushkin
Nizhni|̄ Novgorod State Technical University,
ul. Minina 24, 603600 Nizhni|̄ Novgorod, Russian Federation
Tel. (7-8312) 36-78 40. E-mail: andkir@sbrf.nnov.ru

A relativistic procedure for deriving the kinetic part of the generalized Euler equation is proposed as an argument to justify the
application of the vortical equation of motion to classical discrete dynamics problems. An invariant formulation of the potential
integration method is given for a class of two-dimensional motions. To demonstrate the eféciency of the method, a number of well-
known theorems of the dynamics of a material point are proved. A new result of the study is the fact that "hyperelliptic motions" at the
zero-energy level are related to the éeld of "multiplicative" forces.
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