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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ×ËÊËÍÇ ÂÕÑÏÐÞØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ÒÓÑÄÇÆÇÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ
ÚËÔÎÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ô ÖÚÂÔÕËÇÏ ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÞØ ËÑÐÑÄ. ªÊÖÚÂÎËÔß ÍÂÍ ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ
ËÑÐÑÄ Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâØ Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏË ËÑÐÂÏË:

Aÿ � BZ� ! A� B�Zÿ1���n� ; �1�

ÕÂÍ Ë ËØ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâØ ÂÕÑÏÑÄ Ô ÄÞÔÑÍÑ-
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞÏË ÓËÆÃÇÓÅÂÏË:

A� B��n� ! Aÿ � B� ; �2�

ÒÓË ÏÂÎÞØ Ë ÃÑÎßÛËØ ÔÍÑÓÑÔÕâØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ. £ ÐÂÔÕÑâ-
ÜÇÏ ÑÃÊÑÓÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÏÇÆÎÇÐÐÞÇ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ:
v < v0 � 2;19� 108 ÔÏ Ôÿ1.

°ÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ ÂÕÑÏÐÞÇ ËÑÐÞì àÕÑ ÏÐÑÅÑàÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÌ ËÑÐ ì ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ËÑÐ
ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂHÿ�1s2�ìËÏÇÇÕ ÆÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ. ¿ÐÇÓÅËâ
ÔÄâÊË ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ËÑÐÂ Hÿ,
àÐÇÓÅËâ ÔÓÑÆÔÕÄÂ ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂ Í àÎÇÍÕÓÑÐÖ, ÏÂÎÂ Ë
ÓÂÄÐÂ 0,75421 à£. µ ÏÐÑÅËØ ÂÕÑÏÑÄ àÐÇÓÅËâ ÔÓÑÆÔÕÄÂ ÇÜÇ
ÏÇÐßÛÇ. ªÊ-ÊÂ ÏÂÎÑÔÕË àÕÑÌ àÐÇÓÅËË à××ÇÍÕËÄÐÞÇ ÔÇÚÇ-
ÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ (1) Ë (2) ÄÇÎËÍË.

£ÐÇÛÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ ÔÎÂÃÑ ÄÑÊ-
ÏÖÜÂÇÕ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÑÃÑÎÑÚÇÍ. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ ÑÒËÔÂ-
ÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ (1) Ë (2). ¿ÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ V, Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÆÄËÉÇÕÔâ ÄÐÇÛÐËÌ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÞÌ àÎÇÍÕÓÑÐ,
âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÂÕÑÏÂ. °Ð ÑÕÎËÚÇÐ
ÑÕ ÐÖÎâ Ä ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÏ ÑÃÝÇÏÇ. £ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Ë ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÆÄËÉÇÐËâ ÂÕÑÏÐÞØ âÆÇÓ
ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÏÇØÂÐËÍË ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÄÐÇÛÐÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÔËÔÕÇÏÞ Aÿ � BZ� ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÒÓË
ÓÇÛÇÐËË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÇ
ÄÇÍÕÑÓÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâR ÄØÑÆËÕ ÍÂÍ ÒÂÓÂÏÇÕÓ,
Õ.Ç. âÆÓÂ ÂÕÑÏÑÄ ÔÚËÕÂáÕÔâ ÊÂÍÓÇÒÎÇÐÐÞÏË.

£ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ F�R; r� ËÏÇÇÕ
ÄËÆ�

ÿ D
2
ÿ Z

r
� V

ÿjRÿ rj�ÿ E�R�
�
F�R; r� � 0 ; �3�

ÅÆÇ r ì ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ,
ÿZ=r ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÎÂÃÑ-
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ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ ËÑÐÑÏ BZ�.
¯ÂÚÂÎÑ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, Õ.Ç. Ä âÆÓÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ BZ�.
¿ÐÇÓÅËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ E�R� Ë ÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ F�R; r�
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÍÂÍ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ,
ÒÓËÚÇÏ àÐÇÓÅËâ ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ
R, Â ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÊÂÄËÔËÕ Ë ÑÕ R, Ë ÑÕ ÖÅÎÂ ÏÇÉÆÖ
ÄÇÍÕÑÓÂÏË r Ë R. ®Þ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÂÕÑÏÐÞØ
ÇÆËÐËÙ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ e � m � �h � 1.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ ÆÎâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
G�r; r 0;E�, ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ�

ÿD
2
ÿ Z

r
ÿ E

�
G�r;R;E� � d�rÿ R� �4�

Ë ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ
×ÖÐÍÙËâÏ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ cnlm�r� ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

G�r;R;E� �
X
n; l;m

cnlm�r�c�nlm�R�
En ÿ E

; �5�

ÅÆÇ ÔÖÏÏÂ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ
ÔÑÔÕÑâÐËâÏ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ Ë ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ
ÒÑ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÖ.

´ÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4), ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ ·ÑÔÕÎÇÓÑÏ
Ë ±ÓÂÕÕÑÏ [1, 2] Ä 1963 Å., ÑÍÂÊÂÎÑÔß ÑÚÇÐß ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÏ:

G�r; r 0;E� � G�1ÿ Zn�
2pjrÿ r 0j

�
W�tx�M 0�ty� ÿW 0�tx�;M�ty�

�
;

�6�

tfx; yg � fx; ygn
; x � r� r 0 � jrÿ r 0j ;

y � r� r 0 ÿ jrÿ r 0j ; n � 1����������ÿ2Ep :
�7�

©ÆÇÔß ×ÖÐÍÙËËM ËWì×ÖÐÍÙËË µËÕÕÇÍÇÓÂ Ô ËÐÆÇÍÔÂÏË
Zn, 1/2 (MZn; 1=2 Ë WZn; 1=2), ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÓÇÛÇÐËâÏË
ÖÓÂÄÐÇÐËâ

W 00
Zn; 1=2�t� �

�
ÿ 1

4
� Zn

t

�
WZn; 1=2�t� � 0 : �8�

¶ÖÐÍÙËâ M ÓÇÅÖÎâÓÐÂ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÐÑ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔØÑÆËÕÔâ ÒÓË t!1, Â ×ÖÐÍÙËâ W àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË Ë ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÂ Ä
ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

£ÏÇÔÕÑ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3) Ô ÒÑÏÑÜßá
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÏÑÉÐÑ ÐÂÒËÔÂÕß ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

F�R; r� � ÿ
�
G�r; r 0;E�Vÿjr 0 ÿ Rj�F�R; r 0� dr 0 ; �9�

ÍÑÕÑÓÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÑÕÒÓÂÄÐÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ
ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÔËÔÕÇÏÞ Aÿ � BZ�. ªÐÕÇÅÓÂÎ Ä ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËË (9) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ ÑÕ
ÂÕÑÏÂ A, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ V�rA� àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÓÂÔÔÕÑâÐËâ rA � jrÿ Rj.
¿ÕÑ ÖÏÇÐßÛÇÐËÇ ÑÚÇÐß ÓÇÊÍÑÇ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÑ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÊÂÓâÆÂ ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ËÑÐÂ Hÿ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ V âÄÎâÇÕÔâ ÔÕÂÕËÚÇ-
ÔÍËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËË H�1s�: VH�1s� � exp�ÿ2rA��1� rÿ1A �. ¦ÔÎË à××ÇÍÕËÄ-
ÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ V ÏÂÎ, ÕÑ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9) ÏÑÉÐÑ

ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ ÒÑ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ r 0 Ä ÕÑÚÍÇ r 0 � R:

G�r; r 0;E� � G�r;R;E� � �r 0 ÿ R� dG

dr 0

����
r 0�R

� . . . �10�

£ÃÎËÊË ÂÕÑÏÂ A ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ F ÄÑÊÏÖÜÂÇÕÔâ
ÔÎÂÃÑ Ë ÃÎËÊÍÂ Í ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË F0 ËÊÑÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÅÑ ËÑÐÂ Aÿ, ÇÔÎË ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ R ÐÇ
ÏÂÎÑ. ´ÑÚÐÇÇ, ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞ, ÐÑ ËØ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÏÑÅÖÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎË-
ÚÂÕßÔâ. ¥Îâ ÕÂÍËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ R ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÖá ÒÓË
ÎáÃÑÏ r ×ÖÐÍÙËá F�R; r� ÐÂØÑÆËÏ ÒÓâÏÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄ-
ÍÑÌ ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË F0 Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9). ´ÑÅÆÂ
ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÑÅÑ ËÑÐÂ L�0, ÍÑÅÆÂ ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÂâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
F0 ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÖÅÎÑÄ, ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÂâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍ-
ÙËâ ÓÂÄÐÂ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÒÓË r 0 � R:

F�R; r� � C0G�r;R;E� ; L � 0 ; �11�
ÅÆÇ C0 ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ. ¶ÑÓÏÖÎÂ (11)
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÄÔÇÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
ÄÐÇÛÐÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÒÓË ÐÂÆÎÇÉÂÜÇÏ ÄÞÃÑÓÇ ÔÒÇÍÕÓÂ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËÌ E. ¥Îâ ÑÕÎËÚÐÑÅÑ ÑÕ
ÐÖÎâ ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ (L 6� 0) ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
F�R; r� ÓÂÄÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÒÓË r 0 � R.

£ ÓÂÐÐËØ ÓÂÃÑÕÂØ [3 ë 6] ÒÓËÐËÏÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
ÂÕÑÏÂ A ËÏÇÇÕ ÐÖÎÇÄÑÌ ÓÂÊÏÇÓ, Õ.Ç. ÚÕÑ V � V0d�rÿ R�, Â
ÖÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞ ÐÂØÑÆËÎËÔß ÒÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ
ÓÇÛÇÐËË ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË jrÿ RjG�r;R;E� Ä ÕÑÚÍÇ
r � R. ³ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÏÑÆÇÎË ÂÐÆÂÖ ë ©ËÐÇÓÂ [7] Ä
ÓÂÃÑÕÇ [3] ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÎÑÔß ÔÇÚÇÐËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (1). ¯Â
ÑÔÐÑÄÇ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË Ä ÓÂÃÑÕÇ [4] ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÑÔß âÄÎÇÐËÇ
ÖÛËÓÇÐËâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞØ ÎËÐËÌ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô ÖÓÑÄÐÇÌ,
àÐÇÓÅËË ÍÑÕÑÓÞØ ÏÇÐßÛÇ àÐÇÓÅËË ÔÄâÊË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ
ËÑÐÂ. ±ÓËÃÎËÉÇÐËÇ d-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ
ÔÎÖÚÂâ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ
ËÑÐÂ (L � 0). ¢ÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÍÐËÅÇ [6].

¥ÇÕÂÎßÐÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË (11) ÒÓÑ-
ÄÇÆÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [8 ë 10]. ¯ÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ
ÄÞÚËÔÎâÎÔâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË fE;Rg, ÍÑÅÆÂ àÐÇÓÅËâ ÔËÔÕÇÏÞ
E Ë ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ R ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÍÂÍ
ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ËÎË ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ
ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÅÑ ÒÓËÕâÉÇÐËÇÏ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ Í ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏÖ ËÑÐÖ:

E � E0�R� � e0 ÿ Z

R
; �12�

ÅÆÇ e0 ì àÐÇÓÅËâ ÔÄâÊË ÄÐÇÛÐÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÐÇÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐÐÑÏ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÏ ËÑÐÇ. £ ÓÂÔÚÇÕÂØ ÑÃÐÂÓÖÉËÎÑÔß
ÄÇÔßÏÂ ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÇ ÔÍÂÚÍÑÑÃÓÂÊÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÐÑÓÏË-
ÓÑÄÑÚÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R. ¿ÕË
ÔÍÂÚÍË ËÏÇáÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÕÑÚÍÂØ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ËÑÐÐÑÅÑ
ÕÇÓÏÂ (12) Ô ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏË ÖÓÑÄÐâÏË àÐÇÓÅËË
En � ÿZ 2=2n2, ÍÑÅÆÂ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÞÌ àÎÇÍÕÓÑÐ ÒÇÓÇØÑ-
ÆËÕ ÑÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ Í ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏÖ Ë ÄÑÊ-
ÄÓÂÜÂÇÕÔâ ÐÂÊÂÆ.

£ ÓÂÃÑÕÂØ [8 ë 10] ÃÞÎÂ ÄÄÇÆÇÐÂ Ë ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÂ ×ÖÐÍÙËâ
B�R�, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÂâ ÒÓËÏÇÔß ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅo ËÑÐÂ Ä ÒÑÎÐÑÌ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÌ
×ÖÐÍÙËË (11). °ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
ÐÖÎß Ä ÕÑÚÍÂØ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÕÇÓÏÑÄ, Â ÏÇÉÆÖ ÒÇÓÇÔÇÚÇ-
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ÐËâÏË ÃÎËÊÍÂ Í ÇÆËÐËÙÇ. °ÃÓÂÜÇÐËÇ Ä ÐÖÎß ×ÖÐÍÙËËB�R�
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ àÎÇÍÕÓÑÐ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÑÍÑÎÑ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ BZ�, Â ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÐÂÌÕË ÇÅÑ
ÑÍÑÎÑ ÂÕÑÏÂ A ÃÎËÊÍÂ Í ÐÖÎá. ¦ÔÎË ÉÇ B�R� � 1, ÕÑ,
ÐÂÑÃÑÓÑÕ, àÎÇÍÕÓÑÐ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÑÍÑÎÑ ÂÕÑÏÂ A, ÑÃÓÂÊÖâ
ËÑÐ Aÿ.

£ ÔËÔÕÇÏÇ Aÿ � BZ� ÂÕÑÏÐÞÇ ÚÂÔÕËÙÞ A Ë BZ�

ÓÂÊÆÇÎÇÐÞ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÃÂÓßÇÓÑÏ. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ÐÂØÑÉÆÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÍÑÎÑ ÕÑÅÑ ËÎË ËÐÑÅÑ ÂÕÑÏÂ
ÏÑÉÐÑ ÑÙÇÐËÕß, ÄÞÚËÔÎââ ÍÄÂÐÕÑÄÖá ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß
ÃÂÓßÇÓÂ. °ÙÇÐÍÂ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË ÏÇÉÝâÆÇÓÐÞØ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÑÃÎÂÔÕâÏ ÏÇÉÆÖ ÕÑÚ-
ÍÂÏË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÕÇÓÏÑÄ, ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÐÂØÑÉÆÇÐËâ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÍÑÎÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß
ØÑÕâ Ë ÏÂÎÑÌ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÇÆËÐËÙÇÌ, ÐÑ ÕÂÍÑÌ, ÚÕÑ
ÑÕÎËÚËÇ ×ÖÐÍÙËË B�R� ÑÕ ÇÆËÐËÙÞ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÃÑÎßÛÇ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ Ä ÓÂÔÚÇÕÂØ [8 ë 10].

¯Â ÔÂÏÑÏ ÉÇ ÆÇÎÇ ÒÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ àÐÇÓÅËâØ Ä ÒÑÎÇ
ËÑÐÂBZ� ÐÇÕ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ, Ë ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÇÇ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÔÕË Ä ÙÇÐÕÓÇ ÍÖÎÑ-
ÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ËÑÐÂ. ªÏÇÐÐÑ àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ×ÖÐÍÙËË (11) ÄÃÎËÊË ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÑÅÑ ËÑÐÂ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
ÑÙÇÐÍË ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÃÂÓßÇÓÂ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ×ÖÐÍ-
ÙËâB�R� ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÚÇÐß ÃÎËÊÍÑÌ Í ÇÆËÐËÙÇ Ä ÑÃÎÂÔÕâØ
ÏÇÉÆÖ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâÏË ÕÇÓÏÑÄ. ¤ÓÂ×ËÍË ×ÖÐÍÙËË B�R� Ë
ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐËÉÇ.

¬ÖÎÑÐÑÄÔÍÑÇ ÒÑÎÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÒÓËÄÑÆËÕ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, Í ÄÞÓÑÉÆÇÐËá ÖÓÑÄÐÇÌ
àÐÇÓÅËË. ¿ÕÂ ÔËÏÏÇÕÓËâ ÑÕÓÂÉÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÍÖÎÑ-
ÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ Ë, Ä ÔËÎÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (11), ÐÂ
ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÔËÔÕÇÏÞ
Aÿ � BZ�. ¦ÔÎË àÐÇÓÅËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÃÎËÊÍÂ Í àÐÇÓÅËË
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ En, ÕÑ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÏÖ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËá (5) Ë ×ÑÓÏÖÎÇ (11) ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ, ÕÂÍ
Ë ×ÖÐÍÙËâ F�R; r� ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÖÏÏÑÌ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ
ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÚËÔÎÂÏ l;m Ô ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ
ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ n:

P
l;m c�nlm�r�cnlm�R�. ¿ÕË

×ÖÐÍÙËË ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ Ô àÐÇÓ-
ÅËÇÌ En � ÿZ 2=2n2. ¥Îâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ Ô ÑÕÎËÚ-
ÐÞÏ ÑÕ ÐÖÎâ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ
ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË F�R; r� ÕÂÍÉÇ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ
ÔÖÏÏÞ ÒÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ, ÐÑ ÑÕ ÕÂÍËØ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÄÏÇÔÕÑ
ÑÆÐÑÌ ËÊ ×ÖÐÍÙËÌ ÔÕÑËÕ ÇÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ.

³ÖÏÏÞ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÄÞÚËÔ-
ÎÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [8, 11 ë 13]. °ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÑÐË ÓÂÄÐÞ
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ËÊ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ, Â
ËÏÇÐÐÑ ×ÖÐÍÙËË cn00 Ô ÐÖÎÇÄÞÏË ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏË ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË l � m � 0; ÒÓËÚÇÏ Ä àÕËØ ÄÞÓÂÉÇÐËâØ
×ÖÐÍÙËË cn00 ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÆÄÖØÙÇÐÕÓÑÄÞØ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x; Z � �r� jrÿ Rj�=R. ³ÖÏÏÞ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÃÞÎË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË
ÒÓÇÆÇÎÂ ÐÂÌÆÇÐÐÑÌ ·ÑÔÕÎÇÓÑÏ Ë ±ÓÂÕÕÑÏ [1, 2] ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (6), ÍÑÅÆÂ E! En, Ë ÔÓÂÄÐÇÐËË ÇÅÑ Ô
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÒÓÇÆÇÎÑÏ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
(5). ²ÂÐÇÇ ÔÖÏÏÞ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ, ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÐÇ
ÃÞÎË ËÊÄÇÔÕÐÞ. £ 30-Ø ÅÑÆÂØ £.¡. ¶ÑÍÑÏ ÄÞÚËÔÎÇÐÂ ÑÆÐÂ
ËÊ ÔÖÏÏ, ÐÑ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ä ËÏÒÖÎßÔÐÑÏ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË.

£ÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ (11) ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËË cn00�x� Ë cn00�Z� ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ

ÖÒÓÑÜÂÇÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÔÄÑÌÔÕÄ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ. ¢ÞÎÑ
ÐÂÌÆÇÐÑ, ÚÕÑ àÎÇÍÕÓÑÐ Ä ÔÑÔÕÑâÐËâØ Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏË ×ÖÐÍ-
ÙËâÏË (11) ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ, ÊÂÄËÔâÜËÏ
ÑÕ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R. £ ÒÓÇÆÇÎÇ R!1
×ÖÐÍÙËË (11) ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ×ÖÐÍÙËâÏ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍËØ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ, Õ.Ç. Í ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ ×ÖÐÍÙËâÏ Ä ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ [7], Â ËØ ÆËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í
ÕÂÍÑÄÞÏ ÆÎâ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÿ3n�n1 ÿ n2�=2Z
[7]. ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÛÕÂÓÍÑÄÔÍËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ âÄÎâáÕÔâ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÓËÆÃÇÓÅÑÄ Ä
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ [7]. °ÍÂÊÂÎÑÔß, ÚÕÑ àÕË
ÔÑÔÕÑâÐËâ ÓÇÂÎËÊÖáÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÒÓË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÍÖÎÑ-
ÐÑÄÔÍËØ ÓËÆÃÇÓÅÑÄ Ô ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞÏË ÂÕÑÏÂÏË Ä ÒÓÇÆÇÎÇ
R!1. ¶ÂÍÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Ö
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÔËÔÕÇÏÞ A� B��n� ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ô
ÂÕÑÏÐÞÏË ÓËÆÃÇÓÅÂÏË, ÐÂØÑÆâÜËÏËÔâ Ä ÔÓÇÆÇ Ô ÐÇÌÕ-
ÓÂÎßÐÞÏË ÂÕÑÏÂÏË.

±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ ÂÆËÂÃÂÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË (11) ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕß Ä ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËË ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ ÔÖÏÏ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ, ÐÑ ÑÕ ÔÑÄÒÂÆÂáÜËØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ: r � R. ¢ÑÎßÛÑÇ
ÚËÔÎÑ ÕÂÍËØ ÔÖÏÏ ÄÞÚËÔÎÇÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [8, 11 ë 13] ÒÓË
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÒÓÇÆÇÎÂ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ,
ÍÑÅÆÂ E! En. ±ÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÄÔÇ ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÔÖÏÏÞ, ÍÂÍ
×ÖÐÍÙËË ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R, ÑÃÎÂÆÂáÕ ÄÇÔßÏÂ
ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÞÏ ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ.

£ ÓÂÃÑÕÇ [8] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÞ ÓÂÊÆÄËÉÇÐËÌ
ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËÌ ÒÓË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâØ ËÑÐÐÑÅÑ Ë ÍÑÄÂÎÇÐÕ-
ÐÑÅÑ ÕÇÓÏÑÄ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÔÖÏÏÞ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ ÒÓË
r � R, ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß ÐË ÒÓË ÍÂÍËØ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ R. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÕÇÓ-
ÏÑÄ ÔËÔÕÇÏÞ Aÿ � BZ� âÄÎâáÕÔâ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâÏË, Â
ÐÇ ÔÕÓÑÅËÏË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâÏË ÕÇÓÏÑÄ. ³ÄâÊß ÓÂÊÆÄËÉÇÐËâ
ÕÇÓÏÑÄ Ä ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâØ Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÔÖÏ-
ÏÂÏË ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÃÞÎÂ ÐÂÌÆÇÐÂ
[8] Ä ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÓË ÐÑÓÏËÓÑÄÍÇ ÂÆËÂ-
ÃÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË.

¦ÜÇ Ä ÓÂÐÐËØ ÓÂÃÑÕÂØ [3 ë 6] ÃÞÎ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐ Ë ÒÑÆ-
ÓÑÃÐÑ ÑÃÔÖÉÆÂÎÔâ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË ËÑÐÐÞÌ ÕÇÓÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ Ô ÑÆÐËÏ
ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ ËÊ n2 ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ n. ´ÂÍËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÒÑÎÖÚËÎË ÐÂÊÄÂÐËÇ ÂÍÕËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. ªØ ÄÑÎÐÑÄÞÇ
×ÖÐÍÙËË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÇ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (11), ÓÂÄÐÞ ÔÖÏÏÂÏ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ
ÔÑÔÕÑâÐËâÏ. °ÔÕÂÎßÐÞÇ n2 ÿ 1 ÔÑÔÕÑâÐËÌ âÄÎâáÕÔâ ÒÂÔ-
ÔËÄÐÞÏË Ë ÐÇ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ Ô ËÑÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ.

¢ÂÊËÔ n2 ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÆÎâ
ÍÂÉÆÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ n ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÔÕÓÑËÕß, ÄÄÑÆâ ËØ ÎËÐÇÌ-
ÐÞÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËË. °ÆÐÑÌ ËÊ ÕÂÍËØ ÍÑÏÃËÐÂÙËÌ âÄÎâÇÕÔâ
×ÖÐÍÙËâ ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ. £ÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓÑÃÎÇÏÂ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÄÑÎÐÑÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ ÒÂÔÔËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. °ÐË ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÑÓÕÑ-
ÅÑÐÂÎßÐÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ Ë Í ×ÖÐÍÙËË ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
(11). ªÊ ×ÂÍÕÂ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËÌ ÒÂÔÔËÄÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ë ×ÖÐÍÙËË (11) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ àÕË ×ÖÐÍÙËË, ÍÂÍ
Ë ×ÖÐÍÙËâ (11), ÃÖÆÖÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ ÒÂÔÔËÄÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÄÄÇÆÇÐÞ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐÐ�uá ÔËÔÕÇÏÖ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ë ÑÐË
ÃÖÆÖÕ ÊÂÔÇÎâÕßÔâ Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË (1).

ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÂÔÔËÄÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÔÕÓÑÅÑ
ÅÑÄÑÓâ, ÕÂÍÑÄÞÏË ÐÇ âÄÎâáÕÔâ, ÑÐË ÐÇ ÖÚÂÔÕÄÖáÕ ÎËÛß
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Ä ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÔËÔÕÇÏÞ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË.
¿ÐÇÓÅËË ÒÂÔÔËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË Ë
ÓÂÄÐÞ ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÞÏ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ àÐÇÓÅËâÏ En. ²ÂÐÇÇ
ÑÃÔÖÉÆÂÎÔâ ÕÑÎßÍÑ ×ÂÍÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÌ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË
ÒÇÓÇÔÕÓÑÇÐËâ ÃÂÊËÔÂ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÐÑ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÇ ÇÅÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÐÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâ-
ÎÑÔß. £ ÓÂÃÑÕÇ [8] ÕÂÍÑÌ ÃÂÊËÔ ÃÞÎ ÒÑÔÕÓÑÇÐ Ë ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐ Ä ÓÂÔÚÇÕÇ ÔÇÚÇÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (1). ±ÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË
ÃÂÊËÔÂ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÏ ÑÍÂÊÂÎÔâ ÄÑÒÓÑÔ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÑÔß z ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÂ
Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ. ´ÂÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÐÇ ÄÓÂÜÂÇÕÔâ
ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË, ÚÕÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÕÓÇÃÖÇÏÑÅÑ
ÃÂÊËÔÂ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ.

£ ÓÂÃÑÕÂØ [3 ë 6] ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (11), ÐÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎËÔß.
¿ÕÑ ÔÑÊÆÂÄÂÎÑ ÄÇÔßÏÂ ÃÑÎßÛËÇ ÒÓÑÃÎÇÏÞ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ÃÂÊËÔ âÄÎâÇÕÔâ ØÑÕâ Ë ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ, ÐÑ
ÒÇÓÇÔÕÓÑÇÐÐÞÏ ÃÂÊËÔÑÏ. ¦ÔÎË Ä ÓÂÔÚÇÕÇ [3] à××ÇÍÕËÄ-
ÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË (ÓÇÂÍÙËË (1)) àÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÌ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÒÑÎÖÚÇÐËâ ËÐ×ÑÓÏÂ-
ÙËË ÑÃ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÏ ÊÂÔÇÎÇÐËË ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÒÑÆ-
ÖÓÑÄÐÇÌ (ÒÓË àÕÑÏ ÒÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË ÊÂÐË-
ÉÂÇÕÔâ Ä 1,5 ë 2 ÓÂÊÂ), ÕÑ ÓÂÔÚÇÕ ÔÇÚÇÐËâ ÑÃÓÂÕÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇcÔÂ (2) ËÎË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÖÛËÓÇÐËâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞØ
ÎËÐËÌ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÞ ÃÇÊ ÊÐÂÐËâ ÔÄÑÌÔÕÄ ÂÆËÂÃÂ-
ÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ±ÓÑÃÎÇÏÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÆÂ-
ÐËÇ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ [14], ÕÂÍ ÍÂÍ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÌ ÃÂÊËÔ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÇÓÇÔÕÓÑÇÐÐÞÏ ÆÂÉÇ ÒÓË ÒÓÇ-
ÆÇÎßÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ (R!1);
ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2.4.

°ÃÔÖÉÆÂÇÏÑÇ ÐËÉÇ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÇ ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÞØ ËÑÐÑÄ ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, Ô
ÒÑÏÑÜßá ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÆÎâ ÒÑÎâ ÑÕÕÂÎ-
ÍËÄÂÐËâ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË ÔËÔÕÇÏÖ Aÿ � BZ� ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕß Ä ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÕÑ ÆÎâ ÔÕÑÎ-
ÍÐÑÄÇÐËâAÿ � Bÿ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÐÇÒÓË-
ÏÇÐËÏÑ. ³ÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÞÇ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÏÑÅÖÕ ÑÕÓÞÄÂÕßÔâ
ÑÕ ÑÃÑËØ ËÑÐÑÄ, Aÿ Ë Bÿ, Ë ÒÇÓÇØÑÆËÕß Ä ÍÑÐÕËÐÖÖÏ, ÕÂÍ
ÚÕÑ àÕÖ ÔËÔÕÇÏÖ ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÚËÕÂÕß ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ
ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ. ±ÓË ÃÑÎßÛËØ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÞØ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâØR ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ÆÄÖØ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐ-
ÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ
ÆÎâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ. ±ÑÎÐÂâ ÉÇ ×ÖÐÍ-
ÙËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ ÓÂÄÐÂ ÒÓÑËÊÄÇ-
ÆÇÐËá àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ.

°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ, ÚÕÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕ ÂÐÂÎËÊ. ±ÑÎÐÞÌ
ÐÂÃÑÓ ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÄÍÎáÚÂÇÕ ÆÄÂ ÔÑÔÕÑâÐËâ
Ô ÑÕÓÞÄÑÏ ÑÆÐÑÅÑ ËÊ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ (Aÿ � B� e Ë
A� e� Bÿ) Ë ÔÑÔÕÑâÐËÇ Ô ÑÕÓÞÄÑÏ ÆÄÖØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
(A� B� 2e). £ÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ÕÂÍËØ ÑÕÓÞÄÑÄ
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÔËÎßÐÞÏ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ ÓÂÔ-
ÕÂÎÍËÄÂÐËÇÏ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ±ÑàÕÑÏÖ ÄÔÇ
àÕË ÔÑÔÕÑâÐËâ ÆÑÎÉÐÞ ÖÚËÕÞÄÂÕßÔâ Ä ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ËØ
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÔËÎßÐÑ ÍÑÐÍÖÓËÓÖáÕ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ. ¦ÔÎË
ÑÕÓÞÄÂÇÕÔâ àÎÇÍÕÓÑÐ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÕ ËÑÐÂ Aÿ, ÕÑ ÑÃÓÂ-
ÊÖÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ A� Bÿ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÕÓÞÄ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ
ËÑÐÂ Bÿ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÎËÛß Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÃÑÎÇÇ ÔÎÂÃÑÅÑ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞÏ ÂÕÑÏÑÏ A.

±ÇÓÇÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß Í ÃÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÑÏÖ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá
ÒÓÑÃÎÇÏ, ÑÕÐÑÔâÜËØÔâ Í ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâÏ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ
Ë ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ.

2. ¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÔËÔÕÇÏÞ Aë+BZ+

2.1. °ÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ËÑÐ
Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ
£ÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá ÄÐÇÛÐÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐ-
ÐÑÅÑ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ Ô ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ
L � 0 ÏÑÉÐÑ ÄÞÃÓÂÕß Ä ÄËÆÇ

F0

ÿjrÿ Rj� � N0
exp �ÿgjrÿ Rj�
jrÿ Rj ; �13�

N0 �
������
g
2p

r
; e0 � ÿ g2

2
; L � 0 ;

ÚÕÑ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÆÇÎÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ËÑÐÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ F ÒÓË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË
(R!1). ªÔÔÎÇÆÖÇÏ ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÔÄâÊË ÐÇÄÑÊÏÖ-
ÜÇÐÐÑÌ ËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (13) Ô ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ
¤ÓËÐÂ, ÍÑÕÑÓÂâ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (11), âÄÎâÇÕÔâ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÄÐÇÛÐÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ
Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ.

¶ÖÐÍÙËâ µËÕÕÇÍÇÓÂ M ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ
ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËÇÌ ×ÖÐÍÙËÌWÿ�t� ËW��t� [84]:

G�1ÿ Zn�MZn; 1=2�t� � �ÿ1�1�Zn G�1ÿ Zn�
G�1� Zn� Wÿ�t��

� �ÿ1�Zn W��t� ; �14�
ÒÓËÚÇÏ ×ÖÐÍÙËâ Wÿ�t� �WZn; 1=2�t� àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÖÃÞÄÂÇÕ, ÂW��t� �WÿZn; 1=2�ÿt� àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂ-
ÔÕÂÇÕ ÒÓË t!1. ªÔÒÑÎßÊÖâ ÎËÐÇÌÐÖá ÍÑÏÃËÐÂÙËá (14),
×ÖÐÍÙËá ¤ÓËÐÂ (6) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÒÓË r 0 � R ÍÂÍ ÔÖÏÏÖ
ÆÄÖØ ÚÎÇÐÑÄ:

G�r;R;E� � �ÿ1�
1�Zn

2p
G�1ÿ Zn�
G�1� Zn� G1�r;R;E��

� �ÿ1�
Zn

2p
G2�r;R;E� ; �15�

ÅÆÇ

G1�r;R;E� �Wÿ�tx�W 0
ÿ�ty� ÿW 0

ÿ�tx�Wÿ�ty�
jrÿ Rj ; �16�

G2�r;R;E� �
Wÿ�tx�W 0

��ty� ÿW 0
ÿ�tx�W��ty�

jrÿ Rj : �17�

¶ÖÐÍÙËË W� Ë Wÿ ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÞ ÒÓË ÓÂÄÐÑÏ ÐÖÎá
ÂÓÅÖÏÇÐÕÇ, ÐÑ ËØ ÎËÐÇÌÐÂâ ÍÑÏÃËÐÂÙËâ (14), Õ.Ç. ×ÖÐÍ-
ÙËâ M, ÓÇÅÖÎâÓÐÂ Ä ÐÖÎÇ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ×ÖÐÍÙËË G1 Ë
G2 ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÞ Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ, ÐÑ ËØ ÎËÐÇÌÐÂâ
ÍÑÏÃËÐÂÙËâ, Õ.Ç. ÒÑÎÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ (15), ÓÇÅÖ-
ÎâÓÐÂ. ¶ÖÐÍÙËá G2 ÏÑÉÐÑ ÐÂÊÄÂÕß ËÑÐÐÑÌ ÚÂÔÕßá
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ, Â ×ÖÐÍÙËá G1 ÿ ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÑÌ ÚÂÔÕßá.
¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ Ä ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËË (15) ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÔÕË Ä ÐÖÎÇ ÒÑÎÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
¤ÓËÐÂ ËÎË ÒÑÎÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË. ³ÄÑÌÔÕÄÂ
ÔËÔÕÇÏÞ Aÿ � BZ� ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ àÕÑÅÑ ÖÔÎÑ-
ÄËâ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÔÕË.

±ÇÓÇÏÇÐÐÞÇ tx Ë ty, ÑÕ ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÄËÔâÕ ×ÖÐÍÙËË G1 Ë
G2, ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (7). ±ÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÏ
r 0 � R àÕË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÍÑÐÔÕÂÐÕ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂáÕ Ô àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÏË (ÃËÔ×ÇÓËÚÇÔÍËÏË) ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË
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x Ë Z [15]:

tx � R

n
�x� 1� ; ty � R

n
�Z� 1� ; x; Z � r� jRÿ rj

R
;

14x41 ; ÿ14Z4 � 1 :

¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÓÂÔØÑÆâÜÂâÔâ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ ×ÖÐÍÙËâ M�ty� ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ty,
ÍÑÕÑÓÂâ, ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÒÓË
r!1, Â ÏÇÐâÇÕÔâ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ 04ty 4 2R=n. ±ÑàÕÑÏÖ
×ÖÐÍÙËË G1 Ë G2, ÍÂÍ Ë ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ (11), ÓÇÅÖÎâÓÐÞ
ÒÓË r!1. ¯ÇÓÇÅÖÎâÓÐÂâ Ä ÐÖÎÇ ×ÖÐÍÙËâWÿ�tx� ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ tx, ÍÑÕÑÓÂâ ÏÇÐâÇÕÔâ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ
2R=n4tx 41 Ë ÐÇ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá ÒÓË ÍÑÐÇÚÐÑÏ
ÊÐÂÚÇÐËË R. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÓÇÅÖ-
ÎâÓÐÞ Ë Ä ÐÖÎÇ.

ªÔÔÎÇÆÖÇÏ ÕÇÒÇÓß ÒÓÇÆÇÎ r! R. ¿ÐÇÓÅËË ÔÄâÊË ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ e0 ÏÂÎÞ, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ÏÂÎÞ àÐÇÓÅËË
ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ En ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
A� B�Zÿ1���n�. ¥Îâ ÕÂÍËØ àÐÇÓÅËÌ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÎËÃÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËÌ µËÕÕÇÍÇÓÂ ÒÑ ËÐÆÇÍÔÖ
Zn!1 [16], ÎËÃÑ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8). ®Þ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (8) Ä ÒÑÆÃÂÓßÇÓÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ËÏÇáÕ ÄËÆ [9]

W��t� �
�
1ÿ t0

t

�ÿ1=4
exp

�
� 1

2

������������������
t�tÿ t0�

p
�

� Zn� 2Zn ln

���
t
p ÿ ������������

tÿ t0
p
2Zn

�
: �18�

¶ÖÐÍÙËâ M ÓÂÄÐÂ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËË (14) Ô ÖÚÇÕÑÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (18).

¬ÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (18) ×ÖÐÍÙËÌ W�
ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ËÑÐÐÑÌ ÚÂÔÕË
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ G2 Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÄÃÎËÊË
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ. ±ÓÑËÊÄÑÆâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÓË
jrÿ Rj5R, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

G2�r;R;E� �
exp

ÿÿgscljrÿ Rj�
jrÿ Rj ;

gscl�R� �
"
ÿ 2

�
E� Z

R

�#1=2
: �19�

¶ÑÓÏÂ ×ÖÐÍÙËË (19) ÕÂÍÂâ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ö ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË (13). ¦ÔÎË àÐÇÓÅËâ E ÓÂÄÐÂ àÐÇÓÅËË ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÑÅÑ ËÑÐÂ Ä ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË (12), ÕÑ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ë
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË àÍÔÒÑÐÇÐÕ: gscl � g. ±ÓÑÄÇÆÇÐÐÞÌ ÐÂÏË ÚËÔ-
ÎÇÐÐÞÌ ÓÂÔÚÇÕ Ô ÕÑÚÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏËµËÕÕÇÍÇÓÂ ÒÑÍÂÊÂÎ,
ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (19) Ô ÄÞÔÑÍÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÂÔÚÇÕÂ Ä ÒÑÆÃÂÓßÇÓÐÑÌ ÑÃÎÂ-
ÔÕË ÆÎâ ÕÂÍËØ àÐÇÓÅËÌ, ÍÑÅÆÂ Zn5 2.

¶ÖÐÍÙËâ G1 ÐÇ ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÓË r! R, Ë Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ ÇÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÊÂÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

G1�r;R;E� �
W��tx�W 0

��ty� ÿW 0
��tx�W��ty�

jrÿ Rj �

� n
2

��
dW�
dR

�2

� 2

�
E� Z

R

�
W 2
�

�
t�2R=n

ÿ

ÿ Zn
2
�rÿ R� W 2

��2R=n�
R2

� . . . �20�

°ÃÓÂÕËÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐËá ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ,
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄËË Ô ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (11). ¯ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÖá ÄÑÎÐÑ-
ÄÖá ×ÖÐÍÙËá F�R; r� ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ×ÑÓÏÇ

F�R; r� � N�R�
jrÿ Rj

�
W

�
x

n

�
M 0
�
y

n

�
ÿW 0

�
x

n

�
M

�
y

n

��
;

�21�

ÅÆÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ

N�R� �
��

dtx dty
1

�rÿ R�2 �

�
�
W

�
x

n

�
M 0
�
y

n

�
ÿW 0

�
x

n

�
M

�
y

n

��2�ÿ1=2
; �22�

ËÎË Ä ×ÑÓÏÇ

F�R; r� � 2pN0 B�R�G�r;R;E� �
� N�R� G1�r;R;E�

G�1� Zn� �N0 B�R�G2�r;R;E� ; �23�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ

B�R� � N�R�
N0G�1ÿ Zn� : �24�

¯ÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ N�R� ÐÂØÑÆËÕÔâ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ [9, 10] Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÓâÆÑÄ ÆÎâ
×ÖÐÍÙËÌ µËÕÕÇÍÇÓÂ W Ë M ÒÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ
ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ [84]. ³ÚËÕÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß àÐÇÓÅËË ÑÕ
ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ
ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ (12). £ÞÚËÔÎÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ N�R�
ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 1. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔÖÐÍÂ, ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚ-
ÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ N�R� ËÏÇÇÕ ÓÇÊÍËÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÞ ÒÓË ÒÇÓÇ-
ÔÇÚÇÐËâØ ÕÇÓÏÑÄ, ÍÑÅÆÂ E � En � ÿZ 2=2n2. £ÆÂÎË ÑÕ
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ ÕÇÓÏÑÄ �Rn < R < Rn�1), ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ àÐÇÓÅËË ËÑÐÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ (12):

En � e0 ÿ Z

Rn
; Rn � Z

e0 ÿ En
; �25�

ÅÎÂÄÐÞÏ Ä ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËË (14) âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËÌ ÚÎÇÐ, ÍÑÅÆÂ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (22) ÄÇÎËÍÑ, Â ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ N�R�
ÏÂÎ. £ÃÎËÊË ÉÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ (R � Rn) ÅÎÂÄÐÞÏ Ä (22)

101

N�R�
100

10ÿ1

10ÿ2

200 40 60 80
R, Â. Ç.

²ËÔ. 1. ¯ÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ N�R� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâHÿ �He��.
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âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÜËÌ ÚÎÇÐ, ÍÑÅÆÂ
ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (22) ÏÂÎÑ, Â ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚ-
ÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ N�R� ÄÇÎËÍ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÄÞÚËÔÎÇÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ B�R�.
£ÆÂÎË ÑÕ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ ÂÃÔÑÎáÕÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ×ÖÐÍÙËË
B�R� ÃÎËÊÍÂ Í ÇÆËÐËÙÇ. ²ÂÄÇÐÔÕÄÑ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ
×ÖÐÍÙËË B�R� ÇÆËÐËÙÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÐÇÛÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐ
ÐÂØÑÆËÕÔâ ÑÍÑÎÑ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ, ÍÂÍ àÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ
×ÑÓÏÖÎÞ (23).¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, Ä ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ×ÖÐÍÙËË
¤ÓËÐÂ (×ÑÓÏÖÎÞ (15) Ë (23)) ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌG2,
Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÎÞÏ, ÄÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌ
G1, ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ (13). £ÕÑÓÑÌ
ÚÎÇÐ Ä (15) Ë (23) ÒÓË ÎáÃÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ R ÆÂÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (19), Â ÒÓË àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ
(12), ÍÑÅÆÂ gscl � g, ÄÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ Ä (15) Ë (23), Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑ, Ë ÄÔâ ËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâF�R; r� ÃÎËÊÍË Í ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË (13). ±ÓË àÕÑÏ àÎÇÍÕÓÑÐ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ
ÑÍÑÎÑ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ. ±ÓË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâØ, ÍÑÅÆÂ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÒÂÆÂáÜËÌ ÚÎÇÐ Ä (14) ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÅÎÂÄÐÞÏ, ×ÖÐÍÙËâ B�R� ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÆÑ ÐÖÎâ, àÎÇÍÕÓÑÐ
ÒÇÓÇØÑÆËÕ Í ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÏÖ ÙÇÐÕÓÖ. £ ×ÑÓ-
ÏÖÎÇ (15) ÅÎÂÄÐÞÏ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ô G2.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ (5), ÏÑÉÐÑ ÐÂÒËÔÂÕß ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÇ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÄÐÇÛÐÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ:

F�R; r� �
X
n

Cn�E�Cn�R; r� ; �26�

ÅÆÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË
ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Cn�R; r� ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÖÏÏÂÏË
ÒÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ:

Cn�R; r� �
Xnÿ1
l�0

Xl
m�ÿl

Jnlm�R�c�nlm�r� ; �27�

Jnlm�R� � cnlm�R��������������
Qn�R�

p �
�
cnlm�r�Cn�R; r� dr ; �28�

Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Cn�R� Ë ÔÖÏÏÂ Qn�R� ÓÂÄÐÞ

Cn�R� � ÿ 2pN0B�R�
Eÿ En

Q1=2
n �R� ; �29�

Qn�R� �
Xnÿ1
l�0

Xl
m�ÿl

��cnlm�R�
��2 : �30�

¦ÔÎË àÐÇÓÅËâ E ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ ÖÓÑÄÐÇÏ
àÐÇÓÅËË (E�En), ÕÑ ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎß Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (29) ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕ Cn�R�, ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÖÐÍÙËâ B�R� ÒÓË àÕËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
àÐÇÓÅËË ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß (ÔÏ. ÄÞÛÇ).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔÕÓÑâÕÔâ
ËÊ ×ÖÐÍÙËÌ Cn�R; r�, ÍÑÕÑÓÞÇ âÄÎâáÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏË
ÍÑÏÃËÐÂÙËâÏË ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. ¥Îâ ÍÂÉÆÑÅÑ
ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ n ËÏÇÇÕÔâ ÃÂÊËÔ ËÊ n2 ÄÞÓÑÉ-
ÆÇÐÐÞØ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ. ¿ÕÑÕ ÃÂÊËÔ ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇ-
ÔÕÓÂËÄÂÕß, Õ.Ç. ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß n2 ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ
ÎËÐÇÌÐÞØ ÍÑÏÃËÐÂÙËÌ, âÄÎâáÜËØÔâ ÐÑÄÞÏË ÄÑÎÐÑÄÞÏË
×ÖÐÍÙËâÏË ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ [6, 17]. °ÆÐÂÍÑ Ä
ÐÂÛÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐÑ-
ÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ (×ÑÓÏÖÎÂ (26)) ÔÑÆÇÓÉËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÖ ÕÂÍÖá
ÍÑÏÃËÐÂÙËá ì ×ÖÐÍÙËá Cn�R; r�, ÍÑÕÑÓÖá ÏÞ ÃÖÆÇÏ
ÐÂÊÞÄÂÕß Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÂÍÕËÄÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ. °ÔÕÂÎßÐÞÇ n2 ÿ 1 ×ÖÐÍÙËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÏÇ-
ÐÖáÕÔâ Ä ÒÑÔÎÇÆÖáÜÇÏ ×ÖÐÍÙËâÏË ÒÂÔÔËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ, Ä ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ àÐÇÓÅËÌ ÐÇ
ÖÚÂÔÕÄÖáÕ Ë ×ÑÓÏÖÎÑÌ (11) ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ. ±ÑÎÐÞÌ
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ÃÂÊËÔ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÌ
ÆÎâ ÒÑÎÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË, ÔÕÓÑËÕÔâ ÐËÉÇ.

¬ÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ×ÖÐÍÙËË, ÊÂÒËÔÂÐÐÞÇ Ä Ô×Ç-
ÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ: cnlm�r� � Nnl fnl�r�Ylm�y;f�, ÊÂÄË-
ÔâÕ ÑÕ ÑÓËÇÐÕÂÙËË ÑÔË z ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ,
ÕÂÍ ÍÂÍ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË Ylm�y;f� ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÏÖ
ÊÂÍÑÐÖ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÒÓË ÄÓÂÜÇÐËË ÑÔË z [18]. ªÔÒÑÎß-
ÊÖâ ÕÇÑÓÇÏÖ ÔÎÑÉÇÐËâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ [7, 18]:

Xl
m�ÿl

Y�lm y;f� �Ylm�yR;fR� �
2l� 1

4p
Pl�cos a� ; �31�

ÅÆÇ yR Ë fR ì Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ÖÅÎÞ ÄÇÍÕÑÓÂ R, Â a ì ÖÅÑÎ
ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÂÏË r Ë R, ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÂÍÕËÄÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ Cn R; r� � Ë ÔÖÏÏÞ Qn�R� ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä
ÄËÆÇ ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÞØ ÔÖÏÏ ÒÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÖ ÚËÔÎÖ ÑÓÃËÕÂÎß-
ÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ l:

Cn�R; r�� 1�������������
Qn�R�

p Xnÿ1
l�0

2l� 1

4p
Pl�cos a� fnl�r� fnl�R� ; �32�

Qn�R� �
Xnÿ1
l�0

2l� 1

4p

�� fnl�R���2 : �33�

ªÊ×ÑÓÏÖÎ (32) Ë (33) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÍÂÍQn�R�, ÕÂÍ ËCn�R; r�
ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÑÓËÇÐÕÂÙËË ÑÔË z ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ë ËØ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎâÕß Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÑÓËÇÐ-
ÕËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. ¥ÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ Ä àÕËØ
×ÑÓÏÖÎÂØ ÒÑ l Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ. °ÆÐÂÍÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ âÄÐÑÅÑ ÄËÆÂ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
(6) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÑÄÇÔÕË àÕÑ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËË ÒÓÇÆÇÎÂ ×ÖÐÍÙËË (6), ÍÑÅÆÂ E! En (ÔÏ. ÐËÉÇ).

2.2. °ÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ËÑÐ
Ô ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ L=1
´ÓË ÖÅÎÑÄÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ fx; y; zg ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ô ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ
ÏÑÏÇÐÕÑÏ L � 1 ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

F0;fx;y;zg�rb� �
������
3

4p

r
w0�rb�
rb
�

� fcos yb; sin yb cosfb ; sin yb sinfb

	
; rb � rÿ R : �34�

1,0

B�R�

0,5

0

ÿ0,5

ÿ1,0

0 20 40 60 80
R, Â. Ç.

²ËÔ. 2. ¶ÖÐÍÙËâ B�R� Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R

ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâHÿ �He��.
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©ÆÇÔß ÓÂÆËÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ w0�rb� âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ

d2w0�rb�
dr2b

�
�
2
ÿ
e0ÿV�rb�

�ÿ L�L� 1�
r2b

�
w0�rb��0 ; L � 1 :

�35�
±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá (34) Ë ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË ¤ÓËÐÂ (10) Ä ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(9), ÐÂØÑÆËÏ, ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ (9) ÑÕ ÒÇÓÄÑÅÑ ÚÎÇÐÂ ÓÂÊÎÑÉÇ-
ÐËâ (10) ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá.

¥Îâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ Ô ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ
L�1 ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÂâ ÆÄÖØÙÇÐÕÓÑÄÂâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÄÐÇÛÐÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÕÑÓÞÏ ÚÎÇÐÑÏ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËâ (10) Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ:

Fz � ÿ cos yb Nz
FzfM;Wg
jrÿ Rj �

qG
qz 0

����
r 0!R

; �36�

Fx � ÿ sin yb cosjbNx
FxfM;Wg
jrÿ Rj �

qG
qx 0

����
r 0!R

; �37�

Fy � ÿ sin yb sinjb Ny
FyfM;Wg
jrÿ Rj �

qG
qy 0

����
r 0!R

; �38�

ÅÆÇ yb Ë jb ì Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ÖÅÎÞ ÄÇÍÕÑÓÂ rb � rÿ R Ä
ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ô ÙÇÐÕÓÑÏ Ä âÆÓÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ
ËÑÐÂ, Nx; y; z ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÇ ×ÂÍÕÑÓÞ. ¦ÔÎË ÑÔß z
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÄÆÑÎß ÄÇÍÕÑÓÂ R, ÕÑ

FzfM;Wg � 2

n
W 0M 0 �

�
ÿ 1

2n
� Zn

R

Rÿ r

Rÿ z

�
WMÿ

ÿWM 0 ÿW 0M
jRÿ rj ; �39�

Fx; yfM;Wg � 2

n
W 0M 0 �

�
ÿ 1

2n
� Zn

R

r� R

r� z

�
WMÿ

ÿWM 0 ÿW 0M
jRÿ rj ; �40�

ÒÓËÚÇÏ FxfM;Wg � FyfM;Wg � Fx; yfM;Wg, Â x; y; z ì
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÂ r.

¡ÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÓÂÆËÂÎßÐÑÌ ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
w0�rb�, ÄØÑÆâÜÇÌ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (35), ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ Ä
ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ. ¡ÕÑÏÐÞÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÕ
ÂÕÑÏÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÞÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ: V�rb� ! ÿa=2r4b, ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. ´ÑÅÆÂ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ×ÖÐÍÙËË w0�rb� ËÏÇÇÕ ÄËÆ

was0 � N
�1�
0

�
1� 1

grb

�
exp �ÿgrb� : �41�

¶ÖÐÍÙËâ (41) âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (35)
ÃÇÊ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂV�rb�. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕN�1�0 � 0;112 ÆÎâ ËÑÐÂ
Caÿ (e3=20 � 0;01973 à£, e1=20 � 0;02455 à£) ÃÞÎ ÐÂÌÆÇÐ
ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (35) Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ
ÏÑÆÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ V�rb� Ä ÓÂÃÑÕÂØ [19, 20].

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ (18) ÆÎâ
×ÖÐÍÙËÌ µËÕÕÇÍÇÓÂ, ÒÑÆÔÕÂÄÎââ ËØ Ä (39) Ë (40), Â ÊÂÕÇÏ
ÒÓÑËÊÄÑÆâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË jrÿ Rj5R, ÆÎâ

Fz;x; yfM;Wg ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Fz � Fx; y �
�
1� 1

gscljrÿ Rj
�
exp

ÿÿgscljrÿ Rj� ; �42�

ÅÆÇ Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ gscl
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (19). £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (42)
Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÑÌ (41), ÇÔÎË àÐÇÓÅËâ ËÑÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÆÂÇÕÔâ ÐÖÎÇÄÞÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ (12), ÍÑÅÆÂ gscl � g.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ ÐÂÏË ×ÖÐÍÙËË (36) ë (38)
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá: ÒÓË ÃÑÎßÛËØ
ÏÇÉÝâÆÇÓÐÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÑÐË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐ-
ÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÄÃÎËÊË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ.

°ÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÄÐÑÔËÕ
ÑÃÎÂÔÕß ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ ÑÕ âÆÓÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ
ËÑÐÂ, ÐÑ ÄÍÎÂÆ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË (41) ÓÂÔØÑÆËÕÔâ ÒÓË rb ! 0.
±ÑàÕÑÏÖ ÒÓÑËÊÄÑÆËÎÂÔß ÔÛËÄÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (36) ë (38) Ô
ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (35). ¥Îâ ËÑÐÂ Caÿ

ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÄÇÎËÚËÐ N�R� Ë B�R�, ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËÌ ÏÇÉÝâÆÇÓ-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R, ÒÓË ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÆÎâ
àÐÇÓÅËË (12) ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÏÖ ÐÂ ÓËÔ. 1 Ë 2
ÒÑÄÇÆÇÐËá ÕÇØ ÉÇ ÄÇÎËÚËÐ ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ Hÿ �He��. £
ÔÎÖÚÂÇ ËÑÐÂ Caÿ ÚËÔÎÑ ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÏÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ ÃÑÎßÛÇ,
ÕÂÍ ÍÂÍ àÐÇÓÅËâ ÔÄâÊË àÕÑÅÑ ËÑÐÂ ÏÇÐßÛÇ.

¥Îâ ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ L � 1 ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ
ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÆÂáÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

Fx;y;z�R; r� � N
�1�
0

������
3p
p

g
Bx;y;z�E� qG�r; r 0;E�

qfx0; y0; z0g
����
r 0�R

; �43�

Bx;y;z�E� � gNx;y;z�E�
N
�1�
0

����������
3=4p

p
G�1ÿ Zn�

: �44�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË
¤ÓËÐÂ (5), ÊÂÒËÛÇÏ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÎâ ËÑÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË:

Fx;y;z�R; r� �
X
n

Cx;y;z
n �E�C x;y;z

n �R; r� ; �45�

ÅÆÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË

C x;y;z
n �R; r� � 1������������������

Q
x;y;z
n �R�

p X
l;m

c�nlm�r�
qcnlm�R�
qfx; y; zg �46�

âÄÎâáÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏË ÍÑÏÃËÐÂÙËâÏË ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÄÑÎ-
ÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ cnlm�r� Ô ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ ÅÎÂÄÐÞÏ
ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÚËÔÎÑÏ n Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ô ÑÆËÐÂÍÑÄÑÌ
àÐÇÓÅËÇÌ.

¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ë ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÇ ×ÂÍ-
ÕÑÓÞ ÓÂÄÐÞ:

Cx;y;z
n �E� � ÿN

�1�
0

������
3p
p

g
Bx;y;z�E�

������������������
Q

x;y;z
n �R�

p
En ÿ E

; �47�

Qz
n�R� �

X
l;m

���� qcnlm�R�
qz

����2
z�R
�
X
l;m

���� qcnlm�R�
qR

����2 ;

Qx;y
n �R� �

X
l;m

���� qcnlm�R�
qfx; yg

����2
x�y�0

� 1

R2

X
l;m

���� qcnlm�R�
qy

����2
y�0

;

�48�
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ÒÓËÚÇÏ ÆÄÇ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÔÖÏÏÞ Ô ËÐÆÇÍÔÂÏË x Ë y ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÞ.

¥Îâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÒÑÎÐÑÅÑ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 2.3) ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË (46) ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÓÂÊËÕß
ÚÇÓÇÊ ÔÖÏÏÞ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ cnlm Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ, ÑÔß z0 ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÕÑÎ-
ÍÐÑÄÇÐËâ, Â ÑÔß x0 ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÎËÃÑ ÒÑ ÒÓËÙÇÎßÐÑÏÖ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ (ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË), ÎËÃÑ ÒÑ ÄÇÍ-
ÕÑÓÖ ÐÂËÏÇÐßÛÇÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ (ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË,
ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t � 0). ³ËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x0; y0; z0 ÐÇ
ÄÓÂÜÂÇÕÔâ ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË.

¥Îâ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÐÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÊÂÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ ÔÖÏÏÂ

P
l;m c�nlm�r�cnlm�R� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÓËÇÐÕÂÙËË

ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (ÔÏ. ÄÞÛÇ), Â ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ Ä ×ÑÓÏÖ-
ÎÂØ (48) ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÑÔßá R. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ÐÑÄÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÐÂÆÑ ÎËÛß ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞÇ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÔß x ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÑÌ ÄÞÛÇ ÄÓÂÜÂá-
ÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÑÔßá z ÐÑÄÑÌ
ÐÇÄÓÂÜÂáÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÞ, ÕÑ

d

dx
� d

dz0
:

¥Îâ ÆÄÖØ ÆÓÖÅËØ ÒÂÓ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ËÏÇÇÏ ÑÚÇÄËÆÐÞÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ:

d

dz
� cosfR

d

dx 0
� sinfR

d

dy 0
;

d

dy
� ÿ sinfR

d

dx 0
� cosfR

d

dy 0
:

£ÞÓÂÉÂâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ x0; y0 ÚÇÓÇÊ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ R; y;f, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ×ÖÐÍÙËË
C x;y;z

n �R; r� Ä ÐÑÄÑÌ ÐÇÄÓÂÜÂáÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ:

Cx
n�R; r��

X
l;m

c�nlm�r� Jx
nlm�R� ; Jx

nlm�R��
qcnlm�R�=qyR
R

�������������
Qx

n�R�
p ;

Cy
n�R; r��

X
l;m

c�nlm�r� Jy
nlm�R� ; J

y
nlm�R��

qcnlm�R�=qfR

R
�������������
Q

y
n�R�

p ;

Cz
n�R; r� �

X
l;m

c�nlm�r� Jz
nlm�R�; Jz

nlm�R� �
qcnlm�R�=qR�������������

Qz
n�R�

p ;

�49�

ÅÆÇ yR Ë fR ì Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ ÖÅÎÞ ÄÇÍÕÑÓÂ R, ÒÓËÚÇÏ
ÒÑÎâÓÐÞÌ ÖÅÑÎ yR ÒÑÔÕÑâÐÇÐ Ë ÓÂÄÇÐ p=2 Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÄÔÇÅÑ
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÔß z0 ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÂ Í ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ.

¯ÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞÇ ×ÂÍÕÑÓÞ Qx;y;z
n �R� ÓÂÄÐÞ

Qx
n�R� �

1

R2

X
l;m

���� qcnlm�R�
qyR

����2 ;
Qy

n�R� �
1

R2

X
l;m

���� qcnlm�R�
qfR

����2� 1

R2

X
l;m

m2

����cnlm�R�
����2 ; �50�

Qz
n�R� �

X
l;m

���� qcnlm�R�
qR

����2
Ë ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

£ÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË C x;y
n �R; r� ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕ ÔÑÔÕÑâ-

ÐËâÏ Ô ÑÕÎËÚÐÞÏË ÑÕ ÐÖÎâ ÒÓÑÇÍÙËâÏË ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ ÐÂ ÑÔß R, Ë ÒÑàÕÑÏÖ àÕË ×ÖÐÍÙËË ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá,

ÇÔÎË ÄÇÍÕÑÓ r ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÒÑ ÄÇÍÕÑÓÖ R, ÍÑÅÆÂ ÒÑÎâÓÐÞÇ
ÖÅÎÞ ÑÃÑËØ àÕËØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÓÂÄÐÞ p=2. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÔÐÂÚÂÎÂ ×ÖÐÍÙËá Cx

n . ±ÓËÔÑÇÆËÐÇÐÐÞÇ ÒÑÎËÐÑÏÞ
ÇÉÂÐÆÓÂ, ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÜËÇ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËâØ
cnlm�r�, Ë ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÓË y � p=2 ÓÂÄÐÞ [84]

NlmP
jmj
l �cos y�

��
cos y�0 � Nlm

2jmj���
p
p G

��l� jmj � 1�=2�
G
�
1� �lÿ jmj�=2��

� sin

�
p
2
�l� jmj � 1�

�
; �51�

Nlm
dP
jmj
l �cos y�
d cos y

����
cos y�0

�Nlm
2jmj�1���

p
p G

�
1� ÿl� jmj�=2�

G
�ÿ
lÿ jmj � 1

�
=2
��

� sin

�
p
2

ÿ
l� jmj�� : �52�

ªÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ Cx
n�R; r� Ä (49) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË rkR àÕÂ

×ÖÐÍÙËâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËá ÄÞÓÂÉÇÐËÌ
(51) Ë (52), ÍÑÕÑÓÑÇ, Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËá

sin

�
p
2

ÿ
l� jmj � 1

��
sin

�
p
2

ÿ
l� jmj�� ; �53�

ÓÂÄÐÑÏÖ ÐÖÎá ÒÓË ÎáÃÞØ ÙÇÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ l Ëm. ªÐÞÏË
ÔÎÑÄÂÏË, Ä ÔÖÏÏÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË Cx

n ÎËÃÑ cnlm, ÎËÃÑ
qcnlm=qy ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá ÒÓË yr � yR � p=2.

³ÖÏÏÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÂâ ×ÖÐÍÙËá Cy
n�R; r� Ä (49), ÕÑÉÇ

ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÒÓË rkR, ÍÑÅÆÂ ÓÂÄÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ ÂÊËÏÖÕÂÎß-
ÐÞÇ ÖÅÎÞ àÕËØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ (fr�fR) Ë ÍÑÅÆÂ ÖÍÂÊÂÐÐÖá
ÔÖÏÏÖ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÍX

lm

c�nlm�r�
qcnlm�R�

qfR

�

� i

2p

Xnÿ1
l�0

fnl�r� fnl�R�
Xm��l
m�ÿl

m
��NlmP

jmj
l �0�

��2 � 0 : �54�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑÆ ÊÐÂÍÑÏ ÏÑÆÖÎâ Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÔÖÏÏÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ jmj. ±ÑÔÎÇ
ÖÏÐÑÉÇÐËâ ÐÂ m ÄÍÎÂÆÞ Ä àÕÖ ÔÖÏÏÖ ÑÕ �jmj Ë ÿjmj
ÄÊÂËÏÐÑ ÔÑÍÓÂÜÂáÕÔâ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ jmj, Ë,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÔâ ÔÖÏÏÂ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá.

¶ÖÐÍÙËË (49) ÄÊÂËÏÐÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ ÓÂÄÐÞÏ ÐÖÎá ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâÏ (53) Ë (54). ¶ÖÐÍÙËËC x;y

n �R; r� ÔL � 1 ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ
ÕÂÍÉÇ Í ×ÖÐÍÙËâÏCn�R; r� Ô L � 0, ÕÂÍ ÍÂÍ ÑÐË ÒÓËÐÂÆÎÇ-
ÉÂÕ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ Ô ÓÂÊÐÞÏË ÒÓÑÇÍÙËâÏË ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ ÐÂ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÖá ÑÔß. ªÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ CnC x

n ÒÓÑ-
ÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËá ÔËÐÖÔÑÄ (53), Â ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ
CnC y

n ì ÔÖÏÏÇ (54).

2.3. ³ÄÑÌÔÕÄÂ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
Ë ÒÑÎÐÞÌ ÃÂÊËÔ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
¬ÖÎÑÐÑÄÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ [7, 21], ÒÓÑ-
âÄÎâáÜÇÌÔâ Ä ÄÞÓÑÉÆÇÐËË ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË. ¿ÕÂ ÔËÏ-
ÏÇÕÓËâ ÑÕÓÂÉÂÇÕÔâ ÐÂ ÔÄÑÌÔÕÄÂØ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË
¤ÓËÐÂ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (5) ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

eG�R; r;E� �X
n

�������������
Qn�R�

p
Cn�R; r�

En ÿ E
; �55�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËË Cn�R; r� ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (27).
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¥Îâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ n ËÊ
n2 ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÏÑÉÐÑ
ÒÑÔÕÓÑËÕß ÎËÐÇÌÐÞÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÃÖÆÖÕ ÄÑÎÐÑ-
ÄÞÏË×ÖÐÍÙËâÏË Ä ÐÑÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË. °ÆÐÑÌ ËÊ ÕÂÍËØ
×ÖÐÍÙËÌ âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËâ Cn�R; r�, ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÜÂâ Ä
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË (26).
°ÔÕÂÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÍÂÍ

Cnlm

ÿ
R�t�; r� �X

l 0;m 0
C nlm

nl 0m 0 �R�cnl 0m 0 �r� ; �56�

Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËË (26) ÐÇ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ. ¶ÖÐÍÙËË Cnlm�R; r�
ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ Ë ×ÖÐÍÙËË Cn.
³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÌ ÃÂÊËÔ ÏÑÉÐÑ
ÒÇÓÇÔÕÓÑËÕß ÕÂÍ, ÚÕÑ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÂ ËÊ ÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌÿ
×ÖÐÍÙËâ Cn�R; r�

�
ÃÖÆÇÕ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÑÄÂÕß Ä ÔÒÇÍÕÓÂÎß-

ÐÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (5), Â ×ÖÐÍÙËÌ
Cnlm�R; r� Ä àÕÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÐÇ ÃÖÆÇÕ.

°ÕÔÖÕÔÕÄËÇ ×ÖÐÍÙËÌCnlm�R; r� Ä ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÏ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËË ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
ÊÂÆÂÚÇ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ËÑÐÐÞÌ ÕÇÓÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÕÑÎßÍÑ
Ô ÑÆÐËÏ ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ, Â àÐÇÓÅËË ÑÔÕÂÎßÐÞØ
ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Cnlm ÐÇ ÏÇÐâáÕÔâ Ë ÓÂÄÐÞ
ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÞÏ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ àÐÇÓÅËâÏ E 0

n � ÿZ 2=2n2.
´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ àÕË ÔÑÔÕÑâÐËâ ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÂÃÔÑÎáÕÐÑ
ÒÂÔÔËÄÐÞÏË. °ÐË ÏÑÅÖÕ ÊÂÔÇÎâÕßÔâ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÂØ ÊÂØÄÂÕÂ
(1) Ë (2), ÕÂÍ ÍÂÍ ËØ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË Cnlm

ÿ
R�t�; r�

ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÑÌ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÏÇÉÆÖ ÐËÏË Ë ×ÖÐÍÙËÇÌCn�R; r� ÐÇ ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÐÞÌ ÃÂÊËÔ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÄÍÎáÚÂÇÕ ÍÂÍ ÔÑÔÕÑâÐËâ Cn, ÕÂÍ Ë ÔÑÔÕÑâÐËâ
Cnlm, Ë ÐÂÛÇÌ ÙÇÎßá ÕÇÒÇÓß âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÒÑÔÎÇÆ-
ÐËØ.

£ÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÇÓÇÔÕÓÑÇÐËâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÓÂÔÔÇâÐËâ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ ÐÂ ÔËÔÕÇÏÇ, ÔÑÔÕÑâÜÇÌ ËÊ ÏÐÑÅËØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ âÏ
ÏÂÎÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß Ä ÓÂÃÑÕÂØ [17], ÐÑ
ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÌ ÂÎÅÑÓËÕÏ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÃÂÊËÔÂ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [3 ë 6, 17] ÐÇ ÑÃÔÖÉÆÂÎÔâ.

¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÒÇÓÇÔÕÓÑÇÐÐÑÅÑ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÑÆÐÂ ËÊ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ
×ÖÐÍÙËâ cnlm, ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂ Í Cn, ÕÂÍ ÚÕÑ
Jnlm�R� � 0. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ×ÖÐÍÙËË (fl;mg 6� fl; mg)
L�0 : Cnlm�R; r� � cnlm�r� ÿ Jnlm�R�

�
Cn�R; r� � cnlm�r�

�
;

�57�
L�1 : C x;y;z

nlm �R; r��cnlm�r�ÿJx;y;z
nlm �R�

�
C x;y;z

n �R; r��cnlm�r�
�
:

�58�

¬ÂÉÆÂâ ËÊ ×ÖÐÍÙËÌ (57) Ë (58) ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂ Í ×ÖÐÍÙËË
Cn (L � 0) ËÎË Í ×ÖÐÍÙËË C x;y;z

n (L � 1).
¹ÕÑÃÞ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÄÊÂËÏÐÖá ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÔÕß,

ÐÂÒÓËÏÇÓ, ×ÖÐÍÙËÌ Cnlm�R; r�, ÐÂÆÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ËÐÕÇÅÓÂÎ
ÑÕ ËØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ:�

Cnlm C�nl 0m 0 dr � dll 0dmm 0 ÿ 2Jnlm J �nl 0m 0�

� Jnlm J �nl 0m 0
� ��Cn�R; r� � cnlm�r�

��2 dr : �59�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÖÐÍÙËâ cnlm�r� ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂ Í ×ÖÐÍÙËË
Cn�R; r�, ËÐÕÇÅÓÂÎ ÔÒÓÂÄÂ Ä (59) ÓÂÄÇÐ 2 (×ÖÐÍÙËË cnlm Ë
Cn ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÞ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ), Â ÔÖÏÏÂ ÄÕÑÓÑÅÑ Ë

ÕÓÇÕßÇÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ Ä (59) ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. ´Ñ ÉÇ ÔÂÏÑÇ
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ë ÆÎâ L � 1; ÒÑàÕÑÏÖ ÍÂÉÆÂâ ËÊ ×ÖÐÍÙËÌ
(57) Ë (58) ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÂ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ Ë ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂ ÍÑ
ÄÔÇÏ ÆÓÖÅËÏ ×ÖÐÍÙËâÏ:�

C �nlm�R; r�Cnl 0m 0 �R; r� dr � dll 0dmm 0 ; �60�� ÿ
C x;y;z

nlm �R; r�
��C x;y;z

nl 0m 0 �R; r� dr � dll 0dmm 0 : �61�

±ÓË l � l Ë m � m ×ÖÐÍÙËâ (57) ÓÂÄÐÂ ×ÖÐÍÙËË cnlm,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ×ÖÐÍÙËâ cnlm ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂ Í Cn �L � 0� Ë
ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (57) ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá. ±ÑàÕÑÏÖ ×ÖÐÍÙËâ
(57) Ô ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË l; m ÐÇ ÑÓÕÑ-
ÅÑÐÂÎßÐÂ Í ×ÖÐÍÙËâÏ (57) Ô l 6� l, m 6� m. ´Ñ ÉÇ ÔÂÏÑÇ
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ë ÆÎâ L � 1. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ
ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ n ÚËÔÎÑ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ Cnlm (ËÎË C x;y;z

nlm ) ÓÂÄÐÑ n2 ÿ 1. £ÏÇÔÕÇ ÉÇ Ô Cn

(ËÎËCx;y;z
n ) ÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÄÐÑ n2, ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ

ÃÞÕß.
±ÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎËÊÂÙËË (×ÑÓÏÖÎÞ

(57) Ë (58)) ÐÑÔËÕ ÑÃÜËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. °Ð ÑÔÐÑÄÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËË ×ÖÐÍÙËË cnlm, ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÌ
Í ×ÖÐÍÙËË ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Cn. ¥Îâ ÇÅÑ ÒÓËÏÇÐËÏÑ-
ÔÕË Í ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
×ÖÐÍÙËâ cnlm ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ.

£Ñ ÄÄÇÆÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÔß z
ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÂ Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ, ÒÑÎâÓÐÞÌ
ÖÅÑÎ yR ÄÇÍÕÑÓÂ R ÓÂÄÇÐ p=2 Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÄÔÇÅÑ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇ-
ÐËâ. ¶ÖÐÍÙËË cnlm�R� Ë ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ x Ë y ÒÓÑ-
ÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ ÒÓËÔÑÇÆËÐÇÐÐÞÏ ÒÑÎËÐÑÏÂÏ ÇÉÂÐÆÓÂ
ÒÓË cos y � 0, Â ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ z ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏ àÕËØ ÒÑÎËÐÑÏÑÄ. ±ÑÎËÐÑÏÞ Ë ËØ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÓË y � p=2 ÆÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (51) Ë (52),
ÑÕÍÖÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÎËÐÑÏÞ P

jmj
l �0�, ×ÖÐÍÙËâ cnlm�R� Ë

ÇÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ x; y ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá ÒÓË ÚÇÕÐÑÏ
l� jmj � 1, Â ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑ z ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá ÒÓË ÚÇÕÐÑÏ
l� jmj (ËÎË ÐÇÚÇÕÐÑÏ l� jmj � 1). ªÐÕÇÅÓÂÎÞ Jnlm�R� Ä
(28) Ë (49) ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá ÒÓË àÕËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞØ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÚËÔÇÎ l;m. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓË ÚÇÕÐÑÏ
l� jmj � 1 ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË cnlm�r� ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ Í
×ÖÐÍÙËâÏ Cn Ë C x;y

n , ÐÑ ÐÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ Í ×ÖÐÍÙËË Cz
n.

±ÓË ÐÇÚÇÕÐÑÏ l� jmj � 1×ÖÐÍÙËËcnlm�r� ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ Í
×ÖÐÍÙËË Cz

n, ÐÑ ÐÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ Í ×ÖÐÍÙËâÏ Cn Ë Cx;y
n .

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ×ÖÐÍÙËâ
cnlm�r� ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ Ë ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑÌ. ¥Îâ
ÍÂÉÆÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ n ÚËÔÎÑ
ÕÂÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÓÂÄÐÑ ÒÓËÏÇÓÐÑ ÒÑÎÑÄËÐÇ ÚËÔÎÂ ÄÔÇØ
ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, Õ.Ç. ÑÍÑÎÑ n2=2. ³ÑÔÕÑâÐËâ Ô
àÕËÏË ÄÑÎÐÑÄÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË âÄÎâáÕÔâ ÔÕÓÑÅÑ ÒÂÔÔËÄ-
ÐÞÏË (ÔÏ. ÐËÉÇ).

£ ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ ÐÂÏË ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓÑ-
ÃÎÇÏÞ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÒÑÎÐÑÅÑ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÑÎâÓÐÞÌ ÖÅÑÎ
yR ÄÇÍÕÑÓÂ R ÓÂÄÇÐ p=2 Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÄÔÇÅÑ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÍÂÍ
ÆÎâ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÌ, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ. ´ÓÂÇÍÕÑÓËâ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÎËÛß ÒÎÑ-
ÔÍÑÌ, ÚÕÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÞØ ÔËÎ. ±ÓÇÆ-
ÎÑÉÇÐÐÞÌ ÔÒÑÔÑÃ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ ÃÂÊËÔÂ ÑÔÐÑÄÞÄÂÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÐÂ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ ÄËÆÇ
×ÖÐÍÙËÌ ÂÍÕËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌCn�R; r�.

¬ÂÉÆÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ n
ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÔÄÑÌ ÐÂÃÑÓ ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
fCn;Cnlmg. áÃÂâ ËÊ ×ÖÐÍÙËÌ ÐÂÃÑÓÂ n ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂ Í
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ÎáÃÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÂÃÑÓÂ n0 (n0 6� n), ÕÂÍ ÍÂÍ àÕË ÐÂÃÑÓÞ
ÔÕÓÑâÕÔâ ËÊ ÓÂÊÐÞØ ÐÂÃÑÓÑÄ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ (ËÊ
cnlm Ëcn0 lm ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ), ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ.

¶ÖÐÍÙËË Cnlm Ä (57) ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá ÒÓË r � R:
Cnlm�r � R� � 0. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÏ
ÄËÆÑÏ ×ÖÐÍÙËË ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Cn Ë ÇÇ ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÑÔÕßá Í ×ÖÐÍÙËâÏ Cnlm, Õ.Ç. âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ
ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ-
ÐÑÅÑ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ [7, 21].

¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË (26) Ë (45)
ÔÕÓÑâÕÔâ ËÊ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÕÑÎßÍÑ ÂÍÕËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÎáÃÑÅÑ ÒÂÔÔËÄ-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâCnlm�R; r�ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂ Í àÕËÏ×ÖÐÍÙËâÏ.
áÃÂâÉÇ×ÖÐÍÙËâ ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÐÇ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂ
Í ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË F�R; r�, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ×ÑÓÏÖ-
ÎÂÏË (26) Ë (45). ªÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ËØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÓÂÄÇÐ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÖ Cn�E� Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (29) Ë (47).

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÕÑÕ ÉÇ ÏÇÕÑÆ, Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÔÕÓÑËÎÂÔß ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ×ÖÐÍÙËÌ
fCn;Cnlmg (×ÑÓÏÖÎÞ (57) Ë (58)), ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ×ÖÐÍÙËË

L�0 : eCn�R; r� � Cn�R; r�ÿ
ÿ Cn�E�

�
F�R; r� � cnl0m0 �r�

�
; �62�

L�1 : eC x;y;z
n �R; r� � Cx;y;z

n �R; r�ÿ
ÿ Cx;y;z

n �E��Fx;y;z�R; r� � cnl0m0 �r�
�
: �63�

©ÆÇÔß ×ÖÐÍÙËâ cnl0m0 ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂ Í ×ÖÐÍÙËâÏ Cn Ë F
(L � 0) ËÎË Í ×ÖÐÍÙËâÏ C x;y;z

n Ë Fx;y;z (L � 1), ÑÓÃËÕÂÎß-
ÐÞÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ l0; m0 ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ÚËÔÇÎ l, m.
¶ÖÐÍÙËË eCn Ë eCx;y;z

n ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ, Í
×ÖÐÍÙËâÏ ËÑÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ F ËÎË Fx;y;z Ë Í ×ÖÐÍÙËâÏ
ÒÂÔÔËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Cnlm ËÎË Cx;y;z

nlm (l 6� l0; m 6� m0).
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ×ÖÐÍÙËË (62) Ë (63) ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÞ, ÕÂÍ ÍÂÍ� �� eCn�R; r�

��2 dr � � ��Cn�R; r�
��2 dr � 1 : �64�

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÆÎâ L�1.
¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÆ-

ÐÑÌ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÏÇÉÆÖ ÄÑÎÐÑÄÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÂÍÕËÄÐÞØ
Ë ÒÂÔÔËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÓÂÄÐÞ

L � 0 : Vn; nlm�R��
�
Cnlm�R; r� dCn�R; r�

dt
dr �

� dJnlm�R�
dt

; �65�

L � 1 : V
x;y;z
n; nlm�R� �

�
C x;y;z

nlm �R; r�
qCx;y;z

n �R; r�
qt

dr �

� dJ
x;y;z
nlm �R�
dt

: �66�

®ÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ (65) Ë (66) ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
ÚËÔÇÎ l; m. ¥Îâ l � l Ë m � m ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ (65) Ë
(66) ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá, ÕÂÍ ÍÂÍ ÆÎâ àÕËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ
Jnlm�R� Ë J

x;y;z
nlm �R� ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÑ t.

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÑÔÕÑâÐËâ nlm âÄÎâáÕÔâ ÔÕÓÑÅÑ ÒÂÔÔËÄ-
ÐÞÏË: ËØ àÐÇÓÅËË ÐÇ ÏÇÐâáÕÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ Ë ÑÐË ÐÇ
ÊÂÔÇÎâáÕÔâ Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË (1).

2.4. ³ÖÏÏÞ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ
ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ
Ë ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÂÍÕËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
£ÞÚËÔÎËÏ ÔÖÏÏÞ ÒÑ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÚËÔÎÂÏ
l;m ÑÕ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ô

ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ àÐÇÓÅËÇÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ Ä ÄÑÎ-
ÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËâØ ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞØ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 2.3. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÔÖÏÏÖ

bQn�r;R� �
X
lm

c�nlm�r�cnlm�R� ; �67�

ÍÑÕÑÓÂâ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ
ÓÂÄÐÂ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ (27).
³ÖÏÏÖ (67) ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÚÇÓÇÊ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÖá ×ÑÓÏÖ
ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÓÂÄÐÞÏË
ÐÖÎá ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË: l � m � 0, Õ.Ç. ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá
cn0�r� [11 ë 13]. £ ÓÂÃÑÕÂØ ¡.£. ¶ÑÍÂ [21], ÒÑÔÄâÜÇÐÐÞØ
ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂ, ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÎÂÔß ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÔÖÏÏÂ, ÐÑ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ä
ËÏÒÖÎßÔÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË.

³ÖÏÏÖ (67) Ë ÓâÆ ÆÓÖÅËØ ÔÖÏÏ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß,
ÔÓÂÄÐËÄÂâ ÒÓÇÆÇÎ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (6) ÒÓË
E! En Ô ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÒÓÇÆÇÎÑÏ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËâ (5) àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË. ±ÓÇÆÇÎ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ (6) ÒÓË
E! En ÑÃÔÖÉÆÂÎÔâ Ä ÓÂÃÑÕÇ [22] Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ Ä
ÓÂÔÚÇÕÂØ ÃÑÓÐÑÄÔÍËØ ÔÇÚÇÐËÌ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÏÇÉÆÖ ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÇÐÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂ, ÄÞÊÄÂÐÐÞØ ÖÆÂ-
ÓÑÏ àÎÇÍÕÓÑÐÂ [23 ë 25]. ±ÓË E! En ÅÎÂÄÐÞÏ Ä ÎËÐÇÌÐÑÌ
ÍÑÏÃËÐÂÙËË (14) âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ, Â ÄÕÑÓÞÏ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (15) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß
ÔÎÂÅÂÇÏÞÏ G2.

±ÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÖÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÒÓÇÆÇÎÂ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËË
ÄÃÎËÊË ÒÑÎáÔÂ [84]

G�1ÿ Znÿ� ! �ÿ1�nZ 2

n3�nÿ 1�!
1

Eÿ En
: �68�

³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ ÚÎÇÐ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË
¤ÓËÐÂ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

G�r;R;E! En� � 1

Eÿ En

X
l;m

c�nlm�r�cnlm�R� �

� 1

Eÿ En

Z 2

pn3n!�nÿ 1�!
n

xÿ y

�
q

q�Zy� ÿ
q

q�Zx�
�
�

�Wn; 1=2

�
Zx

n

�
Wn; 1=2

�
Zy

n

�
: �69�

°ÕÔáÆÂ

Q̂n�r; R� �
X
l;m

c�nlm�r�cnlm�R� �

� Z 2

pn3n!�nÿ 1�!
n

xÿ y

�
q

q�Zy� ÿ
q

q�Zx�
�
�

�W�

�
Zx

n

�
W�

�
Zy

n

�
: �70�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (70) ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÇÉÆÖ
×ÖÐÍÙËÇÌ µËÕÕÇÍÇÓÂ Wn; 1=2 (Zn! n ÒÓË E! En) Ë
ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ fn0 Ô ÓÂÄÐÞÏË ÐÖÎá ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏË
ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË:

Wn; 1=2�r� � �ÿ1�n�1n!

��������
4pn
Z

r
fn0�r� ; fn0�r� � r

fn0�r�������
4p
p ;

�71�
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ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ËÊ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË
ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË fn0 Ô ÂÔËÏÒÕÑÕË-
ÍÑÌ ×ÖÐÍÙËËWZn; 1=2, ÆÎâ ÔÖÏÏÞ (67) ÒÑÎÖÚÂÇÏ [11, 12]

Q̂n�r;R� �
X
l;m

c�nlm�r�cnlm�R� �

� 4Z 2

n2
f0n0�ty�fn0�tx� ÿ fn0�ty�f0n0�tx�

tx ÿ ty
: �72�

©ÆÇÔß

tx � ZR

n
�1� x� ; ty � ZR

n
�1� Z� ;

Â x; Z ì ÄÄÇÆÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎe 2.1 àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ.

ªÔÔÎÇÆÖâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ ÔÖÏÏÞ (72),
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÔÖÏÏÞ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÑÕ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ ÒÓË r � R [8, 13]:

Qi;j
n �R� �

X
l;m

dic�nlm�R�
dRi

djcnlm�R�
dRj

: �73�

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ (73) ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÇÆÇÎ ÔÖÏÏÞ (72) ÒÓË
r! R, ÍÑÅÆÂ ÕÑÚÍÂ r ÆÄËÉÇÕÔâ ÄÆÑÎß ÄÇÍÕÑÓÂ R Ë ÍÑÅÆÂ
tx � 2ZR=n � const, ty � 2Zr=n, tx ÿ ty � 2Z�Rÿ r�=n.
²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÔÖÏÏÞ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË (72) Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ ÒÑ
ÔÕÇÒÇÐâÏ �rÿ R�n ËÏÇÇÕ ÄËÆX

l;m

c�nlm�r�cnlm�R� �
X
l;m

��cnlm�R�
��2�

� �rÿ R�
X
l;m

dcnlm�R�
dR

c�nlm�R� � . . .�

� �rÿ R�k
k!

X
l;m

dkcnlm�R�
dRk

c�nlm�R� � . . . �74�

²ÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (72) ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ

f0n0�r�fn0�R� ÿ fn0�r�f0n0�R�
Rÿ r

�

�
�

dfn0�R�
dR

�2

ÿ fn0�R�
d2fn0�R�

dR2
� . . .� �rÿ R�kÿ1

k!
�

�
�
f0n0�R�

dkfn0�R�
dRk

ÿ fn0�R�
dk�1fn0�R�

dRk�1

�
� . . . �75�

³ÓÂÄÐËÄÂâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ (74) Ë (75) Ë ÒÓËÓÂÄÐËÄÂâ ÚÎÇÐÞ
ÒÓË ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÔÕÇÒÇÐâØ �rÿ R�k, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Q�0; j�n �R� �
X
lm

c�nlm�R�
djcnlm�R�

dRj
�

� 1

j� 1

�
f�j�1�n0 �R�f�1�n0 �R� ÿ f�j�2�n0 �R�fn0�R�

�
;

�76�
ÅÆÇ f�j�� d jf= d jR.

¥Îâ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ j � 0 Ë j � 1 ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (76)
ÔÎÇÆÖÇÕ

Q�0;0�n �R� �
X
l;m

��cnlm�R�
��2 �Xnÿ1

l�0

2l� 1

4p
f 2nl�R� �

� ÿf0n0�R��2 � 2

�
En � Z

R

�
f2
n0�R� ; �77�

Q�0;1�n �R� �
X
lm

c�nlm�R�
dcnlm�R�

dR
�

�
Xnÿ1
l�0

2l� 1

4p
fnl�R� dfnl�R�

dR
� ÿZc2

n0�R� : �78�

³ÖÏÏÂ Qn�R�
ÿ � Q

�0;0�
n �R�� ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 3.

£ÞÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÔÖÏÏÞ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ×ÖÐÍ-
ÙËá ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ

Cn�R; r� � 2Z

n

f0n0�ty�fn0�tx� ÿ fn0�ty�f0n0�tx�
jRÿ rj �������������

Qn�R�
p : �79�

£ ÕÑÚÍÇ r � R ÊÐÂÏÇÐÂÕÇÎß Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (79) ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá,
ÐÑ ×ÖÐÍÙËâ Cn Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß ÐÇ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä
àÕÑÌ ÕÑÚÍÇ ÚËÔÎËÕÇÎß Ä (79) ÕÂÍÉÇ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá. ¥ÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ, ÒÓË r � R ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ tx Ë ty ÓÂÄÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ:
tx � ty � 2ZR=n, Ë ÚËÔÎËÕÇÎß Ä (79) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä
ÓÂÄÐÞÌ ÐÖÎá ÄÓÑÐÔÍËÂÐ ×ÖÐÍÙËË fn0.

¥Îâ ÆÇÕÂÎßÐÑÅÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÔÄÑÌÔÕÄ ÄÑÎÐÑÄÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ (79) ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÐÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá fn0 ÚÇÓÇÊ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÖá ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕ-
ÓËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá [7]:

fn0�t� �
��������
Z

4pn

r
t exp

�
ÿ t
2

�
F �ÿn� 1; 2; t� : �80�

¶ÖÐÍÙËâ (79) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÆÄÖØÙÇÐÕÓÑÄÞØ àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x; Z: ÑÆËÐ ËÊ ÙÇÐÕÓÑÄ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä âÆÓÇ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ, Â ÄÕÑÓÑÌ ì Ä âÆÓÇ ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÑÅÑ ËÑÐÂ. ¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÐÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ Í ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÌ ÑÔË Ë
ÒÓÑØÑÆâÜÇÌ ÚÇÓÇÊ âÆÓÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ (ÔÏ. ÓËÔ. 4).

±ÓË ÏÇÉÝâÆÇÓÐÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ R, ÏÐÑÅÑ ÃoÂ ÎßÛËØ
ÓÂÊÏÇÓÂ n-Ì ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÑÓÃËÕÞ rn � 2n2=Z: R4 rn,
àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ
ËÑÐÂ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏËem � r� z, en � rÿ z ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

x � 1ÿ en
R
� . . . ; Z � ÿ1� em

R
� . . .

±ÓË ÕÂÍËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ×ÖÐÍÙËâ ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
(79) Ä ÑÃÎÂÔÕË ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÙÇÐÕÓÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä

1

2

3

Z � 2

n � 6

10ÿ2

Q
�j; j�
n �R�

10ÿ4

10ÿ6

10ÿ8

10ÿ10

0 10 20 30 40 50
R, Â. Ç.

²ËÔ. 3. ³ÖÏÏÞ Q
�j; j�
n �R� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R ÑÕ âÆÓÂ ËÑÐÂ

He�;��n�: 1 ì Qn�R�, 2 ì Q
�1; 1�
n , 3 ì Q

�2; 2�
n (ÖÓÂÄÐÇÐËâ (77), (89), (90)

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ).
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ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÖá ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá Ä ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ R
ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ tx ÕÂÍÉÇ ÄÇÎËÍÂ, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË fn0�tx� ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑ ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ R:

tx � 2ZR

n
� Z~n

n
� . . . ; R!1

fn0�tx� � exp

�
ÿ Z~n

2n

�
fas
n0

�
2ZR

n

�
;

�81�

ÅÆÇ

fas
n0

�
2ZR

n

�
� 1

n!

��������
Z

4pn

r �
2ZR

n

�n

exp

�
ÿ ZR

n

�
:

¤ÎÂÄÐÞÌ ÚÎÇÐ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÑ tx ÒÑÎÖ-
ÚÂÇÕÔâ ÒÓË ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËË ÕÑÎßÍÑ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËË (80): f0n0�tx� � ÿfn0�tx�=2. ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË fn0�ty� ÐÇÎßÊâ, ÒÑàÕÑÏÖ (ÒÓË
R!1) ËÏÇÇÏ

Cn�R; r� � Z

nR

1�������������
Qn�R�

p fn0

�
2ZR

n

�
�

�exp
�
ÿ Z~n

2n

��
2f0n0

�
Z ~m
n

�
� fn0

�
Z ~m
n

��
: �82�

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ R ×ÖÐÍÙËâ
ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Cn�R; r� ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÎÂÔß Í ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËá ×ÖÐÍÙËÌ ÑÕ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ~n Ë ~m.
¬ÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË Ä ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ âÄÎâáÕÔâ ÎËÐÇÌÐÞÏË ÍÑÏÃËÐÂÙËâÏË Ô×Ç-
ÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏ ÅÎÂÄÐÞÏ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ
ÚËÔÎÑÏ n, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË âÄÎâáÕÔâ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÞ ¬ÎÇÃÛÂ ë¤ÑÓÆÂÐÂ [30]. £ ÒÓËÐÙËÒÇ ÑÃÓÂÕÐÞÏ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ àÕËØ ÍÑÏÃËÐÂÙËÌ ÏÑÉÐÑ ÒÓËÌÕË Í
ÓÂÊÎÑÉÇÐËá ×ÖÐÍÙËÌ Cn�R; r� ÒÑ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÔÑÃÔÕ-
ÄÇÐÐÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ ÒÓË ÎáÃÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË R.

¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ (ÒÓË R!1) ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ
×ÖÐÍÙËÌ Cn�R; r� ÒÑ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÏ ×ÖÐÍ-
ÙËâÏ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (82). ªÔÒÑÎß-
ÊÖâ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÔÖÏÏÞ

Qn�R� ! nc2
n0�R� �

1

�n!�2
Z 3

pn2

�
2ZR

n

�2nÿ2
�

� exp

�
ÿ 2ZR

n

�
; R!1 ; �83�

ÒÓËÄÑÆËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (82) Í ÄËÆÖ

Cn�R; r� � Z

n
���
n
p exp

�
ÿ Z~n

2n

�
�

�
�
2f0n0

�
Z~m
n

�
� fn0

�
Z~m
n

��
; R!1 : �84�

¥Îâ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÄÞÚËÔÎËÏ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÖá ×ÖÐÍÙËË (80) Ë ÖÚÕÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÑÌ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÌ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÚÇÓÇÊ àÕË ×ÖÐÍÙËË Ô ÆÓÖÅËÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
[84], Õ.Ç. ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ
ÏÇÉÆÖ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏË ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ×ÖÐÍÙËâ-
ÏË (9.212.2, 9.212.3, 9.213 ËÊ ÔÒÓÂÄÑÚÐËÍÂ [84]). £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ R!1 ×ÖÐÍÙËâCn�R; r�
ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá ÍÓÂÌÐÇÅÑ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË n, m � 0, n1 � nÿ 1,

n2 � 0:

Cn�R; r� � cn;m;n1�~m;~n� �
Z 3=2

n2
���
p
p exp

�
ÿ Zr

n

�
�

� F1

�
ÿ n� 1; 1;

Z~m
n

�
; �85�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞÏ ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ
dmax
n � 3n�nÿ 1�=2Z [7], ÒÓËÚÇÏ ÙÇÐÕÓ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ

ÊÂÓâÆÂ Ä àÕÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÔÏÇÜÇÐ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÑÅÑ ËÑÐÂ.

¶ÖÐÍÙËâ (79) Ë ÇÇ ÒÓÇÆÇÎ (85), ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâ x ÑÕ âÆÓÂ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÙÇÐÕÓÂ ÄÆÑÎß ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÌ
ÑÔË, ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 4, ÒÓËÚÇÏ ×ÖÐÍÙËâ (79) ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐÂ ÆÎâ ÕÓÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R.
£ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ R4 rn ×ÖÐÍÙËâ (79) ÂÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÕÑÚÍË z � 0 Ë ÃÎËÊÍÂ Í ÔÄÑÇÏÖ
ÒÓÇÆÇÎÖ (85).

ºÕÂÓÍÑÄÔÍËÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÓËÆÃÇÓÅÑÄ ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂ Ë ÄÑÆÑÓÑÆÑÒÑÆÑÃ-
ÐÞØ ËÑÐÑÄ, ÒÑÏÇÜÇÐÐÞØ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ
ÒÑÎÇ F [7]. £ àÕËØ ÔÑÔÕÑâÐËâØ ÓËÆÃÇÓÅË ÑÃÎÂÆÂáÕ ÆË-
ÒÑÎßÐÞÏÏÑÏÇÐÕÑÏ dn � ÿ3n�n1 ÿ n2�=2Z, ËÊ-ÊÂ ÚÇÅÑ ÔÏÇ-
ÜÇÐËâ ËØ àÐÇÓÅËÌ ÎËÐÇÌÐÞ ÒÑ ÒÑÎá: Eÿ En �
� 3Fn�n1 ÿ n2�=2Z. ¦ÔÎË ÄÑÆÑÓÑÆÐÞÇ ÓËÆÃÇÓÅË ÄÊÂËÏÑ-
ÆÇÌÔÕÄÖáÕ Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ ÂÕÑÏÐÞÏ ËÑÐÑÏ, ËÏÇáÜËÏ
ÊÂÓâÆ eZ, ÕÑ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÒÑÎÇ ËÑÐÂ
F � eZRÿ2 Ë ÔÏÇÜÇÐËÇ àÐÇÓÅËÌ ÓËÆÃÇÓÅÑÄ Eÿ En �
� 3n eZ�n1 ÿ n2�=2ZR2 [15].

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓËÆÃÇÓÅË ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ Ä
ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË ÓÇÂÍÙËË ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË (1) Ë ÐÇ
ÒÑÆÄÇÓÅÂáÕÔâ ÆÇÌÔÕÄËá ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÓÇÂÍÙËË Hÿ �He�� �
� H�1s� �He�;��nlm� ÑÃÓÂÊÖáÜËÇÔâ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËË ÓËÆÃÇÓÅË ËÑÐÂ ÅÇÎËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÕ Ô ÐÇÌÕÓÂÎß-
ÐÞÏ ÂÕÑÏÑÏ ÄÑÆÑÓÑÆÂ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË. ´ÇÏ ÐÇ
ÏÇÐÇÇ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË d-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Cn�R; r� ÒÇÓÇØÑÆËÕ ÒÓË R!1 Ä
ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÒÓËÚÇÏ
ÕÂÍÑÅÑ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞÏ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ n ÆËÒÑÎßÐÞÏ
ÏÑÏÇÐÕÑÏ. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ

0,05

Cn�R; z�

0

ÿ0,05

ÿ0,10

ÿ10 ÿ5 0 5 10 15 20
z, Â. Ç.

Z � 2

n � 4

1

2
3

²ËÔ. 4. ¶ÖÐÍÙËâ ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Cn�R; z� Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâ z ÆÑ âÆÓÂ He�� ÄÆÑÎß ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÌ ÑÔË R ÆÎâ ÕÓÇØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R (×ÑÓÏÖÎÂ (79)): 1 ì
R � �4rn � �64, ÓÑÏÃËÍË ì ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ (85); 2 ì
R � rn � �16; 3 ì R � rn=2 � �8. L � 0, ÓÂÊÏÇÓ ÑÓÃËÕÞ
rn � 2n2=Z � 16.
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ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË, ÒÓÑâÄÎâáÜËÏÔâ, ÍÂÍ ÖÉÇ
ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß, Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÔÒÇÙË×ËÍÇ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ
×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ.

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ËÊ-ÊÂ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÐÑÌ ÄÞÛÇ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ×ÖÐÍÙËË ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Cn�R; r� Ä
ÓÇÂÍÙËË ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË (1) ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÒÂÓÂ ÂÕÑÏÑÄ,
ÑÆËÐ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ, Ë
àÐÇÓÅËâ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ËØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË ËÑÐÑÄ Hÿa �H�b ÒÑÔÎÇ
ÑÃÏÇÐÂ ÄÐÇÛÐËÏ àÎÇÍÕÓÑÐÑÏ ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ
Ha�1s� �H�b�n�, Ö ÍÑÕÑÓÑÌ àÐÇÓÅËâ ÑÔÕÑÄÐÑÅÑ 1s-àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÂ ÂÕÑÏÂ Ha ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ
ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ Rÿ2 ËÊ-ÊÂ ÇÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ Ô ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ ÂÕÑÏÂ H�b�n�. °ÆÐÂÍÑ Ô
ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ ÂÕÑÏÂ Hb ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ë
ÒÓÑÕÑÐ ÂÕÑÏÂ Ha, ÒÑàÕÑÏÖ Ä ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ àÕËØ ÂÕÑÏÑÄ (Ä ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÏ ÕÇÓÏÇ) ÚÎÇÐ, ÒÓÑ-
ÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÞÌ Rÿ2, ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ.

¥ËÒÑÎßÐÞÌÏÑÏÇÐÕ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ

dn�R� �
� � �

z
��C�R; r���2 d3r : �86�

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 5 ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÆËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ dn�R�
ÂÍÕËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Cn�R; r� (L�0, ×ÑÓÏÖÎÂ (79)) Ë
Cx; y; z

n �R; r� (L � 1, ×ÑÓÏÖÎÞ (95) Ë (96)) Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÕ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (86) ÆÎâ Z � 2, n � 4.

ªÐÕÇÅÓÂÎ (86) ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß Ë ÊÂÒËÔÂÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕ
Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ ÒÑ ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÏÖ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÖ ÚËÔÎÖ l.
ªÔÒÑÎßÊÖâ ÓÂÆËÂÎßÐÞÌ ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ [31]
hn; lÿ 1jrjn; l i � ÿ�3n=2Z�

��������������
n2 ÿ l 2
p

Ë ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËâ ÕÓÇØ ÒÑÎËÐÑÏÑÄ ÇÉÂÐÆÓÂ [32], ÐÂØÑÆËÏ
ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÔÑÔÕÑâÐËâ Cn�R; r�:

dn�R��ÿ 3n

4pZQn�R�
Xnÿ1
l�0

l
��������������
n2 ÿ l 2
p

fn; l �R� fn; lÿ1�R�: �87�

²ÂÔÔÚËÕÂÐÐÞÌ Ô ÒÑÏÑÜßá àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆËÒÑÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R ÒÑÍÂ-

ÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 5. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ô
ÒÑÏÑÜßá ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (86) Ë ÔÖÏÏÞ (87), ÑÆËÐÂÍÑÄÞ Ë ÚÕÑ
ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ R ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ Cn�R; r� ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÏÖ ÆÎâ Z � 2, n � 4
ÆËÒÑÎßÐÑÏÖ ÏÑÏÇÐÕÖ d as

n � 3n�nÿ 1�=2Z � 9 Â. Ç.
£ÞÚËÔÎââ ÄÞÔÛËÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ f j

n0 ÒÓË ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÓÑÄÂÐËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
×ÖÐÍÙËâ fn0�r� [7], ÔÖÏÏÞ Q

�0; j�
n ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÚÇÓÇÊ

ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÕÑÎßÍÑ ×ÖÐÍÙËá
fn0�r� Ë ÇÇ ÒÇÓÄÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá f0n0�r�. ´ÂÍËÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ ÆÎâ ÔÖÏÏ Q

�0; j�
n �R� ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËâÏË j�2 ë 5 ÏÑÉÐÑ

ÐÂÌÕË Ä ÓÂÃÑÕÂØ [8, 13].
³ÖÏÏÞ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÆË×-

×ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (76) ÒÑ R:

Q�1; j�n �R� �
X
l;m

dc�nlm
dR

djcnlm�R�
dRj

�

� f�2�n0 �R�f�j�1�n0 �R�
j� 1

ÿ f�1�n0 �R�f�j�2�n0 �R�
j� 2

ÿ

ÿ fn0�R�f�j�3�n0 �R�
� j� 1�� j� 2� ; �88�

Q�2; j�n �R� �
X
l;m

d2c�nlm
dR2

djcnlm�R�
dRj

�

� f�3�n0 �R�f�j�1�n0 �R�
j� 1

ÿ jf�2�n0 �R�f�j�2�n0 �R�
� j� 1�� j� 2� ÿ

ÿ 2f�1�n0 �R�f� j�3�n0 �R�
� j� 1�� j� 3� ÿ 2fn0�R�f� j�4�n0 �R�

� j� 1�� j� 2�� j� 3� : �89�

±ÓÑÆÑÎÉÂâ ÒÓÑÙÇÔÔ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ, ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖ-
ÚËÕß ÔÖÏÏÞ Q

�i; j�
n ÆÎâ ÎáÃÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ i Ë j, ÑÆÐÂÍÑ

ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÃÞÔÕÓÑ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÑÚÇÐß ÔÎÑÉÐÞÏ.
¥Îâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ (1) Ë (2) ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ

ÊÐÂÕß ÔÖÏÏÞ

Q�1;1�n �R� �
X
l;m

���� dcnlm�R�
dR

����2 �X
l

2l� 1

4p

�
dfnl�R�
dR

�2

�

� 2

3

��
En � Z

R

�
Q�0;0�n �R� ÿ Z

R

d

dR

�
f2
n0�R�
R

��
; �90�

Q�2;2�n �R��
X
l;m

���� d2cnlm�R�
dR2

����2�X
l

2l� 1

4p

�
d2fnl�R�
dR2

�2

�

� 4

5

���
En � Z

R

�2

� 2Z

R3

�
Q�0;0�n �R�ÿ

ÿ Z

R3

�
8

�
En � Z

R

�
ÿ Z

R
ÿ 2

R2

�
f2
n0�R��

� 2Z

R2

�
En � Z

R
ÿ 2

R2

�
fn0�R�f0n0�R�

�
; �91�

ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (88) Ë (89)
ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÄÞÔÑÍÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ×ÖÐÍ-
ÙËË fn0�r�.

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ (90) ÒÑ R, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÒÓÑÔÕÑÏÖ
ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ ÔÖÏÏÞ Ô i � 1, j � 2:

Q�1;2�n �R� �
X
l;m

dc�nlm�R�
dR

d2cnlm�R�
dR2

� 1

2

d

dR
Q�1; 1�n �R� �

� ÿZc0 2n0�R� : �92�

d as
m�0 � 9

d as
m�1 � 6

2

1

3

Z= 2
n � 4

10

d
n
�R
�,
Â.

Ç.

8

6

4

2

0

ÿ2
ÿ4
ÿ6
ÿ8

0 5 10 15 20
R, Â. Ç.

²ËÔ. 5. ¥ËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ dn�R� ÂÍÕËÄÐÞØ ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R: 1 ì ÔÑÔÕÑâÐËÇ Cn�R; r�
(×ÑÓÏÖÎÂ (79)), 2ìÔÑÔÕÑâÐËÇC z

n �R; r� (×ÑÓÏÖÎÂ (95)), 3ìÔÑÔÕÑâÐËâ
C x; y

n �R; r� (×ÑÓÏÖÎÂ (96)). ¬ÓËÄÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÖÏÏ (87),
(104) Ë (108); ÕÑÚÍË ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ (86).
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¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ (91) ÒÑ R ÆÂÇÕ ÒÓÑÔÕÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÔÖÏÏÞ Ô i � 2, j � 3:

Q�2; 3�n �R��
X
l;m

d2c�nlm�R�
dR2

d3cnlm�R�
dR3

� 1

2

d

dR
Q�2; 2�n �R��

� ÿZc00 2n0 �R� ÿ
4Z2

5R4

ÿ
f2
n0�R�

�0
: �93�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (78), (92) Ë (93), ÔÖÏÏÞ
Qn(� Q

�0; 0�
n ), Q

�1; 1�
n Ë Q

�2; 2�
n ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ×ÑÓÏÇ

ÔÎÇÆÖáÜËØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ:

Qn�R� � 2Z

�1
R

c2
n0�r� dr ;

Q�1; 1�n �R� � 2Z

�1
R

c0 2n0 dr ;

Q�2; 2�n �R� � 2Z

�1
R

�
c002n0�r� �

4Z

5r4
ÿ
f2
n0�r�

�0�
dr : �94�

³ÖÏÏÞ Qn�R�;Q�1; 1�n �R� Ë Q
�2; 2�
n �R� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË

ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 3. ¿ÕË
ÔÖÏÏÞ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÕ Ä ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÞØ ×ÂÍÕÑÓÂØ ×ÖÐÍ-
ÙËÌ ÂÍÕËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÆÎâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ Ô
ÏÑÏÇÐÕÂÏË L, ÓÂÄÐÞÏË 0; 1 Ë 2. °ÐË ÐÇ ËÏÇáÕ ÐÖÎÇÌ ÒÓË
ÍÑÐÇÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ R Ë ÖÏÇÐßÛÂáÕÔâ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË R
ÔÕÖÒÇÐßÍÂÏË. ªÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (78), (92) ë (94) ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ àÕËØ ÔÖÏÏ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá Ä ÙÇÐÕÓÇ
ÍÂÉÆÑÌ ÔÕÖÒÇÐßÍË. ¬ÓÑÏÇ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ
Ë ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÔÖÏÏÞ ËÐÕÇÓÇÔÐÞ
Ë ÆÎâ ×ËÊËÍË ÄÞÔÑÍÑÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÓËÆÃÇÓÅÑÄ [26], Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÖÛËÓÇÐËâ Ë ÔÆÄËÅÑÄ ÑÒÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÎËÐËÌ, ËÊÎÖÚÂÇÏÞØ àÕËÏË ÓËÆÃÇÓÅÂÏË.

¡ÐÂÎËÊ ÒÓÇÆÇÎÂ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÒÓË
E! En ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß [8] ÆÎâ ËÑÐÂ Aÿ Ô ÏÑÏÇÐÕÑÏ
L � 1 ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÂÍÕËÄÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ:

C z
n �R; r� �

X
l;m

c�nlm�r��������������������
Q
�1; 1�
n �R�

q dcnlm�R�
dR

�

� 4Z 2 cos yb

n2jrÿ Rj
�������������������
Q
�1; 1�
n �R�

q �

�
�
n2

�������������
Qn�R�

p
4Z 2

Cn�R; r� ÿ f0n0�tx�f0n0�ty��

�
�
1

4
ÿ n2�Rÿ r�
2ZR�Rÿ z�

�
fn0�tx�fn0�ty�

�
; �95�

C x; y
n �R; r� �

X
l;m

c�nlm�r�������������������
Q
�y;y�
n �R�

q qcnlm�R�
qfx; yg �

� 4Z 2 sin ybfcosfb; sinfbg
n2jrÿ Rj

������������������
Q
�y;y�
n �R�

q �

�
�
n2

�������������
Qn�R�

p
4Z 2

Cn�R; r� ÿ f0n0�tx�f0n0�ty��

�
�
1

4
ÿ n2�r� R�
2ZR�r� z�

�
fn0�tx�fn0�ty�

�
; �96�

ÅÆÇ Cn�R; r� ÆÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (79). ¶ÖÐÍÙËË (95) Ë (96)
ÓÇÅÖÎâÓÐÞ ÒÓË r � R. ³ÖÏÏÂ Q

�1; 1�
n �R� ÃÞÎÂ ÄÞÚËÔÎÇÐÂ

ÄÞÛÇ.

³ÖÏÏÂ Q�y;y�n ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Q�y;y�n �R� � 1

R2

X
l;m

���� qcnlm�R�
qy

����2
y�0

: �97�

¥Îâ ÇÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÂÐÂÎËÊÂ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ
ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ: ÐÇÑÃØÑÆËÏ ÒÑÆÓÑÃÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÒÓËÔÑÇÆËÐÇÐÐÑÅÑ ÒÑÎËÐÑÏÂ ÇÉÂÐÆÓÂ ÑÕ y ÒÓË y � 0.
ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÒÑÎËÐÑÏÂ ÚÇÓÇÊ ÒÑÎÐÖá
ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá [84], ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÎáÃÑÅÑ ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ l ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÒÑ ÖÅÎÖ y
ÑÕÎËÚÐÂ ÑÕ ÐÖÎâ ÒÓË y � 0 ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÓÑÇÍÙËË
ÏÑÏÇÐÕÂ m � �1 Ë ÓÂÄÐÂ

dP1
l �cos y�
dy

����
y�0
� ÿ 1

2
l�l� 1� : �98�

µÚËÕÞÄÂâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ (98) ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ, ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÖÇÏ ÔÖÏÏÖ (97) Í ÄËÆÖ

Q�y;y�n �R� � 1

8pR2

X
l

�2l� 1� l�l� 1� f 2
nl�R� : �99�

¥ÂÎßÐÇÌÛËÌ ÒÖÕß ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÖÏÏÞ (99) ÔÄâÊÂÐ Ô
ÄÞÚËÔÎÇÐËÇÏ ÔÖÏÏÞ

P
l;m l�l�1���cnlm�R�

��2, ÍÑÕÑÓÖá Ô
ÒÑÏÑÜßá ÕÇÑÓÇÏÞ ÔÎÑÉÇÐËâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ (31)
ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÍ

Q�l; l�1�n �R� �
X
l;m

l�l� 1���cnlm�R�
��2 �

� 1

4p

X
l

�2l� 1� l�l� 1� f 2
nl�R� : �100�

³ÖÏÏÞ (99) Ë (100) ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ l, m
ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ 1=2R2. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÞÚËÔÎËÄ (100), ÏÞ
ÐÂÌÆÇÏ ÔÖÏÏÖ (99).

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÖÏÏÞ (100) ËÊ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÆÎâ ÓÂÆËÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË fnl [7] ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ
l�l� 1� fnl ÚÇÓÇÊ fnl, dfnl= dR Ë d2fnl= dR

2. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ
ÔÖÏÏÞ (99) Ë (100) ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÇ
ÄÞÛÇ ÔÖÏÏÞ:

Q�l; l�1�n �R� � 1

4p

X
l

�2l� 1� l�l� 1� f 2nl�R� �

� 4R2

3

�
En � Z

R

�
Qn�R�ÿ

ÿ 2Z

3

�
f2
n0�R�
R

� 1

2

df2
n0�R�
dR

�
; �101�

Q�y; y�n �R� � 1

8pR2

X
l

�2l� 1� l�l� 1� f 2nl�R� �

� 2

3

�
En � Z

R

�
Qn�R�ÿ Z

3R2

�
f2
n0�R�
R

� 1

2

df2
n0�R�
dR

�
: �102�

£ÞÚËÔÎÇÐËÇ àÕËØ ÔÖÏÏ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË
(96) ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ jrÿ Rj Ä ÒÓÇÆÇÎÇ r! R ÕÂÍÉÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ (102), ÐÑ ÕÂÍÑÌ ÓÂÔÚÇÕ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÔÎÑÉÐÇÇ.

³ÖÏÏÂ Q
�y; y�
n �R� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâ-

ÐËâ R Ä ÔÓÂÄÐÇÐËË Ô ÔÖÏÏÑÌ Q
�1; 1�
n �R� ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 6

(×ÑÓÏÖÎÞ (102) Ë (90) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ). °ÃÇ ÔÖÏÏÞ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞ ÒÓË ÄÔÇØ R. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍË
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ÓÂÊÓÇÛÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ R ÔÖÏÏÂ Q
�1; 1�
n ÖÏÇÐß-

ÛÂÇÕÔâ ÔÕÖÒÇÐßÍÂÏË, ÕÑ ÔÖÏÏÂ Q
�y; y�
n �R� ÔÕÖÒÇÐÇÍ ÐÇ

ËÏÇÇÕ. ¢ÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÆÓÖÅËØ ÔÖÏÏ ÕÂÍÉÇ ËÏÇÇÕ ÄÇÔßÏÂ
ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ R [13]. ³ÖÏÏÞ
ÄÞÚËÔÎâÎËÔß ÍÂÍ ÒÓË ÒÑÏÑÜË ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ
×ÑÓÏ ×ÖÐÍÙËË fn0, ÕÂÍ Ë ÒÓâÏÞÏ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÑ l Ô
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ fnl [7]. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ
àÕËØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ ÄÔÇÅÆÂ ÔÑÄÒÂÆÂÎË.

³ÖÏÏÞ (101) Ë (102) ÒÑÊÄÑÎâáÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËÌ ÂÍÕËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ (95) Ë (96) ÒÓË R!1
ÆÎâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ Ô ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ
L � 1. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ ÒÓÇÆÇÎ ÔÖÏÏÞ Q

�1; 1�
n ÓÂÄÇÐ

Q�1; 1�n �R� ! Z 2

n2
Qn�R� �

� 1

�n!�2
Z 5

pn4

�
2ZR

n

�2nÿ2
exp

�
ÿ 2ZR

n

�
: �103�

±ÓË ÃÑÎßÛËØ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ R ÏÑÉÐÑ ÒÓÇ-
ÐÇÃÓÇÚß ÒÇÓÄÞÏË ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ Ä
×ÑÓÏÖÎÂØ (95) Ë (96), ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐË ÒÑÓâÆÍÂ Rÿ1 ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆÓÖÅËÏË ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË. ±ÓË R!1 ×ÖÐÍÙËâ
C z

n �R; r� ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá Ô ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÞÏ ÆÎâ ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ n ÆËÒÑÎßÐÞÏ
ÏÑÏÇÐÕÑÏ, Õ.Ç. ÑÐÂ ËÏÇÇÕ ÒÓÇÆÇÎÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (85), ÍÂÍ Ë
×ÖÐÍÙËâCn�R; r�.

¥ËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ Ä ÔÑÔÕÑâÐËËC z
n ËÏÇÇÕ ÄËÆ

dz
n �R� � ÿ

3n

4pZQz
n�R�

Xnÿ1
l�0

l
��������������
n2 ÿ l 2
p dfn;l�R�

dR

dfn;lÿ1�R�
dR

:

�104�
²ÇÊÖÎßÕÂÕ ÓÂÔÚÇÕÂ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÔÖÏÏÞ (104) Ë ÓÂÔÚÇÕÂ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (86) ÒÓË ÏÇÉÝâÆÇÓÐÞØ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ 04R4 20 ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 5. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ àÕË
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, Ë ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ R
ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ àÕÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÑÏÖ ÆÎâ Z � 2, n � 4 ÊÐÂÚÇÐËá d z

n � 9 Â. Ç., ÐÑ ÒÓË
R � 0 ÑÐ ÐÇ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá (ÔÏ. ÐËÉÇ).

¥Îâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÒÓÇÆÇÎÂ ×ÖÐÍÙËÌ C x; y
n �R; r� ÒÓË

R!1 ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÌ
ÒÓÇÆÇÎ ÔÖÏÏÞ Q

�y; y�
n �R�, ÍÑÕÑÓÂâ ÖÃÞÄÂÇÕ ÒÓË ÃÑÎßÛËØ

ÊÐÂÚÇÐËâØ R ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ ÔÖÏÏÞ Qn�R�,
Q
�1; 1�
n �R�: ÕÑÎßÍÑ ÒâÕÞÌ ÚÎÇÐ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ

(102) ÑÕÎËÚÇÐ ÑÕ ÐÖÎâ.

¡ÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÔÖÏÏÞ Q
�y; y�
n �R� ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË, ÇÔÎË

ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÇÇ ÚÇÓÇÊ ÒÓËÔÖÕÔÕÄÖáÜÖá Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (102)
ÔÖÏÏÖ ÒÑ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÂÏ l. ªÔÒÑÎßÊÖâ Ä àÕÑÌ
ÔÖÏÏÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÓÂÆËÂÎßÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ fnl�R� [7], ÒÓË
R!1 ËÏÇÇÏ

Q�y; y�n �R� �
Xnÿ1
l�0

2l� 1

4p
l�l� 1�
2R2

f 2nl�R� !

! 2Z 5

pn6
S�n�

�
2ZR

n

�2nÿ4
exp

�
ÿ 2ZR

n

�
; �105�

S�n� �
Xnÿ1
l�0

�2l� 1� l�l� 1�
�n� l�! �nÿ lÿ 1�! �

n2�nÿ 1�
�n!�2 : �106�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (105) Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (96), ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË
R!1 ×ÖÐÍÙËË Cx; y

n ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË
ÛÕÂÓÍÑÄÔÍËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô ÒÓÑÇÍÙËâÏË ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÅÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ m � �1:

C x; y
n �R; r� ! cn; jmj; n1�m; n;f� �

� Z 5=2

�����������������
2�nÿ 1�p
n3

r exp

�
ÿ Zr

n

�
�

� F

�
ÿ n� 2; 2;

Zm
n

� fcosf; sinfg���
p
p ;

n; jmj � 1; n1 � nÿ 2; �107�
ÅÆÇ r � �����

mn
p

ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ âÆÓÂ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ
ÒÑ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÖ Í ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÌ ÑÔË. ¥Îâ ÆÂÐÐÑÅÑ
ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ n Ë ÒÓÑÇÍÙËË ÏÑÏÇÐÕÂ
jmj � 1 àÕÑ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞÏ ÆËÒÑÎß-
ÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ

dn; jmj�1 � 3n
�nÿ 2�
2Z

;

ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÎâ Z � 2, n � 4 ÓÂÄÇÐ dn; jmj�1 � 6 Â. Ç.
±ÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË R ÆËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ

ÔÑÔÕÑâÐËÌ Cx; y
n �R; r� ÑÆËÐÂÍÑÄÞ Ë ÓÂÄÐÞ

dx;y
n �R� � ÿ

3n

8pZR2 Q
x;y
n �R��

�
Xnÿ1
l�0

l�l 2 ÿ 1�
��������������
n2 ÿ l 2
p

fn;l�R� fn;lÿ1�R� : �108�

¥ËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ dx; y
n �R� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÏÇÉÝâÆÇÓ-

ÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R, ÄÞÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (86) Ë Ô ÒÑ-
ÏÑÜßá ÔÖÏÏÞ (108) ÆÎâ Z � 2, n � 4, ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 5.
²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ àÕËØ ÓÂÔÚÇÕÑÄ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË
ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ R ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ (108) ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÊÐÂÚÇÐËá 6 a. e.

¯ÂÎËÚËÇ ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ Ö ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÑÅÑ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÚÇÐß ÄÂÉÐÑ ÆÎâ ×ËÊËÍË ÓËÆÃÇÓÅÑÄÔÍËØ ÏÑÎÇ-
ÍÖÎ [27]. ¬ÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä ÃÑÓÐ-ÑÒÒÇÐÅÇÌÏÇ-
ÓÑÄÔÍÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ ÕÂÍËØ ÏÑÎÇÍÖÎ ËÏÇáÕ ÓÂÊÏÇÓ 3n2=2,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÓË n � 30 ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ (1300 ë 1500)a0. ¦ÔÎË
ÓËÆÃÇÓÅÑÄÔÍËÌ àÎÇÍÕÓÑÐ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐ-
ÕÑÏ, ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÓËÆÃÇÓÅÑÄÔÍÂâ ÏÑÎÇÍÖÎÂ ÑÍÂ-
ÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÇÔßÏÂ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ ÆÂÉÇ Í ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÔÎÂÃÑÏÖ ÎÂÊÇÓÐÑÏÖ ËÊÎÖÚÇÐËá, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ Ô ÄÞÔÑÍÑÌ
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÍÑÐÕÓÑÎËÓÑÄÂÕß ÔÑÔÕÑâÐËâ àÕËØ ÏÑÎÇÍÖÎ [27].

10ÿ4

Q
�y;y�
n �R�

10ÿ5

10ÿ6

10 20 30
R, Â. Ç.

2

1

Z � 2

n � 6

²ËÔ. 6. ³ÖÏÏÞ Qn�R� (ÍÓËÄÂâ 1) Ë Q
�y; y�
n (ÍÓËÄÂâ 2) ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË

ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R ÑÕ âÆÓÂ ËÑÐÂHe�;��n� (ÖÓÂÄÐÇÐËâ (90) Ë (102)).

2 µ¶¯, Õ. 172, å 1
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±ÓË R! 0 ÔÖÏÏÞ Qn�R� ËÏÇáÕ ÒÓÇÆÇÎÞ

Qn�0� � Z 3

pn3
;

Q�1; 1�n �0� � Z 5�4n2 ÿ 1�
3pn5

; �109�

Q�y; y�n �0� � Z 5�n2 ÿ 1�
3pn5

:

±ÓË R � 0 ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ
ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ L � 0 ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÖá Ô×ÇÓËÚÇÔÍÖá
ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá S-ÔÑÔÕÑâÐËâ:

Cn�R � 0; r� � cn0�r� �
1������
4p
p fn0�r� ; �110�

Â ×ÖÐÍÙËË C x; y
n (L � 1) ì Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËÇ

ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË P-ÔÑÔÕÑâÐËÌ:

C x; y
n �R � 0; r��

������
3

4p

r
fn;1�r� sin y fcosf; sinfg : �111�

¶ÖÐÍÙËâ C z
n �R; r� (L � 1) ËÏÇÇÕ ÒÓË R � 0 ÃÑÎÇÇ

ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ ÒÓÇÆÇÎ, ÓÂÄÐÞÌ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËË ÄÑÎ-
ÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ S- Ë P-ÔÑÔÕÑâÐËÌ:

C z
n �R � 0; r� � C0cn;0�r� � C1cn;1;0�r�;

cn;1;0�r� �
������
3

4p

r
fn;1�r� cos y �112�

Ô ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË

C0 � ÿ
���������������
3n2

4n2 ÿ 1

r
; C1 �

���������������
n2 ÿ 1

4n2 ÿ 1

r
; C 2

0 � C 2
1 � 1:

�113�

¥ËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË Ô ÄÑÎÐÑÄÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ (112) ÓÂÄÇÐ

d z
n �0��

�
z
��C z

n �0; r�
��2 dr � 2C0C1

�
zcn;0�r�cn;1;0�r� dr �

� 3n2�n2 ÿ 1�
Z�4n2 ÿ 1� : �114�

¥Îâ Z � 2, n � 4 ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ d z
n �0� � 120=21 �

� 5;714 . . ., Â ÒÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËË ÃÞÎÑ ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ 5,712 (ÔÏ. ÍÓËÄÖá 2 ÐÂ ÓËÔ. 5).

±ÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.3 ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÂÔ-
ÔËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ (57) Ë (58) ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞ Í ×ÖÐÍÙËË
ÂÍÕËÄÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÓË ÎáÃÑÏ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÏ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËË R. ±ÑàÕÑÏÖ, ÔÍÑÓÇÇ ÄÔÇÅÑ, ÒÓË R!1 ÑÐË ÕÂÍÉÇ
ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËØ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ, Õ.Ç. Ä ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÛÕÂÓÍÑÄÔÍËØ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ. ¿ÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ, ÑÆÐÂÍÑ, ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÐÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÔâ.

¶ÂÍÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÐÂÌÆÇÐÐÞØ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [8, 11 ë 13] Ë
ÑÃÔÖÉÆÂÄÛËØÔâ ÄÞÛÇ ÔÖÏÏ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ
ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏË ÅËÒÇÓÅÇÑ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË. ¿ÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÑÚÇÐß
ÔÎÑÉÐÞ Ë ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ Ä ÔÒÓÂÄÑÚÐËÍÂØ [28, 29].

2.5. ±ÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÂÎÇÍÑÅÑ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÕÇÓÏÑÄ
£ ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ àÐÇÓÅËâ E Ë ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÇ
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ R ÔËÔÕÇÏÞ Aÿ � BZ� ÔÚËÕÂÎËÔß ÐÇÊÂÄËÔË-
ÏÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË. ¬ÖÎÑÐÑÄÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ¤ÓËÐÂ,
âÄÎâáÜÂâÔâ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÄÑÎÐÑ-

ÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÄÐÇÛÐÇÅÑ (ËÎË ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ) àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÂ, ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÂÔß ÐÂ ÄÔÇÌ ÒÑÎÖÒÎÑÔÍÑÔÕË fE;Rg. £
àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ àÐÇÓÅËâ ÄÐÇÛÐÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ
ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R.

£ ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË àÐÇÓÅËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÊÂÍÑÐÖ (12). ¥Îâ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ
R � Rn ÄÃÎËÊË ÆÂÎÇÍËØ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ ÕÇÓÏÑÄ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇ-
ÏÞØ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (25), ÍÑÅÆÂ Rn ÃÑÎßÛÇ ÓÂÊÏÇÓÂ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ÑÓÃËÕÞ ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ,
ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÏÇÉÆÖ ËÑÐÐÞÏ Ë ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞÏ
ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÏÂÎ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÊÐÑÔÕßá ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍËØ ÕÇÓÏÑÄ, ÓÂÄÐÑÌ Z 2=n3. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÂÆËÂÃÂÕË-
ÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÄÖØ-
ÖÓÑÄÐÇÄÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ

F�R; r� � B�E�F0

ÿjRÿ rj�� Cn�E�Cn�R; r� ; �115�
Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ËÑÐÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ F0 ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖÇÕ Ô
ÂÍÕËÄÐÞÏ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÏ ÔÑÔÕÑâÐËÇÏ Cn�R; r�, ÒÓËÐÂÆ-
ÎÇÉÂÜËÏ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÏÖ ÅÎÂÄÐÑÏÖ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏÖ ÚËÔÎÖ n.

¦ÔÎË ËÑÐÐÞÌ ÕÇÓÏ ÃÎËÊÑÍ Í ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÑÏÖ ÕÇÓÏÖ En,
ÕÑ Ä ÓÂÊÎÑÉÇÐËâØ (26) Ë (45) ÔÖÜÇÔÕÄÇÐ ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ Cn, Â ÄÔÇ ÆÓÖÅËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Cn 0 (n0 6� n),
ÏÂÎÞ. ³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ Ë ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (29) Ë (47) ÖÔÎÑÄËÇ
ÐÑÓÏËÓÑÄÍË ×ÖÐÍÙËË (115) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

1 � B2
n�E� � C 2

n �E� � B2
n�E�

�
1� DE 2

n �R�
�Eÿ En�2

�
; �116�

jEÿ Enj5 jEn ÿ En�1j � Z

n3
;

ÅÆÇ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ L � 0 ÄÇÎËÚËÐÂ

DEn�R� � 2pN0

�������������
Qn�R�

p
; L � 0 : �117�

¥Îâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ Ô ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ
L � 1 Ä (116) Ë Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ ÐËÉÇ ÄÇÎËÚËÐÂ DEn�R� ÆÑÎÉÐÂ
ÊÂÏÇÐâÕßÔâ ÐÂ

DEx;y;z
n �R� � N

�1�
0

������
3p
p

g

������������������
Q

x;y;z
n �R�

q
; L � 1 : �118�

²ÂÄÇÐÔÕÄÂ (117) Ë (118) ÔÎÇÆÖáÕ ËÊ ×ÑÓÏÖÎ (27) Ë (46), Â
ÔÖÏÏÞ Qn�R� Ë Qx;y;z

n �R� ÄÞÚËÔÎÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.4.
ªÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (116) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ

×ÖÐÍÙËË Bn�E�, ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ä ×ÑÓÏÖÎÞ (29) Ë
(47) ÆÂÇÕ ÕÂÍÉÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Cn�E� Ë Cn 0 �E� ÍÂÍ
×ÖÐÍÙËË àÐÇÓÅËË ÄÃÎËÊË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ:

Bn�E� � �Eÿ En�
��Eÿ En�2 � DE 2

n �R�
�ÿ1=2

; �119�

Cn�E� � ÿDEn�R�
��Eÿ En�2 � DE 2

n �R�
�ÿ1=2

; �120�

Cn 0 �E� � ÿDEn 0 �R� Eÿ En

En ÿ En 0

��Eÿ En�2 � DE 2
n �R�

�ÿ1=2
:

�121�

ªÐÆÇÍÔÞ n Ö ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕ ËØ ÒÓËÐÂÆÎÇÉ-
ÐÑÔÕß Í ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËá E � En, n0 6� n.

©ÂÒËÛÇÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (119) ë (121), ËÔÒÑÎßÊÖâ ÐÖÎÇ-
ÄÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÎâ àÐÇÓÅËË (12). ¥Îâ ÎáÃÑÅÑ n ÓÂÊ-
ÐÑÔÕß E0�R� ÿ En ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ ×ÑÓÏÖÎÞ

xn�R� � E0�R� ÿ En � Z
Rÿ Rn

RRn
; �122�
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ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÞÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ, Â ÐÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ
ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ (122) Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËâ (119) ë (121), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Bn�R�,
Cn�R�;Cn0 �R� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R,
Â ÐÇ àÐÇÓÅËË E:

Bn�R� � �ÿ1�nÿnmax�Rÿ Rn�
��Rÿ Rn�2 � DR2

n�R�
�ÿ1=2

;

�123�

Cn�R� � ÿ�ÿ1�nÿnmax DRn�R�
��Rÿ Rn�2 � DR2

n�R�
�ÿ1=2

;

�124�

Cn 0 �R� � ÿ�ÿ1�nÿnmax DRn0 �R� E0�R� ÿ En

En ÿ En0
�

� ��Rÿ Rn�2 � DR2
n�R�

�ÿ1=2
: �125�

©ÆÇÔß

DRn�R� � RRn

Z
DEn�R� : �126�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓËR � Rn ÄÇÎËÚËÐÂDRn�Rn� � DEn�R�=Fn,
ÅÆÇ ÔËÎÂ Fn � Z=R2

n.
±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ B Ë C Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËÌ

ÑÕ R ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÓÂÄÐËÕß ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ Ô
ÕÑÚÐÞÏ ÓÂÔÚÇÕÑÏ, ÑÒËÔÂÐÐÞÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.1. ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÓÂÔÚÇÕÂ ×ÖÐÍÙËË B�R� ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÅÑ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËâ (123) Ä ÔÓÂÄÐÇÐËË Ô ÕÑÚÐÞÏ ÓÂÔÚÇÕÑÏ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË
Ä ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ R � R4 ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ
Hÿ �He�� ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 7. ³ÑÄÒÂÆÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ
ÄÇÔßÏÂ ØÑÓÑÛÇÇ: ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÑÚÇÐß ÃÎËÊÍËÏ Í ÕÑÚÐÑÏÖ ÓÂÔÚÇÕÖ. ¥Îâ R � R3

ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÕÂÍÉÇ ÃÎËÊÍÑ Í ÕÑÚÐÑÏÖ
ÓÂÔÚÇÕÖ, Â ÆÎâ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ Ô ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍËÏË ÖÓÑÄÐâÏË
(n5 5) ÓÂÔØÑÉÆÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ ÊÂÏÇÕÐÑ.

¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ B Ë C Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (119) ë (121) âÄ-
ÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË àÐÇÓÅËË. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÐÇÓÅËË
ÔËÔÕÇÏÞ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R ÊÂÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÆÇÕÂÎßÐÑÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÅÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË c1; 2

ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÍÂÍ ÎËÐÇÌÐÞÇ ÍÑÏÃËÐÂÙËË ÄÑÎÐÑ-

ÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ f1; 2 [7, 33]:

c1 � af1 � bf2 ; c2 � ÿbf1 � af2 ; �127�

a �
� ����������������

x2 � D2
p

� x

2
����������������
x2 � D2

p �1=2
; b �

� ����������������
x2 � D2

p
ÿ x

2
����������������
x2 � D2

p �1=2
:

£ ÐÂÛËØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ ÓÂÊÐÑÔÕß ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÏÂÕÓËÚ-
ÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ x Ë ÖÆÄÑÇÐÐÞÌ ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÏÂÕÓËÚ-
ÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ D Ä (127) ËÏÇáÕ ÄËÆ

x � E 0
1 � V11 ÿ E 0

2 ÿ V22 � E0�R� ÿ En ; D � 2jV0nj :
ªÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÞ (119) Ë (120), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

Bn � Cn � 1=
���
2
p

ÒÓË Eÿ En � DEn�R�. ªÊ ×ÑÓÏÖÎ (127)
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ àÕË ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
ÏËÐËÏÂÎßÐÑÌ ÓÂÊÐÑÔÕË àÐÇÓÅËÌ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÍÄÂÊËÒÇÓÇ-
ÔÇÍÂáÜËÏËÔâ ÕÇÓÏÂÏË, ÍÑÅÆÂ x � 0. ¥Îâ ËÔÔÎÇÆÖÇÏÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ Aÿ � BZ� àÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÓÂÊÖ ÉÇ ÊÂÒËÔÂÕß
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÍÂÍ ÆÎâ ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÅÑ ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇ-
ÏÇÐÕÂ:

V0n �


F0jV jCn

� � DEn�R� ; �128�
ÕÂÍ Ë ÆÎâ àÐÇÓÅËÌ ÆÄÖØ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËØÔâ ÕÇÓÏÑÄ:

E��R� ÿ En � 1

2

�
E0�R� ÿ En�

� ÿ�E0�R� ÿ En�2 � 4DE 2
n �R�

�1=2�
; �129�

ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÆÎâ ËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ

Ĥ00 � E0�R� � e0 ÿ Z

R
; �130�

Â ÔÆÄËÅÂÏË ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÕÇÓÏÑÄ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß,
ÒÓËÐËÏÂâ Ĥnn � En. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ àÐÇÓÅËË
(129) Ä ×ÑÓÏÖÎÞ (119) Ë (120), ÒÓËØÑÆËÏ Í ËÊÄÇÔÕÐÞÏ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ (127).

£ ÖÓÂÄÐÇÐËË (129) ÆÎâ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË ×ËÅÖÓËÓÖáÕ
ÄÇÎËÚËÐÞ DEn�R�, ÍÑÕÑÓÞÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (117) Ë
(118), ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÔÖÏÏÞ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Qn;Q

�1; 1�
n ;Q

�2; 2�
n Ë Q

�y; y�
n , ÄÞÚË-

ÔÎÇÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2.4. ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ 3 ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ àÕË
ÔÖÏÏÞ, Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, Ë ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ
àÎÇÏÇÐÕÞ V0n ÐÇ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß ÐË ÒÓË ÍÂÍËØ
ÍÑÐÇÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R ÆÎâ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ Ô ÎáÃÞÏ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ
L. ±ÑàÕÑÏÖ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÕÑÚÐÞØ
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ ÕÇÓÏÑÄ ÐÇÕ. ²ÂÊÆÄËÉÇÐËâ ÕÇÓÏÑÄ Ä ÍÄÂÊËÒÇ-
ÓÇÔÇÚÇÐËâØ 2DEn�Rn� 6� 0. ©ÐÂÚÇÐËâ àÕËØ ÓÂÊÆÄËÉÇÐËÌ ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏ Hÿ �H� Ë Hÿ �He�� ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä ÕÂÃÎ. 1 Ë 2
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

£ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË d-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÖÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË
ÔËÔÕÇÏÞ Aÿ � B� ÆÎâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ Aÿ Ô ÐÖÎÇ-
ÄÞÏ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ L � 0 ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ÓÇÛÂâ
ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑ-

1,0

B�R�

0,5

0

ÿ0,5

ÿ1,0

16 17 18 19 20 21 22 23

R, Â. Ç.

R4 � 20,56 Â. Ç.

²ËÔ. 7. ¶ÖÐÍÙËâ B�R� Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R

ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞHÿ �He�� Ä ÑÃÎÂÔÕË ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ËÑÐÐÑÅÑ ÕÇÓÏÂ Ô
ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞÏ ÕÇÓÏÑÏ n � 4: ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÕÑÚÐÞÌ ÓÂÔÚÇÕ ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÂÏ (22) Ë (24), ÓÑÏÃËÍË ì ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
(×ÑÓÏÖÎÂ (123)). ´ÂÃÎËÙÂ 1. ²ÂÊÏÇÓÞ ÑÓÃËÕ rn, ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ Rn Ë

ÓÂÊÆÄËÉÇÐËâ ÕÇÓÏÑÄ dEn�Rn� � 2DEn�Rn� ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ Hÿ �H�

n rn, Â. Ç. Rn, Â. Ç. dEn�Rn�, Â. Ç.

1
2
3
4

2,0
8,0

18,0
32,0

2,117
10,279
35,921
283,005

1,652ÿ1

1,876ÿ2

2,318ÿ4

7,123ÿ27

2*
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ËÊÄÑÆÐÑÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ [3]

q
qjrÿ Rj lnG

ÿjrÿ Rj� � 2G�1ÿ Zn�
n

�
W 0
��t�M 0�t��

�
�
ÿ 1

4
� Zn 2

2R

�
W��t�M�t�

�
t�2Rn

� ÿg : �131�

³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË ÄÃÎËÊË ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ
ËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ Ô ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞÏ ÖÓÑÄÐÇÏ n � 4, ÄÞÚËÔÎÇÐ-
ÐÞØ Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (131) Ë ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÇ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ (129), ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ
ÓËÔ. 8. ³ÑÄÒÂÆÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ØÑÓÑÛÇÇ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ ¤ÓËÐÂ ÍÂÍ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ë ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ àÕÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÐÇÆËÂÅÑ-
ÐÂÎßÐÞÇ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ Ë ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÕÇÓÏÑÄ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ, Õ.Ç. ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒËÔÂÕß
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Aÿ � B�.

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÇÚÇÐËÌ ÊÂØÄÂÕÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÔÕÑÎ-
ÍÐÑÄÇÐËâØ (1) Ë (2) Ä ÓÂÃÑÕÇ [8] ÓÇÛÂÎÂÔß ÔËÔÕÇÏÂ
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [34]

danlm�t�
dt

�
X

n0; l 0; m 0
an 0 l 0 m 0 �t�

�
q
qt

�nlm

n 0 l 0 m 0
�

� exp

��t
E n�1
n

ÿ
R�t 0��dt 0� : �132�

©ÆÇÔß ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÖÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

En�1
n �R� � 1

2

E0�R� � En�1 ÿDn�1�R� ; R5Rn�1
n ,

E0�R� � En �Dn�R� ; R4Rn�1
n ;

�
�133�

Dn�R� �
ÿ
x2n�R� � 4DE 2

n �R�
�1=2

; Rn�1
n � 1

2
�Rn � Rn�1� ;

Â ×ÖÐÍÙËâ xn�R�ì ×ÑÓÏÖÎÑÌ (122). ±ÓË R < Rn àÐÇÓÅËâ
En�1
n �R� ÃÎËÊÍÂ Í ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË En, Â ÒÓË

R > Rn�1 ì Í àÐÇÓÅËË En�1. £ ÑÃÎÂÔÕË ÏÇÉÆÖ ÒÇÓÇ-
ÔÇÚÇÐËâÏË (Rn < R < Rn�1) àÕÂ àÐÇÓÅËâ ÃÎËÊÍÂ Í ËÑÐÐÑÌ
àÐÇÓÅËË ÐÖÎÇÄÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ E0�R� Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (12).

³ËÔÕÇÏÂ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÔÕÓÑË-
ÎÂÔß ÒÑ ÔØÇÏÇ [8]

Fn�1
n �R; r� �

� Cÿn�1�R�F0

ÿjRÿ rj��C�n�1�R�Cn�1�R; r� ; R5Rn�1
n ;

C�n �R�F0

ÿjRÿ rj�ÿCÿn �R�Cn�R; r�; R4Rn�1
n ;

(

�134�

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ

C�n �R� �
�
Dn�R� � xn�R�

2Dn�R�
�1=2

;

Bn�1
n �R� �

Cÿn�1�R� ; R5Rn�1
n ;

C�n �R� ; R4Rn�1
n :

�
�135�

¬Ñà××ËÙËÇÐÕÞ C�n; n 0 �R�, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÄÍÎÂÆÞ Ä ×ÖÐÍ-
ÙËá Fn�1

n ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô ÅÎÂÄÐÞÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË
n0 6� n, ÓÂÄÐÞ

C�n; n0 �R� � �
DEn0 �Rn�
En ÿ En 0

C�n �R� : �136�

±ÓË R < Rn ×ÖÐÍÙËâ Fn�1
n ÃÎËÊÍÂ Í ×ÖÐÍÙËË Cn,

ÕÂÍ ÍÂÍ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË jCÿn j � 1, Â C�n � 0. £ ÑÃÎÂÔÕË
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ R � Rn ×ÖÐÍÙËâ F n�1

n ÆÂÇÕÔâ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏ-
ÃËÐÂÙËÇÌ ×ÖÐÍÙËÌ Cn Ë F0, Â Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ
R � Rn�1 ì ÎËÐÇÌÐÑÌ ÍÑÏÃËÐÂÙËÇÌ ×ÖÐÍÙËÌ F0 Ë Cn�1.
£ ÑÃÎÂÔÕË ÏÇÉÆÖ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâÏË (Rn<R<Rn�1) ×ÖÐÍÙËâ
Fn�1

n ÃÎËÊÍÂ Í ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ F0, ÍÑÅÆÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ Bn�1

n �R� ÃÎËÊÍÂ Í
ÇÆËÐËÙÇ, Â ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ C�n ÏÂÎÞ. ±ÓË R > Rn�1
×ÖÐÍÙËâ Fn�1

n ÃÎËÊÍÂ Í ×ÖÐÍÙËË Cn�1, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä àÕÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË jC�n�1j � 1, Â Cÿn�1 � 0.

£ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÑÔß z ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÂ
Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ, ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏÏÇÐâáÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ËÑÐÂÏË R Ë ÂÊËÏÖÕÂÎß-
ÐÞÌ ÖÅÑÎ fR ÄÇÍÕÑÓÂ R. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÒÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

q
qt
� _fR

q
qfR

� _R
q
qR

:

¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ
ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÏËÔâ ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÓÂ-
ÆËÂÎßÐÖá ÔÄâÊß, Õ.Ç. ÊÂÄËÔâÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ

´ÂÃÎËÙÂ 2. ²ÂÊÏÇÓÞ ÑÓÃËÕ rn, ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ Rn Ë
ÓÂÊÆÄËÉÇÐËâ ÕÇÓÏÑÄ dEn�Rn� � 2DEn�Rn� ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ Hÿ �He��

n rn, Â. Ç. Rn, Â. Ç. dEn�Rn�, Â. Ç.

1
2
3
4
5
6
7
8

1,0
4,0
9,0

16,0
25,0
36,0
49,0
64,0

1,01
4,23

10,28
20,56
38,25
71,84
152,67
566,01

5,108ÿ1

1,059ÿ1

3,126ÿ2

7,429ÿ3

7,179ÿ4

5,089ÿ6

3,556ÿ12

5,148ÿ50

ÿ0,110

E, Â. Ç.

E4 � ÿ0,125 Â. Ç.

ÿ0,120

ÿ0,125

ÿ0,130

18 20 22 24
R, Â. Ç.

R4 � 20,56 Â. Ç.

²ËÔ. 8.µÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË ÔËÔÕÇÏÞHÿ�He�� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑ-
ÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R ÄÃÎËÊË ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ËÑÐÐÑÅÑ ÕÇÓÏÂ Ô ÍÑÄÂÎÇÐÕ-
ÐÞÏ ÕÇÓÏÑÏ H�He�;��n� ÆÎâ n � 4: ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì àÐÇÓÅËâ
ËÑÐÐÑÅÑ ÕÇÓÏÂ Ä ÐÖÎÇÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË E0�R� � e0 ÿ Z=R (×ÑÓÏÖÎÂ
(12)); ÔÒÎÑÛÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ ì ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÓÇÛÇÐËâ ÕÓÂÐÔÙÇÐÆÇÐÕÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (131); ÍÓÇÔÕËÍË Ë ÓÑÏÃËÍË ì ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÄÖØÖÓÑÄÐÇÄÑÅÑ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ (129) Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (117) ÆÎâ DEn�R� Ë
(77) ÆÎâ ÔÖÏÏÞ Qn�R�.
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ÒÑ R, Ë ÓÂÄÐÞ

Vn
nÿ1
ÿ
R�t�� � � q

qR

�n; n�1

nÿ1; n
�

�
�
Fn

nÿ1�R; r�
qFn�1

n �R; r�
qt

dr� Cÿn
dC�n
dR
ÿ C�n

dCÿn
dR
�

� Z

R2

2pN0�������������
Qn�R�

p Qn�R� ÿ xn�R�R2Q0n�R�=2R
x2n � 4�2pN0�2 Qn�R�

: �137�

®ÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ (137) ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ Ä ÖÊÍËØ
ÑÃÎÂÔÕâØ DRn ÄÃÎËÊË ÕÑÚÇÍ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ Rn, Â ËØ
ÂÃÔÑÎáÕÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÓË R � Rn ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞ:

Vn
nÿ1;max

ÿ
R�t���� q

qR

�n; n�1

nÿ1; n

�����
R�Rn

� Z

4R2
n DEn�Rn� : �138�

£ÃÎËÊË n-ÅÑ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞ ÕÂÍÉÇ ÏÂÕÓËÚ-
ÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÏÇÉÆÖ ÂÍÕËÄÐÞÏË ÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÏËÔâ
ÔÑÔÕÑâÐËâÏË Ë ÆÓÖÅËÏË ÂÍÕËÄÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË Cn0 , ÐÇ
ÖÚÂÔÕÄÖáÜËÏË Ä n-Ï ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËË, Õ.Ç. ÆÎâ n0 6� n. ªÔÒÑÎß-
ÊÖâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Cn0 ËÊ (121), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Un0
nÿ1
ÿ
R�t�� � � q

qR

�n 0

nÿ1; n
� dCÿn; n 0

dR
� ÿDEn 0 �Rn�

En ÿ En 0

dCÿn
dR

;

Un0
n

ÿ
R�t�� � � q

qR

�n 0

n; n�1
� dC�n; n 0

dR
� DEn 0 �Rn�

En ÿ En 0

dC�n
dR

;

�139�

dC�n �R�
dR

� �4
���
2
p

p2N2
0

Z

R2

Qn�R� ÿ xn�R�R2 Q0n�R�=2R
D

5=2
n �R�

ÿ
Dn�R� � xn�R�

�1=2 :
�140�

®ÂÍÔËÏÂÎßÐÞÇ ÂÃÔÑÎáÕÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÏÂÕÓËÚÐÞØ àÎÇ-
ÏÇÐÕÑÄ (140) ÆÑÔÕËÅÂáÕÔâ ÒÓË R � Rn Ë ÓÂÄÐÞ

dC�n; n0 �R�
dR

����
R�Rn

� � DEn 0 �Rn����
2
p �En ÿ En 0 �

Z

4R2
n DEn�Rn� : �141�

¿ÕË ÊÐÂÚÇÐËâ Ä DEn 0 �Rn�=
ÿ ���

2
p �En ÿ En 0 �

�
ÓÂÊ ÏÇÐßÛÇ

ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ (138) ÏÂÕÓËÚÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ
(137) ÏÇÉÆÖ ÄÑÎÐÑÄÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÂÍÕËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ. ®ÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ (137) Ë (139) ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ
ÓËÔ. 9 Ë 10.

¥Îâ ÔÎÖÚÂâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ Ô ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ
ÏÑÏÇÐÕÑÏ L � 1 Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (137) ë (141) ×ÖÐÍÙËá Qn�R�
ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÏÇÐËÕß ÐÂQ�1; 1�n ËÎË ÐÂ Q

�y; y�
n �R�, Â ×ÖÐÍÙËá

DEn�R�ìÐÂ DEx; y; z
n �R�.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 11 ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÒÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË
ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË Hÿ �He�� � H�He��n�, ÄÞÚËÔÎÇÐ-
ÐÑÇ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÔËÎßÐÑÌ ÔÄâÊË (132) Ô ÄÍÎáÚÇÐËÇÏ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô ÅÎÂÄÐÞÏË
ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË 14 n4 10 (385 ÔÑÔÕÑâÐËÌ) [8].
²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ÔÓÂÄÐÇÐËË Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎß-

1,0

�q
=
qR
�n;

n
�1

n
ÿ1
;n

0,5

0

n � 1

2

3 4

5
Â

0 10 20 30 40 50
R, Â. Ç.

40

30

20

10

0

71,7 71,8 71,9 72,0
R, Â. Ç.

R6 � 71,84 Â. Ç.

�q
=q
R
�n;

n
�1

n
ÿ1
;n

Ãn � 6

²ËÔ. 9.¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÓÂÆËÂÎßÐÞÇ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ q=qR� �n; n�1nÿ1; n
(×ÑÓÏÖÎÂ (137)) ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÏËÔâ ÔÑÔÕÑâÐËâÏË
ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞHÿ �He�� (L � 0) ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâ R c n � 1ÿ5 (Â) Ë n � 6 (Ã).

0,02

0,01

0

ÿ0,01

ÿ0,02
16 18 20 22 24

R, Â. Ç.

n � 5 ���

7 ���
9 ���

9 �ÿ�

7 �ÿ�
5 �ÿ�R4 � 20,56 Â. Ç.

�q
=q
R
�n;

n
�1

n
ÿ1
;n

²ËÔ. 10. ¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÇ ÓÂÆËÂÎßÐÞÇ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ
q=qR� �n; n�1nÿ1; n (×ÑÓÏÖÎÂ (139)) ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÏËÔâ
ÔÑÔÕÑâÐËâÏË (ÑÕÏÇÚÇÐÞ ÐÂ ÓËÔÖÐÍÇ ÊÐÂÍÂÏË "�" Ë "ÿ") ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ
Hÿ �He�� (L � 0) Ô n � 4 Ë ÂÍÕËÄÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË Ô n 0 � 5; 7; 9
(n 0 6� n).

2

2

1

2000

s,
1
0
ÿ1

6
ÔÏ

2

1000

500

200

106 107 108

³ÍÑÓÑÔÕß ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ, ÔÏ Ôÿ1
2 3 4 5 6 7 8 2 3 4 5 6 7 8

²ËÔ. 11. ±ÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË
Hÿ �He�� � H�He��n� Ä ÔÓÂÄÐÇÐËË Ô àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÏË [35] (ÓÑÏ-
ÃËÍË) Ë [36] (ÍÓÇÔÕËÍË): ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÓÂÔÚÇÕ [8], ÒÖÐÍÕËÓÐÞÇ
ÍÓËÄÞÇ 1 Ë 2 ì ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÇ ÓÂÔÚÇÕÞ ËÊ ÓÂÃÑÕ [35] Ë [39] ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ.
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ÐÞÏË ËÊÏÇÓÇÐËâÏË [35 ë 38] Ë ÓÂÔÚÇÕÂÏË ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÏË
ÏÇÕÑÆÂÏË [35, 39]. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÐÂÛÇÅÑ ÓÂÔÚÇÕÂ
[8] ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ËÊÏÇÓÇÐËâÏË, ÄÞÒÑÎÐÇÐ-
ÐÞÏË Ä ÓÂÃÑÕÇ [35].

£ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ËÊ ÓÂÃÑÕÞ
[35] Ë ÄÞÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÐÂÏË ÔÇÚÇÐËÇ Ä 1,3 ë 1,6 ÓÂÊ ÃÑÎßÛÇ
ÔÇÚÇÐËÌ, ÐÂÌÆÇÐÐÞØ Ä ËÊÏÇÓÇÐËâØ [36] Ë ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Ä
ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞØ ÓÂÔÚÇÕÂØ [35, 39]. ¿ÕÑ ÑÕÎËÚËÇ ÑÃÝâÔ-
ÐâÇÕÔâ ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÔÚÇÕÂØ [35, 39] ÖÚËÕÞÄÂÎËÔß ÕÑÎßÍÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô n � 2ÿ5. £ ÐÂÛÇÏ ÓÂÔÚÇÕÇ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ
ÊÂÔÇÎâÇÏÞÏË âÄÎâÎËÔß ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô n � 4ÿ6, ÚÕÑ Ä
ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÞÏË ÓÂÔÚÇÕÂÏË [35,
39]. °ÆÐÂÍÑ ÖÚÇÕ ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ô n � 7ÿ10 ÕÂÍÉÇ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏ. ·ÑÕâ ÔÇÚÇÐËâ ÊÂÔÇÎÇÐËâ ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ àÕËØ ÃÑÎÇÇ
ÄÞÔÑÍÑÎÇÉÂÜËØ ÖÓÑÄÐÇÌ ÏÇÐßÛÇ ÔÇÚÇÐËÌ ÆÎâ ÖÓÑÄÐÇÌ
n � 4ÿ6, ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑ ÑÐË ÄÐÑÔâÕ 50 ë 60% Ä ÒÑÎÐÑÇ
ÔÇÚÇÐËÇ.

±ÓËÚËÐÑÌ ÊÂÏÇÕÐÑÅÑ ÊÂÔÇÎÇÐËâ ÖÓÑÄÐÇÌ n � 7ÿ10
âÄÎâÇÕÔâ ËØ ÔÄâÊß ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÏÂÕÓËÚÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ
(139) Ô ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÏËÔâ ËÑÐÐÞÏ Ë ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞÏË
ÔÑÔÕÑâÐËâÏË n � 4; 5. ©ÂÔÇÎÇÐËÇ ÃÑÎÇÇ ÄÞÔÑÍÑÎÇÉÂÜËØ
ÖÓÑÄÐÇÌ n � 7ÿ10 ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÑ ÄÓÇÏâ ÒÓÑØÑÆÂ ÔÕÂÎÍË-
ÄÂáÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÌ Ô ÖÓÑÄÐâÏË
n � 4; 5. ´ÂÍÂâ ÉÇ ÔËÕÖÂÙËâ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ë ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇ-
ÐËâ Hÿ �A3� [40 ë 42]. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [43]
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÓÑÙÇÔÔÂ (1) ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÎÂÔß ÍÂÍ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÑÆÃÂÓßÇÓÐÑÅÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ Í ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏÖ.

3. ³ÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÇ ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ

ªÊÖÚÇÐËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ËÑÐËÊÂÙËË ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË ÆÄÖØ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ Ä ÔÄâÊË Ô
ÓÇÛÇÐËÇÏ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÐÂÅÓÇÄÂ ÕÇÓÏÑâÆÇÓÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ
ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞÏË ÒÖÚÍÂÏË ÂÕÑÏÑÄ ÄÑÆÑÓÑÆÂ. ±ÖÚÍË
ÃÞÔÕÓÞØ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÞØ ÂÕÑÏÑÄ ÄÞÅÑÆÐÑ ÒÑÎÖÚÂÕß ÒÖÕÇÏ
ÖÔÍÑÓÇÐËâ Ë ÐÇÌÕÓÂÎËÊÂÙËË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ ÄÄËÆÖ
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ËØ ÐÇÌÕÓÂ-
ÎËÊÂÙËË ÐÂ ÏËÛÇÐâØ. °ÆÐÂÍÑ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÞØ ËÑÐÑÄ ÄÐÖÕÓË ÄÞÔÑÍÑËÐÕÇÐÔËÄÐÞØ ÒÑÕÑÍÑÄ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ, ÒÓÑËÔØÑÆâÜËÇ ËÊ-ÊÂ ÓÂÊÃÓÑÔÂ ËØ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ, à××ÇÍÕËÄÐÑ ÖÏÇÐßÛÂáÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË àÕËØ
ÒÑÕÑÍÑÄ. °ÕÓÞÄ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâØ ÆÄÖØ ÑÕÓË-
ÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ ÄÑÆÑÓÑÆÂ Hÿ �Hÿ ËÊÖÚÂÎÔâ ÓÂÐÇÇ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ [44, 45] Ë ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË [46 ë 52].

±ÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÞ ÕÓË ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÑÕÓÞÄÂ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ:

Aÿ � Bÿ � A� Bÿ � e ; �A�
� Aÿ � B� e ; �B�
� A� B� 2e ; �AB�

ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÍÑÕÑÓÞØ ÔËÎßÐÑ ÍÑÐÍÖÓËÓÖáÕ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖ-
ÅÑÏ. ²ÂÔÚÇÕ ÔÇÚÇÐËÌ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ (A), (B) Ë (AB) ÆÑÎÉÇÐ
ÖÚËÕÞÄÂÕß àÕÖ ÍÑÐÍÖÓÇÐÙËá. £ ÓÂÃÑÕÇ [46] ÄÞÚËÔÎâÎËÔß
ÔÇÚÇÐËâ ÕÓÇØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ: Hÿ �Hÿ, Hÿ � Csÿ Ë
Csÿ � Csÿ.

³ÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÇ ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ Ä ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÞØ ÆÇÕÂÎâØ ÔØÑÉÇ Ô ËÊÖÚÇÐÐÞÏË ÓÂÐÇÇ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâÏË
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ Ô ÃÇÔÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ
ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÇÌ ì àÎÇÍÕÓÑÐÑÏ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÞÏ ÍÂÍ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ ÚÂÔÕËÙÂ [53, 54], Ë ÂÐÕËÒÓÑÕÑÐÑÏ
[55, 56]. ªÏÇáÕÔâ, ÑÆÐÂÍÑ, Ë ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÓÂÊÎËÚËâ

ÏÇÉÆÖ àÕËÏË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâÏË. ¦ÔÎË ÔËÔÕÇÏÖ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞÌ ËÑÐ ë ÂÐÕËÒÓÑÕÑÐ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÖá, ÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ
ËÑÐÑÄ âÄÎâÇÕÔâ, ÍÂÍ ÏËÐËÏÖÏ, ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÔËÔÕÇ-
ÏÑÌ.

¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÂâ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ËÑÐ ë ÂÐÕËÒÓÑÕÑÐ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (11) Ô ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ
¤ÓËÐÂ ÆÎâ ÒÑÎâ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ, ÐÑ ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ
ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ àÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÐÇÒÓËÅÑÆÐÂ.
¡ÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÖá ÄÑÎÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÞØ ËÑÐÑÄ ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÍÂÍ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖØ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÓËÐÂ ÆÎâ ÒÑÎâ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ.
´ÂÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ, ÑÆÐÂÍÑ, ÔÎÑÉÐÑ Ë ÐÇÖÆÑÃÐÑ,
ÒÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÇÅÑ ÐÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ.

ªÊ-ÊÂ ÏÂÎÑÔÕË àÐÇÓÅËÌ ÔÄâÊË ÔÇÚÇÐËâ ÓÇÂÍÙËÌ (A), (B)
Ë (AB) ÄÇÎËÍË, ÒÑàÕÑÏÖ ÏÞ ÖÚËÕÞÄÂÇÏ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÕÑÎßÍÑ
ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ´ÑÅÆÂ ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË
ÒÑÎÐÑÅÑ ÐÂÃÑÓÂ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ
ËÑÐÑÄ ËÏÇáÕ ÄËÆ

c�ÿ�a �r1a�c�ÿ�b �r2b� exp
ÿÿi�ea � eb�t

�
; �142�

ce
a�r1a�c�ÿ�b �r2b� exp

ÿÿ i�eb � e�t� ; �143�
c�ÿ�a �r1a�ce

b�r2b� exp
ÿÿ i�ea � e�t� ; �144�

ce
a�r1a�ce 0

b �r2b� exp
ÿÿ i�e� e0�t� ; �145�

ÅÆÇ c�ÿ�a; b ì ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ, ce

a; b ì ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÔËÔÕÇÏÞ ËÊ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÅÑ
ÂÕÑÏÂ Ë àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ÐÂØÑÆâÜÇÅÑÔâ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÍÑÐÕË-
ÐÖÖÏÂ Ë ËÏÇáÜÇÅÑ àÐÇÓÅËá e. £ÞÓÂÉÇÐËÇ (142) ì àÕÑ
ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔËÔÕÇÏÞ ËÊ ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ
(Õ.Ç. ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ), (143) Ë
(144) ì ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÔÑÔÕÑâÐËâ, ÍÑÅÆÂ àÎÇÍÕÓÑÐ
ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ËÑÐÑÄ (A ËÎË B) ÑÕÑÓÄÂÐ Ë ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä
ÍÑÐÕËÐÖÖÏÇ, (145) ì ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô
ÆÄÖÏâ ÑÕÑÓÄÂÐÐÞÏË àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË.

3.1. ®ÂÎÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ. °ÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÞ
±ÓË ÏÇÆÎÇÐÐÑÏ ÔÃÎËÉÇÐËË ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ
àÐÇÓÅËâ ËØ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÑÆÐËÏÂÇÕÔâ
ÄÄÇÓØ Í ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏÖ ÔÒÇÍÕÓÖ ÊÂ ÔÚÇÕ ËØ ÓÂÔÕÂÎÍËÄÂÐËâ.
ªÊ-ÊÂ ÏÂÎÑÔÕË àÐÇÓÅËË ÔÄâÊË àÕÂ àÐÇÓÅËâ ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÕ
ÅÓÂÐËÙÖ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÒÓË ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛËØ
ÏÇÉÝâÆÇÓÐÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ R. ±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍË ÄÑÊÏÑÉÐÞÏË ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÂ, Ä
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÕÓÞÄÂáÕÔâ ÑÆËÐ ËÎË ÆÄÂ ÔÎÂÃÑÔÄâ-
ÊÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÂ [46, 47].

±ÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØRÏÇÉàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÇ ÓÂÔÕÂÎÍË-
ÄÂÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÎÑÉËÕß Ä ÓâÆ ÒÑ ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ R:

1

jr1 ÿ r2j �
1

R
� z1a

R2
� 3z21a ÿ r21a

2R3
� r1az1a�5z1a ÿ 3r1a�

2R4
� . . .�

� z2b
R2
� 3z22b ÿ r22b

2R3
ÿ r2bz2b�5z2b ÿ 3r2b�

2R4
� . . .�

�W�r1a; r2b� � . . . ; r1a; r2b 5R ; �146�
ÅÆÇ r1 Ë r2 ì ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓÞ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ 1 Ë 2 Ä
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Â r1a Ë r2b ì ÄÇÍÕÑÓÞ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ 1 Ë 2 ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ âÆÇÓ ÂÕÑÏÑÄ a Ë b
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.
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¬ÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ W�r1a; r2b� ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÑÃÑËØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ �r1a r2b�:

W�r1a; r2b� � r1ar2b ÿ 3z1az2b
R3

� . . . ; �147�

ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÒÇÓÄÞÇ ÆÄÇ ÔÕÓÑÍË Ä (146) ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÅÑ ËÊ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ: 1 ËÎË 2. ³ ÖÚÇÕÑÏ àÕÑÅÑ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (146) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

1

r12
� ÿ 1

R
� 1

jRÿ r1aj �
1

jR� r2bj �W�r1a; r2b� ; �148�

r1a; r2b 5R :

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ (148), ÊÂÒËÛÇÏ ÄÑÎÐÑÄÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ:�

ÿD1

2
�Ua�r1a� � 1

jRÿ r1aj ÿ
1

R
ÿ Ea�R�

�
c�ÿ�a �r1a� � 0 ;

�149�

�
ÿD2

2
�Ub�r2b� � 1

jR� r2bj ÿ Eb�R�
�
c�ÿ�b �r2b��0: �150�

©ÆÇÔßUa;b�r�ìÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ a Ë b ÔÑ ÔÄÑËÏË ÂÕÑÏÐÞÏË ÑÔÕÂÕÍÂÏË,

Ea�R� � ea ÿ aa
2R4
� . . . ; Eb�R� � eb � 1

R
ÿ ab
2R4
� . . .

�151�

ì ËØ àÐÇÓÅËË, ea;b ì àÐÇÓÅËË ÔÄâÊË ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÞØ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ, Â aa;b ì ËØ ÒÑÎâÓËÊÖÇÏÑÔÕË. ¥Îâ
ÃÑÎßÛËØ ÏÇÉÝâÆÇÓÐÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ R:

R >
1

g
; �152�

ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÞÏË ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË Ä (147) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇ-
ÃÓÇÚß. ´ÑÅÆÂ ÒÑÎÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ

E�R� � Ea�R� � Eb�R� � ea � eb � 1

R
: �153�

¶ÑÓÏÂÎßÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (149) Ë (150) ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ ÆÓÖÅ
ÑÕ ÆÓÖÅÂ, ÐÑ ÆÂÉÇ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÍÂÉÆÞÌ ËÊ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÊÂÄËÔË-
ÏÞÏ ÑÕ ÆÓÖÅÑÅÑ ËÑÐÂ. ¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ
ÕÇÓÏ ÿ1=R ÏÑÉÐÑ ÑÕÐÇÔÕË ÎËÃÑ Í àÎÇÍÕÓÑÐÖ a, ÎËÃÑ Í
àÎÇÍÕÓÑÐÖ b. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÔËÔÕÇÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (149) Ë (150), ÕÂÍ Ë ÔËÔÕÇÏÖ, ÑÕÎËÚÂáÜÖáÔâ
ÑÕ (149) Ë (150) ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ËÐÆÇÍÔÑÄ a$ b, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÐÇÓÂÊÎËÚËÏÞ. ±ÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÏÐÑÅÑ-
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË, ÔËÏÏÇÕÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂÏ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, àÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÚË-
ÕÞÄÂÇÕÔâ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË. £ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (149) Ë (150), ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÇ a$ b ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (150) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ ËÑÐ b,
ÒÑÏÇÜÇÐÐÞÌ Ä ÒÑÎÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÇÚÐÑÌ ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÂÐÕËÒÓÑÕÑÐÂ �p. ±ÓË
R4Rb � 1=jebj àÐÇÓÅËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ b ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÍÑÐÕË-
ÐÖÖÏÇ: Eb > 0, Ë àÎÇÍÕÓÑÐ b ÏÑÉÇÕ ÕÖÐÐÇÎËÓÑÄÂÕß ÚÇÓÇÊ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ÃÂÓßÇÓ, ÒÇÓÇØÑÆâ Ä ÍÑÐÕËÐÖÖÏ. ±ÓË
R < Ra � 1=ea ÕÑ ÉÇ ÔÂÏÑÇ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ a.

³ÍÑÓÑÔÕß ÕÖÐÐÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÚÇÓÇÊ ÃÂÓßÇÓ Gsq (ËÐÆÇÍÔ "sq"
ÑÕ "squeesing out" ì ÄÞÆÂÄÎËÄÂÐËÇ), ÄÞÚËÔÎÇÐÐÂâ Ä [53],
ÓÂÄÐÂ

Gsq; �a;b��R� �
B2
a;b

2ga;bR2
exp

�
ÿ 4

ga;b
y f�y�

�
; �154�

f�y� � arcsin
���
y
p�����������������

y�1ÿ y�p ÿ 1 ; y � R

Ra;b
4 1 ; Ra;b � 1

jea;bj :

±ÓË R5Ra;b ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÒÂÆÂ Gsq;�a;b��R� � 0, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÒÓË àÕËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ àÐÇÓÅËâ ÕÖÐÐÇÎËÓÖáÜÇÅÑ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÂ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂ (Ea;b�R� < 0) Ë ÕÖÐÐÇÎËÓÑÄÂÐËÇ ÐÇÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ. ¥Îâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Hÿ �Hÿ ËÏÇÇÏ Ra � Rb �
� 36 a0. £ ÓÂÃÑÕÇ [47] ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÄÞÆÂÄÎËÄÂÐËâ ÄÞÚË-
ÔÎâÎÂÔß Ô ÒÓËÏÇÐÇÐËÇÏ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ ÆÎâ
ÒÑÎâ ÑÕÕÂÎÍËÄÂÐËâ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÔÎÂÃÑ-
ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ë ÕÂÍÉÇ ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ (154).

¦ÔÎË ÒÓË R4Ra;b ÕÖÐÐÇÎËÓÖÇÕ àÎÇÍÕÓÑÐ a (ËÎË b), ÕÑ
àÎÇÍÕÓÑÐ b (ËÎË a) ÕÖÐÐÇÎËÓÑÄÂÕß Ä ÍÑÐÕËÐÖÖÏ ÖÉÇ ÐÇ
ÏÑÉÇÕ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÔËÔÕÇÏÇA� Bÿ (ÍÂÍ Ë Ä ÔËÔÕÇÏÇAÿ � B)
ÐÇÕ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÅÑ ÓÂÔÕÂÎÍËÄÂÐËâ. °ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ ÕÖÐÐÇ-
ÎËÓÑÄÂÐËÇ ÆÄÖØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÕÂÍÉÇ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ
ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÍÑÐÍÖÓÇÐÙËâ ÏÇÉÆÖ ÒÓÑÙÇÔÔÂÏË ÑÕÓÞÄÂ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÑÕ ÆÄÖØ ÔÕÂÎÍËÄÂáÜËØÔâ ËÑÐÑÄ. ªÏÇÐÐÑ àÕÂ
ÍÑÐÍÖÓÇÐÙËâ Ë âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÚËÐÑÌ ÔÇÓßÇÊÐÑÅÑ ÑÕÎËÚËâ
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ ÑÕ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇ-
ÐËâ ÑÆÐÑÅÑ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ Ô ÕÑÚÇÚÐÑÌ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÑ ÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕËÙÇÌ, ÐÂÒÓËÏÇÓ Ô ÂÐÕËÒÓÑÕÑÐÑÏ.

¥Îâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÕÖÐÐÇÎËÓÑÄÂÐËâ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÎÑÔß ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ [9, 10, 57]:

c�ÿ�0 �r� � B�g; b�
������
g
2p

r
exp �ÿgr� ÿ exp �ÿbr�

r
; �155�

B�g; b� � �1� g=b�1=2
1ÿ g=b

;

ÅÆÇ e � ÿg2=2. ¿ÐÇÓÅËË ÔÄâÊË ËÔÔÎÇÆÖÇÏÞØ ËÑÐÑÄ Hÿ Ë
Csÿ ÓÂÄÐÞ [58] eHÿ� ÿ 0;75421 à£ (gHÿ � 0;23544),
eCsÿ � ÿ0;4716 à£ (gCsÿ � 0;1862).

£ ÓÂÃÑÕÂØ [9, 10] ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ×ÖÐÍÙËâ (155). ±ÑÆÅÑÐÍÑÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÔÕÑâÜÇÅÑ Ä àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË, Í ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏÖ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÖ ÐÇÌÕÓÂÎßÐÑÅÑ ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË ÆÎâ ËÑÐÂ Hÿ ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ
bHÿ � 2;66. £ÞÚËÔÎÇÐËâ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ (155),
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ B, ÆÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ B � 1;145,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÚÇÐß ÃÎËÊÍÑ Í ÊÐÂÚÇÐËá B � 1;183, ÐÂÌÆÇÐÐÑÏÖ
Ä [57] ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¹ÂÐÆÓÂÔÇÍÂÓÂ
[59] ÆÎâ ËÑÐÂ Hÿ. ¥Îâ ËÑÐÂ Csÿ ÒÑ ÏÇÕÑÆÖ [9, 10]
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËÇ bCsÿ � 1;45 (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [60]), ÚÕÑ
ÆÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ B � 1;22.

¦ÔÎË ËÊÃÞÕÍÑÏ àÐÇÓÅËË 1=R ÑÃÎÂÆÂÇÕ àÎÇÍÕÓÑÐ b, ÕÑ
ÑÐ ÏÑÉÇÕ ÒÇÓÇÆÂÕß ÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÖ a, ÍÑÕÑÓÞÌ ÃÖÆÇÕ
ËÑÐËÊÑÄÂÐ, ÇÔÎË R4Ra. ±ÓË àÕÑÏ àÎÇÍÕÓÑÐ b ÑÔÕÂÇÕÔâ Ä
ÔÄâÊÂÐÐÑÏ ÔÑÔÕÑâÐËË, ÕÂÍ ÚÕÑ àÕÑÕ ÒÓÑÙÇÔÔ âÄÎâÇÕÔâ
ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÞÏ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÑÏ. ³ÍÑÓÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÔ-
ÒÂÆÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÂÕÓËÚÐÞÏ àÎÇÏÇÐÕÑÏ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐ-
ÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ W�r1a; r2b�. ¦ÔÎË ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË
ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÂâ ÄÑÎ-
ÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ (155) àÎÇÍÕÓÑÐÂ b, ÕÑ àÕÑÕ ÏÂÕÓËÚÐÞÌ
àÎÇÏÇÐÕ ÃÖÆÇÕ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá.
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£ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÆÑ ÓÂÔÒÂÆÂ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ b ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÂ ÒÑÎÇÏ àÎÇÍÕÓÑÐÂ a. £ÑÎÐÑÄÂâ
×ÖÐÍÙËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ b ÓÂÄÐÂ [46]

c�ÿ�b � c�ÿ�b0 �r2b�
�
1ÿ r22b cos y

2gbR2
�O

�
r32b
R3

��
; �156�

Â Ä ÍÑÐÕËÐÖÖÏÇ ÇÅÑ ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÄÐÂ [46]

ce
a�r� �

������
2

pk

r
1

r

�
sin �kr�

kr
ÿ cos �kr�

�
�

�
������
3

4p

r �
cos y; sin y cosj; sin y sinj

	
; �157�

ÅÆÇ cos y; sin y cosj Ë sin y sinj ì ÕÓË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÖÅÎÑ-
ÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. °Ôß z ÄÄÇÆÇÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ
ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÂ Í ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ.

±ÑÔÎÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÏÂÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÔÍÑÓÑÔÕß ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÂ [46]:

G1; ab�R� � 2pjWifj2 � g8aB
2
aB

4
b

6
���
2
p

�
ga
gb

�4 �1ÿ x�3=2
�2x�15=2

; �158�

x � R

Ra
< 1 ;

ÆÎâ ÑÕÓÞÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ a ÑÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ Aÿ

ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ ËÑÐÑÏ Bÿ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ
ÔÍÑÓÑÔÕß ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÂ ÆÎâ ÑÕÓÞÄÂ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ Bÿ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ
ËÑÐÑÏ Aÿ [46]:

G1; ba�R� � g8bB
4
aB

2
b

6
���
2
p

�
gb
ga

�4 �1ÿ y�3=2
�2y�15=2

; �159�

y � R

Rb
< 1 ; Rb � 1

jebj :

¦ÔÎË ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ R4Rab � jea � ebjÿ1
(Rab � 18a0 ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Hÿ �Hÿ), ÕÑ ÄÑÊÏÑÉÇÐ
ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆ. ³ÍÑÓÑÔÕß ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÑÅÑ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÂ Gab�R� ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá
ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ Ë ÄÑÎÐÑÄÞØ
×ÖÐÍÙËÌ ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ (157). ªÏÒÖÎßÔÞ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÑÔÎÇ
ÓÂÔÒÂÆÂ ÊÂÍÎáÚÇÐÞ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÇÆÇÎÂØ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ
ÊÂÍÑÐÑÏ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË:

k2a � k2b � 2

�
1

R
ÿ jea � ebj

�
:

±ÑÎÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÂ [46]

Gab�R� � 210gagbB
2
aB

2
b

3pR2
ab

�1ÿ x�4
x2

�1
0

�1ÿ t 2�3=2
�1ÿ �1ÿ x�2t 2�4 dt;

Rab � 1

jea � ebj ; x � R

Rab
< 1 : �160�

³ÍÑÓÑÔÕË ÄÔÇØ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÑÄ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÏÇÉÝâÆÇÓ-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâHÿ � Csÿ ÒÑÍÂÊÂÐÞ
ÐÂ ÓËÔ. 12. ³ÍÑÓÑÔÕß ÄÞÆÂÄÎËÄÂÐËâ Gsq�R� âÄÎâÇÕÔâ
ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ 2 ë 34R4 35, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÄÐÑÔâÕ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÔÇÚÇÐËÇ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ
ÑÕÓÞÄÂ ÒÓË ÐÇ ÑÚÇÐß ÏÂÎÞØ àÐÇÓÅËâØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ.

°ÆÐÂÍÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÞÆÂÄÎËÄÂÐËâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞ-
ÄÂÇÕ ÒÓË ÓÂÊÄÇÆÇÐËË ËÑÐÑÄ, Ë Ä ÑÃÎÂÔÕË ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ
R > 35 ÑÐÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÏÇÐßÛÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÑÅÑ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÂG1, âÄÎâáÜÇÌÔâ ÔÕÇÒÇÐÐoÂ Ì ×ÖÐÍÙËÇÌR.
±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË ÏÂÎÞØ ÒÓËÒÑÓÑÅÑÄÞØ àÐÇÓÅËâØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇ-
ÐËâ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÑÕÓÞÄ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑàÎÇÍÕ-
ÓÑÐÐÞÏ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÑÏ [46]. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ, ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÔÇÚÇÐËâ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ ÑÕ àÐÇÓÅËË ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ ÄÃÎËÊË ÒÑÓÑÅÂ [46]. ¿ÕÑÕ à××ÇÍÕ ËÏÇÇÕ
ÏÇÔÕÑ ÆÎâ ÄÔÇØ ÕÓÇØ ËÊÖÚÇÐÐÞØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ: Hÿ �Hÿ,
Hÿ � Csÿ Ë Csÿ � Csÿ [46].

¯ÂÚÂÎßÐÑÇ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ËÊ ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ
ËÑÐÑÄ Aÿ � Bÿ ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÒÂÆÂÕßÔâ ÒÑ ÒâÕË ÓÂÊÎËÚÐÞÏ
ÍÂÐÂÎÂÏ Ô ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÕÓÇØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÍÑÐÇÚÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ: (A), (B) Ë (AB). £ÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÕÂÍÑÅÑ ÓÂÔÒÂÆÂ
ÆÑÎÉÐÞ ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÕßÔâ ÒÑ ÏÐÑÅÑÍÂÐÂÎßÐÑÌ ÔØÇÏÇ.
±ÖÔÕß P0�%; t�ìÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÐÂÌÕË ÔËÔÕÇÏÖ Ä ÐÂÚÂÎßÐÑÏ
ÔÑÔÕÑâÐËË Ä ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË Ô
ÒÓËÙÇÎßÐÞÏ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ %, Â Gtot

ÿ
R�t�� ì ÒÑÎÐÂâ

ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÂÆÂ ÒÑ ÄÔÇÏ ÍÂÐÂÎÂÏ. ´ÑÅÆÂ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕß

P0�%; t� � exp

�
ÿ
�t
ÿ1

Gtot

ÿ
R�t 0�� dt 0�: �161�

£ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÂÔÒÂÆÂ ÒÑ ÍÂÐÂÎÖ i ÓÂÄÐÂ

Pi�%; t� �
�t
ÿ1

P0�%; t 0�Gi

ÿ
R�t 0�� dt 0 �

�
�t
ÿ1

Gi

ÿ
R�t 0�� exp�ÿ�t 0

ÿ1
Gtot

ÿ
R�t 00�� dt 00�dt 0 ; �162�

ÅÆÇ Gi

ÿ
R�t��ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÒÂÆÂ ÒÑ ÍÂÐÂÎÖ i,

Gtot �
X
i

Gi � Gsq; a � Gsq; b � G1; b � G1; a � Gab ; �163�

ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ Ä (163) ÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÒÑ ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâÏ i.

³ÖÏÏÂÓÐÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÐÂÌÕË ÔËÔÕÇÏÖ Ä ÍÂÍÑÏ-ÎËÃÑ
ËÊ ÄÔÇØ ÍÑÐÇÚÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÓÂÄÐÂX

i

Pi�%; t� � 1ÿ exp

�
ÿ
�t
ÿ1

Gtot�t 0� dt 0
�
:

100

G�R�
Gsq;Csÿ

Gsq;Hÿ

G2 G1;Hÿ

G1;Csÿ

10ÿ3

10ÿ6

10ÿ9

10ÿ12

0 10 20 30 40 50

Hÿ+Csÿ

R, Â. Ç.

²ËÔ. 12. ±ÂÓÙËÂÎßÐÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÂÔÒÂÆÂ ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÏÇÉÝâÆÇÓÐÑÅÑ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Hÿ � Csÿ: Gsq;Hÿ Ë Gsq;Csÿ ì ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË ÄÞÆÂÄÎËÄÂÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ËÊ ËÑÐÑÄ Hÿ Ë Csÿ (×ÑÓÏÖÎÂ (154)),
G1;Hÿ ËG1;Csÿ ìÔÍÑÓÑÔÕË ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÑÄ Ô ÑÕÓÞÄÑÏ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ ËÑÐÑÄHÿ Ë Csÿ (×ÑÓÏÖÎÞ (158) Ë (159)), G2 ì ÔÍÑÓÑÔÕß
ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÂ (×ÑÓÏÖÎÂ (160)).
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¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ Ä ÔÖÏÏÇ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ (161) ÆÂÇÕ ÓÂÄÐÖá ÇÆËÐËÙÇ ÒÑÎÐÖá ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕß, ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß.

³ÇÚÇÐËâ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÑÕÓÞÄÑÄ ÑÕ ËÑÐÑÄ Aÿ Ë Bÿ

sA � 2p
�1
0

ÿ
Psq; a�%� � P1; a�%�

�
% d% ;

sB � 2p
�1
0

ÿ
Psq; b�%� � P1; b�%�

�
% d% ;

�164�

P0�%� � P0�%; t � �1� ;

Ë ÔÇÚÇÐËÇ ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ

sAB � 2p
�1
0

Pab�%�% d% �165�

ÄÞÚËÔÎâÎËÔß Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ
R�t�, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÒÓÂÄËÎßÐÑ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÔÇÚÇÐËÌ ÄÃÎËÊË àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÓÑÅÑÄ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÓÂÔÕÂÎÍËÄÂÐËÇÏ ËÑÐÑÄ Aÿ Ë Bÿ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÂØ 13 ë 15 ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÔÇÚÇÐËâ ÑÕÓÞÄÂ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÑÄ Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâØHÿ �Hÿ,Hÿ � Csÿ Ë Csÿ � Csÿ Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ àÐÇÓÅËË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Ec:m Ä ÔËÔÕÇÏÇ
ÙÇÐÕÓÂ ÏÂÔÔ. ³ÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎß-
ÐÞØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Hÿ �Hÿ ÒÓËÄÇÆÇÐÑ ÐÂ
ÓËÔ. 13.

3.2. ¢ÑÎßÛËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ
±ÓË ÃÑÎßÛËØ ÔÍÑÓÑÔÕâØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÒÓÑÙÇÔÔÞ (A), (B)
Ë (AB) ÒÓÑËÔØÑÆâÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÓâÏÑÌ ÒÇÓÇÆÂÚË àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÂÏ ÚÂÔÕË ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÌ àÐÇÓÅËË âÆÇÓ. £ àÕÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ

ÔÇÚÇÐËâ ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÎËÔß Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
[46]. ³ËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔËÎßÐÑÌ ÔÄâÊË ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÍÑÐÕËÐÖÖÏÂ Ä ÆËÒÑÎßÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÄÑÆËÎÂÔß Ä ÓÂÃÑÕÇ [46] Í ÑÆÐÑÏÖ ËÐÕÇÅÓÑ-
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ a0�t�:

da0
dt
� ÿSA�t� ÿ SB�t� ÿ SAB�t� ; �166�

ÅÆÇ

SA;B�t��
�t
ÿ1

a0�t 0� exp
ÿ
iea;b�tÿ t 0��KA;B�t; t 0� dt 0; �167�

SAB�t� �
�t
ÿ1

a0�t 0� exp
ÿ
i�ea � eb��tÿ t 0��KAB�t; t 0� dt 0:

�168�
µÓÂÄÐÇÐËÇ (166) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÒÑ ÄÓÇ-
ÏÇÐË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ a�e; t� ÔÑÔÕÑâÐËâ ÍÑÐÕË-
ÐÖÖÏÂ Ô àÐÇÓÅËÇÌ e Ë ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ Ä ÖÓÂÄ-

Hÿ+Hÿ1b

1 (e)

1a

6

2 (2e)

3 (e)

3b
BB
5

1

7

3a
3
6

4 (2e)

s,
1
0
ÿ1

6
ÔÏ

2

102

101

100 101 102 103 104 105

Ec:m, à£

²ËÔ. 13. ³ÇÚÇÐËâ ÑÕÓÞÄÂ ÑÆÐÑÅÑ (e) Ë ÆÄÖØ (2e) àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÆÎâ
ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Hÿ �Hÿ, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÞÇ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÓÂÔÒÂÆÂ (1 Ë
2) Ë Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË (3 Ë 4) [46]. ±ÖÐÍÕËÓÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ:
1Â ì ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÄÞÆÂÄÎËÄÂÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇ-
ÐËâ Hÿ � �p [46, 53], 1Ã ì ÖÆÄÑÇÐÐÑÇ ÂÐÕËÒÓÑÕÑÐÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ; ÍÄÂÆÓÂ-
ÕËÍË Ë ÍÑÔÞÇ ÍÓÇÔÕËÍË ì ÖÆÄÑÇÐÐÞÇ ÔÇÚÇÐËâ ÑÕÓÞÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ
ËÑÐÂ Hÿ ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Ô ÂÐÕËÒÓÑÕÑÐÑÏ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÞÇ ÏÇÕÑÆÑÏ ®ÑÐÕÇ-¬ÂÓÎÑ [55, 56]; 3a ì ÔÇÚÇÐËÇ
ÑÕÓÞÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÖÆÂÓÑÏ ÂÐÕËÒÓÑÕÑÐÂ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË [46]; 3b ì ÖÆÄÑÇÐÐÑÇ ÂÐÕËÒÓÑÕÑÐÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ; ÍÓËÄÂâ BB ì
ÖÆÄÑÇÐÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ ¢ÇÕÇ ë¢ÑÓÐÂ [46, 53];
ÓÑÏÃËÍË Ë ÒÓâÏÞÇ ÍÓÇÔÕËÍË ì àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÑÆÐÑ-
Ë ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÑÕÓÞÄÑÄ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ [44, 45, 49]; 5 Ë 6 ì
ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÇ ÑÙÇÐÍË ÒÑÎÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ Ô
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÖÆÄÑÇÐÐÑÅÑ ÂÐÕËÒÓÑÕÑÐÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ [49, 52]; 7 ì
ÒÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËË, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÑÇ ÏÇÕÑÆÑÏ ®ÑÐÕÇ-¬ÂÓÎÑ [44].

103

s,
1
0
ÿ1

6
ÔÏ

2

102

101

100

10ÿ1

100 101 102 103 104 105

Ec:m, à£

1

2

3

Hÿ+Csÿ

²ËÔ. 14. ³ÇÚÇÐËâ ÑÆÐÑ- Ë ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÑÕÓÞÄÑÄ, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÞÇ Ä
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÓÂÔÒÂÆÂ ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Hÿ � Csÿ: 1 Ë 2 ì ÔÇÚÇÐËâ
ÑÕÓÞÄÂ ÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ ËÑÐÑÄ Csÿ Ë Hÿ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ; 3 ì
ÔÇÚÇÐËÇ ÑÕÓÞÄÂ ÆÄÖØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ (Hÿ � Csÿ � H� Cs� 2e), ÒÖÐÍÕËÓ-
ÐÂâ ÍÓËÄÂâ ì ÔÇÚÇÐËÇ ÑÕÓÞÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË Ô ÂÐÕË-
ÒÓÑÕÑÐÑÏ (Csÿ � �p � Cs� �p� e).
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s,
1
0
ÿ1

6
ÔÏ

2 102

101

100

100 101 102 103 104 105

Ec:m, à£

Csÿ+Csÿ

1

2

²ËÔ. 15. ³ÇÚÇÐËâ ÑÆÐÑ- Ë ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÑÕÓÞÄÑÄ, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÞÇ Ä
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÓÂÔÒÂÆÂ ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Csÿ � Csÿ: 1 ì ÔÇÚÇÐËÇ
ÑÕÓÞÄÂ ÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ (Ô ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÔËÔÕÇÏ Cs� e� Csÿ ËÎË
Csÿ � Cs� e), 2 ì ÔÇÚÇÐËÇ ÑÕÓÞÄÂ ÆÄÖØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË
Csÿ � Csÿ � 2Cs� 2e.
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ÐÇÐËÇ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÔÕÑâÐËâ a0�t�. ÁÆÓÂ
KA;B�t; t 0� ËÐÕÇÅÓÑ-ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (166)
ËÏÇáÕ ÄËÆ

KA;B�t; t 0� �
��1
0

VA;B
0e �t�VA;B

e0 �t 0� exp
ÿÿie�tÿ t 0�� de ;

�169�

KAB�t; t 0� �
��1
0

��1
0

VAB
0ee0 �t�VAB

ee00 �t 0��

� exp
ÿÿi�e� e0��tÿ t 0�� de de0: �170�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (166) ÓÇÛÂÎÑÔß ÚËÔÎÇÐÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ [46] ÆÎâ
ÍÂÉÆÑÌ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÅÑ ÆÄË-
ÉÇÐËâ ÂÕÑÏÐÞØ âÆÇÓ.

£ ÆËÒÑÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ
VA;B�t� ÄÞÚËÔÎâÎËÔß Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
(155) Ë (157), ÒÓË àÕÑÏ âÆÓÂ KA;B;AB�t; t 0� ÑÍÂÊÞÄÂÎËÔß
ÓÂÄÐÞÏË [46]

KA;B�t; t 0��
4B2

a;b

3pjea;bj
cos
ÿ
jR�t� ÿ jR�t 0�

�
R2�t�R2�t0� F

ÿjea;bj�tÿ t 0��;
�171�

KAB�t; t 0� � 16B2
aB

2
b

3p2jeaebj
3 cos2

ÿ
jR�t� ÿ jR�t 0�

�ÿ 1

R3�t�R3�t 0� �

� F�jeaj�tÿ t 0��F�jebj�tÿ t 0��; �172�

ÅÆÇ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ

F�x� �
�1
0

y3=2 exp�ÿixy�
�1� y�4 dy : �173�

±ÑÎÐÞÇ ÔÇÚÇÐËâ ÑÆÐÑ- Ë ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÑÄ
ÒÓË ÃÑÎßÛËØ ÔÍÑÓÑÔÕâØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÄÞÚËÔÎâÎËÔß Ô
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇÏ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÆÎâ ÔÕÑÎ-
ÍÐÑÄÇÐËâ Hÿ �Hÿ. °ÐË ÒÑÍÂÊÂÐÞ Ä ÔÓÂÄÐÇÐËË Ô ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÂÏË àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ [44, 45, 49] ÐÂ
ÓËÔ. 13. ¥Îâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÒÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇ-
ÐËÇ ÑÕÓÞÄÂ ÑÆÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÓÂÄÐÑ ÔÖÏÏÇ ÔÇÚÇÐËÌ
ÑÕÓÞÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ ÍÂÉÆÑÅÑ ÒÂÓÕÐÇÓÂ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ.
³ÇÚÇÐËÇ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ, ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÑÇ Ä ÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ØÑÓÑÛÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÂÏË àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ, ØÑÕâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ
ÑÕÏÇÕËÕß ÆÑÄÑÎßÐÑ ÃÑÎßÛÑÌ ÓÂÊÃÓÑÔ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎß-
ÐÞØ ÕÑÚÇÍ.

²ÂÔÔÚËÕÂÐÐÑÇ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔÇÚÇÐËÇ
ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ ÐÂ 15 ë 20% ÏÇÐßÛÇ àÍÔÒÇÓË-
ÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ. ¿ÕÑ ÓÂÔØÑÉÆÇÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÑÃÝâÔÐËÕß ÄÍÎÂ-
ÆÑÏ ÓÇÂÍÙËË Hÿ �H! H�H� e Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ
ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ [49]. ¿ÕÂ ÓÇÂÍÙËâ, ÄÒÇÓÄÞÇ ÕÇÑÓÇ-
ÕËÚÇÔÍË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÐÂâ Ä ÓÂÃÑÕÇ [61], ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑÔÎÇ
ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ Í
ÑÕÓÞÄÖ ÆÄÖØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. °ÃÂ ÓÂÔÔÚËÕÂÐÐÞÇ ÐÂÏË ÔÇ-
ÚÇÐËâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞ-
ÄÂáÕ ÒÓË ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍË ÏÂÎÞØ àÐÇÓÅËâØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ
Ec:m 4 2ÿ3 Íà£.

±ÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ ÑÕÓÞÄ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ËÑÐÑÄ ÍÑÐÍÖÓËÓÖÇÕ Ô ÑÕÓÞÄÑÏ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ ÆÓÖÅÑÅÑ ËÑÐÂ.±ÑàÕÑÏÖ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÑÕÓÞÄÂ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÑÕ ËÑÐÂ Hÿa , ÆÑÎÉÐÂ ÑÙÇÐËÄÂÕßÔâ

ÍÂÍ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ Pa�1ÿ Pb�, ÅÆÇ 1ÿ Pb ÇÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ËÑÐ B ÐÇ ÓÂÊÓÖÛÇÐ. ±ÑÎÐÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÑÆÐÑ-
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ ÓÂÄÐÂ Pa�1ÿ Pb� � Pb�1ÿ Pa�. ±ÓË
ÃÑÎßÛËØ àÐÇÓÅËâØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÔÇÚÇ-
ÐËÇ ÑÕÓÞÄÂ ÄÐÑÔâÕ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Ô ÃÑÎßÛËÏË ÒÓËÙÇÎß-
ÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË, ÍÑÅÆÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÑÕÓÞÄÂ ÏÂÎÞ:
Pa;b 5 1. ´ÑÅÆÂ 1ÿ Pa;b � 1, ÒÑÎÐÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÑÆÐÑ-
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ Pa � Pb, Â ÒÑÎÐÑÇ
ÔÇÚÇÐËÇ ÓÂÄÐÑ sa � sb.

±ÓË àÐÇÓÅËâØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Ec:m 4 10 Íà£ ÄÇÓÑâÕÐÑ-
ÔÕË ÑÕÓÞÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Pa;b ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË Ô ÂÐÕË-
ÒÓÑÕÑÐÑÏ âÄÎâáÕÔâ ÓÇÊÍËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÒÓËÙÇÎßÐÑÅÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ %. ±ÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ r (%4 1) ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕË Pa;b ÃÎËÊÍË Í ÐÖÎá, Ä ÏÂÎÑÌ ÑÃÎÂÔÕË d% ÑÐË
ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÑÕ ÐÖÎâ ÆÑ ÇÆËÐËÙÞ Ë ÑÔÕÂáÕÔâ ÃÎËÊÍËÏË
Í ÇÆËÐËÙÇ ÒÓË ÏÇÐßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ %. ±ÓË ÕÂÍÑÏ
ÒÑÄÇÆÇÐËË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÔÖÏÏÂ Pa � Pb � 2 Ä ÑÔÐÑÄÐÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË ÊÐÂÚÇÐËÌ %, ÒÑàÕÑÏÖ ÍÂÍ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË, ÕÂÍ Ë
ÔÇÚÇÐËâ ÐÇÎßÊâ ÔÍÎÂÆÞÄÂÕß. ±ÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË ÆÄÖØ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ ÑÕÓÞÄ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ ËÑÐÂ a
ÔËÎßÐÑ ÍÑÐÍÖÓËÓÖÇÕ Ô ÑÕÓÞÄÑÏ ÑÕ ËÑÐÂ b. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ÒÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ËÑÐÑÄ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ÑÕÓÞÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ËÑÐÑÄ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ Ä
ÆÄÂ ÓÂÊÂ ÏÇÐßÛÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÑÕÓÞÄÂ ÖÆÂÓÑÏ ÂÐÕË-
ÒÓÑÕÑÐÂ. ±ÓË àÕÑÏ ÒÑÎÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ
ÑÕÓÞÄÂ ÃÎËÊÍÑ Í ÑÆÐÑÍÓÂÕÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá ÑÕÓÞÄÂ ÂÐÕË-
ÒÓÑÕÑÐÑÏ, Â ÐÇ Í ÖÆÄÑÇÐÐÑÏÖ ÔÇÚÇÐËá (ÔÏ. ÍÓËÄÖá 1b ÐÂ
ÓËÔ. 13).

£ ÓÂÃÑÕÇ [53] ÒÑÎÖÚÇÐÂ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ
ÔÇÚÇÐËâ ËÑÐËÊÂÙËËHÿ àÎÇÍÕÓÑÐÑÏ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ¢ÇÕÇ ë
¢ÑÓÐÂ. ¥Îâ ÔÓÂÄÐÇÐËâ àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ Ô ÔÇÚÇÐËÇÏ ÑÆÐÑ-
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË Hÿ �Hÿ ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÖÆÄÑÇÐÐÑÇ ÃÇÕÇ-ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ
BB, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÇ ÐÂ ÓËÔ. 13. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔÖÐÍÂ, Ä
ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÃÇÕÇ-ÃÑÓÐÑÄÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÊÂÄÞ-
ÛÂÇÕ ÔÇÚÇÐËÇ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ ÒÓËÏÇÓÐÑ Ä ÆÄÂ
ÓÂÊÂ, Ë ÎËÛß ÒÓË àÐÇÓÅËË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Ec:m 5 100 Íà£
ÑÐÑ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÒÓËÇÏÎÇÏÖá ÕÑÚÐÑÔÕß.

±ÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË ÆÄÖØ ÓÂÊÐÞØ ËÑÐÑÄ Aÿ � Bÿ

ÑÕÓÞÄÞ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÑÕ ÍÂÉÆÑÅÑ ËÊ ËÑÐÑÄ ÔËÎßÐÑ ÍÑÐÍÖ-
ÓËÓÖáÕ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ. °ÕÓÞÄ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ô ÏÇÐßÛÇÌ
àÐÇÓÅËÇÌ ÔÄâÊË ÃÑÎÇÇ ÄÇÓÑâÕÇÐ. ³ÇÚÇÐËÇ ÑÕÓÞÄÂ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÂ ÑÕ ËÑÐÂ Csÿ Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË Hÿ � Csÿ (ÍÓËÄÂâ 1 ÐÂ
ÓËÔ. 14) ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÔÇÚÇÐËÇ ÑÕÓÞÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ ËÑÐÂHÿ

Ë ÑÚÇÐß ÃÎËÊÍÑ Í ÔÇÚÇÐËá ÓÂÊÓÖÛÇÐËâ ËÑÐÂ Csÿ ÂÐÕË-
ÒÓÑÕÑÐÑÏ (ÒÖÐÍÕËÓÐÂâ ÍÓËÄÂâ). £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÔÇÚÇÐËÇ
ÓÂÊÓÖÛÇÐËâ ËÑÐÂHÿ (ÍÓËÄÂâ 2 ÐÂ ÓËÔ. 14) ÒÓËÏÇÓÐÑ Ä ÆÄÂ
ÓÂÊÂ ÏÇÐßÛÇ ÔÇÚÇÐËâ ÑÕÓÞÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ ËÊ
ÒÂÓÕÐÇÓÑÄ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Hÿ �Hÿ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÐÂ
ÓËÔ. 13.

³ÓÂÄÐËÄÂâ ÓËÔ. 13 Ë 15, ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË, ÚÕÑ ÒÑÎÐÞÇ
ÔÇÚÇÐËâ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÑÕÓÞÄÂ ÑÃÓÂÕÐÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞ ÍÄÂÆÓÂÕÖ àÐÇÓÅËÌ ÔÄâÊË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ,
ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÔÇÚÇÐËÇ ÑÕÓÞÄÂ ÆÄÖØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÑÚÇÐß ÏÇÆ-
ÎÇÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÓË ÖÏÇÐßÛÇÐËË àÐÇÓÅËË ÔÄâÊË ÔÕÂÎÍË-
ÄÂáÜËØÔâ ËÑÐÑÄ.

4. ³ËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÇ Hÿ �H�

£ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË, ÍÓÑÏÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÑÆÐÑ-
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÊÂØÄÂÕÂ, ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÒÓÑÙÇÔÔÞ,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ. ¬ ÕÂÍÑÄÞÏ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÔâ ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ "ÒÇÓÇØÑÆÂ ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑ-
ÔÕË" ("ionization transfer").
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±ÓË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË ÒÓÑÕÑÐÂ Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ ËÑÐÑÏ
ÄÑÆÑÓÑÆÂ ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ:

Hÿa �H�b ! Ha�1s� �H�b�n� ; �A1�
! Ha�1s� �H�b � e ; �A2�
! H�a �Hb�1s� � e : �A3�

±ÓÑÙÇÔÔ (A1) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÊÂØÄÂÕ ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐ-
ÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 1), ÇÅÑ ÔÇÚÇÐËÇ ÐÂËÃÑÎßÛÇÇ.
±ÓÑÙÇÔÔ (A2) ì ËÑÐËÊÂÙËâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÅÑ ËÑÐÂ
ÖÆÂÓÑÏ ÒÓÑÕÑÐÂ, ÔÇÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ÆÄÂ-ÕÓË
ÓÂÊÂ ÏÇÐßÛÇ ÔÇÚÇÐËâ ÊÂØÄÂÕÂ (A1). ±ÓÑÙÇÔÔ (A3) ì
"ÒÇÓÇØÑÆ ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑÔÕË", ÇÅÑ ÔÇÚÇÐËÇ ÒÓËÏÇÓÐÑ ÐÂ
ÒÑÓâÆÑÍ ÏÇÐßÛÇ ÔÇÚÇÐËâ ËÑÐËÊÂÙËË. £ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ
ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ ÒÓÑÙÇÔÔ (A3).

±ÓÑÙÇÔÔ "ÒÇÓÇØÑÆÂ ËÑÐËÊÑÄÂÐÐÑÔÕË" (A3) ËÔÔÎÇÆÑ-
ÄÂÎÔâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑ [62] Ë ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÎÔâ ÍÂÍ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÑÉÇ-ÓÂÔÒÂÆÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ô ÓÂÔÕÂÎÍËÄÂÕÇÎßÐÞØ
ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÞØ
ÊÂ ÒÓÑÙÇÔÔ ÂÔÔÑÙËÂÕËÄÐÑÌ ËÑÐËÊÂÙËË [63] Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇ-
ÐËâØ Hÿ �H� Ë H� �H ÒÓË ÐËÊÍËØ àÐÇÓÅËâØ. °ÆÐÂÍÑ
ÒÓË ËÊÖÚÇÐÐÞØ Ä ÓÂÃÑÕÇ [62] àÐÇÓÅËâØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ
0,01 ë 10 Íà£ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÂÔÔÑÙËÂÕËÄÐÑÌ ËÑÐË-
ÊÂÙËË ÍÓÂÌÐÇ ÏÂÎÑ. ªÐÕÇÓÄÂÎ àÐÇÓÅËÌ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ
à××ÇÍÕËÄÐÂ ÂÔÔÑÙËÂÕËÄÐÂâ ËÑÐËÊÂÙËâ, ÎÇÉËÕ Ä ÑÃÎÂÔÕË
0,01 ë 5 à£. ±ÑàÕÑÏÖ Ä ÓÂÃÑÕÇ [10] ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ
ÆÓÖÅÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ. ±ÓÑÙÇÔÔ (A3) ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÔâ
ÍÂÍ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÆÄÖØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ: ËÑÐËÊÂÙËË
(A2) Ô ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÏ ÒÇÓÇØÑÆÑÏ ÑÔÕÑÄÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ
1s ÑÕ ÂÕÑÏÂ Ha Í ÂÕÑÏÖ Hb. ³ÇÚÇÐËÇ ÕÂÍÑÌ ÒÇÓÇÊÂÓâÆÍË,
ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÇÎËÍÑ [64] ÄÒÎÑÕß ÆÑ àÐÇÓÅËÌ
25 Íà£.

¬ÂÍ Ë Ä ÓÂÃÑÕÇ [46] Ñ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËË ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÞØ ËÑÐÑÄ, ÒÓËÔÖÕÔÕÄËÇ ÍÂÐÂÎÂ ËÑÐËÊÂÙËË Ä ÔËÔÕÇÏÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔËÎßÐÑÌ ÔÄâÊË ÑÒËÔÞÄÂÎÑÔß Ä ÓÂÃÑÕÇ [10]
ËÐÕÇÅÓÑ-ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË. ¹ËÔÎÇÐÐÑ
ÓÇÛÂÎÂÔß ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ:

da0
dt
� ÿSg�t� ÿ Su�t� ÿ i

X
n

an�t�V0; n�t� exp
ÿ
iw0n�t�

�
;

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �174�
dan
dt
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ÿ
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�
Kg; u�t; t 0� dt 0;
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�
Eg; u

ÿ
R�t��ÿ E1s

�
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JCoul�t� �
�t
0

1

R�t 0� dt 0 :

£ ÆËÒÑÎßÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË âÆÓÂ Kg; u ÓÂÄÐÞ

Kg; u�t; t 0��ag; u
4N2

0

3pje0j
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ÿ
jR�t�ÿjR�t 0�

�
R2�t�R2�t 0� F

ÿje0j�tÿ t0��;
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ÅÆÇ

ag; u �
�
1� J�R�

2

�1=2
;

J�R� � hc1s; ajc1s; bi �
�
1� R� R2

3

�
exp �ÿR� :

£ÇÎËÚËÐÞ Sg; u Ë Kg; u ÑÒËÔÞÄÂáÕ ËÑÐËÊÂÙËá ÔÎÂÃÑÔÄâ-
ÊÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ô ÒÇÓÇØÑÆÑÏ ÑÔÕÑÄÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ 1s Ä
g- Ë u-ÔÑÔÕÑâÐËâ ËÑÐÂH�2 Ô àÐÇÓÅËâÏË Eg; u�R�.

±ÑÔÎÇ ËÑÐËÊÂÙËË ÔÎÂÃÑÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕË Pa; b ÐÂÌÕË ÑÔÕÑÄÐÞÌ àÎÇÍÕÓÑÐ 1s Ä ÍÑÐÙÇ ÔÕÑÎÍÐÑ-
ÄÇÐËâ ÔÄâÊÂÐÐÞÏ Ô ÂÕÑÏÑÏ Ha ËÎË Ô ÂÕÑÏÑÏ Hb ËÏÇáÕ
ÄËÆ

Pa�%� � Re

���1
ÿ1

�
1� exp

�
ÿ i

��1
t

Dgu�t 0� dt 0
��
�

� �a�0�t�Sg�t� � a0�t�S�u�t�
�
dt

�
; �177�

Pb�%� � Re
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ÿ1
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1ÿ exp
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ÿ i

��1
t

Dgu�t 0� dt 0
��
�

� �a�0�t�Sg�t� � a0�t�S�u�t�
�
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�
; �178�

ÅÆÇ Dgu

ÿ
R�t�� � Eg

ÿ
R�t��ÿ Eu

ÿ
R�t��.

£ÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÓÑÙÇÔÔÂ (A3) ÓÂÄÐÂ Pb. ªÊ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
(178) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ, ÍÂÍ Ë ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÌ ÒÇÓÇ-
ÊÂÓâÆÍË [64], ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÓÑÙÇÔÔÂ (A3) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÓÂÊÐÑÔÕßá àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËØ ×ÂÊ g- Ë u-ÔÑÔÕÑâÐËÌ ËÑÐÂH�2 .
¦ÔÎË àÕÂ ÓÂÊÐÑÔÕß ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá (Õ.Ç. Eg ÿ Eu � 0), ÕÑ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÒÓÑÙÇÔÔÂ (A3) Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËË ÕÂÍÉÇ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá: Pb � 0.

³ËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (174) ÓÇÛÂÎÂÔß ÚËÔÎÇÐÐÑ Ä ÓÂÃÑÕÇ
[10] ÏÇÕÑÆÑÏ, ËÊÎÑÉÇÐÐÞÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 1. ¿ÐÇÓÅËË Eg; u�R�
ËÑÐÂ H�2 ÊÂËÏÔÕÄÑÄÂÎËÔß ËÊ ÓÂÃÑÕÞ [65]. ±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ
ÔÇÚÇÐËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÄÊÂËÏÐÑÌ ÐÇÌÕÓÂÎËÊÂÙËË (A1) ËÎÎáÔÕ-
ÓËÓÖÇÕ ÍÓËÄÂâ 1 ÐÂ ÓËÔ. 16. ²ÂÐÇÇ ÔÇÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
ËÊÏÇÓâÎÑÔß Ä ÓÂÃÑÕÂØ [66 ë 69] Ë ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÎÑÔß Ä
ÓÂÃÑÕÂØ [70 ë 82]. ²ËÔÖÐÑÍ 16 ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÕ ÄÇÔßÏÂ
ÃÑÎßÛÑÌ ÓÂÊÃÓÑÔ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ.

150

s,
1
0
ÿ1

6
ÔÏ

2

Ec:m, à£

100

50

0
101 102 103 104 105

1

2
3

5
7

8

4

1

6

1ì [10]
2ì [75]
3ì [76]
4ì [73]
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8ì [71]
ì Hÿ+H�

ìHÿ+D�

²ËÔ. 16. ³ÇÚÇÐËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÄÊÂËÏÐÑÌ ÐÇÌÕÓÂÎËÊÂÙËË Hÿ �H� �
� H�1s� �H��nlm� ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ àÐÇÓÅËË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ Ä ÔËÔÕÇÏÇ
ÙÇÐÕÓÂ ÏÂÔÔ: ÍÓËÄÞÇ 1 ë 8 ì ÓÂÔÚÇÕ, ÍÓÇÔÕËÍË Ë ÍÄÂÆÓÂÕËÍË ì
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÏÇÕÑÆÑÏ ÔÑÄÏÇÜÇÐÐÞØ ÒÖÚÍÑÄ [66] ÆÎâ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ
Hÿ �H� Ë Hÿ �D� ÒÓË ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ.
¿ÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÆÑ ÓÂÃÑÕÞ [66], ÐÇ
ÒÑÍÂÊÂÐÞ ËÊ-ÊÂ ÃÑÎßÛËØ ÒÑÅÓÇÛÐÑÔÕÇÌ ËÊÏÇÓÇÐËâ.

´. 172, å 1] ¿¦¬´²°¯¯½¦ ±²°¸¦³³½ ±²ª ®¦¥¦¯¯°® ³´°¬¯°£¦¯ªª ¡´°®¯½· ª°¯°£ 27



±ÑÍÂÊÂÐÐÑÇ ÐÂ ÓËÔ. 17 ÔÇÚÇÐËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (A3), ÄÞÚË-
ÔÎÇÐÐÑÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ [10], ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÏÇÐßÛÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑÅÑ. ±ÓË ÃoÂ ÎßÛËØ àÐÇÓÅËâØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ
(Ec:m > 1ÿ2 Íà£) ÓÂÔØÑÉÆÇÐËÇ ÃÑÎßÛÇÇ. ¿ÕÑ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËÇÏ Ä ÓÂÔÚÇÕÇ [10] ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÞÏ ÑÃÏÇÐÑÏ Hÿa �H�b � H�a �Hÿb , ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÍÑÕÑ-
ÓÑÅÑ ÐÇ ÏÂÎÂ [83]. ªÑÐËÊÂÙËâ ËÑÐÂ Hÿb ÒÑÔÎÇ ÕÂÍÑÅÑ
ÑÃÏÇÐÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÇÂÍÙËË (A3). °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ
ÔËÔÕÇÏÞ Hÿ�H� ÕÇÑÓËâ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÑÅÑ ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐ-
ÐÑÅÑ ÑÃÏÇÐÂ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÒÇÓÇÔÏÑÕÓÇÐÂ ÄÄËÆÖ ÒÓËÔÖÕ-
ÔÕÄËâ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÓÇÊÑÐÂÐÔÑÄ.

±ÓË àÐÇÓÅËâØ, ÏÇÐßÛËØ 1 Íà£, ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÖÚÕÇÐÂ
ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÙÇÒÑÚÍÂ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ, ÒÓËÄÑÆâÜÂâ Í ÓÇÂÍÙËË
(A3) [83]:

Hÿa �H�b ! Ha�1s� �H�b�nlm� ! H�a�nlm� �Hb�1s� !
! H�a �Hÿb ! H�a �Hb�1s� � e :

±ÇÓÄÞÌ ÛÂÅ Ä àÕÑÌ ÙÇÒÑÚÍÇ ì ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ ÊÂØÄÂÕ,
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÇ ÏÂÎÂ; ÄÕÑÓÑÌ ÛÂÅ ì ÓÇÊÑÐÂÐÔ-
ÐÞÌ ÑÃÏÇÐ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇÏ, à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÒÓË ÏÂÎÞØ
ÔÍÑÓÑÔÕâØ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ; ÕÓÇÕËÌ ÛÂÅ ì ÑÃÓÂÕÐÞÌ ÑÆÐÑ-
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÏÖ ÊÂØÄÂÕÖ ÒÓÑÙÇÔÔ, ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÐÇ
ÏÂÎÂ. £ ËÕÑÅÇ àÕÑ ÆÂÇÕ ÑÃÏÇÐ ÆÄÖÏâ àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË.
±ÑÔÎÇÆÖáÜÂâ ËÑÐËÊÂÙËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÇÂÍÙËË (A3).
´ÂÍÑÌ ÒÖÕß ÓÇÂÍÙËË (A3) ÆÇÕÂÎßÐÑ ÐÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎÔâ.

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

±ÑÆÄÇÆÇÏ ÍÓÂÕÍËÇ ËÕÑÅË ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÑÃÊÑÓÇ. ¥ÇÕÂÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ
ÕÑÚÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË ¤ÓËÐÂ,
ÐÂÌÆÇÐÐÑÅÑ ·ÑÔÕÎÇÓÑÏ Ë ±ÓÂÕÕÑÏ Ä 1963 Å., ÒÑÊÄÑÎËÎ
ÒÑÎÖÚËÕß ÐÑÄÖá ÃÑÅÂÕÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ØÑÓÑÛÑ ËÊÖÚÇÐ-
ÐÞØ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ (ÂÕÑÏÇ ÄÑÆÑÓÑÆÂ Ë ÄÑÆÑÓÑÆÑ-
ÒÑÆÑÃÐÞØ ËÑÐÂØ). £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä ÑÃÊÑÓÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ
ÒÓÂÄËÎÂ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ ÒÂÓÐÞØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÍÖÎÑÐÑÄ-
ÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑ ÔÄâÊÂÐÐÞÏ
ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ, Õ.Ç. ÒÑ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÏ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞÏ ÚËÔÎÂÏ fl;mg ÒÓË ÊÂÆÂÐÐÑÏ ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ
ÚËÔÎÇ n. ³ÖÏÏÞ àÕËØ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÓÂÄÐÞ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÏ

×ÑÓÏÂÏ ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ô ÐÖÎÇÄÞÏË ÑÓÃËÕÂÎß-
ÐÞÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÚËÔÎÂÏË (l � m � 0).

£ÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÂÍÕËÄÐÞØ ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ËÊ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÑÅÑ ËÑÐÑÄ Aÿ � BZ� ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÔÖÏÏÞ ÒÓÑËÊÄÇ-
ÆÇÐËÌ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑ ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ
ÔÑÔÕÑâÐËâÏ. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÕÂÍËØ ÔÖÏÏ ÑÃÐÂÓÖÉËÄÂÇÕ,
ÚÕÑ àÎÇÍÕÓÑÐ, ÐÂØÑÆâÜËÌÔâ Ä ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËâØ,
ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÆËÒÑÎßÐÞÏ ÏÑÏÇÐÕÑÏ. £ ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ
ÏÇÉÝâÆÇÓÐÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ (R!1) ÄÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË
àÕËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË Ô
ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË, Õ.Ç. Ä ×ÖÐÍÙËË ÛÕÂÓ-
ÍÑÄÔÍËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÂÕÑÏÂ ÄÑÆÑÓÑÆÂ, ÒÑÏÇÜÇÐÐÑÅÑ Ä
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ.

£ ÑÃÊÑÓÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÑÃÏÇÐÐÞÇ ÏÂÕÓËÚÐÞÇ àÎÇ-
ÏÇÐÕÞ ÏÇÉÆÖ ËÑÐÐÞÏ Ë ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÔÖÏÏÞ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ
ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ R. ¿ÕË
ÔÖÏÏÞ ÐÇ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß ÐË ÒÓË ÍÂÍËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ
R, Â ÊÐÂÚËÕ, ÄÔÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ËÑÐÐÑÅÑ Ë ÍÑÄÂÎÇÐÕÐÞØ
ÕÇÓÏÑÄ âÄÎâáÕÔâ ÍÄÂÊËÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâÏË. ¥Îâ ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ
ÅÎÂÄÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ n ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÒÑÎÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ
ÑÓÕÑÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞØ ÏÇÉÆÖ
ÔÑÃÑÌ Ë Í ×ÖÐÍÙËâÏ ÂÍÕËÄÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. °ÃÔÖÉÆÂÇÏÞÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÓËÏÇÐÇÐÞ Í ÔÎÖÚÂâÏ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ËÑÐÑÄ, ËÏÇáÜËØ ÑÓÃËÕÂÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ L � 0 Ë
L � 1, Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏË ËÑÐÂÏË. ±ÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÂÔÚÇÕÞ
ÔÇÚÇÐËâ ÓÇÍÑÏÃËÐÂÙËË Ä ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâØ Hÿ �H� Ë
Hÿ �He��.

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËâ ÆÄÖØ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ
ËÑÐÑÄ. ³ËÔÕÇÏÂ Aÿ � Bÿ âÄÎâÇÕÔâ ÆÄÖØàÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ,
ÒÑàÕÑÏÖ ÓÂÔÚÇÕÞ ÒÓÑÄÇÆÇÐÞ Ô ÖÆÄÑÇÐÐÞÏ ÐÂÃÑÓÑÏ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÑÆÐÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÞÌ
ÑÕÓÞÄ: A� e� Bÿ Ë Aÿ � B� e.
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and used to calculate the system's adiabatic energies as well as its wave functions which prove to have very interesting and unusual
properties.
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