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£ÎËâÐËÇ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÐÂ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ
Ë ÑÕÓÂÉÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ Ë
ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÖÆÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß Ô ÒÑ-
ÏÑÜßá ÏÑÆÇÎßÐÞØ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕÇÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑ-
ÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÔÓÇÆÞ e ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ e�r� Ë ÄÓÇÏÇÐË e�t�.
¤ÑÄÑÓâ ÑÃ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÊÂÆÂÚÂØ ÆÎâ ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÓÇÆ,
ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÏÑÆÇÎÇÌ e�z�, ÆÑÒÖ-
ÔÍÂáÜËØ ÕÑÚÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ. ¿ÕË ÉÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË e�z� ÑÃÓÂÊÖáÕ ÕÑÚÐÑ
ÓÇÛÂÇÏÞÇ ÏÑÆÇÎË ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÔÓÇÆÇ Ô
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ v 2�z� �
� �e�z��ÿ1. °ÆËÐ ËÊ ÒÇÓÄÞØ ÕÂÍËØ ÒÓÑ×ËÎÇÌ v�z� ÃÞÎ
ÐÂÌÆÇÐ ²àÎÇÇÏ Ä 1880 Å. ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÊÂÆÂÚË Ñ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÊÄÖÍÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇ-
ÅÑÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ [1],

v 2�z�
v 2�z � 0� �

�
1� z

L

�2

� e�z � 0�
e�z� : �1:1�

©ÆÇÔß ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÆÎËÐÂ L ì ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÔÄÑÃÑÆÐÞÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÏÑÆÇÎË. ´ÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ Ë ÆÎâ
ÃÑÎÇÇ ÒÑÎÑÅÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ e�z� [2]

e�z�
e�z � 0� �

�
1� z

L

�ÿ1
: �1:2�

¢ÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÇ ÚÇÕÞÓÇ ÔÄÑ-
ÃÑÆÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÔÎÑÌ ¿ÒÛÕÇÌÐÂ [3]:

e�z�
e�z � 0� � 1ÿ Nf

1� f
ÿ 4Mf

�1� f �2 ;

f � exp
�
a�z� z1�

�
: �1:3�

±ÑÆÓÑÃÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÏÑÆÇÎÇÌ (1.1) ë (1.3), ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ
ÔÓÇÆÞ Ô ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑÌ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË ÄÑÎÐ, ÄÞÒÑÎÐÇÐ Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [4], ÒÑÔÄâÜÇÐÐÑÌ
ÒÓÑÃÎÇÏÂÏ ÂÍÖÔÕËÍË ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÓÇÆ.

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÏÑÆÇÎÇÌ (1.1) ë (1.3) ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (1.4),
(1.5) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÒÎÂÊÏÑÒÑÆÑÃÐÞÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂÏ Ô
ÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ

e�z� � 1ÿ g�o�W�z� : �1:4�
©ÆÇÔß ÏÐÑÉËÕÇÎß g�o� ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÚÂÔÕÑÕÞ ÄÑÎÐÞ Ë
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ, ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâW ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ. ´ÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ËÊÄÇÔÕÐÞ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ [5], ÒÂÓÂÃÑÎË-
ÚÇÔÍÑÅÑ [6] Ë àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ [7] ÒÓÑ×ËÎÇÌ ÐÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕËW:

W � 1� z

L
; W � 1ÿ z2

L2
; W � exp

�
z

L

�
: �1:5�

¤ÑÄÑÓâ Ñ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË, ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß,
ÚÕÑ àÕÑÕ ÑÃÊÑÓ ÒÑÔÄâÜÇÐ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ à××ÇÍÕÂÏ,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÏ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÑÄ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ L; ÒÓË àÕÑÏ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ
ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ l Í ÄÇÎËÚËÐÇ L ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ. ºËÓÑÍÑ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË [8], ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÇ ÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá ÔÓÇÆÞ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÒÑÓâÆÍÂ a,
ÅÆÇ a ì ÓÂÊÏÇÓ ÏÑÎÇÍÖÎ ËÎË ÒÇÓËÑÆ ÍÓËÔÕÂÎÎËÚÇÔÍÑÌ
ÓÇÛÇÕÍË �a5 l�, ÊÆÇÔß ÑÃÔÖÉÆÂÕßÔâ ÐÇ ÃÖÆÖÕ.

°ÅÓÂÐËÚÇÐÐÞÌ ÐÂÃÑÓ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÔÎÑË-
ÔÕÞØ ÔÓÇÆ ÒÓËÄÎÇÍÂÇÕ ÄÐËÏÂÐËÇ Í ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÏ ÏÇÕÑ-

ÆÂÏ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍÇ
[9, 10], Ë Í ÚËÔÎÇÐÐÑÏÖ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËá ÄÑÎÐÑÄÞØ ÊÂÆÂÚ,
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÏÖ ÔÇÌÚÂÔ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕÂØ ¦ÄÓÑÒÞ
Ë ³º¡ ÑÔÐÑÄÖ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÚÇÃÐÑÅÑ ÍÖÓÔÂ "Computer
Electromagnetics". ²ÑÎß ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÏÇÕÑÆÑÄ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÇÜÇ ÄÇÔÑÏÇÇ Ä ÑÒÕËÍÇ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÓÇÆ, ÅÆÇ ÂÐÂÎËÕË-
ÚÇÔÍËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÔÕÓÇÚÂáÕÔâ ÐÇÚÂÔÕÑ. ±ÓÇÆÇÎßÐÞÇ
ÔÎÖÚÂË ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ë ÃÞÔÕÓÞØ ÔÍÂÚÍÑ-
ÑÃÓÂÊÐÞØ ËÊÏÇÐÇÐËÌ e�t� ÑÒËÔÂÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [11, 12].
±ÓËÏÇÓÞ ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑ-×ÂÊÑÄÑÌ àÄÑÎáÙËË ÒÑÎÇÌ Ä
ÒÎÂÊÏÇ ÄÃÎËÊË ÒÓÑÃÑâ ËÎÎáÔÕÓËÓÖáÕÔâ ÚËÔÎÇÐÐÑ Ä [13,
14]. ´ÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÃÞÔÕÓÞØ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ÆÇ×ÑÓ-
ÏÂÙËÌ ÍÑÓÑÕÍËØ ÄËÆÇÑËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÆË-
àÎÇÍÕÓËÍÂØ ÐÂÌÆÇÐÞ Ä [15]. ¯ÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÆË×ÓÂÍÙËâ
ÕÂÍËØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË Ä [16, 17].

¡ÐÂÎËÊ àÕËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐ �yÇ ÑÅËÃÂáÜËÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ Ë ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ E Ë H, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâáÜÇÅÑÔâ Ä ÔÎÑËÔÕÑÌ ËÎË ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÔÓÇÆÇ,
ËÔÒÞÕÞÄÂáÕ ÔÎÑÉÐÖá ÆÇ×ÑÓÏÂÙËá. ´ÂÍ, ÒÓË ÒÂÆÇÐËË
ÄÑÎÐÞ Ô ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏË ÑÅËÃÂáÜËÏË E Ë H ÐÂ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔÓÇÆÞ ×ÑÓÏÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÅËÃÂá-
ÜÇÌ E ÄÐÖÕÓË ÔÓÇÆÞ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÔËÐÖÔÑËÆÂÎßÐÑÌ Ë
ËÊÏÇÐâÇÕÔâ Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ. °ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ
ËÔÍÂÉÂÇÕÔâ Ë ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÑÅËÃÂáÜÂâ H, ×ÑÓÏÂ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂÕßÔâ ÑÕ ÑÅËÃÂáÜÇÌ
E. ´ÇÏÒÞ ÕÂÍÑÌ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ ÔÓÇÆÞ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÓÂÊÄËÄÂáÕÔâ Ë
ÆÎâ ÄÓÇÏÇÐÐ �yØ ÑÅËÃÂáÜËØ E Ë H Ä ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÒÑÎÇÌ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ Ë ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ
ÐÑÄÂâ ÄÇÕÄß ÕÇÑÓËË ÄÑÎÐ ì ÑÒÕËÍÂ ÐÇÔËÐÖÔÑËÆÂÎßÐÞØ
ÄÑÎÐ. ¯ÇÔÍÑÎßÍÑ "ÅÑÓâÚËØ" ÊÂÆÂÚ, ÂÍÕÖÂÎßÐÞØ ÆÎâ ÓÂÊÄË-
ÕËâ àÕÑÅÑ ÐÑÄÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ, ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÐËÉÇ.

1. ±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÕÑÚÐÞØ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ ÔÎÑËÔÕÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÄ.
¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÕÂÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ, Ä ÓÂÃÑÕÇ ÔËÔÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË
ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ËÔÍÎáÚÂáÜËÇ âÄÐÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß àÕËØ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÌ ÑÕ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ e�z�: ÒÓË àÕÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÎâ Ä ÕÑÚÍÇ z ÄÐÖÕÓË ÔÓÇÆÞ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÆÎËÐÞ
×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÖÕË Z�z�, ÒÓÑÌÆÇÐÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÌ ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ
ÔÓÇÆÞ ÆÑ ÕÑÚÍË z (Z ì ×ÂÊÑÄÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ). µÔÎÑÄËâ
ÕÂÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÛËÓÑÍËÇ ÍÎÂÔÔÞ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ e�z�, ÆÑÒÖÔÍÂáÜËØ ÕÑÚÐÞÇ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¤ËÃÍÑÔÕß ÕÂÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ, ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÜËØ ÍÂÍ ÏÑÐÑÕÑÐÐÞÇ, ÕÂÍ Ë ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÒÓÑ-
×ËÎË e�z� Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏË ÅÎÖÃËÐÑÌ Ë ×ÑÓÏÑÌ ÏÑÆÖÎâ-
ÙËË, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÐÂÎËÚËÇÏ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÎÇÌ Ä
ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ì ×ÂÊÑÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ Z ì ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ Ä ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎÞ 2, 5, 6).

¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÐÇÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞÇ ÏÑÆÇÎË
e�z� ÆÎâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÄ ÑÍÂÊÞÄÂáÕcâ ÚÂÔÕ-
ÐÞÏË ÔÎÖÚÂâÏË ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÊÆÇÔß ÏÐÑÅÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ e�z�.

2. ³ËÎßÐÂâ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÄÑÎÐ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂØ. ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÕÑÚÐÑ
ÓÇÛÂÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ e�z� ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÆËÔÒÇÓ-
ÔËá ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÄ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎ
ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÑÅÑ ÕËÒÂ. ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ Ä àÕËØ ×ÑÓÏÖ-
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ÎÂØ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÏÂÔÛÕÂÃÂÏË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË e�z�, Ë Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÒÓÑ×ËÎâ e�z� ÕÂÍÂâ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÍÂÍ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ, ÕÂÍ Ë ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ.
¹ÂÔÕÑÕÂ ÑÕÔÇÚÍË ÔÎÑËÔÕÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ
ÒÓÑ×ËÎÇÏ e�z�, ÏÑÉÇÕ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔÒÇÍÕÓÂ,
ÆÂÎÇÍÑÌ ÑÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ Ë ÒÑÎÑÔ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ
ÏÂÕÇÓËÂÎÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2).

¥Îâ ÑÔÑÃÞØ ÒÓÑ×ËÎÇÌ e�z�, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞØ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËÇÏ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË, ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÅÇÑÏÇÕÓË-
ÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË ÆÂÇÕ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 3).

3. ºËÓÑÍÑÒÑÎÑÔÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ
ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ. ¯ÇÎÑÍÂÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÎÑâ ÏÑÉÇÕ ÒÑÎ-
ÐÑÔÕßá ËÊÏÇÐËÕß ÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ.
£ ÕÂÍÑÏ ÔÎÑÇ ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ ÛËÓÑÍËÇ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ
ËÐÕÇÓÄÂÎÞ ÃÇÊÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ Ë ÔËÎßÐÑÅÑ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÇ ÒÓÑ×ËÎÇÏ e�z�.
¬ÑÏÒÇÐÔÂÙËâ ×ÂÊÑÄÞØ ÔÆÄËÅÑÄ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÒÓË ÒÓÑ-
ØÑÉÆÇÐËË ÄÑÎÐÞ ÚÇÓÇÊ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÍ Ë
ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÖá ÔÓÇÆÖ, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÕËÏËÊËÓÑÄÂÕß ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÞ ÛËÓÑÍÑÒÑÎÑÔÐÞØ ÃÇÊÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞØ ÒÑÍÓÞÕËÌ
ÆÎâ ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÏÂÕÇÓËÂÎÑÄ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎÞ 4, 7). ³
ÒÑÏÑÜßá ×ÂÊÑÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÓÂÔÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÚÇÓÇÊ ÒÎÂÊÏÖ Ô ÏÑÆÖ-
ÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÒÓË ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÌ Ë ÂÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÌ ×ÑÓÏÇ ÒÓÑ×ËÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ
ÅÎÖÃËÐÇ ÏÑÆÖÎâÙËË (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎÞ 5, 6).

£ÂÉÐÂâ ÓÑÎß ÅÓÂÆËÇÐÕÂ Ë ÍÓËÄËÊÐÞ ÒÓÑ×ËÎâ e�z� Ä
×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÛËÓÑÍÑÒÑÎÑÔÐÞØ ÃÇÊÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞØ
ÔÄÑÌÔÕÄ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ ÒÑÍÂÊÂÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÃÑÃÜÇÐÐÞØ
×ÑÓÏÖÎ ¶ÓÇÐÇÎâ.

4. ¥ËÔÒÇÓÔËâ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÓÇÆ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÄÓÇÏÇ-
ÐÇÏ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË. ´ÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞÇ ÏÑÆÇÎË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ
ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÄ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ, ÑÃÑÃÜÂáÕÔâ ÐÂ
ÔÎÖÚÂÌ ÔÓÇÆ Ô ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕßá e�t�. ¥ËÔÒÇÓÔËâ ÕÂÍËØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÄ
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÑÅÑ ÕËÒÂ Ô ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏË ÄÓÇÏÇÐÂÏË ÓÇÎÂÍÔÂÙËË
e�t�. ´ÑÚÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍ-
ÔÄÇÎÎÂ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÐÇÔËÐÖÔÑËÆÂÎßÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÕÂÍËØ
ÔÓÇÆÂØ. °ÕÏÇÚÇÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÑÎÐÑÅÑ ÑÕÓÂÉÇÐËâ
ÄÑÎÐÞ ÑÕ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâØ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÄÑÎÐÞ Ë ÄÓÇÏÇÐÂÏË
ÓÇÎÂÍÔÂÙËË e�t� (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 8). ¯Â ÑÔÐÑÄÇ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇ-
ÏÑÌ ÏÑÆÇÎË ÆÎâ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕßá s�t� ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÄÎËâÐËÇ ÄÓÇ-
ÏÇÐË ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÐÂ ÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÓÑÄÑÆ-
ÐËÍÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 9).

±ÑÔÕÓÑÇÐÂ ÑÃÑÃÜÇÐÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ×ÑÓÏÖÎ
¶ÓÇÐÇÎâ ÆÎâ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÄ, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜÂâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ à××ÇÍÕÞ ÄÎËâÐËâ ÒÇÓÄÑÌ Ë ÄÕÑÓÑÌ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÑÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË e�t� ÐÂ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ Ë ÖÛËÓÇÐËÇ ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ.

5. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ ÏÇÕÑÆÑÄ ÑÒÕËÍË ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÓÇÆ Í
ÔÏÇÉÐÞÏ ÑÃÎÂÔÕâÏ ÕÇÑÓËË ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ. ²ÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÐÞ ÒÓËÏÇÓÞ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÓÂÊÄËÕÑÅÑ ÄÞÛÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÂ Í ÕÇÑÓËË ÆÎËÐÐÞØ ÎËÐËÌ Ô ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ,
ÏÂÅÐËÕÑÑÒÕËÍÇ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ. µÍÂÊÂÐÞ ÒÖÕË
ÓÂÔÛËÓÇÐËâ ÍÎÂÔÔÑÄ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍ-
ÔÄÇÎÎÂ Ä ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, ÒÓËÄÑÆâÜËÇ Í ÐÑÄÞÏ ÕÑÚÐÑ
ÓÇÛÂÇÏÞÏ ÏÑÆÇÎâÏ e�z� (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 10). °ÕÏÇÚÇÐÞ
ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ÑÒÕËÍË ÔÎÑËÔÕÞØ Ë ÐÇÔÕÂ-

ÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÓÇÆ ÆÎâ ÑÒÇÓÂÕËÄÐÑÅÑ ÍÑÐÕÓÑÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÑÒÕÑàÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÏÂÕÇÓËÂÎÑÄ.

2. ¯ÇÎÑÍÂÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÓÇÆ.
®ÇÕÑÆ ×ÂÊÑÄÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ

£ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÔÕÓÑËÕÔâ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÔØÇÏÂ ÑÒËÔÂÐËâ
ÍÓÖÒÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ
ÔÓÇÆÂØ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÐÇÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ, ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÍÑÕÑÓÑÅÑ e ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ z.
¹ÕÑÃÞ ÄÞÆÇÎËÕß à××ÇÍÕÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÔÕßá e, ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÏ ÆËÂÒÂ-
ÊÑÐÇ ÚÂÔÕÑÕ o ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ë ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËâ ÔÓÇÆÞ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß e�z�
Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË �e > 0� ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä
ÄËÆÇ

e�z� � n20U
2�z� ; U

���
z�0
� 1 : �2:1�

©ÆÇÔß n0 ì ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÔÓÇÆÞ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ
z � 0, ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ U 2 ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕ-
ÄÇÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË.

µÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ô ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË Ex ËHy, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ Ä ÔÓÇÆÇ (2.1)
Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË z, ËÏÇáÕ ÄËÆ

qEx

qz
� ÿ 1

c

qHy

qt
; �2:2�

ÿ qHy

qz
� n20U

2�z�
c

qEx

qt
: �2:3�

¶ÖÐÍÙËâ U 2�z� ÒÑÍÂ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ.
£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞØ

ÏÑÆÇÎÇÌ (1.1) ë (1.5) ÐÑÄÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ
ÔËÔÕÇÏÞ (2.2), (2.3) ÃÖÆÖÕ ÐÂÌÆÇÐÞ ÊÆÇÔß Ô ÒÑÏÑÜßá
ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ×ÂÊÑÄÞØ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ. ´ÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓâÆÖ ÐÑÄÞØ ÕÑÚÐÑ
ÓÇÛÂÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ e�z� Ë ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÅÎâÆÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄËÕß ÔËÎßÐÞÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ
ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. £ÞÓÂÉÂâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ex Ë Hy ÚÇÓÇÊ ÐÇÍÑÕÑÓÖá
ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá c, ÏÑÉÐÑ ÔÄÇÔÕË ÔËÔÕÇÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (2.2), (2.3) Í ÑÆÐÑÏÖ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËá ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË c. ´ÂÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÇ ÏÑÉÐÑ ÄÞÒÑÎÐËÕß ÆÄÖÏâ ÓÂÊÐÞÏË ÔÒÑÔÑÃÂÏË:

1) ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ c ÄÞÃËÓÂÇÕÔâ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.2) ÑÃÓÂÜÂÎÑÔß Ä ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ, Â ÔÂÏÂ ×ÖÐÍÙËâ
c ÑÒÓÇÆÇÎâÎÂÔß ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.3);

2) ×ÖÐÍÙËâ c, ÑÃÓÂÜÂáÜÂâ Ä ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(2.3), ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.2).

²ÇÛÇÐËâ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ àÕËÏË ÔÒÑÔÑÃÂÏË, ÙÇÎÇÔÑ-
ÑÃÓÂÊÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÑÕÆÇÎßÐÑ.

1. £ÞÓÂÊËÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÚÇÓÇÊ ÄÇÍ-
ÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ A:

E � ÿ 1

c

qA
qt

; H � rotA : �2:4�

£ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÊÂÆÂÚË (2.2), (2.3) ÄÇÍÕÑÓ-
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ËÏÇÇÕ ÎËÛß ÑÆÐÖ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ Ax �Ay �
� Az � 0�; ÄÞÓÂÉÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ Ax ÚÇÓÇÊ ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚ-
ÐÖá ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ A0 Ë ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá c�z; t�,
ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.3), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÇ ×ÖÐÍ-

3*
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ÙËá c, Ä ÄËÆÇ

q2c
qz2
ÿ n20U

2�z�
c2

q2c
qt 2
� 0 : �2:5�

¯ÇËÊÄÇÔÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ c ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (2.5),
ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ô ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ.

¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.5) ÖÆÑÃÐÑ ÄÄÇÔÕË ÐÑÄÞÇ
×ÖÐÍÙËË F Ë Q Ë ÐÑÄÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá Z [18]:

c � F����
U
p ; Q � Uÿ1 ; Z �

�z
0

U�z1� dz1 : �2:6�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.5) ÒÓË àÕÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Í ÄËÆÖ

q2F
qZ2
ÿ n20

c2
q2F
qt 2
� F

"
1

2
Q

q2Q
qz2
ÿ 1

4

�
qQ
qz

�2
#
: �2:7�

¶ÖÐÍÙËâ Q�z� ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓÑÔÕÑÇ ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ

ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.7), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ×ÖÐÍÙËËQ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇ-
ÏÑÌ ÖÔÎÑÄËâÏË

1

2
Q

q2Q
qz2
ÿ 1

4

�
qQ
qz

�2

� p 2 : �2:8�

©ÆÇÔß p 2 ìÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ, ÍÑÕÑÓÂâ ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÂ ÐËÉÇ. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÒÑÎâ F ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.7) Ô
ÖÚÇÕÑÏ (2.8) Ä ÄËÆÇ

q2F
qZ2
�
�
n20o

2

c2
ÿ p 2

�
F � 0 : �2:9�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Z (2.6) ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ
ÆÎËÐÇ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÖÕË ÄÑÎÐÞ Lp Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ:
Lp � n0Z. µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.9) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔËÐÖÔÑËÆÂÎßÐÖá
ÄÑÎÐÖ, ÃÇÅÖÜÖá Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË Z:

F � exp
�
i�qZÿ ot�� :

±ÑÆÔÕÂÄÎââ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË F Ä (2.9), ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ c Ä ÄËÆÇ
ÃÇÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ:

c � exp
�
i�qZÿ ot������������
U�z�p ;

q � kN ; k � on0
c

; N �
���������������
1ÿ O 2

o2

s
; O 2 � p 2c2

n20
: �2:10�

¶ÂÍÕÑÓ N (2.10) ÒÓË p 2 > 0 ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎá
ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÆÎâ ÄÑÎÐ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ Ä ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÆÇ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÑÕÔÇÚÍË O. ¹ÕÑÃÞ ÄÞÚËÔÎËÕß ËÊ (2.10)
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ex Ë Ey, ÐÖÉÐÑ
ÐÂÌÕË ËÊ (2.8) ×ÖÐÍÙËá Q � Uÿ1, ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÒÂÓÂÏÇÕÓ
p 2 Ë ÄÞÓÂÊËÕß ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá Z ÚÇÓÇÊ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ z. ±ÓÑ-
×ËÎß U�z�, ÆÑÒÖÔÍÂáÜËÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÑÎâ c Ä ÄËÆÇ
(2.10), ÆÂÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.8):

U�z� �
�
1� s1

z

L1
� s2

z2

L2
2

�ÿ1
;

s1 � 0;�1 ; s2 � 0;�1 : �2:11�

©ÆÇÔß L1 Ë L2 ì ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÏÑÆÇÎË (2.11),
ËÏÇáÜËÇ ÔÏÞÔÎ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÑÄ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË.
²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (2.11) ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 1. ¦ÔÎË ÊÐÂÍË s1 Ë s2
ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, ÕÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕËU�z� ÏÑÐÑÕÑÐÐÞ; ÒÓË ÓÂÊÐÞØ
ÊÐÂÍÂØ s1 Ë s2 ÄÑÊÐËÍÂáÕ àÍÔÕÓÇÏÖÏÞ ×ÖÐÍÙËÌ U�z�:

Umax � �1ÿ y 2�ÿ1 ; Umin � �1� y 2�ÿ1 ; y � L2

2L1
:

�2:12�

£ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ L2 !1 ×ÖÐÍÙËâ (2.11) ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÒÓÑ×ËÎá (1.1), ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÖÍÂÊÂÐÑ ²àÎÇÇÏ [1].

±ÑÆÔÕÂÄËÄ (2.11) Ä (2.8), ÒÑÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ p 2:

p 2 � s21
4L2

1

ÿ s2

L2
2

: �2:13�

£ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÆÎËÐL1 ËL2

Ë ÊÐÂÍÑÄ s1 Ë s2 ÒÂÓÂÏÇÕÓ p 2 ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÑÇ, ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÇ ËÎË ÐÖÎÇÄÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ. £ ÍÂÉÆÑÏ
ËÊ àÕËØ ÔÎÖÚÂÇÄ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ Z (2.6) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ
ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,

Z
����
p 2>0; s2<0

� L2�������������
1� y2

p artanh
zLÿ12

�������������
1� y2

p
1� s1z=2L1

; �2:14�

Z
����
p 2>0; s2>0

� L2�������������
y2 ÿ 1

p artanh
zLÿ12

�������������
y2 ÿ 1

p
1� s1z=2L1

; y2 > 1 ;

�2:15�

0 x

U

1

2

3

Â
1

2

0 x

U

1,0

0,5

Ã

1

2

²ËÔ. 1. ´ÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞÇ ÏÑÆÇÎË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑ×ËÎÇÌ ÐÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË U (2.11), x � zLÿ11 :
(a) ÍÓËÄÂâ 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÎÖÚÂá s1 � ÿ1, s2 � �1, ÆÎâ ÍÓËÄÑÌ 2
ÊÐÂÍË s ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ: s1 � s2 � ÿ1; (Ã) ÍÓËÄÂâ 1 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÎÖÚÂá
s1 � �1, s2 � ÿ1, ÍÓËÄÂâ 2ì ÔÎÖÚÂá s1 � s2 � �1.
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Z
����
p 2<0; s2>0

� L2�������������
1ÿ y2

p arctan
zLÿ12

�������������
1ÿ y2

p
1� s1z=2L1

; y2 < 1 :

�2:16�
£ ÒÓÇÆÇÎÇ L2 !1 ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ Z ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Z � L1 ln

�
1� z

2L1

�
:

³ÎÖÚÂÌ p 2 � 0 ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÐËÉÇ. ´ÇÒÇÓß ÄÔÇ ÄÇÎËÚËÐÞ,
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ c (2.10), ÄÞÓÂÉÇÐÞ
ÚÇÓÇÊ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË.

±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÄÞâÄËÕß à××ÇÍÕ
ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ
(2.11). ¿ÕÑÕ à××ÇÍÕ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÒÓÑ-
×ËÎâ U�z� L1, L2, s1 Ë s2, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÂÍÕÑÓÑÏ N (2.10).
£ ÔÎÖÚÂÇ p 2 > 0 ÔÓÇÆÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ

N �
���������������
1ÿ O 2

1

o2

s
; O 2

1 �
c2�1� y2�

n20L
2
2

: �2:17�

£ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ � p 2 < 0� ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÂÐÑÏÂÎß-
ÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË

N �
���������������
1� O 2

2

o2

s
; O 2

2 �
c2�1ÿ y2�

n20L
2
2

: �2:18�

³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÐÂÌÆÇÐÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ
ÚÂÔÕÑÕÞ O1 Ë O2 ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÞ ÕÑÎßÍÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ë ÐÇ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÇÌ ÔÓÇÆÞ. £ÎËâÐËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ O1 Ë O2 ÐÂ
ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÄÑÎÐ ÑÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ ÑÃÔÖÉ-
ÆÂÇÕÔâ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 4, 5.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.2), (2.3) Ô
ÒÑÏÑÜßá ÒÇÓÄÑÅÑ ÔÒÑÔÑÃÂ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÒÑÎÇ
Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ (2.11) Ä ÄËÆÇ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÞØ ÃÇÅÖÜËØ ÄÑÎÐ. ±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÑÃÔÖÉÆÂÕß ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÕÂÍËØ ÒÑÎÇÌ, ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÑÔÕÂÐÑÄËÕßÔâ ÐÂ ÆÓÖÅËØ
ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞØ ÒÓÑ×ËÎâØ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ä ÆËàÎÇÍÕÓË-
ÍÂØ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ Ä ÓÂÏÍÂØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÔÒÑÔÑÃÂ.

2. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (2.4) ÏÑÉÐÑ ÔÄÇÔÕË
ÔËÔÕÇÏÖ (2.2), (2.3) Í ÑÆÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÄÄÇÆâ ÐÇËÊÄÇÔÕ-
ÐÖá ×ÖÐÍÙËáY ×ÑÓÏÖÎÂÏË [19]

Ex � B0

U 2�z�
qY
qz

; Hy � ÿB0n
2
0

c

qY
qt

: �2:19�

©ÆÇÔß B0 ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ. ±ÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ
(2.19) Ä ÔËÔÕÇÏÖ (2.2), (2.3) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.3) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ, Â ×ÖÐÍÙËâ Y ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ,
ÔÎÇÆÖáÜËÏ ËÊ (2.2):

q2Y
qz2
ÿ n20U

2�z�
c2

q2Y
qt 2
� 2

U

qU
qz

qY
qz

: �2:20�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.20) ÓÇÛÂÇÕÔâ ÒÑ ÕÑÌ ÉÇ ÔØÇÏÇ, ÚÕÑ Ë
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (2.5). £ÄÑÆËÏ ÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË f Ë Q Ë ËÔÒÑÎß-
ÊÖÇÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá Z (2.6):

Y � f
����
U
p

; Q � Uÿ1=2 : �2:21�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (2.20) Ô ÖÚÇÕÑÏ (2.21) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Í ÄËÆÖ

q2f
qZ2
ÿ n20

c2
q2f
qt 2
� f

Q

q2Q
qZ2

: �2:22�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑ×ËÎË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâáÜËÇ ÖÔÎÑÄËá

q2Q
qZ2
� p 2Q ; �2:23�

ÅÆÇ p 2 ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ. £ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÍÂ
àÕÑÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ U � Qÿ2, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.23), ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ Ä ×ÑÓÏÇ

U
���
p 2>0
� �cosh � pZ� �M sinh � pZ��ÿ2 ; p 2 > 0 ; �2:24�

U
���
p 2<0
� �cos � p1Z� �M1 sin � p1Z�

�ÿ2
; p 2

1 � ÿp 2 > 0 :

�2:25�

±ÑÔÕÑâÐÐÞÇM Ë p 2 ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÒÓÑ×ËÎâ
U�z�. CÎÖÚÂÌ p 2 � 0 ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ ÑÕÆÇÎßÐÑ.

±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ (2.23) ×ÖÐÍÙËâ f (2.22)
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Z, t ÃÇÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÑÌ, Â
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.20) ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ
ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ

Y �
����������
U�z�

p
exp
�
i�qZÿ ot�� : �2:26�

£ÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ q Ä (2.26) ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ Ä (2.10); ÑÆÐÂÍÑ
ÒÓÑ×ËÎß U�z�, ÒÂÓÂÏÇÕÓ p 2 Ë ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá Z ÐÖÉÐÑ
ÄÞÚËÔÎËÕß ÊÂÐÑÄÑ. ´ÂÍÑÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÑÄÇÔÕË
ÑÕÆÇÎßÐÑ ÆÎâ ÔÎÖÚÂÇÄ p 2 > 0 Ë p 2 < 0. £ÄÇÆÇÏ ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË

L � j pjÿ1 �2:27�
Ë ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÂ ÔÎÖÚÂâ.

³ÎÖÚÂÌ 1: p 2 > 0. £ÞÓÂÉÂâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá Z ËÊ (2.24) Ë
ÔÓÂÄÐËÄÂâ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ Z (2.6), ÐÂØÑÆËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
ÒÓÑ×ËÎâ U�z�:

qU
qz
� � 2U 2

L

��������������������������������
1ÿU�1ÿM 2�

q
; 04M4 1 : �2:28�

©ÐÂÍË "�" Ë "ÿ" Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (2.28) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÌ Ë ÖÃÞÄÂáÜÇÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË U�z�. ²ÇÛÂâ
àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ "�", ÏÑÉÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÓÑÔÕ
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË U ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ U � 1 ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ
ÔÓÇÆÞ ÆÑ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ Umax � �1ÿM 2�ÿ1:
z

L
� 1

2

�
Mÿ

��������������������������������
1ÿU�1ÿM 2�p

U
�

� �1ÿM 2� artanh Uÿ 1��������������������������������
1ÿU�1ÿM 2�p �MU

�
: �2:29�

²ÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ ÅÓÂÐËÙÞ ÆÑ ÕÑÚÍË ÏÂÍÔËÏÖÏÂ Umax ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ zm:

zm
L
� 1

2

�
Mÿ �1ÿM 2� artanhM

�
: �2:30�

±ÓÑ×ËÎß ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË U ÒÑÔÎÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ
�z5 zm� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÇÕÄßá ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄ-
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ÐÇÐËâ (2.28), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÊÐÂÍÖ "ÿ" Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË
àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ:

zÿ zm
L2

� 1

2

� ��������������������������������
1ÿU�1ÿM 2�p

U
�

� �1ÿM 2� artanh
��������������������������������
1ÿU�1ÿM 2�

q �
: �2:31�

¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÖÏÇÐßÛÇÐËÇ U ÑÕ U � Umax ÆÑ
U � 1.

©ÂÄËÔËÏÑÔÕË (2.24) Ë (2.31) ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ
ÒÓÑ×ËÎÇÌ U�z� Ô ÆÄÖÏâ ÔÄÑÃÑÆÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË M Ë L
(ÓËÔ. 2Â). £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ âÄÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË
U�z� (2.11), ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ Ä ÓÂÏÍÂØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÔÒÑÔÑÃÂ,
ÒÓÑ×ËÎß (2.29) ÄÞÓÂÉÇÐ Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÃÓÂÕÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË
z � z�U�. ¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÂ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÒÇÓÄÑÌ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ Ä ÕÑÚÍÇ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ zm, ÅÆÇ ÍÂÔÂáÕÔâ ÑÃÇ
ÄÇÕÄË. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ àÕÂ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕß ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ,
ÆÂÉÇ ÇÔÎË ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ L ËL2, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ
ÄÇÕÄË (2.29) Ë (2.31), ÓÂÊÎËÚÐÞ; ÒÓË àÕÑÏ ÔÎÖÚÂË L � L2 Ë
L 6� L2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏÖ Ë ÂÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÏÖ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ Umax ÒÓÑ×ËÎâÏ U�z�.

³ÎÖÚÂÌ 2: p 2 < 0, p 2 � ÿp 2
1 , L1 � jp1jÿ1. ¡ÐÂÎËÊ

ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÒÑ ÕÑÌ ÉÇ ÔØÇÏÇ, ÚÕÑ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ p 2 > 0.
±ÑÎßÊÖâÔß ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (2.25), ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÆË××Ç-
ÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ U�z�:

qU
qz
� � 2U 2

L1

��������������������������������
U�1�M 2

1 � ÿ 1
q

: �2:32�

±ÂÆÂáÜÂâ Ë ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÂâ ÄÇÕÄË ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(2.32), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÖÏÇÐßÛÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË U ÑÕ ÕÑÚÍË
U � 1 ÆÑ ÕÑÚÍË ÏËÐËÏÖÏÂ U�z1� � �1�M 2

1 �ÿ1 Ë ÒÑÔÎÇ-
ÆÖáÜËÌ ÓÑÔÕ U ÑÕ ÏËÐËÏÖÏÂ ÆÑ ÊÐÂÚÇÐËâ U�z � z3� � 1,
ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÓÇÛÇÐËâÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.32):

z

L1
� 1

2

"
M1 ÿ

��������������������������������
U�1�M 2

1 � ÿ 1
q

U
�

� �1�M 2
1 � arctan

1ÿU��������������������������������
U�1�M 2

1 � ÿ 1
q

�M1U

#
;

zÿ z1
L3

� 1

2

" ��������������������������������
U�1�M 2

1 � ÿ 1
q

U
�

� �1�M 2
1 � arctan

��������������������������������
U�1�M 2

1 � ÿ 1
q #

: �2:33�

²ÑÔÕ Ë ÒÂÆÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË U ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 2Ã.
¯ÂÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÆÎËÐÖ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÖÕË Z (2.6) ÆÎâ

ÒÓÑ×ËÎÇÌ (2.30) Ë (2.33). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß U�z�
ÊÂÆÂÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÑÃÓÂÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ z � z�U�, ÖÆÑÃÐÑ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ Z Ä ÄËÆÇ
dZ � U dz. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÔáÆÂ ÊÐÂÚÇÐËÇ dz ËÊ (2.28), ÏÑÉÐÑ
ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ×ÑÓÏÖÎÖ (2.6) Ä ÄËÆÇ

Z � L

2

�U
1

dU1

U1

����������������������������������
1ÿU1�1ÿM 2�p : �2:34�

£ÞÚËÔÎââ ËÐÕÇÅÓÂÎ (2.34), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Z � L

2
ln

tan
��1=2� arcsin �����������������������

U�1ÿM 2�p �
tan
��1=2� arcsin ����������������

1ÿM 2
p � : �2:35�

¥ÎËÐÂ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÖÕË ÆÎâ ÒÓÑ×ËÎâ (2.33) ÐÂØÑÆËÕÔâ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ:

Z � 2L

�
arctan

�
M�

����������������
1�M 2

p �
ÿ

ÿ arctan
� �����������������������

U�1�M 2�
q

�
��������������������������������
U�1�M 2� ÿ 1

q ��
: �2:36�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÑÎÇ Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂØ,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞØ ÒÓÑ×ËÎâÏË z�U�, ÊÂÆÂÐÐÞÏË Ô ÒÑÏÑ-
Üßá ÑÃÓÂÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ (2.30) Ë (2.33), ÕÂÍÉÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÃÇÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ (2.26) Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
×ÂÊÑÄÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ. ¯ÇÎÑÍÂÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÕÂÍËØ
ÔÓÇÆ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÂâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá e�z�, ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ N (2.10). ¯ÑÓÏÂÎßÐÂâ Ë ÂÐÑÏÂÎßÐÂâ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (2.17) Ë (2.18) Ô
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏË ÚÂÔÕÑÕÂÏË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÒÓÑ×Ë-
ÎâÏ (2.30) Ë (2.33):

O 2
1 �

c2

n20L
2
; O 2

2 �
c2

n20L
2
1

: �2:37�

¯ÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÓÂÊÎËÚËÇ ×ÑÓÏÖÎ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ
ÏÑÆÇÎË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ (2.11) Ë (2.29),
ÏÑÉÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÑÃÜËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕËØ ÏÑÆÇ-
ÎÇÌ.

1. ±ÓË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ q � on0cÿ1N
(2.10) ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÎÑÍÂÎßÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n0�o�. ªÊÏÇÐÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÚËÔÎÂ Dq Ä ÒÑÎÑÔÇ ÚÂÔÕÑÕ Do ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ àÕÑÅÑ

0 1,3 2,6

0,5

1,0

x

ÃU

0 0,8 1,6

1,0

2,0

1,5

x

ÂU

²ËÔ. 2. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕË U�x�, x � zLÿ1: (a) Ä ÏÑÆÇÎË (2.29),M � 0;7, (Ã) Ä
ÏÑÆÇÎË (2.33),M � 0;5.
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à××ÇÍÕÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

Dqqÿ1 � Donÿ10

qn0
qo

:

£ÆÂÎË ÑÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ àÕÑ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÏÂÎÑ:
Dqqÿ1910ÿ2. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÂâ ÚÂÔÕÑÕÂÏË O1; 2, ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ËÊÏÇÐËÕß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÄÇÎËÚËÐÖ q, ÐÑ Ë ÔÂÏ ØÂÓÂÍÕÇÓ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÚÂÔÕÑÕ o < O1.

2. ±ÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÏÑÆÇÎÇÌ (2.11) Ë (2.29) ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß,
ÚÕÑ ÏÂÔÛÕÂÃÞ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË L ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÏÇÐßÛÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÆÎËÐ ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÄÑÎÐ; ÒÓË
àÕÑÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÎÑÔß, Â ÊÐÂÚÇÐËâ L ÃÞÎË
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ. °ÆÐÂÍÑ àÕË ÉÇ ÏÑÆÇÎË ÎÇÅÍÑ ÑÃÑÃ-
ÜÂáÕÔâ Ë ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ Ô
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ L1 Ë
L2 ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ: L � ReL� i ImL.

3. ¢ÇÅÖÜËÇ ÄÑÎÐÞ (2.10) ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÎËÛß ÑÆÐÑ ËÊ
ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.9) ì ÒÓâÏÖá ÄÑÎÐÖ. £ÕÑÓÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (ÑÃÓÂÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ) ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÊÂÏÇÐÇ Ä ÓÇÛÇÐËË (2.10) ÏÐÑÉËÕÇÎâ exp�iqZ� ÐÂ
exp�ÿiqZ�.

3. ¬ÑÅÆÂ £¬¢-ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ
ÆÂÇÕ ÕÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ?

²ÇÛÇÐËÇ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ cÓÇÆÞ Ô
ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ
(2.10) âÄÎâÇÕÔâ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ
ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ Ä ÓÂÏÍÂØ £¬¢-ÏÇÕÑÆÂ [9].
´ÂÍÑÌ ÏÇÕÑÆ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË Ñ ÏÇÆÎÇÐ-
ÐÑÏ ËÊÏÇÐÇÐËË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË
ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÊÂÒËÔÂÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.10) Ä ÄËÆÇ

c � �U�z��ÿ1=2 exp�i�k �U dzÿ ot
��

; k � on0
c

: �3:1�

³ÓÂÄÐËÄÂâ (3.1) Ô ÕÑÚÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ (2.10), ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË,
ÚÕÑ àÕË ÓÇÛÇÐËâ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ä ÔÎÖÚÂÇ k � q � on0Ncÿ1.
ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÓÇÛÇÐËÇ (3.1) âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÞÏ, ÍÑÅÆÂ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ N (2.10) ÓÂÄÇÐ ÇÆËÐËÙÇ, Õ.Ç.

p � 0 : �3:2�

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ p 2 (2.13), ØÂÓÂÍÕÇÓ-
ÐÞÇ ÆÎËÐÞ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕËL1 ËL2 ÔÄâÊÂÐÞ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ L2 � 2L1. ±ÓÑ×ËÎß e�z�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÌ (3.2), ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ (2.11):

e�z� � n20

�
1� s1z

2L1

�ÿ4
: �3:3�

¬ÑÑÓÆËÐÂÕÂ Z (2.6) ÆÎâ ÒÓÑ×ËÎâ (3.3) ÆÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

Z � z

�
1� s1z

2L1

�ÿ1
: �3:4�

²ÇÛÇÐËÇ (3.1) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ £¬¢-ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ÆÎâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2.5), ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÅÑ ÒÓË ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ (2.2), (2.3) Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÐÍÙËË c
(2.4). ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ àÕËØ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ô ÒÑÏÑÜßá
×ÖÐÍÙËË Y (2.19) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (2.20). ±ÓËÃÎË-

ÉÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (2.20), ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ Ä ÓÂÏÍÂØ £¬¢-
ÏÇÕÑÆÂ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Y �
����������
U�z�

p
exp

�
i

�
k

�
U dzÿ ot

��
: �3:5�

±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË ÔÑ ÔÎÖÚÂÇÏ (3.1) ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (3.5) âÄÎâÇÕÔâ ÕÑÚÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(2.5), ÇÔÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÖÔÎÑÄËÇ p � 0 (3.2). ±ÓÑ×ËÎß
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË Ë ÆÎËÐÖ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÖÕË
Z ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2.21) Ë (2.23):

e�z� � n20

�
1� z

L

�ÿ4=3
; �3:6�

Z � 3L

��
1� z

L

�1=3

ÿ 1

�
: �3:7�

¯ÂÌÆÇÐÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (3.3) Ë (3.6) ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÒÓÑ-
×ËÎË ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
£¬¢-ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÕÑÚÐÞÏË ÓÇÛÇÐËâÏË. £
ÔËÎÖ ÖÔÎÑÄËâ (3.2) ÐÇÎÑÍÂÎßÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÆÎâ ÄÑÎÐ,
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ Ä àÕËØ ÔÓÇÆÂØ, ÐÇ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, £¬¢-ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÒÑÎâ (2.5) Ë (2.20) ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÚÂÔÕÐÞÇ
ÔÎÖÚÂË ÑÃÜËØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÐÂÌÆÇÐÐÞØ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ (2.2), (2.3) Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
×ÂÊÑÄÞØ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ Z � Z�z�. ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, Ä ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËË ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ
p � 0 ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ÒÓËÄÑÆËÕ Í ËÊÏÇÐÇÐËá ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÞ Ë ×ÂÊÞ ÒÑÎâ, ÐÑ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ q Ä ÒÓÑÙÇÔÔÇ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÌ à××ÇÍÕ
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 8 Ë ÆÎâ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÓÇÆ: ÒÓË
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕË ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË (8.40) ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ Ä ÕÂÍÑÌ ÔÓÇÆÇ, ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ.

4. ºËÓÑÍÑÒÑÎÑÔÐÞÇ
ÃÇÊÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÎÑÇÄ

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆËàÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË (2.11) Ë (2.29) ÖÆÑÃÐÞ ÆÎâ ÑÒËÔÂ-
ÐËâ ÑÒÕËÚÇÔÍË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÎÑÇÄ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ Ë,
Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÕÑÐÍËØ ÒÎÇÐÑÍ. ´ÂÍËÇ ÒÎÇÐÍË, ÐÂÐÇÔÇÐÐÞÇ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß, ÛËÓÑÍÑ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÆÎâ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÑÕÓÂ-
ÉÂÕÇÎßÐÑÌ ÔÒÑÔÑÃÐÑÔÕË àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ
ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË ÄÑÎÐ, ÑÕÓÂÉÇÐÐÞØ ÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË Ë ÑÕ
ÒÑÍÓÞÄÂáÜÇÌ ÇÇ ÒÎÇÐÍË, ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÄÊÂËÏÐÑÇ ÅÂÛÇÐËÇ
ÑÕÓÂÉÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ. ´ÂÍÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÒÓË ÐÑÓÏÂÎßÐÑÏ ÒÂÆÇÐËË ÄÑÎÐÞ ËÊ ÄÑÊÆÖØÂ ÐÂ ÒÎÇÐÍÖ
ÕÑÎÜËÐÞ d, ÒÑÍÓÞÄÂáÜÖá ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ Ô ÒÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎÇÏ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n1. ¦ÔÎË ÄÇÎËÚËÐÞ d Ë n1 ÔÄâÊÂÐÞ Ô
ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ l Ë ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÏÂÕÇÓËÂÎÂ
ÒÎÇÐÍË n0 ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

n1 � n20 ; lm � 4n0d

m
; m � 1; 2; 3; . . . ; �4:1�

ÕÑ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ [23], ÄÔÇ ÄÑÎÐÞ ÒÓÑØÑÆâÕ Ä ÒÑÎÖÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, ÒÑÍÓÞÕÑÇ ÒÎÇÐÍÑÌ, ÃÇÊ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ("ÚÇÕ-
ÄÇÓÕßÄÑÎÐÑÄÂâ" ÒÎÂÔÕËÐÍÂ). °ÆÐÂÍÑ ÕÂÍÑÌ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÌ
à××ÇÍÕ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÔÎÑÇ ÎËÛß ÆÎâ ÆËÔÍÓÇÕ-
ÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÄÑÎÐ (4.1). ¥Îâ ÔÑÊÆÂÐËâ ÛËÓÑÍÑÒÑÎÑÔÐÞØ
ÃÇÊÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞØ ÒÑÍÓÞÕËÌ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ËÐÕÇÓÇÔ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÇ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÔÎÑË ÔÑ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÏ
ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË e�z�. £

´. 170, å 12] ¥ª³±¦²³ªÁ ¿¦¬´²°®¡¤¯ª´¯½· £°¯ £ ³°ª³´½· ª ¯¦³´¡¸ª°¯¡²¯½· ³²¦¥¡· 1303



ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐÞ ÔÒÑÔÑÃÞ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÕÂÍËØ
ÒÑÍÓÞÕËÌ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÑÎËÏÇÓÑÄ [20], ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄÞØ
ÏÂÕÇÓËÂÎÑÄ ÕËÒÂ ZnSe [21] Ë ÂÊÑÕËÔÕÞØ ÔÑÇÆËÐÇÐËÌ
ÍÓÇÏÐËâ [22].

¹ÕÑÃÞ ÑÒÕËÏËÊËÓÑÄÂÕß ÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÚÂÔÕÑÕ,
ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß à××ÇÍÕÞ ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË
(ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 2). ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÎÂÔÕËÐÖ ÕÑÎÜËÐÞ d Ô
ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n�z� � n0U�z�, ÒÑÍÓÞ-
ÄÂáÜÖá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÑÒÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑÏÂÕÇÓËÂÎÂ
Ô ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n2 � iK2
(ÓËÔ. 3); ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá U�z� ÒÓËÏÇÏ Ä ÄËÆÇ
(2.11). ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÄÑÎÐÂ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ o ÒÂÆÂÇÕ ËÊ
ÄÑÊÆÖØÂ ÐÑÓÏÂÎßÐÑ Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÎÂÔÕËÐÞ z � 0.
¿ÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ Ex Ë ÏÂÅÐËÕÐÂâ Hy ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÏÂÕÇÓËÂÎÇ ÒÎÂÔÕËÐÞ �04 z4 d� ÆÎâ ÒÓÑ×ËÎâ
U�z� (2.11) ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ (2.10) Ä ×ÑÓÏÖÎÞ (2.4):

Ex � iA1ocÿ1Uÿ1=2 exp
�
i�qZÿ ot�� ;

Hy � iA1on0cÿ1U 1=2�Nÿ iG� exp�i�qZÿ ot�� ; �4:2�

G � c

2on0

�
s1
L1
� 2s2z

L2
2

�
: �4:3�

©ÆÇÔß A1 ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ N ÆÂÐÑ Ä (2.10), n0, L1; 2, s1; 2 ì ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÏÑÆÇÎË
(2.11).

±ÑÎÐÑÇ ÒÑÎÇ ÄÐÖÕÓË ÒÎÂÔÕËÐÞ, ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ Ô ÖÚÇÕÑÏ
ÄÑÎÐÞ, ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË z � d, ÏÑÉÐÑ ÊÂÒË-
ÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

Ex � ioA1c
ÿ1Uÿ1=2

�
exp�iqZ� � K exp�ÿiqZ�� exp�ÿiot� ;

�4:4�
Hy � ioA1n0c

ÿ1U 1=2
n
N
�
exp�iqZ� ÿ K exp�ÿiqZ��ÿ

ÿ iG
�
exp�iqZ� � K exp�ÿiqZ��o exp�ÿiot� : �4:5�

£ ÄÞÓÂÉÇÐËâØ (4.4), (4.5) ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ
ÒÓâÏÑÌ Ë ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐ ÓÂÄÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ 1 Ë K.
³ÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÄÑÊÆÖØÇ �z4 0� ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß, ÄÄÑÆâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÑ àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÒÑÎá R [23]:

Ex � ioA0c
ÿ1�exp�ikz� � R exp�ÿikz�� exp�ÿiot� ;

Hy � ioA0c
ÿ1�exp�ikz� ÿ R exp�ÿikz�� exp�ÿiot� ;

k � ocÿ1 : �4:6�
±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (4.4) ë (4.6) Ä ÖÔÎÑÄËâ ÐÇÒÓÇÓÞÄ-
ÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ ÒÑÎâ ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ z � 0 �Z � 0� ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÄÇÎËÚËÐÖR Ä
ÄËÆÇ

R � 1ÿ B

1� B
; B � n0

�
N

�
1ÿ K

1� K

�
ÿ iG0

�
: �4:7�

±ÂÓÂÏÇÕÓ G0 Ä (4.7) ÔÄâÊÂÐ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ G (4.3):

G0 � G

����
z�0
� cs1

2on0L1
: �4:8�

¶ÑÓÏÖÎÂ ÆÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ R (4.7) ÔÑÆÇÓ-
ÉËÕ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ K, ÍÑÕÑÓÂâ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ ËÊ
ÖÔÎÑÄËÌ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË Ex Ë Hy ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ z � d.
±ÓÇÆÔÕÂÄÎââ ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÃÇÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÑÃÎÂ-
ÔÕË z5 d Ä ÄËÆÇ

A2 exp
�
i�n2 � iK2��zÿ d� ÿ iot

�
;

ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÊÐÂÚÇÐËÇ K:

K � ÿ n2 � iK2 � P1

n2 � iK2 ÿ P1
exp�2iqZ1� ; �4:9�

Z1 � Z�d� ; U1 � U�d� ; G1 � G�d� ;
P1 � n0U1�Nÿ iG1� : �4:10�

±ÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË K (4.9) Ä ×ÑÓÏÖÎÖ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá B
(4.7), ÓÂÊÆÇÎËÏ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÖá Ë ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕË àÕÑÅÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ:

B � ReB� i ImB ; �4:11�
ReB � �n20N 2U1�1� t 2��n2Dÿ1 ; t � tan�qZ1� ; �4:12�
D � n2t

2 � �K2t� n0U1�N� G1t�
�2
; �4:13�

ImB � n0NDÿ1
n
t� nÿ22

�
K2 � n0U1�G1 ÿNt���

� �K2t� n0U1�N� G1t�
�oÿ n0G0 : �4:14�

©ÐÂâ ÊÐÂÚÇÐËâ ReB (4.12) Ë ImB (4.14), ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ËÊ
(4.7) ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ R.

¡ÏÒÎËÕÖÆÂ Ë ×ÂÊÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ R ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÆÎËÐ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË L1, L2 Ë
ÊÐÂÚÇÐËÌ s1 Ë s2.

¿ÕÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÄÑ ÄÎËâ-
ÐËË ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË (2.17), (2.18) ÐÂ
ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÑÕÓÂÉÇÐËâ. ´ÂÍÑÇ ÄÎËâÐËÇ ÎÇÅÍÑ ËÎÎáÔÕÓË-
ÓÖÇÕÔâ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÖÒÓÑÜÇÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÑÕÓÂÉÇÐËË ÑÕ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÞ, ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ Ä
ÄÑÊÆÖØÇ �n2 � 1, K2 � 0�. ¿××ÇÍÕÞ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ �p 2 > 0�
Ë ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ �p 2 < 0� ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÐËÉÇ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÑÕÆÇÎßÐÑ.

2

1

1

I
U

II

z

d

²ËÔ. 3.±ÇÓÇØÑÆÐÞÌ ÔÎÑÌ I ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ ÕÑÎÜËÐÞ d ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ II. ¬ÓËÄÞÇ 1
Ë 2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÔÎÖÚÂâÏ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ Ë ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËË Ä ÏÑÆÇÎË U�z� (2.11).
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1. p 2 > 0. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏ ÄÇÓØÐÇÌ
ÍÓËÄÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 3, ÔÓÇÆÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÑÕÔÇÚÍË
O1 (2.17). £ÄÑÆâ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÖá ÚÂÔÕÑÕÖ ÄÑÎÐÞ
x1 � oOÿ11 , ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ t
(4.13) Ä ÄËÆÇ

t � tan
� �������������

x21 ÿ 1
q

artanh u1

�
;

u1 �
�
dLÿ12

��������������
1� y 2

p �ÿ
1� ydLÿ12

�ÿ1
: �4:15�

©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ d ì ÕÑÎÜËÐÂ ÔÎÑâ, ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÔÕË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÊÐÂÚÇÐËâ x1 > 1. ±ÓËÏÇÓ ÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÊÂÄË-
ÔËÏÑÔÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÓË o > O1 ÒÓËÄÇÆÇÐ
ÐÂ ÓËÔ. 4.

2. p 2 < 0. ±ÓÑ×ËÎá ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÆÎâ
àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐËÉÐââ ÍÓËÄÂâ ÐÂ ÓËÔ. 3.
¯ÂØÑÆâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÓË ÕÂÍÑÏ ÒÓÑ×ËÎÇ
U�z�, ÐÖÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ t,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ×ÑÓÏÖÎÇ (2.20):

t � tan
� �������������

1� x22

q
arctan u2

�
;

u2 �
�
dLÿ12

��������������
1ÿ y 2

p �ÿ
1ÿ ydLÿ12

�ÿ1
; x2 � oOÿ12 :

�4:16�
±ÓË ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË �p 2 < 0� à××ÇÍÕ ÑÕÔÇÚÍË ÐÇ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ, Â ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ O2 ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (2.18).
±ÓËÏÇÓ ÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËâ ÆÎâ ÕÂÍÑÌ ÏÑÆÇÎË ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 5.

´ÇÒÇÓß ÏÑÉÐÑ ÄÇÓÐÖÕßÔâ Í ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÏÖ ÔÎÖÚÂá
ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ, ÐÂØÑÆâÜÇÅÑÔâ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ, Ô ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n2 � iK2 (ÔÏ.
ÓËÔ. 3). °ÕÓÂÉÇÐËÇ ÄÑÎÐÞ, ÒÂÆÂáÜÇÌ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß
ÒÑÅÎÑÜÂáÜÇÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ, ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖÇÕÔâ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÔÆÄËÅÑÏ ×ÂÊÞ jK, ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ
ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ [23]:

tanjK � 2K�1ÿ n2 ÿ K2�ÿ1 : �4:17�

°ÆÐÂÍÑ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÑÕ ÒÓÑÊÓÂÚÐÑÅÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ
ÕÂÍÉÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ×ÂÊÑÄÑÏÖ ÔÆÄËÅÖ, ÍÑÐÕÓÑÎËÓÖÇÏÑÏÖ Ä
ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ (4.17) ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ.
£ÊÂËÏÐÂâ ÍÑÏÒÇÐÔÂÙËâ àÕËØ ÔÆÄËÅÑÄ ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ËÊÏÇÐËÕß ÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÔËÔÕÇÏÞ, ÒÓËÄÑÆâ, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Í ÏÂÎÑÏÖ ÑÕÓÂÉÇÐËá Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÔÒÇÍÕÓÂÎß-
ÐÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ (ÓËÔ. 6).

±ÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÆÎËÐ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË
ÚÂÔÕÑÕÞ O1 Ë O2 ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÐÖÎá, Â ×ÑÓÏÖÎÞ (4.11) ë
(4.14) ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä ËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÔÕËÐÞ; ÕÂÍ, ÒÓË
K2 � 0 Ä ÒÓÇÆÇÎÇ L1 !1, L2 !1 ÒÑÎÖÚËÏ

N1 � U1 � 1 ; G0 � G1 � 0 ; qZ1 � on0dcÿ1 � g ;

ReB � n20 n
2
2

n22 sin
2 g� n20 cos

2 g
; ImB � n0�n22 ÿ n20� sin g cos g

n22 sin
2 g� n20 cos

2 g
:

�4:18�

1 2 3

0,01

0,03

0,05

jRj2

2 1

x1

²ËÔ. 4. ºËÓÑÍÑÒÑÎÑÔÐÂâ ÔÎÂÃÑÑÕÓÂÉÂáÜÂâ ÑÃÎÂÔÕß Ä ÔÒÇÍÕÓÇ ÑÕ-
ÓÂÉÇÐËâ ÒÑ ÏÑÜÐÑÔÕË jRj2 ÑÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÎÑâ
Ô ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ (ÓËÔ. 3, ÍÓËÄÂâ 1). ¯ÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ x1 ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (4.15), n0 � 1;73. £ÎËâÐËÇ ÕÑÎÜËÐÞ
ÔÎÑâ d Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ L1 Ë L2 (2.11) ÑÕÑÃÓÂÉÂáÕ ÍÓËÄÞÇ 1
�dLÿ12 � 0;15� Ë 2 �dLÿ12 � 0;3�; Ä ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ y � 1.

0 1 2 3 4

0,15

0,45

0,75

x2

jRj2

²ËÔ. 5.³ÒÇÍÕÓÂÎßÐÂâ ÏÑÆÖÎâÙËâ ÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÎÑâ ÕÑÎÜËÐÞ d Ô ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÑÌ
ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ (ÓËÔ. 3, ÍÓËÄÂâ 2). jRj2 ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÑ
ÏÑÜÐÑÔÕË, x2 ì ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÄÑÎÐÞ (4.16); ÒÓÑ×ËÎß U Ä
ÔÎÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ Ä (2.11), L2 � 1;5L1, d � L2.

2 3 4
0

0,02

0,04

x1

jRj2

1

2

²ËÔ. 6. °ÔÎÂÃÎÇÐËÇ ÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ Ô ÒÑÕÇÓâÏË,
ÒÑÍÓÞÕÑÅÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÔÎÑÇÏ U�z� (2.11), ÒÑÆ
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÄÊÂËÏÐÑÌ ÍÑÏÒÇÐÔÂÙËË ×ÂÊÑÄÞØ ÔÆÄËÅÑÄ Ä ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ
ÄÑÎÐÇ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞØ ÒÑÕÇÓâÏË Ë ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕßá. jRj2 ìÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÑ ÏÑÜÐÑÔÕË, x2 ìÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÄÑÎÐÞ;
ÄÎËâÐËÇ ÕÑÎÜËÐÞ d Ë ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÎÑâ L1 Ë L2 ÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖáÕ
ÍÓËÄÞÇ 1 �d � 0;25L2� Ë 2 �d � 0;3L2�. £ ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ y � 0;25.
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¯Â ÓËÔÖÐÍÂØ 4 ë 6 ÒÓÑÔÎÇÉËÄÂáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÕÇÐÆÇÐ-
ÙËË, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÆÎâ ÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞØ ÔÎÑÇÄ.

1. ¹ÂÔÕÑÕÂ ÑÕÔÇÚÍË O1 ÆÎâ ÏÂÕÇÓËÂÎÂ Ô ÆÂÐÐÞÏ
ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n0 ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÞØ ÆÎËÐL1 ËL2. £ÂÓßËÓÖâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞL1 ËL2, ÏÑÉÐÑ
ÔÑÊÆÂÕß à××ÇÍÕ ÑÕÔÇÚÍË Ä ÎáÃÑÏ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÏ ÆËÂÒÂ-
ÊÑÐÇ. ´ÂÍ, Ä ÔÎÖÚÂÇ n0 � 1;73, L1 � 100 ÐÏ, L2 � 200 ÐÏ
ÚÂÔÕÑÕÂ O1 ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ 1;25� 1014 ¤Ù; ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 4
(ÍÓËÄÂâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÊÐÂÚÇÐËá a � dLÿ12 � 0;15)
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÑ ÏÑÜÐÑÔÕË jRj2 ÑÕ ÕÂÍÑÅÑ
ÔÎÑâ ÒÓË ÕÑÎÜËÐÇ d � 30 ÐÏ Ä ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ
0;5 < l < 1;5 ÏÍÏ ÐÇ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ 5%. ¿ÕÂ ÉÇ ÍÓËÄÂâ
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ ÔÎÑÌ, ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÑÊÓÑÔÎË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä 10 ÓÂÊ
(L1 � 1000 ÐÏ, L2 � 2000 ÐÏ, d � 300 ÐÏ), ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ
ÔÎÂÃÑÇ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ �jRj2 < 0;05� Ä ÛËÓÑÍÑÌ ÒÑÎÑÔÇ ÚÂÔÕÑÕ
ÆÂÎßÐÇÅÑ ª¬-ÆËÂÒÂÊÑÐÂ (5 < l < 15 ÏÍÏ).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÞÃËÓÂâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ L1, L2 Ë s1, s2, ÏÑÉÐÑ ÑÒÕËÏËÊËÓÑÄÂÕß Ô
ÒÑÏÑÜßá ÓËÔ. 4 ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÛËÓÑÍÑÒÑÎÑÔÐÞØ ÃÇÊÑÕÓÂ-
ÉÂÕÇÎßÐÞØ ÒÑÍÓÞÕËÌ ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ ÖÚÂÔÕÍÑÄ ÔÒÇÍÕÓÂ.
²ËÔÖÐÑÍ 4, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÓËÔ. 5, ÒÑÔÕÓÑÇÐ ÆÎâ
ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ x � oOÿ1 Ë ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÕÑÎÜËÐ
ÑÕÓÂÉÂáÜÇÅÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ. ¢ÑÎÇÇ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÌ
ÒÓËÏÇÓ ÄÎËâÐËâ ÒÓÑ×ËÎâ U�z� ÐÂ ÔÒÇÍÕÓ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÔÎÑâ
ÆÂÐÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ ÒÓËÄÇÆÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 7.

2. £ ÔÎÖÚÂÇ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ËÔÍÖÔÔÕÄÇÐÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ �p 2 < 0� ÄÑÊÏÑÉÐÑ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ
ÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÒÑÎÑÔ ÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ Ë ÖÔËÎÇÐÐÑÅÑ ÑÕÓÂÉÇÐËâ
(ÔÏ. ÓËÔ. 5). ´ÂÍ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÒÑ ÏÑÜÐÑÔÕË
ËÊÎÖÚÇÐËâ CO2-ÎÂÊÇÓÂ Ô ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ l � 10;2 ÏÍÏ ÑÕ
ÔÎÑâ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË n0 � 1;73, y � 0;75, L2 � d � 900 ÐÏ
�x2 � 1;45� ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 5, jRj2 � 0;73.
©ÐÂÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÉÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÆÎâ ÄÕÑÓÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË
ËÊÎÖÚÇÐËâ �x2 � 2;9� ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÐÂ ÒÑÓâÆÑÍ: jRj2 � 0;07.
¿ÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ
×ËÎßÕÓÂÙËË ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÅÂÓÏÑÐËÍ ÒÑÎâ.

3. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÌ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ ÕÑÎÜËÐÂ ÃÇÊÑÕÓÂ-
ÉÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß Ä ÐÇÔÍÑÎßÍÑ

ÓÂÊ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ ÕÑÎÜËÐÂ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÚÇÕÄÇÓÕßÄÑÎÐÑÄÑÌ
ÒÎÂÔÕËÐÍË d1 (4.1). ´ÂÍ, ÆÎâ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ l � 10;2 ÏÍÏ
ÒÓË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÒÎÂÔÕËÐÍË n0 � 1;73 ÕÑÎ-
ÜËÐÂ d1 ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ 1,45 ÏÍÏ; Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ
ËÊ ÓËÔ. 4, ÕÑÎÜËÐÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ, ÑÅÓÂÐËÚËÄÂá-
ÜÇÅÑ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÄÑÎÐÞ c l � 10;2ÏÍÏ ÐÂ ÖÓÑÄÐÇR � 0;01,
ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ �a � 0;15� ÄÔÇÅÑ 0,3 ÏÍÏ. ´ÂÍÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÆÎâ ÑÒÕËÏËÊÂÙËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÃÇÊÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞØ ÒÑÍÓÞÕËÌ.

¡ÐÂÎËÊ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ
ÄÞÒÑÎÐÇÐ ÊÆÇÔß ÆÎâ ÒÓÑ×ËÎâ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕË (2.11). ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÒÓÑ×ËÎË
(2.29) Ë (2.33). ´ÂÍ, Ä ÔÎÖÚÂÇ (2.29) ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ (2.26) Ä ÄÞÓÂÉÇÐËâ
(2.19):

Ex � iA2q����������
U�z�p �

1� i

qL

��������������������������������
1ÿU�1ÿM 2�

q �
exp
�
i�qZÿ ot�� ;

�4:19�
Hy � iA2n

2
0c
ÿ1o

����������
U�z�

p
exp
�
i�qZÿ ot�� : �4:20�

©ÐÂÍË "�" Ë "ÿ" Ä (4.19) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÄÑÔØÑÆâÜÇÌ Ë
ÒÂÆÂáÜÇÌ ÄÇÕÄâÏ ÒÓÑ×ËÎâ U�z� (ÔÏ. ÓËÔ. 2), ÆÎËÐÂ
×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÖÕË Z ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (2.35). ªÔÒÑÎßÊÖâ ÖÔÎÑÄËâ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÎâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ, ÏÑÉÐÑ
ÐÂÌÕË ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÄÐÖÕÓË ÔÎÑâ K (ÔÏ.
(4.9)) Ë ÄÞÚËÔÎËÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ R. ªÐÕÇÓÇÔÐÑ
ÔÓÂÄÐËÕß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÌ ÊÆÇÔß ÒÑÆØÑÆ Í ÓÂÔÚÇÕÖ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ Ô ÛËÓÑÍÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÏ ÏÇÕÑ-
ÆÑÏ ÊÂÏÇÐÞ ÅÎÂÆÍÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ U�z� ÔÕÖÒÇÐÚÂÕÞÏ
ÒÓÑ×ËÎÇÏ Ë ÑÒËÔÂÐËÇÏ ÍÂÉÆÑÅÑ ÔÎÑâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÏÂÕÓËÙ
¡ÃÇÎßÔÂ [25]. ³ ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ×ÑÓÏÂÎËÊÏ ÕÂÍËØ ÏÂÕÓËÙ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÌÕË ÚËÔÎÇÐÐÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâR ÆÎâ
ÎáÃÞØ ÏÐÑÅÑÔÎÑÌÐÞØ ÒÑÍÓÞÕËÌ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, Ô
ÒÑÏÑÜßá ÐÂÃÑÓÂ ÒÓÑ×ËÎÇÌ U�z�, ÄÍÎáÚÂáÜËØ ÐÇÔÍÑÎß-
ÍÑ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÊÆÇÔß ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÔÕÂÐÆÂÓÕËÊÑ-
ÄÂÐÐÂâ ÔØÇÏÂ ÂÐÂÎËÊÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÕ ÕÂÍËØ ÒÓÑ×ËÎÇÌ ì
ÏÑÐÑÕÑÐÐÞØ Ë ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÞØ, ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ Ë ÂÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÞØ. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÔÚÇÕÂ ÐÂÌÆÇÐÐÞÇ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÄÞâÄËÕß ÓâÆ ×ËÊË-
ÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆ: ÐÇÎÑÍÂÎßÐÖá
ÆËÔÒÇÓÔËá, ÚÂÔÕÑÕÖ ÑÕÔÇÚÍË, ÒÑÎÑÔÞ ÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ. ¬ÓÑÏÇ
ÕÑÅÑ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÓâÆÂ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ,
ÒÓËÄÑÆâÜËØ Í ÔÎÑÉÐÞÏ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ×ÖÐÍ-
ÙËâÏ [4], ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÎâ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÊÆÇÔß ÏÑÆÇÎâØ
ÄÞÓÂÉÇÐÂ ÚÇÓÇÊ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÚÕÑ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ
ÖÔÍÑÓâÇÕ Ë ÑÃÎÇÅÚÂÇÕ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ.

5. £ÎËâÐËÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ Ë ÍÓËÄËÊÐÞ ÒÓÑ×ËÎâ
e �z� ÐÂ ÐÇÎÑÍÂÎßÐÖá ÆËÔÒÇÓÔËá
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÐÇÔËÐÖÔÑËÆÂÎßÐÞØ
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ

°ÕÓÂÉÇÐËÇ ÄÑÎÐ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÆÄÖØ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆ,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÇ ÔÍÂÚÍÂÏË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, ÑÒË-
ÔÞÄÂÇÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË¶ÓÇÐÇÎâ. ¡ÐÂÎËÊ ÑÕÓÂ-
ÉÂÕÇÎßÐÞØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ, ÄÞÒÑÎÐÇÐÐÞÌ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 4, ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÄÑÎÐÞ ÑÕ
ÔÍÂÚÍÂ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ (×ÂÍÕÑÓ G0

(4.8)) ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÔÎÑâ. £ÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ q (2.10) Ä ÏÑÆÇÎË
(2.11) ÕÂÍÉÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâL1. °ÆÐÂÍÑ ÏÑÆÇÎß (2.11)
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞâÄËÕß Ë ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÌ à××ÇÍÕ ì ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕß ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÕ ÄÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ
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²ËÔ. 7. £ÎËâÐËÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ Ë ÍÓËÄËÊÐÞ ÒÓÑ×ËÎâ U�z� ÐÂ ÔÒÇÍÕÓ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÎÑâ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÕÑÎ-
ÜËÐÞ d: (Â) ÒÓÑ×ËÎËU�z� (2.11) ÆÎâ ÔÎÖÚÂÇÄ s1 � 0, s2 � �1 (ÍÓËÄÂâ 1)
Ë s1 � �1, s2 � ÿ1 (ÍÓËÄÂâ 2); (Ã) ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËâ ÒÑ ÏÑÜÐÑÔÕË ÑÕ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ l. ¬ÓËÄÞÇ 1 Ë 2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
ÑÕÓÂÉÇÐËá ÑÕ ÔÎÑÇÄ Ô ÒÓÑ×ËÎâÏË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË 1 Ë 2 ÐÂ ÓËÔ. 7Â,
n0 � 1;73, d � 120 ÐÏ. ¬ÓËÄÂâ 3ì ÔÒÇÍÕÓ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÕ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ
ÔÎÑâ Ô ÕÇÏË ÉÇ ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n0 Ë ÕÑÎÜËÐÞ d.
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ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÔÓÇÆÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÑÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ L2.
ªÏÇÐÐÑ àÕÑÕ à××ÇÍÕ ÏÑÉÇÕ ÔÕÂÕß ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÏ ÒÓË
ÑÕÓÂÉÇÐËË ÄÑÎÐ ÑÕ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÔÕßá e�z�.

¹ÕÑÃÞ ÒÑÍÂÊÂÕß ÄÍÎÂÆ ÄÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ q2U=qz2 Ä
à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕß ÑÕÓÂÉÇÐËâ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ
ÊÐÂÚÇÐËâ Ë ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, Ë ÇÅÑ ÒÇÓÄÑÌ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÑÌ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÔÓÇÆ. ¤ÇÑÏÇÕÓËâ ÊÂÆÂÚË
ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 8: ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ ÔÎÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ d
ÓÂÊÆÇÎâÇÕ ÑÃÎÂÔÕË Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n1 �z4 0�
Ë n2 �z5 d�. ±ÓÑ×ËÎß ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ Ä ÒÓÑÏÇ-
ÉÖÕÑÚÐÑÏ ÔÎÑÇ 04 z4 d ÔÑÔÕÂÄÎÇÐ ËÊ ÍÓËÄÞØ U1 Ë U2:

U1 �
�
1� z2

L2
2

�ÿ1
;

U2 � U0

�
1� �dÿ z�2

l 22

�ÿ1
; U0 � n2

n1
: �5:1�

¬ÓËÄÞÇ U1 Ë U2 ÍÂÔÂáÕÔâ ÅÎÂÆÍÑ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍÇ z0.
©ÐÂÚÇÐËâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ
z � 0 Ë z � d ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞ, ÊÐÂÚÇÐËâ grad n ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ
ÔÎÑâ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá; ÑÆÐÂÍÑ ÍÓËÄËÊÐÂ ÆÖÅ U1 Ë U2 Ä ÕÑÚÍÂØ
z � 0 Ë z � d ÓÂÊÎËÚÐÂ:

~k � q2U=qz2�
1� �qU=qz�2�3=2 ; ~k1 � ÿ 2

L2
2

; ~k2 � 2U0

l 22
: �5:2�

£ ÕÑÚÍÇ ÍÂÔÂÐËâ ÒÓÑ×ËÎÇÌ U1 Ë U2 ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÖÔÎÑÄËâ

U1

����
z�z0
� U2

����
z�z0

;
qU1

qz

����
z�z0
� qU2

qz

����
z�z0

: �5:3�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (5.1) Ä (5.3), ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ ÕÑÚÍË
ÍÂÔÂÐËâ Ë ÔÄâÊß ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ L2 Ë l2, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜÖá
ÅÎÂÆÍÑÔÕß ÍÂÔÂÐËâ. ±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË,
ÚÕÑ n2 < n1, U0 < 1, ÒÑÎÖÚÂÇÏ

z0 � d

D0
;

L2
2

d 2
D0 � U0

1ÿU0
; D0 � 1�U0l

2
2

L2
2

: �5:4�

£ ×ÑÓÏÖÎÂØ (5.4) ÑÆËÐ ËÊ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ L2 Ë l2 âÄÎâÇÕÔâ
ÔÄÑÃÑÆÐÞÏ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÎËÐÇÌÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÖá ÄÑÎÐÖ ÚÂÔÕÑÕÞ
o, ÒÂÆÂáÜÖá ËÊ ÑÃÎÂÔÕË z < 0 ÐÑÓÏÂÎßÐÑ Í ÅÓÂÐËÙÇ
z � 0. £ÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ c (2.11) ÆÎâ
ÍÂÉÆÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 8, ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß
Ä ÄËÆÇ

c � exp�ik1z� � R exp�ÿik1z� ; z4 0 ;

c � A1U
ÿ1=2
1

�
exp�iq1Z1� �Q1 exp�ÿiq1Z1�

�
; 04 z4 z0 ;

c � A2U
ÿ1=2
2

�
exp�iq2Z2� �Q2 exp�ÿiq2Z2�

�
; z0 4 z4 d ;

c � D exp�ik2z� ; z5 d : �5:5�

©ÆÇÔß R Ë D ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ A1, A2 Ë Q1, Q2

ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËÌ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕâØ
z � 0; z � z0; z � d. £ÑÎÐÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ k1, k2, q1, q2 Ë
ÄÇÎËÚËÐÞ Z1, Z2 ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ

k1; 2 � ocÿ1n1; 2 ; q1; 2 � k1; 2N1; 2 ;

N1 �
������������������������
1� c2

n21o2L2
2

s
; N2 �

����������������������
1ÿ c2

n22o2l 22

s
; �5:6�

Z1�z� �
�z
0

U1 dz1 ; Z2�z� � Z1�z0� �
�z
z0

U2 dz1 : �5:7�

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (5.6), ÄÑÎÐÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ k1, k2, q1 Ë q2,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÒÑÎâ Ä ÚÇÕÞÓÇØ ÑÃÎÂÔÕâØ,
ÒÑÍÂÊÂÐÐÞØ ÐÂ ÓËÔ. 8, ÓÂÊÎËÚÐÞ; ÒÑàÕÑÏÖ ÑÕÓÂÉÇÐÐÂâ Ë
ÒÓÑÛÇÆÛÂâ ÄÑÎÐÞ ×ÑÓÏËÓÖáÕÔâ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËÌ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ z � 0, z � z0, z � d. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ ÐÂ
ÄÔÇØ àÕËØ ÒÎÑÔÍÑÔÕâØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ Ë ËØ
ÅÓÂÆËÇÐÕÞ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞ, Â ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÄÑÊÐËÍÂáÕ Ä ÕÑÚ-
ÍÂØ ÒÇÓÇÅËÃÂ ÒÓÑ×ËÎâ (5.2) ËÊ-ÊÂ ÔÍÂÚÍÑÄ ÍÓËÄËÊÐÞ
ÒÓÑ×ËÎâ ~k Ä àÕËØ ÕÑÚÍÂØ. ²ÂÔÚÇÕ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËâ ÂÐÂÎÑÅËÚÇÐ ÓÂÔÚÇÕÖ, ÄÞÒÑÎÐÇÐÐÑÏÖ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÆÎâ
ÏÑÐÑÕÑÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÞ R Ë
D ÐÂØÑÆâÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (2.6) ÃÇÊ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä ÓâÆ ¶ÖÓßÇ.

¬ÑÏÃËÐËÓÖâ ÏÑÆÇÎË (2.11) Ë (2.29), ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß
Ë ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÇ ÒÓÑ×ËÎË ÅÎÖÃÑÍÑ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞØ,
ÐÇÔËÐÖÔÑËÆÂÎßÐÞØ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÒÓÑ×ËÎÇÌU�z� Ô ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ. ´ÂÍ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÑ×ËÎß, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ËÊ ÄÞÒÖ-
ÍÎÞØ �U1� Ë ÄÑÅÐÖÕÞØ �U2� ÍÓËÄÞØ (2.11); ÒÓË àÕÑÏ
×ÖÐÍÙËâÏ U1 Ë U2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
s1 � ÿ1, s2 � �1 Ë s1 � �1, s2 � ÿ1. ¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ
ÂÐÂÎËÊÂ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÍÂÔÂÐËÇ àÕËØ ÍÓËÄÞØ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ Ä ÕÑÚÍÂØ zn �n � 1; 2; 3; . . .�, ÎÇÉÂÜËØ ÐÂ ÒÓâÏÑÌ
U1 � U2 � 1. ¥Îâ ÍÂÉÆÑÌ ÆÖÅË Un Ë Un�1 ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ
ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË ÕÑÚÍÂÏË ÍÂÔÂÐËâ dn � zn�1 ÿ zn Ë
ÐÂÍÎÑÐ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞØ Ä àÕËØ ÕÑÚÍÂØ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÂÏË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË L1 Ë L2:

dn � L2
2

L1
;

qU
qz

����
U�1
� � 1

L1
: �5:8�

©ÐÂÍË "�" Ë "ÿ" Ä (5.8) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÒÇÓÇØÑÆÖ ÑÕ
ÄÞÒÖÍÎÑÌ (ÄÑÅÐÖÕÑÌ) Í ÄÑÅÐÖÕÑÌ (ÄÞÒÖÍÎÑÌ) ÆÖÅÇ. ¥Îâ
ÅÎÂÆÍÑÔÕË ÍÂÔÂÐËâ ÕÓÇÃÖÇÕÔâ, ÚÕÑÃÞ ÊÐÂÚÇÐËÇ L1 ÆÎâ ÄÔÇØ
ÆÖÅ ÃÞÎÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ. ±ÓÑÆÑÎÉÂâ ÒÓÑ×ËÎß U Ô ÖÚÇÕÑÏ
ÖÔÎÑÄËâ L1 � const, ÒÑÎÖÚËÏ ÅÎÂÆÍÑÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ
ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ U, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÇ ÐÂ ÓËÔ. 9.

0

1

zz0 d

n1 n2
U2

U

U1

²ËÔ. 8. ¤ÎÂÆÍËÌ ÒÇÓÇØÑÆÐÞÌ ÔÎÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ d, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ËÊ
ÍÓËÄÞØ U1 Ë U2 (5.1), ÍÂÔÂáÜËØÔâ Ä ÕÑÚÍÇ z0.
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¯ÂÌÆÇÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ U�z� ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÕÎËÚÂ-
ÇÕÔâ ÑÕ ÚÂÔÕÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞØ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÖÎâÙËÇÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ
ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, Â ËÏÇÐÐÑ:

1) ÖÍÎÑÐÇÐËâ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ Ë ÏËÐËÏÖÏÂ ÒÓÑ×ËÎâ U�z�
ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ U � 1 ÐÇ ÓÂÄÐÞ:

Umax � �1ÿ y2�ÿ1 ; Umin � �1� y2�ÿ1 ; y � L2

2L1
;

�5:9�

2) ÆÎËÐÞ "ÒÑÎÖÄÑÎÐ ÏÑÆÖÎâÙËË" d1 Ë d2 (5.8)
ÓÂÊÎËÚÐÞ, ÇÔÎË ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ L2 ÆÎâ ÔÑÔÇÆÐËØ
ÍÓËÄÞØ U1 Ë U2 ÐÇ ÓÂÄÐÞ;

3) ÔÑÔÕÂÄÎââ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÌ ÒÓÑ×ËÎß W ËÊ ÍÓËÄÞØ
(2.11) Ô ÓÂÊÎËÚÐÞÏË, ÐÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ÒÑÄÕÑÓâáÜËÏËÔâ
ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ L2 �L1 � const�, ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÔÎÑÉÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÆÄÑâÍÑÒÇ-
ÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÇÕÔâ Ë ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÌ ÒÓÑ-
×ËÎß, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞÌ ËÊ ÆÖÅ U1 Ë U2 (ÔÏ. ÓËÔ. 2). ³ÓÂÄÐË-
ÄÂâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (2.28) Ë (2.32), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÇ ÐÂÍÎÑÐ àÕËØ
ÍÓËÄÞØ, ÒÑÎÖÚËÏ ÖÔÎÑÄËÇ ÅÎÂÆÍÑÔÕË ÍÂÔÂÐËâ U1 Ë U2 Ä
ÕÑÚÍÂØ zn, ÎÇÉÂÜËØ ÐÂ ÒÓâÏÑÌ U1 � U2 � 1:

M

L
�M1

L1
: �5:10�

©ÐÂÚÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ q1 Ë q2 (5.6) ÄÑÎÐÞ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâáÜÇÌÔâ ÐÂ ÖÚÂÔÕÍÂØ U1 Ë U2, ÓÂÊÎËÚÐÞ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÔÑÅÎÂÔÐÑ (2.24) Ë (2.25) p 2 > 0, p 2

1 < 0. ±ÑàÕÑÏÖ ÓÂÔÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐÞ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ ÑÕÓÂÉÇÐËâÏË Ä ÕÑÚÍÂØ zn.
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÄÑÊÐËÍÂáÕ Ë Ä ÕÑÚÍÂØ ÍÂÔÂÐËâ
ÆÖÅU1 ËU2 (ÔÏ. ÓËÔ. 8), ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ p 2

ÆÎâ ÖÚÂÔÕÍÑÄ U1 Ë U2 ÐÇ ÓÂÄÐÞ:

p 2
1 �

1

4L2
1

ÿ 1

L2
2

; p 2
2 �

1

4L2
1

� 1

L2
2

: �5:11�

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÔÎÖÚÂÇÄ ÍÑÏÃËÐÂÙËâ
ÏÑÆÇÎÇÌ (2.11) Ë (2.34) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÔÕÓÑËÕß ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ

ÒÓËÏÇÓ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ U�z�,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÑÅÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÚËÔÎÂ q ÐÂ ÄÞÒÖÍÎÞØ Ë ÄÑÅÐÖÕÞØ ÖÚÂÔÕÍÂØ ÒÓÑ×ËÎâ. ´ÂÍ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎââ ÄÞÒÖÍÎÖá ÚÂÔÕß U1 Ô ÒÑÏÑÜßá (2.11), ÅÆÇ
s1 � �1, s2 � ÿ1, Â ÄÑÅÐÖÕÖá U2 Ô ÒÑÏÑÜßá (2.29),
ÊÂÒËÛÇÏ ÖÔÎÑÄËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÚËÔÇÎ q1 Ë q2:

1

4L2
1

� 1

L2
2

� 1

L2
: �5:12�

µÔÎÑÄËÇ (5.12) ÆÑÎÉÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ Ô ÖÔÎÑ-
ÄËÇÏ ÅÎÂÆÍÑÔÕË ÒÓÑ×ËÎâ Ä ÕÑÚÍÂØ U � 1

LLÿ11 � 2M : �5:13�

±ÑÆÔÕÂÄËÄ (5.12) Ä (5.13), ÒÑÎÖÚËÏ ÔÄâÊß ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
y � L2�2L1�ÿ1 Ë M ÆÎâ ÒÑÎÖÄÑÎÐ ÏÑÆÖÎâÙËË U1 Ë U2 ÒÓË
ÅÎÂÆÍÑÏ ÍÂÔÂÐËË:

y2 �M 2�1ÿM 2�ÿ1 : �5:14�

±ÓÑ×ËÎß (5.14) ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ ÓËÔ. 10. °ÆÐÂÍÑ ÆÂÉÇ Ä àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ �q1 � q2� Ä ÕÑÚÍÇ ÍÂÔÂÐËâ ÍÓËÄÞØ U1 Ë U2 ÃÖÆÇÕ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÄÑÎÐÞ. ¹ÕÑÃÞ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä àÕÑÏ,
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÓÂÄÐËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÎâ Ä
ÑÃÎÂÔÕË U1 (4.2), (4.3) Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÍÑÏÒÑÐÇÐ-
ÕÂÏË ÒÑÎâ Ä ÑÃÎÂÔÕË U2 (4.19), (4.20). ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÒÑÎâ ÒÓË z � d, U � 1 ÒÓËÄÇÎÑ ÃÞ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË
ÑÕÓÂÉÇÐËâ Í ÐÇÄÞÒÑÎÐËÏÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá: n0N�1ÿ iM� � 1,
ÅÆÇ n0, N, M ì ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ. £ÑÊÐËÍÐÑÄÇ-
ÐËÇ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÔÄâÊÂÐÑ ÔÑ ÔÍÂÚÍÂÏË ÍÓËÄËÊÐÞ ÒÓÑ×ËÎâ Ä
ÕÑÚÍÇ z � d.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÑÏÃËÐÂÙËâ ÏÑÆÇÎÇÌ (2.11) ë (2.29)
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÛËÓÑÍËÇ ÍÎÂÔÔÞ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞØ
ÏÑÆÇÎÇÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÄ Ô ÐÇÔËÐÖÔÑËÆÂÎß-
ÐÞÏË ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË e�z�. £ ÓÂÏÍÂØ
àÕËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÄÍÎÂÆ
ÓÂÊÓÞÄÑÄ ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, ÕÂÍ Ë ÇÅÑ ÒÇÓÄÑÌ
Ë ÄÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ Ë
ÒÓÑÛÇÆÛÇÌ ÄÑÎÐ.

0 1 2 3

0,67

1,00

1,33

x

d1 d2

U2

U1U

²ËÔ. 9. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÏÑÆÖÎâÙËâ ÒÓÑ×ËÎâ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ U�x�, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÑÅÑ ËÊ "ÒÑÎÖÄÑÎÐ ÏÑÆÖÎâ-
ÙËË" U1 Ë U2 (2.11), x � zLÿ11 ; ÆÎËÐÞ "ÒÑÎÖÄÑÎÐ" d1 Ë d2 (5.8)
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÊÐÂÚÇÐËâÏ y21 � 0;25; y22 � 0;5.

1,6 3,6 5,60

0,5

1,0

2,0

U2

U

U1

x

²ËÔ. 10.®ÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÒÓÑ×ËÎßU�x�, x � zLÿ1, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜËÌ
ÒÑÔÕÑâÐÐÖá ÆËÔÒÇÓÔËá ÄÑÎÐ, ÔÑÔÕÂÄÎÇÐ ËÊ ÍÓËÄÞØ U1 (2.29) Ë U2

(2.11), ÍÂÔÂáÜËØÔâ ÐÂ ÖÓÑÄÐÇ U � 1 (5.14). £ÑÎÐÑÄÞÇ ÚËÔÎÂ q Ä
ÑÃÎÂÔÕâØ U1 Ë U2 ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (2.10) Ë (2.27) ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ,M � 0;5.
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6. ¥ËÔÒÇÓÔËâ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÄÑÎÐ
Ä ÒÎÂÊÏÇ Ô ÏÑÐÑÕÑÐÐÞÏ Ë ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÞÏ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË

²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÓÇÆÂØ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß ÄÞÛÇ ÄÆÂÎË ÑÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ; ÒÓË
àÕÑÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÎÑÍÂÎßÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÏÂÕÇÓË-
ÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÞÏË à××ÇÍÕÂÏË, ÄÞÊÄÂÐÐÞÏË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË e�z�.
°ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÓâÆÂ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÄ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß e�z�
ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÊÏÇÐËÕß ÔÒÇÍÕÓÞ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë
ÒÓÑÒÖÔÍÂÐËâ ÄÑÎÐ ÄÃÎËÊË ÎÑÍÂÎßÐÞØ ÓÇÊÑÐÂÐÔÑÄ. ´ÂÍËÇ
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÖÆÑÃÐÑ ÒÓÑÔÎÇÆËÕß ÐÂ ÒÓÑÔÕÑÏ ÒÓËÏÇÓÇ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÄÑÎÐ Ä
àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÐÑÔËÕÇÎÇÌ N�z�.

±ÓË ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËË ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ àÕÂÎÑÐÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ N�z�, ÆÑÒÖÔÍÂáÜËÇ ÕÑÚÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ. ´ÂÍ, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË (1.5) ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÎâ Ä ÒÎÂÊÏÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ,
ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÐÍÙËÌ ¿ÌÓË [5]. ¥Îâ ÒÂÓÂÃÑ-
ÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ ÕÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ÆÂáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÅÑ ÙËÎËÐÆÓÂ [6].
°ÆÐÂÍÑ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕß àÕËØ ÏÑÆÇÎÇÌ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÎËÛß
ÑÆËÐ ÔÄÑÃÑÆÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ L, ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕÔâ ÔÎÑâÏË
ÒÎÂÊÏÞ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ.

¯ËÉÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÅËÃÍÂâ ÏÑÆÇÎß, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜÂâ ÒÓÑ×ËÎß ËÑÐËÊÂÙËË ÄÑ ÄÔÇÏ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
z5 0 Ô ÒÑÏÑÜßá ÆÄÖØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ a Ë b [18],

W � N�z�
N0
� 1ÿ 1

b
�U 2�zaÿ1�

b
: �6:1�

©ÆÇÔß ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÆÎËÐÂ a Ë ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ b ì
ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÏÑÆÇÎË, N0 ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ËÑÐËÊÂ-
ÙËË ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÔÓÇÆÞ z � 0; ×ÖÐÍÙËâ U�zaÿ1� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËâÏ

U

����
z�0
� 1 ; limU

����
z!1

� 0 : �6:2�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË (6.1) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ "ÐÂÔÞÜÇÐËÇ" ËÑÐËÊÂ-
ÙËË Ë ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË e Ä ÅÎÖÃËÐÇ
ÒÎÂÊÏÞ:

lim e�z�
����
z!1
� eL

�
1ÿ O 2

0

o2
�1ÿ bÿ1�

�
;

O 2
0 �

4pe2N0

eLmeff
: �6:3�

©ÆÇÔß O0 ì ÒÎÂÊÏÇÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ, meff ì à××ÇÍÕËÄÐÂâ
ÏÂÔÔÂ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ, eL ì ÓÇÛÇÕÑÚÐÂâ ÚÂÔÕß ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. ©ÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b Ä (6.1) ÎÇÉÂÕ
Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÂØ b < 0 Ë b > 1.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ S-ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ä ÔÓÇÆÇ (6.1) ÒÓË z5 0. ¯ÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÑÔË y ÊÂÆÂÇÕÔâ
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ kk, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ Í ÑÔË z. ¬ÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ex, Hy Ë Hz ÔÄâÊÂÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ:

qEx

qz
� ÿ 1

c

qHy

qt
;

qEx

qy
� 1

c

qHz

qt
; �6:4�

qHz

qy
ÿ qHy

qz
� eL

c

�
1ÿ O 2

0

o2
�1ÿ bÿ1� ÿ O 2

0U
2�z�

o2b

�
Ex : �6:5�

£ÞÓÂÉÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ ÚÇÓÇÊ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá
Ax � A0c ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (2.4), ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ
(6.4), (6.5) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË c:

q2c
qz2
� q2c

qy2
� eLo2

c2

�
1ÿ O 2

0

o2
�1ÿ bÿ1� ÿ O 2

0U
2�z�

o2b

�
c � 0 :

�6:6�

±ÇÓÇÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6.6), ËÔÒÑÎßÊÖâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá Z
(2.6) Ë ÄÄÑÆâ ÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá f :

c � fUÿ1=2 exp
�
i�kkyÿ ot�� : �6:7�

¶ÖÐÍÙËâ f ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ËÊ
(6.6),

q2f
qZ2
� f

"
p 2

U 2
ÿ eLO 2

0

c2b
ÿ 1

2U

q2U
qZ2
� 1

4U 2

�
qU
qZ

�2
#
� 0 ; �6:8�

p 2 � eL
c2
�
o2 ÿ O 2

0 �1ÿ bÿ1��ÿ k2k : �6:9�

¶ÖÐÍÙËâ U, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÂâ ÒÓÑ×ËÎß ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔË-
ÕÇÎÇÌ, ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÑÔÕÂÄÂÎÂÔß ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ. ±ÑÎßÊÖâÔß
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ Z, ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÏÑÆÇÎË ÍÂÍ ÏÑÐÑÕÑÐ-
ÐÞØ, ÕÂÍ Ë ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÞØ ÒÓÑ×ËÎÇÌ ËÑÐËÊÂÙËË W�z�,
ÆÑÒÖÔÍÂáÜËÇ ÕÑÚÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.8).

1. ±ÓÑÔÕÂâ ÏÑÆÇÎß ÏÑÐÑÕÑÐÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ ËÑÐËÊÂÙËË
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ U �
� exp�ÿZaÿ1�, ÅÆÇ a ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÆÎËÐÂ.
°ÆÐÂÍÑ àÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÄÞÓÂÉÂÇÕ ÒÓÑ×ËÎß U Ä ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Z. ¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß U Ä
âÄÐÑÌ ×ÑÓÏÇ, ÐÖÉÐÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Z � ÿa lnU
Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ Z. ²ÇÛËÄ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ, ÐÂÌÆÇÏ

U �
�
1� z

a

�ÿ1
: �6:10�

±ÓÑ×ËÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕËW�z�, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËá (6.10), ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 11.±ÑÆÔÕÂÄÎââ (6.10) Ä (6.8) Ë
ÒÇÓÇØÑÆâ Í ÐÑÄÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ u � Uÿ1 � exp�Zaÿ1�, ÒÑÎÖ-
ÚËÏ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË f ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢ÇÔÔÇÎâ:

q2f
qu2
� 1

u

qf
qu
� f

�
a2p 2 ÿ q2

u2

�
� 0 ; �6:11�

q2 � O 2
0 a

2eL
c2b

� 1

4
; u � 1� z

a
: �6:12�

±ÂÓÂÏÇÕÓ p 2 ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ Ä (6.9).
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÑÃÎÂÔÕß ÚÂÔÕÑÕ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÖá

ÖÔÎÑÄËÇÏ p 2 > 0. ¦ÔÎË q2 > 0, ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(6.11) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ¤ÂÐÍÇÎâ H

�1�
q �apu�. £ÑÊ-

ÄÓÂÜÂâÔß Í ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z, ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ×ÖÐÍÙËá c
(6.7) Ä ÄËÆÇ

c �
�����������
1� z

a

r
H �1�q

�
p�a� z�� exp�i�kkyÿ ot�� : �6:13�
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±ÑÆÔÕÂÄËÄ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ax �
� A0c Ä (2.4), ÐÂÌÆÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ:

Ex � iA0ocÿ1c ; Hz � ÿiA0kkc ;

Hy � A0

a

�
1

2u
� pa

H
�1�
q �x�

qH �1�q �x�
qx

����
x�pau

�
c : �6:14�

±ÑÎßÊÖâÔß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÌ ¤ÂÐÍÇÎâ

H �1�q �x�
����
x4 1

�
������
2

px

r
exp

�
i

�
xÿ pq

2
ÿ p

4

��
; �6:15�

ÎÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÔÓÇÆÞ �z4 a�, ÅÆÇ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÔÕß ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÔÚÇÊÂÇÕ, ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÃÇÅÖÜÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ.
¯ÂÒÓËÏÇÓ,

Ex � exp
�
i�pz� kkyÿ ot�� : �6:16�

¥ËÔÒÇÓÔËâ ÕÂÍÑÌ ÔÓÇÆÞ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (6.9).
¯ÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ ÒÎÂÊÏÞ

(6.1) ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÊÏÇÐËÕß ÔÒÇÍÕÓ ÑÕÓÂÉÇÐËâ
ÄÑÎÐ. ¥Îâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ
ÒÂÆÇÐËâ ÄÑÎÐ ËÊ ÄÑÊÆÖØÂ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÖ ÕÄÇÓÆÑÕÇÎßÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÞ. £ÄÑÆâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ R, ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË
ËÊ ÖÔÎÑÄËÌ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÎâ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË
z � 0

1� R

1ÿ R
� 2iac

o

�
1� 2ap

H
�1�
q �x�

qH �1�q �x�
qx

����
x�ap

�ÿ1
: �6:17�

±ÓÇÆÔÕÂÄÎââ ×ÖÐÍÙËá ¤ÂÐÍÇÎâ Ä ÄËÆÇ ÔÖÏÏÞ

H �1�q � Iq � iNq ;

ÅÆÇ Iq Ë Nq ì ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ Ë ¯ÇÌÏÂÐÂ, Ë ÒÑÎßÊÖâÔß
ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÆÎâ ÄÓÑÐÔÍËÂÐÂ ÒÂÓÞ ×ÖÐÍÙËÌ Iq Ë Nq

Iq�x� qNq�x�
qx

ÿNq�x� qIq�x�qx
� 2

px
; �6:18�

ÒÑÎÖÚËÏ ËÊ (6.17) ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ

R � ÿReQ� i�2oacÿ1 ÿ ImQ�
ReQ� i�2oacÿ1 � ImQ� ; �6:19�

ReQ � ÿ1� 2pa

I 2q �N 2
q

�
Iq

qIq
qx
�Nq

qNq

qx

�
;

ImQ � 4

p
1

I 2q �N 2
q

: �6:20�

£ ×ÑÓÏÖÎÂØ (6.20) ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÏ ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ Ë
¯ÇÌÏÂÐÂ âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÂ pa.

±ÓË ÓÂÔÚÇÕÂØ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÂÏ (6.19), (6.20) ÒÑÓâÆÑÍ
×ÖÐÍÙËÌ ¤ÂÐÍÇÎâ q ÏÑÉÇÕ ÒÓËÐËÏÂÕß ÎáÃÞÇ ÆÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÇÔÎË ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÎÂÊÏÞ Ä ÅÎÖÃËÐÇ
ÔÓÇÆÞ ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ. £ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ �b < 0� ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b ÑÅÓÂÐËÚÇÐÞ ÖÔÎÑ-
ÄËÇÏ q 2 5 0 (6.12).

±ÓËÏÇÓ ÚÂÔÕÑÕÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂ-
ÉÇÐËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ InSb ÆÎâ
ÒÓÑÔÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ q � 1 (6.12) ÒÓËÄÇÆÇÐ ÐÂ ÓËÔ. 12. ªÊ
cÓÂÄÐÇÐËâ ÍÓËÄÞØ 1 Ë 2 ÐÂ àÕÑÏ ÓËÔÖÐÍÇ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ
ÄÎËâÐËÇ ÒÇÓÇØÑÆÐÑÅÑ ÔÎÑâ ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÔÎÂÃËÕß
ÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄÑÌ ÒÎÂÊÏÞ Ä
ÛËÓÑÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ÚÂÔÕÑÕ.

2.®ÑÆÇÎË ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ ËÑÐËÊÂÙËËWÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ×ÖÐÍÙËË

U�Z� � cosh�Z=a0 ÿ arsinhM�����������������
1�M 2
p ; M5 0 : �6:21�

©ÆÇÔß a0 ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÆÎËÐÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË, M ì
ÔÄÑÃÑÆÐÞÌ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ. £ÞÓÂÉÂâ Z ËÊ (6.21)
Ë ÒÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (2.6), ÐÂÌÆÇÏ âÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
ÒÓÑ×ËÎâ U�z�:

U�z� �
�
cos

z

L
�M sin

z

L

�ÿ1
;

L � a0
����������������
1�M 2

p
: �6:22�

0,5 1,0 1,50

0,5

1,0

2,0

3,0

W
2

1

3

x

²ËÔ. 11. ±ÓÑ×ËÎß ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÎÂÊÏÞ W�x�, x � zLÿ1 (6.1), ÔÕÓÇÏâ-
ÜÇÌÔâ Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÒÎÂÊÏÞ Í ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ W � 1ÿ bÿ1. ©ÐÂÚÇ-
ÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b ÆÎâ ÍÓËÄÞØ 1 ë 3 ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ 2; ÿ0;5; ÿ1
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¶ÖÐÍÙËâ U Ä (6.1) ÆÎâ ÍÓËÄÞØ 1 Ë 2 ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä
(6.10), ÆÎâ ÍÓËÄÑÌ 3ì Ä (7.11).

1,0 1,5 2,0

0,2

0,5

1,0

jRj

v

1

2

²ËÔ. 12. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÑÆÖÎâ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÄÑÎÐÞ R,
ÒÂÆÂáÜÇÌ ÐÑÓÏÂÎßÐÑ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÞ InSb (eL � 12;5, N0 � 5� 1017 ÔÏÿ3) ÑÕ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÚÂÔÕÑÕÞ ÄÑÎÐÞ v � oOÿ10 (ÍÓËÄÂâ 1). ±ÓÑ×ËÎß ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ
(6.1); b � 2; ×ÖÐÍÙËâU ÆÂÐÂ Ä (6.10), a � 10ÿ4 ÔÏ. ¬ÓËÄÂâ 2ìÔÒÇÍÕÓR
ÆÎâ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ �a!1�.
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²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (6.22), ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÇ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
04 z < z1, ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏËÐËÏÖÏÂ Ä ÕÑÚÍÇ zm, ÅÆÇ

zm
L
� arctanM ; Umin � 1����������������

1�M 2
p ;

z1
L
� ÿ arctan

1

M
: �6:23�

¶ÖÐÍÙËâU�z� (6.22) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâU � 1 Ä ÕÑÚÍÂØ 0
Ë z1:

z1
L
� arcsin

2M

1�M 2
: �6:24�

´ÑÚÍË zm (6.23) Ë z1 ÎÇÉÂÕ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË
U�z�: zm < z1 < z1.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇU�z� (6.22) Ä (6.1), ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÒÓÑ×ËÎß ËÑÐËÊÂÙËË, ÔÑÔÕÑâÜËÌ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ
04 z4 z1 ËÊ ÄÞÒÖÍÎÑÌ ÆÖÅË (6.1), ÅÆÇ b1 < 0; ÒÓÑÆÑÎÉÇ-
ÐËÇ ÒÓÑ×ËÎâ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÑÅÐÖÕÑÌ ÆÖÅÑÌ
(6.1) ÒÓË b2 > 1. µÔÎÑÄËÇ ÅÎÂÆÍÑÔÕË ÍÂÔÂÐËâ Ä ÕÑÚÍÇ z1
ÔÄâÊÞÄÂÇÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ àÕËØ ÒÓÑ×ËÎÇÌ:

M1

M2
� jb1jL1

b2L2
: �6:25�

±ÓÑÆÑÎÉÂâ ÔÕÓÑËÕß ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÕÂÍËØ ÆÖÅ,
ÒÑÎÖÚËÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÌ ÅÎÂÆÍËÌ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÌ ÒÓÑ-
×ËÎß ËÑÐËÊÂÙËË N�z�. ®ÂÍÔËÏÖÏÞ Ë ÏËÐËÏÖÏÞ àÕÑÅÑ
ÒÓÑ×ËÎâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ

Nmax

N0
� 1� 1

jb1j
M 2

1

1�M 2
1

;
Nmin

N0
� 1ÿ 1

b2

M 2
2

1�M 2
2

: �6:26�

£ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ M1 �M2, jb1j � b2 ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÌ ÒÓÑ×ËÎß àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ô ÒÇÓËÑ-
ÆÑÏ 2z1 (6.24), ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÌ ÐÂ ÓËÔ. 13.

¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÒÑÎÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÑÃÎÂÔÕË
04 z4 z1, ÐÂÆÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß ×ÖÐÍÙËá U�Z� (6.21) Ä ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (6.8). £ÄÑÆâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá x, ÒÇÓÇÒË-

ÛÇÏ (6.8) Ä ÄËÆÇ

q2f
qx2
� f

�
q2 ÿ T

cosh2x

�
� 0 ; T � 1

4
ÿ �pL1�2 ; �6:27�

q2 � 1

4
� eLO 2

0L
2
1

c2jb1j ; x � Z
a0
ÿ arsinhM : �6:28�

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÕËÒÂ (6.27) ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜËÏ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÚÂÔÕËÙ ÐÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇ coshÿ2 x [26]. ±ÓË
àÕÑÏ ÔÎÇÆÖÇÕ ÇÜÇ ÓÂÊ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ coshÿ2x
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÊÆÇÔß ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ "×ÂÊÑÄÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ" Z; Ä
ÓÇÂÎßÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÓÖÅÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ (6.22). ±ÇÓÇØÑÆâ Í ÐÑÄÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ

u � 1

2
�1ÿ tanh x�

Ë ÒÓÇÆÔÕÂÄÎââ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÖá ×ÖÐÍÙËá f Ä ÄËÆÇ

f � �cosh x�iqF ; �6:29�
ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË F ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

u�1ÿ u� q
2F

qu2
ÿ �gÿ u�1� a� b�� qF

qu
ÿ abF � 0 ;

a; b � 1

2
�1ÿ 2iq� 2pL1� ; g � 1� iq : �6:30�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ a, b, g (6.30) ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇÏ

a� b� 1 � 2g ; �6:31�
×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.29) ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ
ÚÇÓÇÊ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÖá ×ÖÐÍÙËá G [27]:

F1 � G�a; b; g; u� ; F2 � G�a; b; g; 1ÿ u� : �6:32�

±ÑÎßÊÖâÔß ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (6.28) ÆÎâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ u, ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ c
(6.7) Ä ×ÑÓÏÇ

c �
����������������������������������
cos

z

L
�M sin

z

L

r
�cosh x�iq exp�i�kkyÿ ot���

� �G�a; b; g; uÿ� � SG�a; b; g; u��
�
: �6:33�

©ÆÇÔß S ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ ËÊ ÅÓÂÐËÚÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ, Gì ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ

u� � 1

2
�1� tanh x� : �6:34�

²ÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.7) Ä ÔÏÇÉÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË
z1 4 z4 z2, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÄÑÅÐÖÕÑÌ ÆÖÅÇ ÒÓÑ×ËÎâ W
(ÔÏ. ÓËÔ. 13), ÔÕÓÑâÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ (6.33). ±ÑÎßÊÖâÔß
ÖÔÎÑÄËâÏË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÎâ Ä ÕÑÚÍÂØ
z � 0; z1; z2; . . . ; ÏÑÉÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÒÑÎâ Ä
ÒÎÂÊÏÇ Ô ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË. ¹ÕÑÃÞ ÓÂÔÔÚËÕÂÕß ÒÑÎâ Ä àÕËØ ÕÑÚÍÂØ, ÐÂÆÑ ÐÂÌÕË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x (6.28). ¿ÕË
ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ ×ÖÐÍÙËË U�z�
(6.22) Ä ×ÑÓÏÖÎÖ (2.6):

x � ÿarsinhM� ln

���� 1�m� tan�z=2L�
1ÿmÿ tan�z=2L�

���� ;
m� �

����������������
1�M 2

p
�M : �6:35�

0 1 2

0,2

1,0

1,8

2

1

x

W

²ËÔ. 13. ¤ÎÖÃÑÍÑ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÎÂÊÏÞ W�x�, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÇ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (6.1), ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ
U ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (6.22). ©ÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b Ä (6.1) Ä ÑÃÎÂÔÕâØ 1 Ë 2
ÓÂÄÐÞ �1,M � 2, x � zLÿ1. ¤ÎÖÃËÐÂ ÏÑÆÖÎâÙËË K ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ 80%.
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±ÑÔÎÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍË Ä (6.35) ÊÐÂÚÇÐËÌ z � 0 Ë z1 (6.24)
ËÏÇÇÏ

x
���
z�0
� ÿarsinhM ; x

���
z�z1
� arsinhM : �6:36�

±ÓË z! z1 (6.23) ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ x (6.35) ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ. ³ ÒÑÏÑÜßá ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ x (6.36)
ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË f (6.33) Ä ÕÑÚÍÂØ ÒÇÓÇ-
ÅËÃÂ z � 0; z1; z2; . . . Ë Õ.Æ., ÓÂÊÅÓÂÐËÚËÄÂáÜËØ ÄÑÅÐÖÕÞÇ Ë
ÄÞÒÖÍÎÞÇ ÖÚÂÔÕÍË ÒÓÑ×ËÎâ W. ²ÂÊÎËÚËÇ àÕËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÄÑÎÐ Ä ÕÑÚÍÂØ ÒÇÓÇÅËÃÂ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑ×ËÎâ ËÑÐËÊÂÙËË.

¬ÑÏÃËÐËÓÖâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ U�z� (6.10) Ë (6.22),
ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÒÑÎâ Ä ÒÎÂÊÏÇ Ô ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÞÏË
ÒÓÑ×ËÎâÏË ËÑÐËÊÂÙËË; ÕÂÍÑÄÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË (6.1), ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÑÇ ËÊ ÄÞÒÖÍÎÑÌ ÆÖÅË U (6.22),
ÅÆÇ b � ÿb1 �b1 > 0�, Ë ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÖÃÞÄÂáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËËU
(6.10), ÅÆÇ b � b2 > 1. µÔÎÑÄËÇ ÅÎÂÆÍÑÅÑ ÍÂÔÂÐËâ àÕËØ
ÍÓËÄÞØ ÐÂ ÖÓÑÄÐÇ U � 1 ËÏÇÇÕ ÄËÆ

M

jb1jL �
1

b2a
: �6:37�

±ÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÐÑÔËÕÇÎÇÌ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÑÇ ÑÆÐËÏ ÏÂÍÔËÏÖÏÑÏ Nmax Ë
ÔÕÓÇÏâÜÇÇÔâ Í ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá Nc Ä ÅÎÖÃËÐÇ
ÔÓÇÆÞ, ÒÓËÄÇÆÇÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 14 (ÍÓËÄÂâ 1):

Nmax

N0
� 1� M 2

jb1j�1�M 2� ;
Nc

N0
� 1ÿ Ma

jb1jL : �6:38�

¿ÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÚÇÕÞÓÇ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ: M, b1, L Ë a. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ N,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÑÇ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ (6.38) ÑÆÐËÏ ÏËÐËÏÖÏÑÏ
Nmin,

Nmin

N0
� 1ÿ M 2

b1�1�M 2� ;
Nc

N0
� 1�Ma

b1L
�6:39�

ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 14 ÍÓËÄÑÌ 2.
¥Îâ ÓÂÔÚÇÕÂ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÒÓÑÒÖÔÍÂ-

ÐËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ Ô ÒÑÏÑÜßá

ÍÓËÄÑÌ (6.22), ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÕÂÃÖÎËÓÑÄÂÕß ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË G�a; b; g; u�. ¥Îâ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÌ ÒÓÑÄÇÓÍË
ÕÑÚÐÑÔÕË ÕÂÍÑÅÑ ÕÂÃÖÎËÓÑÄÂÐËâ ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß Ä
ÓÂÏÍÂØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.27) ÒÓÑÔÕÖá ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËË ÄÑÎÐÞ, ÍÑÅÆÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓ T Ä (6.27) ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, Õ.Ç.
4� pL1�2 � 1. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.27)
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ÄÑÎÐÑÌ

f � exp�iqx� � S exp�ÿiqx� ; �6:40�

ÅÆÇ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ q Ë ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ x ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ä (6.28) Ë
(6.35). ³ ÒÑÏÑÜßá ÓÇÛÇÐËâ (6.40) ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÐÂÌÕË,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ
ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ ÔÎÑâ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÅÑ ÑÆÐÖ "ÒÑÎÖÄÑÎÐÖ"
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÏÑÆÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ
(ÔÏ. ÓËÔ. 13). ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, àÕÑÕ ÉÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ
ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß Ä ÓÂÏÍÂØ ÑÃÜÇÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ Ô ÒÓËÏÇÐÇ-
ÐËÇÏ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ c. ³ÓÂÄÐÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ
ÒÑÊÄÑÎËÕ ÑÙÇÐËÕß ÕÑÚÐÑÔÕß ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ Ô ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËÇÏ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ.

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 11 ë 14, ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ ×ÂÊÑÄÑÌ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÓÂÔÛËÓâÇÕ ÍÓÖÅ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇ-
ÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ Ä ÊÂÆÂÚÂØ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ Ä ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞØ ÆËÔÒÇÓÅËÓÖáÜËØ ÔÓÇÆÂØ. °ÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞÇ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÂ ÕÂÍËØ ÔÓÇÆ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÊÏÇÐâáÕÔâ ÊÂ ÔÚÇÕ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË (ÔÏ. ÓËÔ. 12), ÒÓËÄÑÆâ Í ×ÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐËá ÛËÓÑÍËØ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞØ ËÐÕÇÓÄÂÎÑÄ ÔÎÂÃÑÅÑ
ÑÕÓÂÉÇÐËâ. ¯ÂÌÆÇÐÐÞÇ ÊÆÇÔß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ,
ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÒÑÊÄÑ-
ÎâáÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÔÒÇÍÕÓÞ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÄÑÎÐ Ä ÛËÓÑÍËØ
ÆËÂÒÂÊÑÐÂØ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÕËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ. ¥ÓÖÅÂâ ÒÑÔÕÂ-
ÐÑÄÍÂ ÊÂÆÂÚË ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÒÑËÔÍÑÏ ÒÓÑ×ËÎâ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜÇÅÑ ÛËÓÑÍÑÒÑÎÑÔ-
ÐÑÇ ÃÇÊÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÑÇ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËÇ ÄÑÎÐ ÚÇÓÇÊ ÇÇ ÅÓÂ-
ÐËÙÖ. ±ÓËÏÇÓÞ ÕÂÍËØ ÒÓÑ×ËÎÇÌ ÆÎâ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÂÆÇ-
ÐËâ ÄÑÎÐ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÖ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÅÑ ÏÑÆÇ-
ÎâÏË ¥ÇÃÂâ ËÎË ÑÓÇÐÙÂ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ O0 Ë eL, ÐÂÌÆÇÐÞ ÚËÔÎÇÐÐÞÏË ÏÇÕÑÆÂÏË Ä
ÓÂÃÑÕÇ [28].

7. ±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ
Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ

£ÞÛÇ ÑÃÔÖÉÆÂÎÑÔß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÒÑÎÇÌ Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ ÄÆÑÎß ÅÓÂÆËÇÐÕÂ e�z�.
°ÆÐÂÍÑ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß e�z� ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÑÄÎËâÕß Ë ÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÄÑÎÐ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâáÜËØÔâ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÏ HHe, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÄÑÎÐ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÞ.
´ÂÍËÇ à××ÇÍÕÞ, ËÊÄÇÔÕÐÞÇ Ä ÓÂÆËÑ- Ë ª¬-ÆËÂÒÂÊÑÐÂØ
[23], ÖÆÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÌ ÔÓÇÆÇ.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÓÇÊÍÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ ÆÄÖØ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆ,
ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÑÌ ÔÍÂÚÍÑÏ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑ-
ÔÕË, ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÄÑÎÐ ÄÃÎËÊË àÕÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ ÄÑÊÏÑÉÐÂ
ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÔÎÇÆÖáÜËØ ÖÔÎÑÄËÌ [29]:

Â) ÔÒÇÍÕÓ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÒÎÂÊÏÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐ
ÔÄÇÓØÖ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ oc � O0=

���
2
p

, ÅÆÇ O0 ì
ÒÎÂÊÏÇÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ;

Ã) ÄÔÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÖÃÞ-
ÄÂáÕ Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÔÓÇÆÞ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ, ÒÓËÚÇÏ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÂâ ÆÎËÐÂ ÖÃÞÄÂÐËâ ÑÆËÐÂÍÑÄÂ ÆÎâ ÄÔÇØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ;

Ä) ÒÑÎâÓËÊÂÙËÑÐÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ,
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÌÔâ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË y ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ

0 3 5

0,5

1,0

1,5

x

1 2

2 1

W

²ËÔ. 14.¯ÇÏÑÐÑÕÑÐÐÞÇ ÒÓÑ×ËÎË ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÎÂÊÏÞ
W (6.1), x � zLÿ1. ¥Îâ ÍÓËÄÑÌ 1 b1 � ÿ1, b2 � 1. ¥Îâ ÍÓËÄÑÌ 2 b1 � 2,
b2 � ÿ2. £ ËÐÕÇÓÄÂÎÂØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ 04 x4 p
Ë x5 p×ÖÐÍÙËâU ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä (6.22) Ë (6.10) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ,M � 1.
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z � 0, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÄÖÏâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏË ÔÑÔÕÂÄÎâá-
ÜËÏË Ey Ë Ez Ë ÑÆÐÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ Hx

(TM-ÒÑÎâÓËÊÂÙËâ).
ªÐÕÇÓÇÔ Í ÔÄÑÌÔÕÄÂÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕ-

ÐÞØ ÄÑÎÐ (±¿£) Ä ÒÎÂÊÏÇ Ô ÓÂÊÏÞÕÑÌ ÅÓÂÐËÙÇÌ ÔÕËÏÖÎË-
ÓÑÄÂÎ ÓÂÊÄËÕËÇ ÆÄÖØÔÎÑÌÐÑÌ ÏÑÆÇÎË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ
ÔÎÑá ÒÎÂÊÏÞ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ
ËÑÐËÊÂÙËË, ÒÓËÎÇÅÂáÜÇÏÖ ÄÆÑÎß ÖÔÎÑÄÐÑ ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË Í ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ, ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÑÏÖ ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÌ ÒÎÂÊÏÑÌ. TM-ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÕÂÍÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ, ÐÂÒÑÏËÐÂáÜÇÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÖá ÒÑ ÔÇÚÇÐËá
ÒÑÎÑÔÍÑÄÖá ÎËÐËá, ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÖá ÐÂ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÒÑÆÎÑÉÍÇ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [30].

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ àÕÑÅÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ Ä ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÊÆÇÔß Ä ÓÂÏÍÂØ ÏÇÕÑÆÂ
×ÂÊÑÄÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Z (2.6). ±ÓËÏÇÐÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÐÇ
ÕÓÇÃÖÇÕ ÄÄÇÆÇÐËâ ÖÔÎÑÄÐÞØ ÅÓÂÐËÙ Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÔÓÇÆÞ,
ÒÓËÔÖÜËØ ÏÐÑÅÑÔÎÑÌÐÑÌ ÏÑÆÇÎË, Ë ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÚÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÒÑÎÇÌ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÒÎÂÊÏÇ Ô ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. ´ÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞâÄËÕß
ÄÇÕÄË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ, ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ ÑÕ ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ
ÄÞÛÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ Â) ë Ä), ÒÓËÔÖÜËØ ÄÑÎÐÂÏ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ÔÓÇÆ Ô ÓÇÊÍÑÌ ÅÓÂÐËÙÇÌ ÓÂÊÆÇÎÂ.

±ÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚË ÖÆÑÃÐÑ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÊÆÇÎÂ 6. ¯ÂÚÐÇÏ Ô
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ S-ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ô
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË Ex, Hy Ë Hz (6.4), (6.5), ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâá-
ÜÇÌÔâ Ä ÒÎÂÊÏÇ Ô ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ (6.1).
±ÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÑ ×ÖÐÍÙËÇÌ U � �1� zaÿ1�ÿ1 (6.10), ÒÓËØÑÆËÏ
Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (6.11), (6.12) ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÒÑÎâ. ²ÇÛÇÐËâ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.11) ÊÂÄËÔâÕ
ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ p 2. °ÃÎÂÔÕß p 2 > 0, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ-
ÐÂâ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 6, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÑÎÐÂÏ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâá-
ÜËÏÔâ Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ. ¯ËÉÇ ÔÕÓÑâÕÔâ
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.11) ÒÓË ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ p 2 (6.9).

²ÇÛÇÐËâÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6.11) ÒÓË p 2 < 0 âÄÎâáÕÔâ
ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ Kq�z�, ÊÐÂÚÇÐËâ
ÍÑÕÑÓÞØ ÖÃÞÄÂáÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ z. ¿ÕË ×ÖÐÍÙËË
ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÒÑÎâ, ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ Ö ÅÓÂÐËÙÞ
ÒÎÂÊÏÞ z � 0. £ÄÑÆâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ p 2

1 � ÿp 2 > 0, ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ×ÖÐÍÙËá c (6.7) Ä ÄËÆÇ

c1 �
�����������
1� z

a

r
Kq

�
p1�a� z�� exp�i�ksyÿ ot�� : �7:1�

¬ÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÓÇÆÇ �z5 0� ÐÂØÑÆâÕÔâ
ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ (7.1) Ä (2.4):

Ex � iA1ocÿ1c1 � exEx

���
z�0

;

Hz � iA1ksc1 � hzHz

���
z�0

;

Hy � ÿA1

a

�
1

2u
� 1

Kq�pu�
qKq�pu�

qu

�
c1 ;

u � 1� zaÿ1 : �7:2�

¹ÕÑÃÞ ÄÞÚËÔÎËÕß ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ, ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ Ä
ÄÑÊÆÖØÇ ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ ÒÎÂÊÏÞ, ÐÂÌÆÇÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá ×ÖÐÍÙËá c0 ËÊ (6.6), ÒÑÎÂÅÂâ O0 � 0,

eL � 1:

c0 � exp

�
i�ksyÿ ot� � z

l

�
: �7:3�

©ÆÇÔß l ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ÔÒÂÆÂÐËâ ÒÑÎâ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÄÑÊÆÖØÇ. ±ÑÆÔÕÂÄËÄ (7.3) Ä (2.4),
ÑÒÓÇÆÇÎËÏ ÊÐÂÚÇÐËâ Ex,Hy Ë Hz Ä ÄÑÊÆÖØÇ:

Ex � iA0ocÿ1c0 ; Hy � ÿA0l
ÿ1c0 ; Hz � iA0ksc0 :

�7:4�

¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÔÄâÊÞÄÂáÜÇÇo, ks Ë l, ÔÎÇÆÖÇÕ
ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ (6.4), (6.5):

k2s �
o2

c2
� 1

l 2
: �7:5�

³ÓÂÄÐËÄÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎÇÌ Ä ÄÑÊÆÖØÇ (7.4) Ë Ä
ÒÎÂÊÏÇ (7.2) Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ ÖÔÎÑÄËâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÇ z � 0 �u � 1�, ÒÑÎÖÚËÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ

a

l
� 1

2
� 1

Kq�pa�
qKq�pau�

qu

����
u�1

: �7:6�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÎÇÄÂâ ÔÕÑÓÑÐÂ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (7.6) ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÂ, Â ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ ÖÃÞÄÂáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË Kq ÑÕÓËÙÂ-
ÕÇÎßÐÂ. ´ÂÍ ÍÂÍ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ
Ä (7.6) ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÿq, ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ alÿ1 > 0 ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕ
ÊÐÂÚÇÐËâ ËÐÆÇÍÔÂ q Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
c1 (7.1):

1

2
5 q5 0 : �7:7�

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÆÇÍÔÂ q (6.12), ÖÔÎÑÄËÇ (7.7)
ÏÑÉÇÕ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÎËÛß ÆÎâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ (6.1).
¿ÕË ÊÐÂÚÇÐËâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÓÑÔÕÖ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ
Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÒÎÂÊÏÞ (ÔÏ. ÓËÔ. 11).

³ÒÇÍÕÓÞ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÒÎÂÊÏÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÒÓË ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÏ ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(7.5) Ë (7.6), ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 15. ¿ÕË ÔÒÇÍÕÓÞ ÔÖÜÇÔÕ-

4 5 6

2,0

1,5

3,0

4,0
3

2

1

k

v

²ËÔ. 15. ³ÒÇÍÕÓÞ TE-ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ InSb (eL � 12, N0 � 3� 1016 ÔÏÿ3,
a � 10ÿ4 ÔÏ, meff � 0;01m0), ks � k� 103 ÔÏÿ1, o � v� 1013 ÓÂÆ Ôÿ1.
¯ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÏÑÆÇÎâÏË (6.1) Ë (6.10), x � zaÿ1. ¬ÓËÄÞÇ 1 ë 3 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ W Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÔÓÇÆÞ; ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ
b ÆÎâ àÕËØ ÍÓËÄÞØ ÓÂÄÇÐ ÿ0;7; ÿ0;5 Ë ÿ0;4 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

4 µ¶¯, Õ. 170, å 12
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ÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ a Ë b Ä ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËË
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ (6.1). ®ÂÔÛÕÂÃ ÑÃÎÂÔÕË ÔÒÂÆÂÐËâ
ÒÑÎâ Ä ÄÑÊÆÖØÇ l, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ËÊ (7.5), ÕÂÍÉÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
àÕËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ. ¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ
±¿£ �p 2 < 0�, ËØ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÞ ÔÄÇÓØÖ

o2 4o2
c � O 2

0

ÿ
1� jbjÿ1�� k2s c

2eÿ1L : �7:8�

£ ÑÃÎÂÔÕË ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ pa �pa5 1� ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑÇ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÓÂÔ-
ÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÄÑÎÐ Ë ÃÇÊ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ
(7.5), (7.6):

k2s �
o2

c2
� 1

a2

�
1

2
ÿ q

�2

: �7:9�

±ÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÔÒÇÍÕÓÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ
ÓËÔ. 15, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ ÄÆÑÎß ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÓÂÊÆÇÎÂ
ÄÑÊÆÖØÂ Ë ÒÎÂÊÏÞ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÐÂÍÎÑÐÐÑÏ ÒÂÆÇÐËË
ÄÑÎÐÞ ËÊ ÄÑÊÆÖØÂ ÐÂ ÒÎÂÊÏÖ ÒÓÑÇÍÙËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ kk ÐÂ àÕÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÄÔÇÅÆÂ ÏÇÐßÛÇ ÏÑÆÖÎâ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ks (7.9). ¹ÕÑÃÞ ÄÑÊÃÖ-
ÆËÕß Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÖá ÄÑÎÐÖ, ÔÎÇÆÖÇÕ
ÖÄÇÎËÚËÕß ÊÐÂÚÇÐËÇ kk, ÒÓÑÒÖÔÍÂâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÂÆÂáÜÖá
ÄÑÎÐÖ ÚÇÓÇÊ ÒÓËÊÏÖ Ô ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n > 1,
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÖá ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË z � 0 [29]. ±ÓË àÕÑÏ
ÖÔÎÑÄËÇ ÔÑÅÎÂÔÑÄÂÐËâ ÒÂÆÂáÜÇÌ Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

n sin g � kscoÿ1 : �7:10�
¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ ÓËÔ. 15, ÖÔÎÑÄËÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ ±¿£ (7.10)
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ Ä ÛËÓÑÍÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ ËÐ×ÓÂ-
ÍÓÂÔÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ.

±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÍÂÍ ËÊÏÇÐâáÕÔâ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÖÔÎÑÄËâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ
àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ Â) ë Ä), ÇÔÎË ØÑÕâ ÃÞ ÑÆÐÂ ËÊ
ÅÓÂÐËÚÂÜËØ ÔÓÇÆ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ:

1) ÔÒÇÍÕÓ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ ÓÂÔÛËÓâÇÕÔâ: ÄÏÇÔÕÑ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ o < O0=

���
2
p

ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÖÔÎÑÄËÇ (7.8), ÖÍÂÊÞ-
ÄÂáÜÇÇ ÐÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ±¿£ Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ,
ÃÑÎßÛÇÌ, ÚÇÏ ÒÎÂÊÏÇÐÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ O0 ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
z � 0;

2) Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÏÑÐÑÕÑÐÐÑÅÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
ÔÒÂÆÂ ÄÔÇØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ±¿£ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ (7.2) ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÂ: ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ Ex Ë Hz

ÒÓÑØÑÆâÕ ÚÇÓÇÊ ÏÂÍÔËÏÖÏ, Â ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ Hy ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÊÐÂÍÑÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ (ÓËÔ. 16);

3) àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ÄÑÎÐÂ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ TE-ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÂ; ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ
Ñ TE-ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ±¿£ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÅÓÂÐÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ
ÔÓÇÆÞ ÔÑÑÃÜÂÎÑÔß Ä [31].

µÓÂÄÐÇÐËÇ (6.8) ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ
±¿£ Ä ÒÎÂÊÏÇ Ë ÒÓË ÆÓÖÅËØ ÒÓÑ×ËÎâØ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÐÑÔËÕÇÎÇÌ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (6.1)
ÒÓË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ØÑÆÇ ×ÖÐÍÙËË U�z� (ÔÏ. ÓËÔ. 11,
ÍÓËÄÂâ 3):

U � exp

�
ÿ z

a

�
� 1ÿ Zaÿ1 : �7:11�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (7.11) Ä (6.8) Ë ÄÄÑÆâ ÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá Q,
ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Q � f����
U
p ;

q2Q
qx2
� 1

x

qQ
qx
�Q

�
n2 � p 2a2

x2

�
� 0 ; �7:12�

x � exp

�
ÿ z

a

�
; n2 � eLO 2

0 a
2

jbjc2 : �7:13�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7.12), ÖÃÞÄÂáÜÇÇ Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÔÓÇÆÞ Ë
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÔÎÖÚÂá b < 0, p 2 � ÿg2 4 0, ÄÞÓÂ-
ÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá ¢ÇÔÔÇÎâ Iga�nx�. £ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Í
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ z, ÒÑÎÖÚËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ c (6.7):

c � Iga

�
n exp

�
ÿ z

a

��
exp
�
i�ksyÿ ot�� : �7:14�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ×ÖÐÍÙËá c (7.14) Ä (2.4), ÐÂÌÆÇÏ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ Ä ÒÎÂÊÏÇ. ¡ÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ×ÖÐÍÙËÌ ¢ÇÔÔÇÎâ ÒÓË
ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ x

In�x�
����
x5 1

�
�
x

2

�n
1

C �n� 1� ; �7:15�

ÅÆÇGìÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËâ, ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÔÓÇÆÞ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ ÖÃÞÄÂáÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ:

Iga

�
n exp

�
ÿ z

a

�������
z4 a

�
�
n
2

�ga
exp�ÿgz�
C �1� ga� : �7:16�

±ÑÎßÊÖâÔß ÖÔÎÑÄËâÏË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÎâ Ä
ÄÑÊÆÖØÇ (7.4) Ë Ä ÔÓÇÆÇ ÒÓË z � 0, ÒÑÎÖÚËÏ Ô ÖÚÇÕÑÏ (7.5)
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ±¿£ Ä ÄËÆÇ

n
�
Igaÿ1�n� ÿ Iga�1�n�

�
2Iga�n� �

���������������������������������
�ksa�2 ÿ

�
oa
c

�2
s

: �7:17�

°ÃÎÂÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÕÂÍËØ ÄÑÎÐ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ ÖÔÎÑ-
ÄËÇÏ g 2 5 0, ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (7.8). £ ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ n5 1
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7.17) ÏÑÉÐÑ ÖÒÓÑÔÕËÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍË (7.15):

�ksa�2 ÿ
�
oa
c

�2

�
�
1� agÿ n2

4ag

�2
: �7:18�

³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÞÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ±¿£ (7.6) Ë (7.17) Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
ÏÇÉÆÖ ËØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâÏË (7.9) Ë (7.18). ¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ

0 20 40

ÿ1

0

1

ex

hy

x

²ËÔ. 16. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ
ÒÑÎâ TE-ÒÑÎâÓËÊÑÄÂÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ (ÔÏ. ÓËÔ. 15, b � ÿ0;5). ¬ÓËÄÞÇ 1 Ë 2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏ ex Ë hy (7.2), x � zaÿ1.
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ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÏÑÆÇÎË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ, Ö ÍÑÕÑÓÞØ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË U

��
z�0� 1

Ë Ä ÅÎÖÃËÐÇ U
��
z4 a
� 1ÿ bÿ1; ÃÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ë

ÊÐÂÚÇÐËâ ÅÓÂÆËÇÐÕÑÄ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÃÎËÊË ÅÓÂÐËÙÞ z � 0.
²ÂÊÐËÙÂ Ä ÔÒÇÍÕÓÂØ±¿£ ÆÎâ àÕËØ ÏÑÆÇÎÇÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (7.6) Ë (7.17), ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ W Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÔÓÇÆÞ (ÔÏ. ÓËÔ. 11).
¿ÕÂ ÚÖÄÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕß ÒÑÎÇÌ ±¿£ Í ÒÓÑ×ËÎá W ÏÑÉÇÕ
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ ÆËÂÅÐÑÔÕËÍË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÞ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ.

8. ¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÄ

£ÑÎÐÑÄÞÇ âÄÎÇÐËâ Ä ÔÓÇÆÂØ, àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍË ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË, âÄÎâáÕÔâ ÍÎáÚÇ-
ÄÞÏË ÆÎâ ÒÑÐËÏÂÐËâ ÓâÆÂ ÒÓÑÃÎÇÏ ÍÑÔÏËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË
[32], ÆËÐÂÏËÍË ÍÑÓÑÕÍËØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ËÏÒÖÎßÔÑÄ Ä ÔÒÎÑÛ-
ÐÞØ ÔÓÇÆÂØ [33], ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ ÆËÂÅÐÑÔÕËÍË ÃÞÔÕÓÞØ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÑÄ [34]. £ÓÇÏÇÐÐ �yÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑ-
ÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÏÑÅÖÕ ÓÂÆËÍÂÎßÐÑ ËÊÏÇÐËÕß ÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÞÇ
Ë ÒÓÇÎÑÏÎâáÜËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÕÂÍËØ ÔÓÇÆ. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ
à××ÇÍÕÂ ¥ÑÒÎÇÓÂ, ÅÆÇ ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍÂ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ
ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÆÄËÉÇÐËÇÏ ÑÕÓÂÉÂÕÇÎâ, ÊÆÇÔß ÃÖÆÇÕ ÑÃÔÖÉ-
ÆÂÕßÔâ àÄÑÎáÙËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ Ä ÐÇÒÑÆÄËÉ-
ÐÞØ ÔÓÇÆÂØ, ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÍÑÕÑÓÞØ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË t.

£ÂÉÐÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂ ÕÂÍËØ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÄÑÎ-
ÐÑÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ì ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÇÇ ÆËàÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. °ÕÆÇÎßÐÞÇ ÔÎÖÚÂË, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÇ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÏ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏ ÄÂÓËÂÙËâÏ
e�t� Ë ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ËÊÏÇÐÇÐËá e�t�, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ
[11, 35]. °ÆÐÂÍÑ Ä ÓâÆÇ ÊÂÆÂÚ ÍÂÍ ÒÓËÍÎÂÆÐÞØ, ÕÂÍ Ë
ÂÍÂÆÇÏËÚÇÔÍËØ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÔËÕÖÂÙËË, ÍÑÅÆÂ ÒÇÓËÑÆ ÍÑÎÇ-
ÃÂÐËÌ ÒÑÎâ T Ë ÄÓÇÏâ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÔÓÇÆÞ t0 ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ
ÄÇÎËÚËÐÂÏË ÑÆÐÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ. £ àÕËØ ÔÎÖÚÂâØ ÑÕÐÑÛÇÐËâ
t0T

ÿ1 ËÎË Ttÿ10 ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÏÂÎÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË, Â ÆÎâ
ÂÐÂÎËÊÂ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÓÑÃÎÇÏ ÕÓÇÃÖáÕÔâ ÕÑÚÐÞÇ ÂÐÂÎËÕË-
ÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ô ÊÂÄËÔâÜËÏË ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË. ´ÂÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÔÕÓÑâÕÔâ ÊÆÇÔß
ÆÎâ ÒÓÑÔÕÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ, ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂáÜËØ, ÚÕÑ ÆËÐÂÏËÍÂ
ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÔÓÇÆÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÂÍÕÑÓÂÏË, ÐÇ ÊÂÄËÔâ-
ÜËÏË ÑÕ ÒÑÎâ ÄÑÎÐÞ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÐÂÅÓÇÄÑÏ, ËÑÐËÊÂÙËÇÌ
ËÎË ×ÂÊÑÄÞÏË ÒÇÓÇØÑÆÂÏË [36]; Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÕÂÍÂâ
ÏÑÆÇÎß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÃÞÔÕÓÞØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË Ä ÔÓÇÆÂØ, ÄÑÊÏÖÜÇÐÐÞØ ÎÂÊÇÓÐÞÏ
ËÏÒÖÎßÔÑÏ [37]. £ ÓÂÏÍÂØ ÕÂÍÑÌ ÏÑÆÇÎË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄËÕß ËÐÆÖÍÙËá D ÒÑÎâ E Ä ÔÓÇÆÇ Ä ÄËÆÇ

D�t� � e�t�E�t� ; e�t� � n20U
2�t� : �8:1�

©ÆÇÔß n0 ì ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÔÓÇÆÞ ÆÑ ÐÂÚÂÎÂ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË, ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ U�t� ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕ ÆËÐÂÏËÍÖ àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ. ¯ËÉÇ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÕÔâ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇÏ ÄÑÎÐ, Õ.Ç. ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß e�t�
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ U�t�. ¹ÕÑÃÞ
ÐÂÌÕË ÑÕÓÂÉÇÐËÇ Ë ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÄÑÎÐ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÔÓÇÆÞ (8.1), ÐÖÉÐÑ ÓÇÛËÕß ÕÓË ÊÂÆÂÚË:

Â) ÒÑÔÕÓÑËÕß ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ
ÔÓÇÆÞ (8.1);

Ã) ÐÂÌÕË âÄÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ U�t�, ÒÓË-
ÄÑÆâÜËØ Í ÕÂÍËÏ ÓÇÛÇÐËâÏ;

Ä) ÑÃÑÃÜËÕß ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÓÇÐÇÎâ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËâ ÄÑÎÐ ÑÕ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÓÇÆ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞØ
×ÖÐÍÙËâÏË U�t�.

¿ÕË ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÓÇÆ ÖÆÑÃÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕ-
ÓËÄÂÕß, ÓÂÊÄËÄÂâ ÏÇÕÑÆ ×ÂÊÑÄÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ, ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÐÐÞÌ ÓÂÐÇÇ Ä ÑÒÕËÍÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÄ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 2). £ÄÑÆâ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ×ÂÊÑÄÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ Z
(2.6) ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá t, ËÏÇáÜÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÄÓÇÏÇÐË:

t �
�t
0

dt1
U�t1� ; �8:2�

ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÆÎâ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ
ÛËÓÑÍËÇ ÍÎÂÔÔÞ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ Ä ÄËÆÇ ÃÇÅÖÜËØ
ÄÑÎÐ. ´ÂÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÊÄÑÎâáÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä âÄÐÑÌ
×ÑÓÏÇ ÄÎËâÐËÇ ÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÆËàÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÔÓÇÆÞ ÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËá ÄÑÎÐ.

¹ÕÑÃÞ ÒÑÍÂÊÂÕß ÑÔÐÑÄÐÞÇ àÕÂÒÞ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ,
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÒÂÆÇÐËÇ ÄÑÎÐ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ ÐÂ
ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ z5 0, ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÑÇ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ
ÆËàÎÇÍÕÓËÍÑÏ (8.1). ²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÎËÐÇÌÐÑ ÒÑÎâÓËÊÑ-
ÄÂÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Ô ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË Ex Ë Hy Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË z
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä àÕÑÏ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ

qEx

qz
� ÿ 1

c

qHy

qt
; ÿ qHy

qz
� 1

c

qDx

qt
: �8:3�

¯ÂÌÆÇÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚ Â) ë Ä) ÆÎâ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(8.3).

©ÂÆÂÚÂ Â. ±ÓÑÆÑÎÉÂâ ÂÐÂÎÑÅËá Ô ÒÑÆØÑÆÑÏ, ÑÒËÔÂÐ-
ÐÞÏ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2, ÏÑÉÐÑ ÓÇÛÂÕß ÔËÔÕÇÏÖ (8.3) ÆÄÖÏâ
ÔÒÑÔÑÃÂÏË.

1. £ÞÓÂÊËÄ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ Ex Ë Hy ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá
c1 (2.4), ÔÄÇÆÇÏ ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (8.3) Í ÕÑÉÆÇÔÕÄÖ; ÒÓË
àÕÑÏ ÄÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä (8.3) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

q2c1

qz2
ÿ n20U

2�t�
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� n20
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qt
: �8:4�

£ÄÇÆÇÏ ÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá

F1 � c1

���������
U�t�

p
�8:5�

Ë, ÒÑÎßÊÖâÔß ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ t (8.2), ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(8.4):
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·ÑÕâ ×ÖÐÍÙËâ U�t� ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÐÇ ËÊÄÇÔÕÐÂ, ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâ (8.2) Ë (8.4) ÒÑÊÄÑÎËÎË ËÔÍÎáÚËÕß ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË ÍÑà××ËÙËÇÐÕ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8.4);
ÄÎËâÐËÇ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ Ä
ÔÍÑÃÍÂØ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (8.6).

¹ÕÑÃÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß U�t�, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÒÓÑÔÕÑÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÔÍÑÃÍÂØ Ä (8.6) ÓÂÄÐÑ
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÿp 2

1 :

U

2

q2U
qt 2
� 1

4

�
qU
qt

�2

� ÿp 2
1 : �8:7�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÔÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8.6)
ÒÑÔÕÑâÐÐÞ [37]:

q2F1

qz2
ÿ n20

c2
q2F1

qt2
� n20 p

2
1

c2
F1 : �8:8�

4*
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²ÇÛÇÐËÇ (8.8) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä ÄËÆÇ ÃÇÅÖÜÇÌ
ÄÑÎÐÞ:

F1 � exp
�
i�q1zÿ ot�� ;

q1 � on0cÿ1N ; N �
����������������������
1ÿ p 2

1o
ÿ2

q
: �8:9�

±ÑÆÔÕÂÄËÄ (8.9) Ä (8.5), ÐÂÌÆÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË
c1:

c1 �
A1 exp

�
i�q1zÿ ot�����������
U�t�p : �8:10�

©ÆÇÔß A1 ì ÐÑÓÏËÓÑÄÑÚÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ. ±ÑÎßÊÖâÔß ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâÏË (2.4), ÐÂÌÆÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÎâ
Ä ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÔÓÇÆÇ:

Ex � io
cU�t�

�
1ÿ i

2o
qU
qt

�
c1 ; Hy � iq1c1 : �8:11�

2. ¥ÓÖÅÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÓÇÛÇÐËâ ÔËÔÕÇÏÞ (8.3) ÔÑÔÕÑËÕ Ä
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÎâ ÚÇÓÇÊ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÖá
×ÖÐÍÙËá c2 ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô (2.19):

Ex � 1

n20U
2�t�

qc2

qz
; Hy � 1

c

qc2

qt
: �8:12�

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÇÓÄÑÅÑ ÔÒÑÔÑÃÂ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ (8.12) Ä
ÔËÔÕÇÏÖ (8.3) ÄÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä (8.3) ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ
ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ, Â ÒÇÓÄÑÇ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

q2c2

qz2
ÿ n20U

2�t�
c2

q2c2

qt 2
� 0 : �8:13�

£ÄÇÆÇÏ ÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá F2 � c2U
ÿ1=2 Ë, ÒÑÎßÊÖâÔß ÒÇÓÇ-

ÏÇÐÐÑÌ t, ÒÇÓÇÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (8.13) Ä ×ÑÓÏÇ

q2F2

qz2
ÿ n20

c2
q2F2

qt2
� n20

c2
F2

"
U

2

q2U
qt 2
ÿ 1

4

�
qU
qt

�2
#
: �8:14�

±ÓËÓÂÄÐâÄ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÔÍÑÃÍÂØ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (8.14)
ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÇ p 2

2 :

U

2

q2U
qt 2
ÿ 1

4

�
qU
qt

�2

� p 2
2 ; �8:15�

ÄÐÑÄß ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏË, ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÇ ÒÑÔÎÇ ÊÂÏÇÐÞ p2 ! p1 Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
(8.8). ©ÂÒËÔÂÄ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÄËÆÇ ÃÇÅÖÜÇÌ
ÄÑÎÐÞ, ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ×ÖÐÍÙËá c2 ÍÂÍ

c2 � A2

���������
U�t�

p
exp
�
i�q2zÿ ot�� ;

q2 � on0cÿ1N2 ; N2 �
����������������������
1ÿ p 2

2o
ÿ2

q
: �8:16�

±ÑÆÔÕÂÄËÄ (8.16) Ä (8.12), ÐÂÌÆÇÏ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ:

Ex � iq2

n20U
2�t� c2 ; Hy � ÿ io

U�t�
�
1ÿ i

2o
qU
qt

�
c2 : �8:17�

£ÞÓÂÉÇÐËâ (8.11) Ë (8.17) ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÆÄÂ ÕËÒÂ ÓÇÛÇ-
ÐËÌ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ. ¿ÕË ÓÇÛÇÐËâ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕâÏ U�t�, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÏÞÏ ÐÇâÄÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (8.7) Ë (8.15). ¯ÂÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß
àÕË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ, ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂâ, ÚÕÑ Ä

ÏÑÏÇÐÕ ÐÂÚÂÎÂ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÊÐÂÚÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË U ÓÂÄÐÞ 1.

©ÂÆÂÚÂ Ã. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÐÂÚÂÎÂ ÏÑÆÇÎß ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË U�t�, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÖá
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (8.7). ±ÑÔÎÇ ÊÂÏÇÐÞ U � Q 2 Ë ÒÇÓÇØÑÆÂ Í
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ t (8.2) ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÓÇÛÇÐËâ (8.7) Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÍÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ p 2 Ä ÆÄÖØ ×ÑÓÏÂØ:

U1 �
�
cos

t
T1
�M1 sin

t
T1

�2

; p 2 � ÿT 2
1 < 0 ; �8:18�

U2 �
�
cosh

t
T2
�M2 sinh

t
T2

�2

; p 2 � T 2
2 > 0 : �8:19�

©ÆÇÔß M1 Ë M2 ì ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÏÑÆÇÎÇÌ, T1 Ë
T2 ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÄÓÇÏÇÐÂ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ
ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË.

³ÎÇÆÖÇÕ ÒÑÆÚÇÓÍÐÖÕß, ÚÕÑ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËâØ (8.18) Ë (8.19)
×ËÅÖÓËÓÖÇÕ ÐÇ ÓÇÂÎßÐÑÇ ÄÓÇÏâ t, Â ÒÂÓÂÏÇÕÓ t. ¹ÕÑÃÞ
ÐÂÌÕË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË U�t� Ä ÓÇÂÎßÐÑÏ ÄÓÇÏÇÐË, ÏÑÉÐÑ
ÄÞÓÂÊËÕß t ËÊ àÕËØ ×ÑÓÏÖÎ Ë ÒÑÆÔÕÂÄËÕß Ä ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ t
(8.2). ®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ×ÑÓÏÂÎËÊÏ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ ÂÐÂ-
ÎÑÅËÚÇÐ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá U Ä ÊÂÆÂÚÂØ Ñ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ
ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂØ (2.29) ë (2.33). ´ÂÍ, ÒÑÎßÊÖâÔß (8.18), ÒÑÎÖ-
ÚËÏ

t
T1
� arccos

����������������
U1

1�M 2
1

s
� arcsin

M1����������������
1�M 2

1

q : �8:20�

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ (8.20) Ë (8.2) Ë ÒÓËÓÂÄÐËÄÂâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ
ÆÎâ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎÑÄ dt, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖáÜÇÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß U ÑÕ ÓÇÂÎßÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t:

qU1

qt
� � 2

T1

������������������������
1�M 2

1

U1
ÿ 1

s
: �8:21�

©ÐÂÍË "�" Ë "ÿ" ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÌ Ë ÖÃÞÄÂá-
ÜÇÌ ÄÇÕÄâÏ ×ÖÐÍÙËË U1.

£ÑÔØÑÆâÜÂâ ÄÇÕÄß ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8.21) ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕ ÓÑÔÕ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ U1 � 1 ÆÑ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ
Umax � 1�M 2

1 :

t

T11
� 1

2

"
M1 ÿ

�������������������������������������
U1�1�M 2

1 ÿU1�
q

�

� �1�M 2
1 �
 
arcsin

����������������
U1

1�M 2
1

s
ÿ arcsin

1����������������
1�M 2

1

q !#
:

�8:22�
¥ÎËÕÇÎßÐÑÔÕß àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ~t1 ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ

~t1
T11
� 1

2

"
M1 � �1�M 2

1 � arccos
1����������������

1�M 2
1

q #
: �8:23�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8.21), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÖÃÞÄÂÐËá
×ÖÐÍÙËË ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËâ Umax ÆÑ U � 1, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

tÿ ~t1
T12

� 1

2

" �������������������������������������
U1�1�M 2

1 ÿU1�
q

�

� �1�M 2
1 �
 
p
2
ÿ arcsin

����������������
U1

1�M 2
1

s !#
: �8:24�
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©ÆÇÔß T11 Ë T12 ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÄÓÇÏÇÐÂ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ Ë
ÖÃÞÄÂÐËâ ×ÖÐÍÙËË U1�t�. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ àÕË ÄÓÇÏÇÐÂ
ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÓÂÊÎËÚÐÞ; Ä ÔÎÖÚÂÇ T11 6� T12 ×ÑÓÏÂ ÍÓËÄÑÌ
U1�t� ÂÔËÏÏÇÕÓËÚÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ Umax.

®ÑÆÇÎß U�t� Ä ÔÎÖÚÂÇ (8.19) ÐÂØÑÆËÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ.
µÃÞÄÂÐËÇ ×ÖÐÍÙËËU � U2 ÑÕ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâU � 1
ÆÑ ÏËÐËÏÖÏÂ Umin � 1ÿM 2

2 (ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ, ÚÕÑ
M 2

2 < 1) Ë ÄÓÇÏâ àÕÑÅÑ ÖÃÞÄÂÐËâ ~t2 ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËâÏË

t

T21
� 1

2

"
M2 ÿ

�������������������������������������
U2�U2 �M 2

2 ÿ 1�
q

�

� �1ÿM 2
2 �
 
arcosh

1����������������
1ÿM 2

2

q ÿ arcosh

����������������
U2

1ÿM 2
2

s !#
;

�8:25�
~t2
T21
� 1

2

"
M2 � �1ÿM 2

2 � arcosh
1����������������

1ÿM 2
2

q #
: �8:26�

£ÑÊÓÂÔÕÂáÜÂâ ÄÇÕÄß ÍÓËÄÑÌ U�t� ÊÂÆÂÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ

tÿ ~t2
T22

� 1

2

" �������������������������������������
U2�U2 �M 2

2 ÿ 1�
q

�

� �1ÿM 2
2 � arcosh

����������������
U2

1ÿM 2
2

s #
: �8:27�

©ÆÇÔß T21 Ë T22 ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÄÓÇÏÇÐÂ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË.
¹ÇÓÇÆÑÄÂÐËÇÏ ÄÇÕÄÇÌU1 ËU2 ÒÓË ËØ ÅÎÂÆÍÑÏ ÍÂÔÂÐËË

ÏÑÉÐÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÕß ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÆËàÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË e�t�. ²ÇÛÇÐËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ
àÕË ÄÇÕÄË, ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÆÄÂ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ ì ÄÇÎË-
ÚËÐÖ M, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ë ×ÑÓÏÖ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ,
Ë ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ T. µÔÎÑÄËâ ÅÎÂÆÍÑÔÕË ÍÂÔÂÐËâ
ÐÂÍÎÂÆÞÄÂáÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâ ÐÂ ÄÞÃÑÓ ÊÐÂÚÇÐËÌ M ÆÎâ
ÔÑÔÇÆÐËØ ÄÇÕÄÇÌ. ´ÂÍ, ÒÓË ÍÂÔÂÐËË ÐÂ ÖÓÑÄÐÇ U � 1 àÕË
ÄÇÎËÚËÐÞ ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

M1

M2
� T12

T21
: �8:28�

±ÓËÏÇÓ ÐÇÔËÐÖÔÑËÆÂÎßÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ×ÖÐÍÙËË U�t�,
ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (8.22) ë (8.28), ÒÓËÄÇÆÇÐ ÐÂ
ÓËÔ. 17.

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË U�t�, ÑÒÓÇÆÇÎâÇ-
ÏÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (8.7), ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8.15) ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕ ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÖá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß U�t�, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÖá
ÏÑÆÇÎË (2.11):

U�t� � 1� s1t

t1
� s2t

2

t 22
: �8:29�

©ÆÇÔß t1 Ë t2 ì ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÄÓÇÏÇÐÂ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË, ÄÇÎË-
ÚËÐÂ p 2

2 (8.15) ÔÄâÊÂÐÂ Ô t1 Ë t2 ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

p 2
2 �

s2

t 22
ÿ s21
4t 21

; s1 � 0;�1 ; s2 � 0;�1 : �8:30�

£ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ s1, s2, t1, t2
×ÖÐÍÙËâ (8.29) ÏÑÉÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÍÂÍ ÏÑÐÑÕÑÐÐÞÇ ËÊÏÇ-
ÐÇÐËâ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÕÂÍ Ë ×ÑÓÏËÓÑ-
ÄÂÐËÇ Ä ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÏÑÏÇÐÕ àÍÔÕÓÇÏÖÏÂ Um.

¤ÎÂÆÍÑÇ ÍÂÔÂÐËÇ ÍÓËÄÞØ (8.29) Ë ÍÓËÄÞØ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ
ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8.21), ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÇÜÇ ÃÑÎÇÇ
ÓÂÔÛËÓËÕß ÍÓÖÅ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ ÆËàÎÇÍÕ-
ÓËÍÇ.

©ÂÆÂÚÂ Ä. ¹ÕÑÃÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÒÎÑÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ, ÒÂÆÂáÜÇÌ ËÊ ÄÂÍÖÖÏÂ ÐÑÓÏÂÎßÐÑ Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ×ÖÐÍÙËá c0, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜÖá ÒÑÎÇ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ, Ä ÄËÆÇ

c0 � A0 exp
�
i�k0zÿ ot�� : �8:31�

¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÒÑÎâ (8.6) Ë
(8.14) ÆÎâ ÄÂÍÖÖÏÂ �n0 � 0, U � 1�. ¬Ñà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËâ ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËÌ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ
Ë ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÒÑÎâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÔÓÇÆÞ z � 0.
±ÓË ÑÒËÔÂÐËË ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÄÑÎÐ ÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ
(8.7) ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ Ä ÄÂÍÖÖÏÇ ÐÂØÑÆâÕÔâ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂ-
ÐÑÄÍÇ (8.31) Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2.4). ¬ÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ Ä
ÔÓÇÆÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË (ÔÏ.
ÓËÔ. 17) ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË (8.11). ±ÑÎßÊÖâÔß ÖÔÎÑÄËâÏË
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË, ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËâ ÆÎâ àÕÑÌ ÔÓÇÆÞ Ä ÄËÆÇ

R1 � 1ÿ n1
1� n1

; n1 � n0U1�t�N1

�
1ÿ i

2o
qU1

qt

�
: �8:32�

¥Îâ ÏÑÆÇÎË (8.29) ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÄÞÚËÔÎâÇÕÔâ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ:

R2 � 1ÿ n2
1� n2

; n2 � n0U2�t�N2

�
1� i

2o
qU
qt

�ÿ1
: �8:33�

¶ÑÓÏÖÎÞ (8.32) Ë (8.33) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÑÃÑÃÜÇ-
ÐËÇ ×ÑÓÏÖÎ ¶ÓÇÐÇÎâ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÑÕ ÐÇÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ¿ÕË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÞâÄÎâáÕ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓ ÑÕÓÂÉÇÐËâ: ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ R1; 2 ÊÂÄËÔâÕ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÏÅÐÑÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ U�t�, ÐÑ Ë ÑÕ ËØ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ. £ ÚÂÔÕÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕß
ËÔÚÇÊÂÇÕ �U1; 2 � 1, N1; 2 � 1�, ÄÞÓÂÉÇÐËâ (8.32), (8.33)
ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä ËÊÄÇÔÕÐÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ¶ÓÇÐÇÎâ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓ-

0 1 2 3

0,8

1,0

1,5

1,8

dbo

a

c

v

U2

²ËÔ. 17. ¯ÇÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ×ÖÐÍÙËË U2�v�, v � tT ÿ111 , ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâÏË (8.23) ë (8.27) ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
M1 � 0;4, M2 � 0;6. £ÇÕÄË oa, ab, bc Ë cd, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÇ àÕËÏË
ÓÇÛÇÐËâÏË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ ÄÓÇÏÇÐÂÏ T12 � 0;5T11,
T21 � 0;75T11, T22 � 1;5T11.
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ÐÑÌ ÔÓÇÆÞ

R � �1ÿ n0��1� n0�ÿ1 :
®ÐËÏÞÇ ÚÂÔÕË ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÑÕÓÂÉÇ-

ÐËâ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ, ÑÕÓÂ-
ÉÇÐÐÑÌ ÑÕ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÔÓÇÆÞ. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË
ÑÕÓÂÉÇÐËË ÑÕ ÔÓÇÆÞ (8.29) ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ R2

(8.33) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÊÂÒËÔÂÐ Ä ×ÑÓÏÇ R2 � jR2j exp�ij�, ÅÆÇ
×ÂÊÂ j ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË:

sinj � n0N2U2U
0
2oA

ÿ1=2 ; U 02 �
qU2

qt
;

A �
"
N 2

2 ÿ �n0U2�2 ÿ
�
n0U2U

0
2

2o

�2
#2
�
�
n0N2U2U

0
2

o

�2

:

�8:34�

°ÒÓÇÆÇÎââ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÚÂÔÕÑÕÞ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ Do,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ×ÂÊÞ j (8.34) ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË,
ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ

Do
o
� ÿ 1

o
qj
qt

�8:35�

Ë ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ j (8.34), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ
ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÚÂÔÕÑÕÞ ÒÓË ÑÕÓÂÉÇÐËË ÑÕ cÓÇÆÞ c
e�t� � n20U

2�t�
Do
o
� ÿ n0N2

o2
����
A
p

�
U2U

00
2 � �U 0�2 ÿ

A 0UU 00

2A

�
�

�
"
1ÿ

�
n0N2

o
UU 0����

A
p

�2
#ÿ1=2

: �8:36�

±ÓËÏÇÐÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕß ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÊÂÆÂÚË ÑÃ ÖÛËÓÇÐËË ÔÒÇÍÕÓÂ ÄÑÎÐÞ,
ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÑÕ ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ, ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÐÑÔËÕÇÎÇÌ Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÃÞÔÕÓÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÊÂ ÔÚÇÕ ËÑÐËÊÂÙËË ÏÑÜÐÞÏ
ÎÂÊÇÓÐÞÏ ÒÖÚÍÑÏ. ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË
ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÖá ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕß ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ Ä
×ÑÓÏÇ [24]

e�t� � eL

�
1ÿ O 2

0K�t�
o2

�
� eL

�
1ÿ O 2

0

o2

�
U 2�t� : �8:37�

©ÆÇÔß eL ìÓÇÛÇÕÑÚÐÂâ ÚÂÔÕß ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇ-
ÏÑÔÕË, ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ K�t� ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑ-
ÄËá K

��
t�0� 1. ¶ÖÐÍÙËáU�t� ÄÞÃÇÓÇÏ Ä ×ÑÓÏÇ (8.29); ÒÓË

àÕÑÏ ÓÑÔÕ ËÑÐËÊÂÙËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖÏÇÐßÛÇÐËá U�t�.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÇÉËÏ, ÍÑÅÆÂ ËÑÐËÊÂÙËâ ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÏÂÍÔË-
ÏÖÏÂ ÊÂ ÄÓÇÏâ T Ë ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÒÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ Nm � N0Km; ÒÓË àÕÑÏ ×ÖÐÍÙËâ U ÆÑÔÕËÅÂÇÕ
ÏËÐËÏÖÏÂ Um < 1. ¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ t1
Ë t2 Ä ÏÑÆÇÎË (8.29), ÊÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÏÑÏÇÐÕ t � T
ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÖÔÎÑÄËâ

qU
qt

����
t�T
� 0 ;

U 2
m

����
t�T
�
�
1ÿ t 22

4t 21

�2

�
�
1ÿ O 2

0Km

o2

��
1ÿ O 2

0

o2

�ÿ1
: �8:38�

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (8.38) ÐÂÌÆÇÏ ÊÐÂÚÇÐËâ t1, t2 Ë p 2
2 :

t1 � T

2�1ÿUm� ; t2 � T���������������
1ÿUm

p ; p 2
2 �

Um�1ÿUm�
T 2

:

�8:39�

°ÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÇ ÖÛËÓÇÐËÇ ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÕÓÂÉÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 18. ¬ÓÂÔÐÞÌ ÔÆÄËÅ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÚÂÔÕÑÕÞ
ÔÄâÊÂÐ Ô ÖÏÇÐßÛÇÐËÇÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÒÑÎÖÒÓÑ-
ÄÑÆÐËÍÂ ÒÓË ÓÑÔÕÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÃÓÂÕËÕß ÄÐËÏÂ-
ÐËÇ ÐÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÐÇÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞØ
ËÊ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÄÇÕÄÇÌ ×ÖÐÍÙËÌ U1 Ë U2. ¤ËÃÍÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ
ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂÎËÚËÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÚÇÏ
ÆÄÖØ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÄÇÕÄË ×ÖÐÍÙËÌ
U1 Ë U2.

ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÒÑÔÕÓÑËÕß ÛËÓÑÍËÇ ÍÎÂÔÔÞ ÕÑÚÐÞØ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇ-
ÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÆËàÎÇÍÕ-
ÓËÍÑÄ; àÕË ÓÇÛÇÐËâ ÑÒËÔÞÄÂáÕ àÄÑÎáÙËá ÒÑÎÇÌ ÒÓË
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËË ÒÇÓËÑÆÂ ÄÑÎÐ T Ë ÄÓÇÏÇÐË
ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÔÓÇÆÞ t0. °ÕÏÇÕËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÕÂÍÑÌ
àÄÑÎáÙËË.

1. £ ÑÕÓÂÉÇÐËË ÄÑÎÐ ÑÕ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ à××ÇÍÕÞ (8.32), (8.33),
ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÒÇÓÄÑÌ Ë ÄÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË e�t�. ¿ÕË à××ÇÍÕÞ ÐÂÒÑÏËÐÂáÕ ÄÎËâÐËÇ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ Ë ÍÓËÄËÊÐÞ ÒÓÑ×ËÎâ ÐÂ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÄÑÎÐ ÑÕ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ, ÑÕÏÇÚÇÐÐÑÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.

2. ¶ÑÓÏÖÎÞ (8.9) Ë (8.16) ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÐÂ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ
ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ Ë ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÆËÔÒÇÓÔËË Ä ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ
ÔÓÇÆÂØ. ¿ÕË ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ à××ÇÍÕÞ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞÇ
×ÂÍÕÑÓÂÏË N1 Ë N2, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÞ ÍÑÐÇÚÐÞÏË ÄÓÇÏÇÐÂÏË
ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË.

¦ÔÎË ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÄÓÇÏÇÐÂ t1 Ë t2 Ä ÏÑÆÇÎË U�t� (8.29)
ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ tÿ22 � �4t 21 �ÿ1, ÕÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓ (8.30),
ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÆËÔÒÇÓÔËá ÔÓÇÆÞ, ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, Â
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÄÇÐ 1. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÚÂÔÕÐÑÅÑ ÄËÆÂ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË (8.29)

U2 �
�
1� s1t

2t1

�2

�8:40�

ÆËÔÒÇÓÔËâ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÂâ ÍÑÐÇÚÐÞÏË ÄÓÇÏÇÐÂÏË ÓÇÎÂÍ-
ÔÂÙËË e�t�, ËÔÚÇÊÂÇÕ.

3. ¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÄÑÎÐ Ä ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓ-
ÐÞØ ÔÓÇÆÂØ (8.9) Ë (8.16) ÐÂÒÑÏËÐÂáÕ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÞÔÑÍÑÚÂÔÕÑÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÒÎÂÊÏÇ; ÒÓË

0 20 50 100

ÿ12

ÿ9

ÿ6

ÿ3

0

t; 10ÿ15 c

u

²ËÔ. 18. ¯ÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÖÛËÓÇÐËÇ ÔÒÇÍÕÓÂ ÄÑÎÐÞ l � 30 ÏÍÏ
�Dooÿ1 � u� 103�, ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÑÕ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÎÂÊÏÞ InSb
(eL � 12;25; N0 � 1017 ÔÏÿ3), ÒÓË ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ Ä
100 ÓÂÊ ÊÂ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ T � 100� 10ÿ15 c.
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àÕÑÏ ÄÇÎËÚËÐÞ p 2 ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÍÄÂÆÓÂÕÖ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÌ
ÚÂÔÕÑÕÞ. £ ÔÎÖÚÂÇ pÿ2o2 � 1 ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÑÎÐÑÇ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËÇ ÄÑÎÐ ÑÕ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ.

9. ´ÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÓÇÆ
Ô ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕßá

£ÎËâÐËÇ ÃÞÔÕÓÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔË-
ÕÇÎÇÌ Ä ÆËàÎÇÍÕÓËÍÇ ÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËá ÄÑÎÐ ÑÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ Ë
ª¬-ÆËÂÒÂÊÑÐÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 8 ÃÇÊ ÖÚÇÕÂ
ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ÔÓÇÆÞ Ë ÒÑÅÎÑÜÇÐËâ ÄÑÎÐ. °ÆÐÂÍÑ ÓÑÎß
ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ÏÑÉÇÕ ÔÕÂÕß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ, ÍÑÅÆÂ ÄÍÎÂÆ
ÐÇÄÑÊÏÖÜÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ N Ä Re e ÐÇÄÇÎËÍ, Â
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ N ÐÇ ÏÇÐâáÕ àÕÑÅÑ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâ. ±ÓË àÕÑÏ Re e � eL, Â ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÒÓÑÄÑÆËÏÑ-
ÔÕË s ËÊÏÇÐâáÕÔâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ N�t�. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÐÂÆÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÄÎËâÐËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇ-
ÎÇÌ ÍÂÍ ÐÂ ÆËÔÒÇÓÔËá, ÕÂÍ Ë ÐÂ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÄÑÎÐ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ ÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÒÂÆÇÐËâ ÄÑÎÐ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ.
£ÐÑÄß ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (8.3), ÒÑÎÂÅÂâ ÕÇÒÇÓß [38]

Dx � eLEx �
�t
0

s�t 0�Ex dt
0 : �9:1�

±ÓÇÆÔÕÂÄÎââ ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß s�t� Ô ÒÑÏÑÜßá
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË P�t� Ä ÄËÆÇ

s�t� � s0P�t� ; P�t�
���
t�0
� 1 �9:2�

Ë ÄÞÓÂÉÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ Ex Ë Hy ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá c
(2.4), ÏÑÉÐÑ ÔÄÇÔÕË ÔËÔÕÇÏÖ (8.3) Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

q2c
qz2
ÿ 1

v 2
q2c
qt 2
� P�t�
v 2T

qc
qt

: �9:3�

£ ÖÓÂÄÐÇÐËË (9.3) v Ë T ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ÄÑÎÐÞ Ë ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐËâ ÒÑÎâ Ä ÐÇÄÑÊ-
ÏÖÜÇÐÐÑÌ ÔÓÇÆÇ:

v � c�����
eL
p ; T � eL

s0
: �9:4�

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (9.3) âÄÎâÇÕÔâ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ÄÓÇÏÇÐË [39]. ¹ÕÑÃÞ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß ÄËÆ àÕÑÌ
×ÖÐÍÙËË, ÆÑÒÖÔÍÂáÜËÌ ÕÑÚÐÑÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ
(9.3), ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ (9.3) Ä ×ÑÓÏÇ

c � F�z; t� exp
�
ÿ
�t
0

a�t 0� dt 0
�
: �9:5�

±ÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ (9.5) Ä (9.3) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË F :

q2F
qz2
� o2

v 2
F � 1

v 2

�
AF� B

qF
qt

�
; �9:6�

A � a2 ÿ qa
qt
ÿ aU

T
; B � P�t�

T
ÿ 2a : �9:7�

£ÄÇÆÇÏ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ

A � 0 ; B � const � 1

t0
: �9:8�

´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9.6) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ ×ÑÓÏÇ
ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏË:

q2F
qz2
ÿ 1

v 2

q2F
qt 2
� 1

v 2t0

qF
qt

: �9:10�

³ÏÞÔÎ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ t0, ËÏÇáÜÇÅÑ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÄÓÇÏÇÐË,
ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐ ÐËÉÇ.

¯ÂÌÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÄÓÇÏÇÐÐ�yá ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÒÓÑÄÑÆËÏÑ-
ÔÕË P�t� Ë ×ÖÐÍÙËá a�t� ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (9.7) Ë (9.8).
±ÓÇÆÔÕÂÄÎââ ×ÖÐÍÙËá a Ä ÄËÆÇ (9.7)

a � 1

2

�
P

T
ÿ 1

t0

�
�9:11�

Ë ÒÑÆÔÕÂÄÎââ (9.11) Ä ÖÔÎÑÄËÇ (9.8), ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÆÎâ ×ÖÐÍÙËËU�t�. £ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐ
t0 Ë T (9.4) ×ÖÐÍÙËâ P ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ Ä ÆÄÖØ ×ÑÓÏÂØ

P1 �
�
g tanh

�
artanh gÿ1 � t

2t0

��ÿ1
; g � t0

T
> 1 ; �9:12�

P2 � gÿ1 tanh
�
artanh g� t

2t0

�
; g � t0

T
< 1 : �9:13�

¬ÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ (9.12), (9.13), ÒÂÓÂÏÇÕÓ t0 ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ
ÄÓÇÏâ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË. ®ÑÆÇÎË (9.12), (9.13),
ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ "ÐÂÔÞÜÇÐËÇ" ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË, ÄÑÊÓÂÔÕÂá-
ÜÇÌ ËÎË ÖÃÞÄÂáÜÇÌ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 19; Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÍÓËÄÂâ 1 ËÎÎáÔÕÓËÓÖÇÕ ÓÇÉËÏ ÓÑÔÕÂ ÒÓÑÄÑ-
ÆËÏÑÔÕË, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ
s � N�t�. ©Â ÄÓÇÏâ t4 2t0 ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ P � gÿ1.

±ÑÔÕÓÑËÏ ÕÇÒÇÓß ×ÖÐÍÙËá c (9.5), ÑÒËÔÞÄÂáÜÖá
ÒÑÎÇ Ä ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ²ÇÛÇÐËÇ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.10) ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË F ËÏÇÇÕ ÄËÆ

F � exp
�
i�qzÿ ot�� ;

q � o
c
ns ; ns � �����

eL
p �������������������������

1� i�ot0�ÿ1
q

: �9:14�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÊÐÂÚÇÐËâ P�t� ËÊ (9.12) Ë (9.13) Ë ÄÞÚËÔÎââ
ÊÂÕÇÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË (9.5),

0,50 1,0 2,0

0,5

1,0

2,0

v

P

2

1

²ËÔ. 19. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË P ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË
v � ttÿ10 . ¬ÓËÄÞÇ 1 Ë 2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÊÐÂÚÇÐËâÏ g � 0;5 (9.12) Ë g � 2

(9.13). ºÕÓËØÑÄÞÇ ÎËÐËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâÏ P � gÿ1 ÒÓË v4 1.
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ÐÂÌÆÇÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÃÞÔÕÓÑÌ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË
�g < 1�

exp

�
ÿ
�t
0

a�t 0� dt 0
�
� 1�������������

1ÿ g 2
p exp�t=2t0�

cosh�artanh g� t=2t0� :

�9:15�
¬ÑÏÃËÐËÓÖâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ (9.14) Ë (9.15), ÒÑÎÖÚËÏ ÒÑÔÎÇ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÒÓÑÔÕÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇÔÕÂ-
ÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.3), ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÇ ÏÑÆÇÎË P1�t� (9.12):

c � 2Dÿ1 exp
�
i�qzÿ ot�� ;

D � 1� g� �1ÿ g� exp
�
ÿ t

t0

�
: �9:16�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÓÇÛÇÐËÇ (9.16) Ä ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (2.4), ÐÂÌÆÇÏ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÖá Ë ÏÂÅÐËÕÐÖá ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÒÑÎâ Ä ÒÓÑÄÑÆÐËÍÇ (9.12):

Ex � io
c

�
1ÿ i�1ÿ g�

Dot0
exp

�
ÿ t

t0

��
c ; �9:17�

Hy � io
c

ns
�����
eL
p �������������������������

1� i�ot0�ÿ1
q

c : �9:18�

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÓÑÄÑÆ-
ÐËÍÂ, ÐÂÌÆÇÏ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÑÕÓÂÉÇÐËâ R:

R �
�
1� i�1ÿ g�

ot0D
exp

�
ÿ t

t0

�
ÿ q

�
�

�
�
1� i�1ÿ g�

ot0D
exp

�
ÿ t

t0

�
� q

�ÿ1
; limR

����
t4 t0

� 1ÿ q

1� q
:

�9:19�
¡ÏÒÎËÕÖÆÂ Ë ×ÂÊÂ ÑÕÓÂÉÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÏÇÐâáÕÔâ ÔÑ
ÄÓÇÏÇÐÇÏ, ÒÓËÚÇÏ àÕË ËÊÏÇÐÇÐËâ ÓÂÊÄËÄÂáÕÔâ ÊÂ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÑÇ ÄÓÇÏâ t0. ¥Îâ ÄÓÇÏÇÐ t4 t0 ÂÏÒÎËÕÖÆÂ Ë ×ÂÊÂ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ R ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ,
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÏ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (9.19).

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß ÚÂÔÕÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÑÌ ÏÑÆÇÎË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÊÐÂÚÇÐËá B � 0 Ä ÔËÔÕÇÏÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (9.8). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (9.10) ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË F ÒÓËÏÇÕ ×ÑÓÏÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ:

q2F
qz2
ÿ 1

v 2

q2F
qt 2
� 0 : �9:20�

²ÇÛÇÐËÇÏ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÆÄÂÉ-
ÆÞ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏÂâ ×ÖÐÍÙËâ F�tÿ zvÿ1�. ¶ÖÐÍÙËâ
P�t�, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ ËÊ ÖÔÎÑÄËÌ A � 0, B � 0, ÖÃÞÄÂÇÕ ÒÑ
ÊÂÍÑÐÖ

P �
�
1� t

2T

�ÿ1
: �9:21�

£ÞÚËÔÎËÄ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÌ ×ÂÍÕÑÓ Ä ×ÖÐÍÙËË c (9.5)
ÆÎâ ÏÑÆÇÎË (9.21), ÒÑÎÖÚËÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ Ä ÄËÆÇ

c �
�
1� t

2T

�ÿ1
F

�
tÿ z

v

�
: �9:22�

²ÇÛÇÐËÇ (9.22) ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ ÄÑÎÐÖ, ÃÇÅÖÜÖá Ä ÎËÐËË
ÔÄâÊË, ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÑÕ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ ËÔÍÂÉÇÐËÌ [23].

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ (9.22) Ä (2.4) ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÅËÃÂáÜÂâ
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÑØÓÂÐâÇÕ
ÔÄÑá ×ÑÓÏÖ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ
ÒÓÑÄÑÆÐËÍÇ (9.21).

©ÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß s�t� � s0P�t�
(9.12), (9.13) Ë àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ (9.17), (9.18)
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓËÏÇÓ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ. ¥ËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÇ ËÔÍÂÉÇ-
ÐËâ ÒÑÎâ Ä ÕÂÍÑÌ ÔÓÇÆÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÄÓÇÏÇÐ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË T Ë t0. ±ÑËÔÍ ÓÇÛÇÐËÌ
ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÕÇÎÇÅÓÂ×ÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9.3) ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÎËÐËÌ ÒÇÓÇÆÂÚË, ËÏÒÇÆÂÐÔ
ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË.

10. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ. ¶ÂÊÑÄÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
Ä ÊÂÆÂÚÂØ ÓÂÆËÑ×ËÊËÍË
ÐÂÒÓÂÄÎâáÜËØ ÔËÔÕÇÏ, ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍË
Ë ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË

´ÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÞØ Ë ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÓÇÆ ÔÕÓÑËÎËÔß ÄÞÛÇ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ì ×ÂÊÑÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Z (2.6) Ë t (8.2).
¿ÕË ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ ÒÑÊÄÑÎËÎË ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ÔÎÑÉÐÖá ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÖ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÔÓÇ-
ÆÂØ Ä ÄËÆÇ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ �Z; t� Ë
�z; t�. ¿ÕÑÕ ÉÇ ÒÑÆØÑÆ ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÊÂÆÂÚ Ë Ä ÆÓÖÅËØ ÓÂÊÆÇÎÂØ ×ËÊËÍË. ¯ÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÓËÏÇÓÑÄ
ÕÂÍËØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÐËÉÇ.

I. ¥ÎËÐÐÂâ ÎËÐËâ Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÕÑÍÂ I Ë ÐÂÒÓâÉÇÐËâ V Ä
ÎËÐËË ÃÇÊ ÒÑÕÇÓß Ô ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÒÂÓÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ [23]:

qV
qz
� L

qI
qt
� 0 ; �10:1�

qI
qz
� C

qV
qt
� 0 : �10:2�

©ÆÇÔßL ËCìËÐÆÖÍÕËÄÐÑÔÕß Ë ÇÏÍÑÔÕß ÎËÐËË ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ
ÆÎËÐÞ; ÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËÇÏ Ë ÕÑÍÑÏ ÖÕÇÚÍË ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂÇÕÔâ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ Ä ÓÂÏÍÂØ ÔËÔÕÇÏÞ (10.1), (10.2) ÔÎÖÚÂÌ,
ÍÑÅÆÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ L ËÎË C ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞ, ÐÂÒÓËÏÇÓ
ËÐÆÖÍÕËÄÐÑÔÕß ÏÇÐâÇÕÔâ ÄÆÑÎß ÎËÐËË ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

L � L0U
2�z� ; U

���
z�0
� 1 : �10:3�

³ËÔÕÇÏÖ (10.1), (10.2) ÏÑÉÐÑ ÓÇÛÂÕß ÆÄÖÏâ ÔÒÑÔÑÃÂÏË.
1. £ÄÑÆâ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËá c Ô ÒÑÏÑÜßá

ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ

I � ÿC qc
qt

; V � qc
qz

; �10:4�

ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ c ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q2c
qz2
ÿU 2�z�

V 2

q2c
qt 2
� 0 : �10:5�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (10.5) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÒÑ ×ÑÓÏÇ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (2.5),
Ë ËØ ÆÂÎßÐÇÌÛËÌ ÂÐÂÎËÊ ÕÂÍÉÇ ÑÆËÐÂÍÑÄ: ÄÄÑÆËÕÔâ
×ÂÊÑÄÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Z (2.6), ÐÂØÑÆËÕÔâ ×ÖÐÍÙËâ c (2.10)
ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ËÐÆÖÍÕËÄÐÑÔÕË (2.11) Ë, ÐÂÍÑÐÇÙ,
ÄÞÚËÔÎâáÕÔâ ÑÅËÃÂáÜËÇ ÕÑÍÂ Ë ÐÂÒÓâÉÇÐËâ (10.4).
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2. £ÞÓÂÉÂâ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ (10.4) ÕÑÍ Ë ÐÂÒÓâÉÇÐËÇ ÚÇÓÇÊ
ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÖá ×ÖÐÍÙËáY Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ

I � 1

L0U 2

qY
qz

; V � ÿ qY
qt

; �10:6�

ÔÄÇÆÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ (10.1), (10.2) Í ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÏÖ
ÒÑÔÎÇ ÊÂÏÇÐÞ V 2 ! c2nÿ20 Ô (2.20). ¥ÂÎÇÇ, ÔÕÓÑËÏ ×ÖÐÍ-
ÙËá Y Ä ÄËÆÇ ÃÇÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ Ä ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ �Z; t� (2.26),
ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ U�z�, ÒÑÍÂÊÂÐÐÑÇ ÐÂ ÓËÔ. 2, Ë
Õ.Æ. ¯ÂØÑÉÆÇÐËÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÔÑÅÎÂÔÑÄÂ-
ÐËÇ ÖÚÂÔÕÍÑÄ ÎËÐËË ÒÓÑÄÑÆâÕÔâ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÓÂÔÚÇÕÂÏË
Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 4.

£ÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá ÕËÒÂ (10.5) ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÓâÆÂ ÄÑÎÐÑ-
ÄÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÒÎÑÛÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÂÎßÄÇÐÑÄÔÍËÇ
ÄÑÎÐÞ, ÆÄËÉÖÜËÇÔâ ÄÆÑÎß ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÎÂÊÏÇ Ô
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá [40]. ¹ÂÔÕÑÕÂ ÑÕÔÇÚÍË ÂÎßÄÇÐÑÄ-
ÔÍËØ ÄÑÎÐ ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÑ×ËÎÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÎÂÊÏÞ
ÐÂÌÆÇÐÂ Ä [41].

II. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÔÓÇÆÞ Ô
ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ. ³Â-
ÏÑÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇ ÄÑÎÐ Ä ÍÇÓÓÑÄÔÍËØ ÔÓÇÆÂØ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ,
ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ
(¯µº). ¦ÔÎË ÕÂÍÑÇ ÔÂÏÑÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇ ÓÂÊÄËÄÂÇÕÔâ Ä ÔÓÇÆÇ
Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ, ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ
¯µº ÊÂÕÓÖÆÐâÇÕÔâ ËÊ-ÊÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ. °ÆÐÂÍÑ Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÂâ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ËÔÍÎáÚÇÐÂ ÒÖÕÇÏ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÅÑ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Ë ×ÖÐÍÙËË Ä àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÂÍÑÌ ÒÑÆØÑÆ ÆÎâ ÍÇÓÓÑÄÔÍÑÌ ÔÓÇÆÞ,
ÎËÐÇÌÐÞÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐ ÒÑ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ

n�r� � n0 ÿ g2r2

2
: �10:7�

¯ÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ àÄÑ-
ÎáÙËá ÑÅËÃÂáÜÇÌ ËÏÒÖÎßÔÂ E, ÆÄËÉÖÜÇÅÑÔâ Ä ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËË z Ä ÔÓÇÆÇ (10.11), ËÏÇÇÕ ÄËÆ

i
qE
qz
� ÿ 1

2k

�
q2E
qx2
� q2E

qy2

�
� kg2r2

2
Eÿ n2kjEj2E

n0
� 0 :

�10:8�

©ÆÇÔß n2 ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ¬ÇÓÓÂ, k � on0cÿ1. ±ÇÓÇØÑÆâ Í
ÐÑÓÏÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ

E � E0c ; x1 �
��
s
p

xaÿ10 ; y1 �
��
s
p

yaÿ10 ;

z1 � sz�ka20�ÿ1 ; n2 � ka20gs
ÿ1 ; s � n2E

2
0 k

2a20n
ÿ1
0

�10:9�
(a0 ì à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, E0 ì
ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÒÑÎâ), Ë ÒÑÆÔÕÂÄÎââ (10.9) Ä (10.8), ÒÇÓÇÒËÛÇÏ
¯µº Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÌ ×ÑÓÏÇ

i
qc
qz1
� ÿ 1

2

�
q2c
qx21
� q2c

qy21

�
� n2

2
�x21 � y21�cÿ jcj2c : �10:10�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (10.10) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÐÇÎËÐÇÌÐÖá
ÆËÐÂÏËÍÖ ÒÑÎâ Ä ÔÄÇÕÑÄÑÆÇ Ô ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ
n�r�.

°ÃÑÃÜÂâ ÒÑÆØÑÆ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÌ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2, ÄÄÇ-
ÆÇÏ ÐÑÄÖá ËÔÍÑÏÖá ×ÖÐÍÙËá f (2.21) Ë ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá Z

(2.6) Ô ÒÑÏÑÜßá ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË U:

c � f
����
U
p

; U � cosÿ2�nz1� ;

Z � 1

n
tan�nz1� : �10:11�

´ÂÍÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10.10) Í ÄËÆÖ

i

�
qf
qZ

1

cos2�nz1� ÿ n f tan�nz1�
�
�

� ÿ 1

2

�
q2f
qx21
� q2f
qy21

�
� n2

2
�x21 � y21� fÿ

j f j2f
cos2�nz1� : �10:12�

¹ÕÑÃÞ ËÔÍÎáÚËÕß ËÊ (10.10) ÚÎÇÐ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌ ÔÖÏÏÖ
ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ, ÄÄÇÆÇÏ ÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá j [42]:

f � j
�

x1
cos�nz1� ;

y1
cos�nz1� ; Z

�
exp

�
ÿ n2

2
�x21 � y21�

�
: �10:13�

±ÑÆÔÕÂÄËÄ (10.13) Ä (10.12), ÒÑÎÖÚËÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ä ÄËÆÇ

i
qj
qZ
� ÿ 1

2

�
q2j
qx21
� q2j

qy21

�
ÿ jjj2j : �10:14�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (10.11) ë (10.13) ÒÇÓÇ-
ÄÑÆâÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ¯µº (10.10) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË (10.14), ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÃÎÇÅ-
ÚÂÇÕ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÓÇÉËÏÑÄ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ.

III. µÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÇ.
¥ËÔÍÓÇÕÐÞÇ ÖÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË ÚÂÔÕËÙÞ en Ä ÒÓÑÔÕÑÌ
ÏÑÆÇÎË ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÅÎÖÃÑÍÑÌ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ ÛËÓËÐÞ a ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÑÌ ×ÑÓ-
ÏÖÎÑÌ

en � p2n2�h 2

2ma2
: �10:15�

°ÆÐÂÍÑ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U�z� Ä àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË
ËÔÒÞÕÞÄÂáÕ ÔÍÂÚÍË ÐÂ ÆÐÇ âÏÞ �U � 0� Ä ÕÑÚÍÂØ z � 0 Ë
z � a. ¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÖÓÑÄÐË àÐÇÓÅËË ÆÎâ ÒÓÑ×ËÎâ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ, ËÏÇáÜÇÅÑ, ÍÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ (10.15), ÍÑÐÇÚÐÖá
ÛËÓËÐÖ, ÐÑ ÐÇ ËÏÇáÜÇÅÑ ÖÅÎÑÄ, ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
×ÖÐÍÙËá U1 � U 2�z�, ÅÆÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß U�z� ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÂ Ä
(6.22),M � 0.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ô ÕÂÍËÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ ËÏÇÇÕ
ÄËÆ

q2c
qz2
� 2m

�h 2

�
eÿ U0

cos2�z=L�
�
c � 0 : �10:16�

±ÑÕÇÐÙËÂÎ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ Ä ËÐÕÇÓÄÂÎÇ z1 4 z4 z2, ÅÆÇ

z1 � ÿ p
2
L ; z2 � p

2
L : �10:17�

¶ÖÐÍÙËâ U1 ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 20. ®ËÐËÏÖÏ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË
ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ Ä ÕÑÚÍÇ zm � 0:

U1

���
z�zm
� 1 : �10:18�

±ÓË ÃÑÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U1, ÅÆÇ ÔÕÇÐÍË âÏÞ
ÒÑÚÕË ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÞ, ÒÓÑ×ËÎß U1�z� ÃÎËÊÑÍ Í ÒÓâÏÑ-
ÖÅÑÎßÐÑÏÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ âÜËÍÖ, Â ÄÃÎËÊË ÏËÐËÏÖÏÂ
z � 0 àÕÑÕ ÒÓÑ×ËÎß ÃÎËÊÑÍ Í ÒÂÓÂÃÑÎÇ U1 � 1� z2Lÿ2.
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¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (10.16) ÄÄÇÆÇÏ
ÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá f Ë ÐÑÄÖá ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá x:

f � c������������������
cos�z=L�p ; x � 1

L

�z
0

dz 0

cos�z 0=L� : �10:19�

±ÑÆÔÕÂÄËÄ (10.19) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10.16), ÒÑÎÖÚËÏ

q2f
qx2
� f

�
ÿq2 � T

cosh2x

�
� 0 ; �10:20�

q2 � 1

4
� 2mU0L

2

�h 2
; T � 2mL2e

�h 2
ÿ 1

4
: �10:21�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (10.20) ×ÑÓÏÂÎßÐÑ ÐÂÒÑÏËÐÂÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ coshÿ2x [26]. °ÆÐÂÍÑ Ä
ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÕÓÂÆËÙËÑÐÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÖÓÑÄÐÇÌ
ÆÎâ ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ àÐÇÓÅËË e
ÄØÑÆâÕ ÐÇ Ä ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ q2, Â Ä ÍÑà××ËÙËÇÐÕ T. £ÄÇÆâ ÇÜÇ
ÓÂÊ ÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËáW Ë ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá u

f � �cosh x�ÿqW ; u � 1

2
�1ÿ tanh x� ; �10:22�

ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËËW ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

u�1ÿ u� q
2W

qu2
� �gÿ u�1� a� b�� qW

qu
ÿ abW � 0 ; �10:23�

g � 1� q ; a; b � 1

2

�
1� 2q� ��������������

1� 4T
p �

: �10:24�

¹ÕÑÃÞ ÐÂÌÕË ÑÃÎÂÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ u (10.22),
ÐÖÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x (10.19), ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÕÑÚÍÂÏ z1 Ë z2 (10.17), ÑÅÓÂÐËÚËÄÂáÜËÏ
ÑÃÎÂÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ cosÿ2�zLÿ1� (10.16). £
ÕÑÚÍÇ z2 ÄÞÒÑÎÐâáÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

sin
z2
L
� 1 ; tan

z2
2L
� 1 : �10:25�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÊÐÂÚÇÐËÇ z2 Ä (6.35), ÐÂÌÆÇÏ x2 !1 Ë u2 � 0.
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÆÂáÕ ÆÎâ ÕÑÚÍË z1: x1 ! ÿ1,
u1 � 1.

²ÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10.2), ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÒÓË u � 0,
âÄÎâÇÕÔâ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ W�a; b; g; u�.

¹ÕÑÃÞ àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÔÕÂÄÂÎÑÔß ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÒÓË u � 1,
ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÖÔÎÑÄËÌ

s�s� 1� � T ; qÿ s � ÿn ; n � 0; 1; 2 . . . �10:26�
²ÂÔÍÓÞÄÂâ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ q Ë T (10.21), ÒÑÎÖÚËÏ
×ÑÓÏÖÎÖ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá ÔÒÇÍÕÓ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËË
ÚÂÔÕËÙÞ en Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÇ, ËÊÑÃÓÂÉÇÐÐÑÌ ÐÂ
ÓËÔ. 20:

en � �h 2

8mL2

 
1� 2n�

��������������������������
1� 8mL2U0

�h 2

s !2

: �10:27�

°ÕÏÇÕËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ:
1) ÊÐÂÚÇÐËe ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ U0, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜÇÅÑ ÏËÐË-

ÏÖÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U1, âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ Ä ÑÃÎÂÔÕË
U0 > 0;

2) Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ
(10.15), ÅÆÇ ÐËÊÛËÌ ÖÓÑÄÇÐß àÐÇÓÅËË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÐÂÚÇ-
ÐËá n � 1, Ä ÔÒÇÍÕÓÇ (10.27) ÐËÊÛËÌ ÖÓÑÄÇÐß ÆÑÔÕËÅÂÇÕÔâ
ÒÓË n � 0;

3) ÄÄÑÆâ Ä (10.27) ÄÇÎËÚËÐÖ a, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÖá ÛËÓËÐÖ
âÏÞ (10.17), ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ (10.27) ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ n, ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ ÔÎÂÅÂÇÏÞÏË, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÌ
ÍÑÓÇÐß ÔÒÇÍÕÓ

en � n2�h 2

2mL2
� p2n2�h 2

2ma2
: �10:28�

¬ÂÍ Ë ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÑÉËÆÂÕß, Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÃÑÎßÛËØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
ÚËÔÇÎ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (10.27) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÒÇÍÕÓÑÏ ÃÇÔÍÑ-
ÐÇÚÐÑ ÅÎÖÃÑÍÑÌ ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ âÏÞ
(10.15).

£ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ �U0 4
4 �h2�8mL2�ÿ1� ÔÒÇÍÕÓ (10.27) ÆÂÇÕ ÆÎâ ÐËÊÍÑÎÇÉÂÜËØ
ÖÓÑÄÐÇÌ àÐÇÓÅËË

en � U0 � �ho0

�
n� 1

2

�
; o0 �

���������
2U0

mL2

r
: �10:29�

¶ÑÓÏÖÎÂ (10.29) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÔÒÇÍÕÓ ÅÂÓÏÑ-
ÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÄÇ ÏÑÆÇÎßÐÞÇ
ÊÂÆÂÚË, ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ, ì
ÔÒÇÍÕÓ àÐÇÓÅËË ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÒÓâÏÑÖÅÑÎßÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÏ âÜËÍÇ (10.28) Ë ÔÒÇÍÕÓ àÐÇÓÅËË ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ (10.29), ì âÄÎâáÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏË ÔÎÖÚÂâÏË
ÔÒÇÍÕÓÂ (10.27).

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓÑÃÎÇÏÞ ÆËÔ-
ÒÇÓÔËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ ÄÑÎÐ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÑÌ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÔÕßá ËÎË ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕßá ÔÓÇÆÞ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ
ÊÆÇÔß ÆÎâ ÒÓÑÔÕÞØ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ÊÂÆÂÚ. ¦ÆËÐÞÌ ÒÑÆØÑÆ Í
ÕÂÍËÏ ÒÓÑÃÎÇÏÂÏ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÐÑÄÞØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ì ×ÂÊÑÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÒÑÊÄÑÎËÎ ÒÑÔÕÓÑËÕß
ÕÑÚÐÞÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ
ÆÎâ ÛËÓÑÍËØ ÍÎÂÔÔÑÄ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÆË-
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË, ÊÂÄËÔâÜËØ ÎËÃÑ ÑÕ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ, ÎËÃÑ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË. ¤ËÃÍÑÔÕß ÕÂÍËØ ÏÑÆÇÎÇÌ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÐÂÎËÚËÇÏ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËØ ÆÎËÐÞ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ ËÎË
ÄÓÇÏÇÐÂ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË ÔÓÇÆÞ. £ ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÒÑÎÇÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ Ô ÒÑÏÑÜßá ÔËÐÖÔÑË-
ÆÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ Ë àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ, Â ÆËÔÒÇÓÔËâ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË ÄÑÎÐÑÄÑÆÐÑÅÑ ÕËÒÂ.

±ÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞØ ÆÄÖØ- Ë ÕÓÇØÏÇÓ-
ÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ë ÆË×ÓÂÍÙËË ÄÑÎÐ ÓÂÊÄËÕÞÌ ÊÆÇÔß
ÒÑÆØÑÆ ÒÑÎÇÊÇÐ ÆÎâ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË ÓÇÊÖÎßÕÂ-

ÿ1 0 1

1

2

3

4

x

U1

²ËÔ. 20.±ÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ âÏÂ (2.16); x � 2z�pL�ÿ1, U0 � 0;5.
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ÕÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÒÓË ÍÑÏÒßáÕÇÓÐÑÌ ÔÕËÏÖÎâÙËË. ±ÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâáÕ ËÐÕÇÓÇÔ Ë ÍÑÏÃËÐËÓÑÄÂÐÐÞÇ (ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ Ë
ÚËÔÎÇÐÐÞÇ) ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÕÂÍËØ ÒÓÑÃÎÇÏ Ë ËØ
ÒÓËÎÑÉÇÐËâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ:

ì ÄÎËâÐËÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑ-
ÔÕË ÐÂ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÄÑÎÐ, ÒÂÆÂáÜËØ ÐÂÍÎÑÐÐÑ ÐÂ ÒÎÑÔÍÖá
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ [43]; àÕÑÕ à××ÇÍÕ ÒÓËÏÇÐâÇÕÔâ
ÆÎâ ÍÑÐÕÓÑÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ e�z� Ä ÕÑÐÍËØ ÒÎÇÐÍÂØ;

ì ÄÎËâÐËÇ ÆÄÑâÍÑÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÑÕÓÂÉÂáÜÇÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË, ÑÃÖÔÎÑÄÎËÄÂáÜÇÌ à××ÇÍÕËÄÐÖá ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß
ÒÑÆÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÔÎÑÇÄ, ÐÂ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ ÄÑÎÐ [44].
¿××ÇÍÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÒÑÒÓÂÄÍË Í ×ÑÓÏÖÎÂÏ ¶ÓÇÐÇÎâ,
ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ;

ì ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÄÑÎÐ ÄÃÎËÊË
àÍÄÂÕÑÓÂ ÔÕÇÍÎâÐÐÑÌ ÏËÍÓÑÔ×ÇÓÞ ÊÂ ÔÚÇÕ ËÊÏÇÐÇÐËâ
ÆÎËÐÞ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÖÕË Ä ÅÎÖÃËÐÇ Ô×ÇÓÞ [45]; à××ÇÍÕ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÆÎâ ÔÑÊÆÂÐËâ ÄÞÔÑÍÑÆÑÃÓÑÕÐÞØ
ÏËÍÓÑÓÇÊÑÐÂÕÑÓÑÄ.

µÚËÕÞÄÂâ ÅËÃÍÑÔÕß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞØ ÊÆÇÔß ÕÑÚÐÑ
ÓÇÛÂÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ e�z� Ë e�t� Ë ÒÓÑÔÕÑÕÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÏÑÉÐÑ ÐÂÏÇÕËÕß ÃÎËÉÂÌÛËÇ ÛÂÅË Ä
ÓÂÊÄËÕËË ÕÂÍÑÅÑ ÒÑÆØÑÆÂ:

1. °ÃÑÃÜÇÐËÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÏÇÕÑÆÑÄ, ÓÂÊÄËÕÞØ ÆÎâ
ËÊÑÕÓÑÒÐÞØ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆ, ÆÎâ ÒÓÑÃÎÇÏ ÂÐËÊÑ-
ÕÓÑÒÐÞØ Ë ÅËÓÑÕÓÑÒÐÞØ ÔÓÇÆ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÓÑÃÎÇÏ
ÏÂÅÐËÕÑÑÒÕËÍË. ´ÂÍ, ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ à××ÇÍÕÂ ¶ÂÓÂÆÇâ Ä
ÒÓÑÔÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ ÄÆÑÎß ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÑÔß z) Ä ÅÎÖÃß ÒÎÂÊÏÞ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕßá �z5 0�, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎßá (6.1), ÒÑÎâ
ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ Ë ÐÇÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐ ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß
ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËË c�:

E� � Ex � iEy � i

c

qc�
qt

; H� � Hx � iHy � qc�
qz

:

�10:30�
³ÎÇÆÖâ ÔØÇÏÇ ÂÐÂÎËÊÂ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ ËÊÑÕÓÑÒ-
ÐÑÌ ÔÓÇÆÞ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 6), ÄÄÇÆÇÏ ÆÎËÐÖ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÖÕË Z Ë
×ÖÐÍÙËË f� � c�Uÿ1=2; ÒÓË àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ
ÆÎâ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ f� Ë ÐÇÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ fÿ ÄÑÎÐ ÊÂÒË-
ÛÖÕÔâ Ä ÄËÆÇ

q2f�
qZ2
� f�

"
p 2
�

U 2
ÿ oO 2

0

o� oH

eL
bc2
ÿ 1

2U

q2U
qZ2
� 1

4U 2

�
qU
qZ

�2
#
� 0 ;

p 2
� �

o2eL
c2

�
1ÿ O 2

0

o�o� oH� �1ÿ bÿ1�
�
: �10:31�

©ÆÇÔß oH ì ÅËÓÑÚÂÔÕÑÕÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, eL ìÚÂÔÕß ÆËàÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÔÓÇÆÞ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐÞ Ä
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË (b < 0, b � ÿjbj).
±ÑÎßÊÖâÔß ÒÓÑÔÕÑÌ ÏÑÆÇÎßá U�z� � 1� zaÿ1 (6.10),
ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ f� ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕËÒÂ (6.11), ÅÆÇ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ q 2

� (6.12) ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ

q 2
� �

1

4
ÿ eLa2O 2

0o
c2jbj�o� oH� : �10:32�

³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÓÇÆÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕ-
ÓÑÄ p 2

� Ë q 2
�, ÍÑÕÑÓÞÇ, Ä ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß, ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ

ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÏÂÔÛÕÂÃÂ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË a Ë ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË ÒÎÂÊÏÞ Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÔÓÇÆÞ W � 1� jbjÿ1 (6.1). ´ÂÍ, Ä
ÔÎÖÚÂÇ p 2

� > 0, q 2
� > 0 ÔÓÇÆÂ ÒÓÑÊÓÂÚÐÂ ÍÂÍ ÆÎâ ÑÃÞÍ-

ÐÑÄÇÐÐÑÌ, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÐÇÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÌ ÄÑÎÐ, Â ÒÑÎâ àÕËØ
ÄÑÎÐ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá (10.30) ÚÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËË
¤ÂÐÍÇÎâ H

�1�
q� (6.13):

c� �
�����������
1� z

a

r
H �1�q�

�
p��a� z�� exp�ÿiot� : �10:33�

ªÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËâ ÄÑÎÐ E� Ë Eÿ Ä ÅÎÖÃËÐÇ ÔÓÇÆÞ
ÒÓËÄÑÆËÕ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, Í ÄÓÂÜÇÐËá ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÑÎâÓË-
ÊÂÙËË (à××ÇÍÕ ¶ÂÓÂÆÇâ). °ÆÐÂÍÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÓÂÄÐÑÏÇÓ-
ÐÑÅÑ ÄÓÂÜÇÐËâ àÕÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÒÎÂÊÏÇ
à××ÇÍÕ ¶ÂÓÂÆÇâ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÐÑÏÇÓÐÞÏ ÄÓÂÜÇÐËÇÏ ÄÇÍÕÑÓÑÄ E Ë H.

2. £ÞÃÑÓ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ. ©ÂÆÂÚË
ÑÒÕËÍË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎËÔß Ä àÕÑÏ
ÑÃÊÑÓÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔ-
ÄÇÎÎÂ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞØ ÐÂ ÄÄÇÆÇÐËË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ Z Ë ×ÖÐÍÙËË
F (2.6). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ Z ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÆÎËÐÞ
×ÂÊÑÄÑÅÑ ÒÖÕË Ä ÔÓÇÆÇ. °ÆÐÂÍÑ ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË
ÖÆÑÃÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß Ë ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ
ÆÎâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ Z Ë ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ÐÇá ×ÖÐÍÙËË F. ´ÂÍ,
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ô ÊÂÄËÔâÜËÏ ÑÕ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÞ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ n � n0U�z�

q2c
qz2
ÿU 2�z�

V 2
0

q2c
qt 2
� 0 ; V0 � c

n0
; �10:34�

ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÐÑÄÖá ×ÖÐÍÙËá F Ë ÐÑÄÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá Z:

c � FU p ; Z �
�z
0

�
U�z1�

�q
dz1 : �10:35�

±ÓÇÆÔÕÂÄÎââ ×ÖÐÍÙËá U Ä ÄËÆÇ U � S m Ë ÄÞÃËÓÂâ
ÊÐÂÚÇÐËâ p � ÿmÿ1, q � 2mÿ1, ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (10.34) Ä ÄËÆÇ

q2F
qZ2
� F

�
ÿ 1

S

q2S
qZ2
� o2

V 2
0S

4ÿ2m

�
: �10:36�

°ÃÑÊÐÂÚÂâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË L, ÄÄÑÆâ ÐÑÄÖá ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá u Ë ÄÞÃË-
ÓÂâ ×ÖÐÍÙËá S Ä ×ÑÓÏÇ

S � u n ; u � exp
Z
L
; n � 1

2ÿm
; �10:37�

ÒÇÓÇÒËÛÇÏ (10.36) Ä ÄËÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¢ÇÔÔÇÎâ:

q2F
qu2
� 1

u

qF
qu
� F

��
oL
V0

�2

ÿ 1

�2ÿm�2u2
�
� 0 : �10:38�

©ÆÇÔß ÒÂÓÂÏÇÕÓ m ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÎáÃÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÍÓÑÏÇ
m � 2. ³ÎÖÚÂÌ m � 2 ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËá
(2.6), ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÏÖ ÓÂÐÇÇ.

²ÇÛÇÐËâÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10.38) âÄÎâáÕÔâ ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔ-
ÔÇÎâ. ³ÄâÊß ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ u Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÑÌ z ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ
(10.35) Ë (10.37):

u �
�
1ÿ 2

mÿ 2

z

L

�1ÿ2=m
: �10:39�

±ÓÑ×ËÎß ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË e�z� �
� n20U

2�z� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÓË ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÇ (10.39) Ä (10.37):

e�z� � n20

�
1ÿ 2

mÿ 2

z

L

�ÿm
: �10:40�
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²ÇÛÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10.34) ÆÎâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÑÅÑ ÆËàÎÇÍÕÓËÍÂ (10.40) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

c �
�
1ÿ 2

mÿ 2

z

L

�ÿm=2
�

�
�
In

�
oL
V0

u

�
� KIÿn

�
oL
V0

u

��
exp�ÿiot� : �10:41�

©ÆÇÔß Kì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ.
³ÇÏÇÌÔÕÄÑ ÓÇÛÇÐËÌ (10.41) ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ

ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ m (ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÊÐÂÚÇÐËâ m � 2). £ ÚÂÔÕ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ m � 1 ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ e�z� (10.40) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä
(1.2); ÎËÐÇÌÐÞÌ ÒÓÑ×ËÎß e�z� Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÂ ÒÑÎâ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÂâ ×ÖÐÍÙËâÏË ¿ÌÓË, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (10.40) Ë (10.41) ÒÓË m � ÿ1. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ (10.35) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑ ÕÑÚ-
ÐÞØ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ
ÒÓÑ×ËÎÇÌ e�z� (10.40), ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ
m Ë L. ¥ÂÎßÐÇÌÛÇÇ ÓÂÔÛËÓÇÐËÇ ÍÎÂÔÔÑÄ ÕÂÍËØ ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÂÍÕÖÂÎßÐÖá ÊÂÆÂÚÖ ÑÒÕËÍË
ÔÎÑËÔÕÞØ Ë ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÔÓÇÆ.

3. ±ÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÕÑÚÐÑ ÓÇÛÂÇÏÞØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÞØ Ë ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÒÑÅÎÑÜÂáÜËØ ÔÓÇÆ, ÖÚËÕÞÄÂá-
ÜËØ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË e�z� Ë s�z� ËÎË e�t� Ë s�t�.
°ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞÌ ÖÚÇÕ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞØ à××ÇÍÕÑÄ, ÄÑÊÐË-
ÍÂáÜËØ ÑÕ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ë ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ à××ÇÍÕÑÄ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ä ÄËÆÇ ÃÇÅÖÜÇÌ
ÄÑÎÐÞ ËÊÏÇÐÇÐËÌ e�z; t�.

¡ÄÕÑÓ Ô ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕßá ÄÔÒÑÏËÐÂÇÕ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ
àÕËØ ÄÑÒÓÑÔÑÄ Ô Á.¡. ³ÏÑÓÑÆËÐÔÍËÏ (30.12.1917 ë
16.10.1992) Ë ÃÎÂÅÑÆÂÓËÕ ®.¡ÃÎÑÄËÙÂ, ¥. ¢ÑÎÑÏÇÌ,
¶. ¢ÖÐÍËÐÂ, ®. ©ÖÇÄÂ, ®.ËÔÂÍÂ, ¡.®ËÅÖÔÂ, ¿. ®ÇÌ-
ÔÕÇÓÂ, .³ÕÇÐ×ÎÑ, ¤.±ÇÕËÕÂ, ¡. ²ÖØÂÆÊÇ Ë ³.·ÂÓÑÛÂ ÊÂ
ÐÇËÊÏÇÐÐÖá ÒÑÆÆÇÓÉÍÖ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÞ Ë ËÐÕÇÓÇÔ Í ÇÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ.
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Dispersion of electromagnetic waves in stratified
and non-stationary media (exactly solvable models)

A.B. Shvartsburg
Scientific and Technological Center for Unique Instrumentation, Russian Academy of Sciences
ul. Butlerova 15, 117342 Moscow, Russian Federation
E-mail: alexshvarts@mtu-net.ru

Propagation and reêection of electromagnetic waves in stratiéed and non-stationary media is considered in a single framework using
exact analytical solutions ofMaxwell's equations. In this approach, the spatial structure of a wave éeld in an inhomogeneous medium is
presented as a function of optical path length of the wave (one-dimensional problem). These solutions predict strong dispersion of both
normal and abnormal types to occur in a given medium, the amount of dispersion depending on the gradient and curvature of the
continuous smooth proéle of the material's inhomogeneous dielectric susceptibility e�z�. The effect of such non-local dispersion on the
reêection of waves is represented by employing generalized Fresnel formulas. Exactly solvable models are introduced to describe the
effect of both monotonic and oscillatory e�t� dependences on wave dispersion due to the énite relaxation time of the dielectric constant.
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