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Двойникование наряду со скольжением является одним из основных
типов пластического деформирования кристаллов. Экспериментальное
изучение двойникования в ряде кристаллов может быть проведено очень
чистыми методами и довольно точно охарактеризовано количественно.
В связи с этим представляется интересным подробный теоретический
анализ процесса двойникования, который успешно может быть проделан
на основе теории дислокаций. Подробное и последовательное рассмотре-
ние двойников в настоящее время выполнено для стадии упругого двойни-
кования. Исключительность ситуации, реализующейся в случае упру-
гого двойника,— макроскопическое скопление одноименных дислокаций,
находящихся в равновесии с внешним упругим полем, а также с силами
сопротивления со стороны кристаллической решетки,— позволила, исполь-
зуя сравнительно простую модель, создать количественную дислокацион-
ную теорию тонких двойников. В рамках этой теории удалось описать
основные закономерности упругого двойникования и получить зависи-
мости, допускающие прямую экспериментальную проверку.

Обсуждаемая ниже теория упругого двойникования носит полумикро-
скопический характер, поскольку она содержит два феноменологических
параметра, точные значения которых не вытекают из самой теории.
Однако в настоящее время предложены и реализованы способы определе-
ния этих параметров теории путем постановки количественных экспери-
ментов. Поэтому можно считать, что на дислокационном уровне достигнуто
сравнительно полное количественное описание пластичности кристалла
в случае упругого двойникования. Поскольку в большинстве случаев
пластической деформации такое описание отсутствует, а его получение
является важнейшей задачей физики прочности и пластичности, то изло-
жение основных теоретических и экспериментальных результатов, полу-
ченных при изучении упругого двойникования, представляется нам весьма
полезным.
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ВВЕДЕНИЕ

Двойником в простейшем случае называют такой дефект кристалли-
ческой решетки, который возникает при одновременном существовании
в теле двух кристаллических структур, являющихся зеркальным изобра-
жением одна другой (рис. 1). Плоскость АА' на рис. 1 (и любая ей парал-
лельная) носит название плоскости двойникования. Естественно, что
в кристалле может быть несколько эквивалентных систем плоскостей
двойникования.

Мы ограничимся именно этим упрощенным определением двойника,
поскольку, с одной стороны, его содержание достаточно для описания
качественных особенностей двойникования в общем случае, а с другой

стороны, оно является исчерпывающим
для двойников в некоторых материалах
типа кальцита (СаСО3), натронной се-
литры (NaNO3), сурьмы и др. Полную
кристаллографическую классификацию
двойников можно найти в монографии 1.

Если одна из изображенных на
\ \ \ \ \ \ \ \ рис. 1 структур занимает незначитель-
V Τ Τ Τ τ τ Τ \ ную часть объема кристалла, то ее
V — τ — τ — γ - \ — τ — τ — \ условно называют двойниковой про-

' — ^ — ^ — ^ — J — ' " •'•• ' слойкой, в то время как остальную
Рис. 1. Схема расположения кри- часть образца-материнским кристал-
сталлических плоскостей у когерент- лом. Эти две области кристалла рав-

ной границы двойника. делены границей двойника. В том слу-
чае, когда граница двойника совпадает

с плоскостью двойникования, подобно тому как изображено на рис. 1.
она называется когерентной границей.

Двойники могут возникать в процессе роста кристалла, при переходе
из одной модификации в другую и под влиянием механических воздей-
ствий. В дальнейшем нас будет интересовать механическое двойникова-
ние, т. е. такой процесс пластической деформации, при котором часть
кристалла приобретает двойниковую ориентацию под действием внешней
нагрузки. Для экспериментального изучения двойникования наиболее
удобны кристаллы, в которых наблюдение этого процесса не затруднено
параллельно протекающим скольжением. Классическим объектом для
исследования двойникования является кальцит, в котором скольжение
при комнатных температурах и обычных нагрузках фактически не наблю-
дается. 2

Очень важным этапом двойникования является открытая i ароером
стадия упругого двойникования. Упругим двойникованием обычно назы-
вают такой процесс пластической деформации, при котором двойник,
возникший в кристалле под действием внешней нагрузки, обратимым
образом меняет свои размеры при изменении внешней нагрузки. С ростом
нагрузки он увеличивается, а при ослаблении нагрузки — уменьшается,
«выходя» из кристалла при снятии нагрузки. Во избежание недоразуме-
ний подчеркнем, что слово «упругий» в данном случае не имеет отноше-
ния к понятию упругой деформации, так как сам процесс двойникования
является одной из реализаций пластической деформации. Термин «упру-
гий двойник» отражает лишь обратимый характер соответствующей дефор-
мации кристалла.

Существенным моментом в опытах Гарбера 2~5 явилось применение-
сосредоточенных нагрузок для создания и удержания упругого двойника
в кристалле. До экспериментов Гарбера при двойниковании обычно·



Рис. 2. о) Интерференционная окраска упругого двойникового лепестка
в кристалле кальцита, б) Интерференция на упругом двойнике

в кальците, образованном нагрузкой лезвием.
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использовали распределенные нагрузки, создающие в кристалле почти
однородное упругое поле. В таких условиях двойники удавалось наблю-
дать только на стадии остаточных двойниковых прослоек (двойниковых
слоев, пересекающих весь образец и остающихся в кристалле после сня-
тия нагрузки). В настоящее время ясно (см. гл. 4 настоящего обзора), что
для существования упругого двойника необходимо неоднородное доста-
точно быстро убывающее в глубине кристалла упругое поле. Именно
такое поле возникает в результате приложения сосредоточенных нагру-
зок, которые и использовались в работах 2~5.

Сконцентрированная в малой области поверхности образца внешняя
нагрузка создает двойник, имеющий форму тонкого клинообразного лепест-
ка, лежащего в плоскости двойникования (см. рис. 2, а на цветной вклейке).

Если нагрузка создается лезвием, то двойник приобретает форму
клина, выходящего на боковые поверхности кристалла. Такой двойник
в прозрачном кристалле вызывает интерференцию, эквивалентную интер-
ференции на тонком клине (рис. 2, б).

При длине упругого двойника, значительно меньшей толщины кри-
сталлического образца, его размеры непрерывно растут с увеличением
приложенной нагрузки. В образцах толщиной 1 см могут наблюдаться
двойниковые лепестки длиной в несколько миллиметров. О толщине
упругого двойника можно судить по его интерференционной окраске,
которая видна на рис. 2 (цветная вклейка).Упругие двойники большой
длины имеют толщину от нескольких десятых долей микрона до несколь-
ких микрон. Следовательно, отношение толщины упругого двойника к его
длине обычно порядка ~10~4—10~3. Наблюдения Гарбера, а также деталь-
ные измерения формы упругого двойника в зависимости от величины внеш-
ней нагрузки, проведенные Обреимовым и Старцевым 6, показали, что
упругий двойник остается очень тонким в течение всего процесса своего
роста в кристалле. Этот результат является очень важным эксперимен-
тальным фактом, на который существенно опирается излагаемая дисло-
кационная теория двойников.

Если длина двойника становится сравнимой с толщиной кристалла,
плавная зависимость его длины от нагрузки нарушается и происходит
скачкообразное превращение двойникового лепестка в остаточную про-
слойку 3.

В том случае, когда внешняя нагрузка начинает уменьшаться до
момента образования остаточной двойниковой прослойки, двойник
обычно сокращается по мере ослабления нагрузки. Обратимый характер
пластической деформации при двойниковании является весьма специфи-
ческой особенностью этого явления. Физическая причина такой обрати-
мости очень проста: межфазная граница двойник — материнский кристалл
обладает определенной поверхностной энергией, порождающей силы
поверхностного натяжения, действующие на контур двойника. Именно
эти силы после снятия внешней нагрузки могут восстановить первоначаль-
ную ферму кристалла, «изгнав» из него упругий двойник.

Универсальность явления упругого двойникования как обязатель-
ной начальной стадии развития двойника подтверждается фактами обна-
ружения упругих двойников в натронной селитре 7, сурьме 8, висмуте 9,
кремнистом железе 10, цинке п , а также графите, альбите и т. д. (подроб-
нее см. в *).

Открытие явления упругого двойникования, описываемого весьма
простой связью между внешними силами и характерными параметрами
двойника, не могло не привлечь внимания теоретиков. Работами Влади-
мирского 1 2 и Лифшица 1 3 · 1 4 была создана макроскопическая теория двой-
никования. Лифшиц и Обреимов 15, а также Френкель и Конторова 1 в

2*
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Рис. 3. Модель двойникующей дис
локации по Владимирскому 12.

проанализировали процесс двойникования на атомарном уровне. Сте-
панов 1 7 дал объяснение двойникованию, рассмотрев его как механо-
ориентационный процесс в анизотропном кристалле.

Владимирский 1 2 рассмотрел упругое двойникование как установле-
ние механического равновесия системы, состоящей из кристалла с двой-
ником и внешней нагрузки. В работе 1 2 существенно использовалось
малое отношение толщины двойника к его длине и была дана оценка этого
отношения в терминах макроскопических параметров. Однако наиболее
важным принципиальным результатом работы 1 а является введение поня-
тия двойникующей дислокации и формулировка дислокационной модели
двойника. Модель двойникующей дислокации Владимирского, опубли-
кованная им в 1947 г., приведена на рис. 3. Эта дислокация является

как бы отдельной ступенькой на коге-
рентной границе двойника, поэтому
определенный набор дислокаций может
обеспечить любой наклон макроскопи-
ческой границы двойника к плоскости
двойникования. К сожалению, в ино-
странной литературе утвердилось мне-
ние о том, что модель двойникующей
дислокации впервые была предложена
Франком и Ван-дер-Мерве 1 8 в 1949 г.,
и обычно не упоминается работа Влади-
мирского.

Общая теория плоских макроско-
пических двойников в неограниченной

среде, дающая возможность более полно описать процесс упругого
двойникования, была развита И. М. Лифшицем 1 3 · 1 4 на основе нелиней-
ной теории упругости. В работах Лифшица изучалось локальное равно-
весие двойниковой прослойки при заданных силах, приложенных к гра-
нице раздела материнского кристалла и двойника. Было выведено урав-
нение, описывающее профиль двойника, и получен следующий важный
результат: угол раствора конца свободного двойника обязательно равен
нулю, т. е. кончик двойникового клина должен быть «бесконечно острым».

Но поскольку силы, действующие на границе двойника, в работах1 3·1 4

не конкретизировались, оставался неясным ряд вопросов, относящихся
к равновесной форме двойника, в частности, вопрос об отношении тол-
щины двойника к его длине. Дело в том, что в посылках работ 13>14 не содер-
жится никакого физически малого параметра, который мог бы определить
отношение толщины двойника к его длине, а эксперимент всегда дает
малую величину такого отношения для упругого двойника.

В работе Лифшица и Обреимова 1 5 процесс двойникования был под-
вергнут последовательному рассмотрению на атомарном уровне. Если
в макроскопической теории 1 3 · 1 4 предполагалась нелинейная связь напря-
жений и деформаций, то в работе 1 5 было сделано предположение о нели-
нейном характере сил межатомного взаимодействия, которое свелось
к введению «двойникующего усилия» (некоторой специальной пары сил).
Процесс двойникования происходил как перемещение атомарных ступеней
на границе двойника. Описание двойникования в подобных терминах
очень близко к использованию атомарной модели двойникующей дисло-
кации, хотя такие понятия в статье 1 5 не фигурировали. Несмотря на то,
что развитый в 1Б атомарный подход позволяет рассматривать явление
двойникования на микроскопическом уровне, сложность и недостаточная
изученность характера сил межатомного взаимодействия не позволяет
в рамках такого подхода получить количественные закономерности про-
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цесса двойникования. Такие закономерности оказалось возможным полу-
чить при использовании дислокационной модели двойникования.
Но прежде чем мы перейдем к оправданию дислокационного подхода,
следует сказать о полезных для теории выводах, вытекающих из анализа
одномерной модели двойникования Френкеля и Конторовой 1 в. В этой
работе обращено внимание на глубокую аналогию между процессами двой-
никования и скольжения. Из анализа х в следует, что в обоих случаях
процесс деформации обусловлен постепенным распространением конеч-
ного сдвига в решетке. Отличаются эти сдвиги лишь видом перемещаю-
щейся конфигурации атомов, осуществляющей нужную перестройку
кристаллической решетки. На современном языке это фактически озна-
чает, что указанные два вида пластической деформации отличаются только
типом соответствующих дислокаций.

Прямые экспериментальные доказательства дислокационного строе-
ния границы двойника были получены сравнительно недавно, после того
как достигла высокого уровня методика избирательного травления. Сам
вопрос о доказательстве дислокационной структуры границы двойник —
материнский кристалл возник потому, что в принципе возможно пред-
ставить себе существование широкой пограничной области, в которой
происходил бы непрерывный переход от кристаллической решетки исход-
ного кристалла к его двойниковой модификации. Именно такая точка
зрения была выдвинута в работе Конторовой 19, где по аналогии
с рассмотрением границы раздела между доменами в ферромагнетике
обсуждался вопрос о толщине двойниковой границы. Однако травление
поверхности образца кальцита, на которую выходит граница упругого
двойника 20, показало, что эта граница состоит из протяженных коге-
рентных участков, слабо протравленных в виде узких канавок, и отдель-
ных характерных для дислокаций глубоких ямок травления, находящихся
на расстоянии нескольких микрон друг от друга. Следы этих дефектов
исчезают после выхода упругого двойника из кристалла. Наблюдение
этим же методом характерных для дислокаций фигур травления на гра-
нице остаточного двойника было проведено в работах 2 1- 2 3. 8 7. Наиболее
убедительное доказательство связи этих фигур травления в кальците
с двойникующими дислокациями получено в опытах 23, где, в частности,
наблюдалось перемещение этих дефектов под действием механических
нагрузок. Прямые наблюдения двоиникующих дислокаций в сурьме описа-
ны в работе 24, где было показано, что дислокации расположены в гра-
нице двойника на расстояниях порядка микрона. После перечисленных
публикаций стали известны результаты ряда работ, в которых наблюде-
ние двоиникующих дислокаций производилось иными методами (электрон-
но-микроскопически 2 5, методами рентгеновской топографии 2 6 и др.)
Таким образом, мы считаем, что в настоящее время нет сомнения в дисло-
кационной структуре границы двойника.

В дислокационной модели задача о форме двойника во внешнем
упругом поле сводится к задаче о равновесии некоторого скопления одно-
типных дислокаций. В случае тонкого двойника можно говорить о двои-
никующих дислокациях, расположенных в одной плоскости скольжения.
Тогда мы приходим к проблеме плоского скопления дислокаций, которая
многократно обсуждалась в литературе 2 7,2 8>2 9. Но при таком упрощении
задачи она становится аналогичной другим дислокационным проблемам
пластичности, в частности, проблеме полос скольжения 3 0 или тонких
трещин 8 1. Более того, оказывается, что дислокационное описание тонкой
трещины 3 2 приводит к основным уравнениям так называемой силовой
теории трещин, развивавшейся Баренблаттом (см. обзор 33) и вовсе
не использовавшей представлений о дислокациях. Сходство описания
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пластической деформации при двойниковании или скольжении и разруше-
нии кристалла при развитии трещин обусловлено следующим физиче-
ским обстоятельством. В кристаллической решетке с ее огромными силами
связи между атомами кинетика указанных неупругих деформаций кри-
сталла обязательно должна включать локализацию фронта развития
процесса в небольшой области и некоторую постепенность его распро-
странения.

В силу аналогии дислокационных моделей тонкого двойника, неза-
вершенной полосы скольжения и тонкой трещины распределение дисло-
каций вдоль таких макроскопических дефектов подчиняется одним и тем же
закономерностям (отличаются лишь векторы Бюргерса соответствующих
дислокаций и силы, действующие на дислокацию со стороны кристалла).
Более того, в каком-то смысле незавершенная полоса скольжения и тон-
кая трещина являются предельными случаями тонкого двойника. Обсужде-
ние этой ситуации содержится в обзоре одного из авторов 3 4 и будет повто-
рено в соответствующих местах нижеследующего изложения.

1. МОДЕЛЬ ТОНКОГО ДВОЙНИКА

Рассмотрим упругий двойник у поверхности кристалла. Разрез такого
двойникового клина, след плоскости двойникования которого совпадает
с осью X, схематически изображен на рис. 4. Наклонные параллельные

Рис. 4. Двойник у поверхно-
сти тела.

Рис. 5. Двойник в неограниченной
среде.

прямые на схеме указывают ориентацию атомных плоскостей в двойни-
ковой прослойке и в материнском кристалле. В том случае, когда двойни-
кование производится нагрузкой бесконечно длинным лезвием, дейст-
вующим на поверхность кристалла по прямой, параллельной оси Ζ (пер-
пендикулярной плоскости рисунка), возникающий двойник бесконечно
протяжен вдоль оси Ζ. Описание подобного двойника сводится к заданию
его профиля в плоскости Χ0Υ, и соответствующая математическая задача
о равновесии подобного двойника сводится к плоской задаче теории упру-
гости. В связи с последним такой двойник будем называть плоским. Однако
следует иметь в виду, что обычно возникающие у поверхности кристалла
двойники создаются сосредоточенной нагрузкой, а потому не являются
плоскими. При определенной концентрации напряжений двойник, вообще
говоря, может возникнуть не у поверхности, а в глубине кристалла 3 5 · 3 6 .
На рис. 5 показана схема разреза двойника внутри кристалла.

Приступая к дислокационному описанию двойника и стараясь сделать
ясной исходную модель, представим себе «одноатомную двойниковую
прослойку», набором которых реализуется макроскопический двойник.
Схема разреза такой прослойки, сделанная в духе общепринятых атомных
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дислокационных схем, представлена на рис. 6. .Одноатомный двойник
заканчивается частичной дислокацией, линия которой проходит через
заштрихованную на рисунке область. Составляющая вектора Бюргерса b
в плоскости XOY изображена на рис. 6, а ее величина, очевидно, равна
Ъ = 2а tg α (2α — угол двойникования).

Легко видеть, что двойниковая граница может быть реализована
определенным набором двойникующих дислокаций типа изображенной
на рис. 3, расположенных по контуру двойниковой прослойки (рис. 7).

/

/

/ <ν
Ij
/с
Ί\\

II
Л
//

Χ

IIΙ к41 Κι' Ι

\χχν

/Ι/'ί/Τη

Λ\\\
\\\\Ν

AWX
\\
UX

Рис. 6. Одноатомная двойниковая
прослойка в кристалле.

РИС. 7. Дислокационная модель грани-
цы двойника.

Переходя к условному изображению дислокаций, двойник на рис. 4
можно заменить совокупностью двойникующих дислокаций, представлен-
ной на рис. 8. Толщина двойника у выхода на поверхность h равна произ-
ведению полного числа дислокаций
N, образующих двойник, и расстоя-
ния а:

h = Na.

Величина ступеньки δ, возника-
ющей на поверхности кристалла при
двойниковании, подобным же образом
связана с Ν Ή. с вектором Бюргерса Ь.

В случае тонкого двойника, как
было показано еще Владимирским 12,
среднее расстояние между дислока-
циями вдоль длины двойника порядка
1 мкм. Таким образом, это расстоя-
ние примерно в 10 000 раз превышает
межатомное расстояние, которое раз-
деляет плоскости скольжения сосед-
них двойникующих дислокаций. Очевидно, что среднее расстояние между
дислокациями, выраженное в межатомных расстояниях, определяет поря-
док величины отношения длины двойника к его толщине, т. е. отноше-
ние -γ . Поэтому в основном по малому параметру -γ- приближении все

дислокации можно считать расположенными в одной плоскости (плоско-
сти двойникования) S 7. На рис. 9 условно изображен ряд дислокаций,
соответствующих двойнику длины L. Прямую линию, вдоль которой
расположены дислокации и которая является следом плоскости двойни-
кования, обычно называют линией двойникования.

Будем считать двойник плоским, а ось X совпадающей с линией двой-
никования, наклоненной под углом θ к поверхности образца (рис. 9).
Такой двойник образован скоплением прямолинейных дислокаций,

Рис. 8. Двойник как совокупность дис-
локаций.
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параллельных оси Ζ. Предположим, что в некоторой точке χ = а0 у поверх-
ности образца имеется источник прямолинейных двойникующих дисло-
каций, способный под действием внешней нагрузки создавать нужное
количество дислокаций. Точку расположения источника дислокаций
мы будем считать удаленной от поверхности на расстояние, которое
по порядку величины не может быть меньше ступеньки δ, образованной
при двойниковании на поверхности кристалла. Последнее связано с тем,
что в процессе образования двойника область выхода плоскости двойни-

кования на поверхность кристалла может
быть подвергнута искажениям недислока-
ционного типа. Линейные размеры этой
области порядка δ. Поскольку именно

л. j _ в этой области происходит зарождение
L К двойникующих дислокаций, а механизм их

образования интересовать нас не будет,
то достаточно положить, что дислокации
попарно «рождаются» в точке χ = а0, где

Рис. 9. Дислокационная модель а0 > δ. В силу закона сохранения вектора
тонкого двойника. Бюргерса одновременно рождаются дисло-

кации противоположного знака, причем
число положительных дислокаций равно числу отрицательных. Мы будем
считать внешнюю нагрузку такой, что под ее действием отрицательные
дислокации выходят на поверхность кристалла, создавая на ней харак-
терную ступеньку, а положительные — перемещаются в область
а-о < х < L, где создают двойниковый клин.

О макроскопическом двойнике имеет смысл говорить лишь тогда,
когда число образовавшихся двойникующих дислокаций велико, а длина
двойника значительна (в эксперименте часто число дислокаций, приходя-
щихся на 1 см длины двойника, достигает величины порядка 10* при длине
двойника порядка нескольких мм). Но в таком случае распределение
дислокаций можно описывать плотностью, являющейся непрерывной
функцией χ и обозначаемой в дальнейшем ρ (χ). Толщина двойника h (x)
в некоторой точке χ очевидным образом связана с плотностью дислокаций:

L

p(l)dl. (1,1)

Из (1,1) следует, что функция ρ (χ) всегда должна удовлетворять
условию

p(x)dx = ± = ± = N, (1,2)
по

где, как мы уже отмечали, N — полное число двойникующих дислокаций
одного знака, а δ — полный сдвиг по линии двойникования на поверх-
ности тела.

Распределение дислокаций вдоль упругого двойника не может быть
произвольным, а определяется условием равновесия кристалла с двойни-
ком под действием внешних нагрузок. Совершенно ясно, что подобное
равновесное распределение определяется в виде решения некоторой
вариационной проблемы. Однако легко сформулировать условие равно-
весия двойника, не формулируя вариационного принципа, а используя
весьма простые физические соображения. Действительно, известно, что
воздействие на дислокацию в кристалле может описываться в терминах
действующих на нее сил. Поэтому условие равновесия системы дислока-
ций можно записать в виде равенства нулю всех сил, действующих на каж-
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дую дислокацию. При составлении подобного условия следует иметь
в виду, что на дислокацию в кристалле действуют силы двух типов: сила
упругого происхождения (сила Пича — Келера), учитывающая упругие
поля, созданные как внешними нагрузками, так и остальными дислока-
циями в кристалле, и сила неупругого происхождения (типа сил Пайерлса
и сил поверхностного натяжения), препятствующая свободному «сколь-
жению» дислокации в кристалле.

Интересуясь в основном качественными физическими результатами,
мы будем анализировать те ситуации, которые приводят к наиболее про-
стым математическим выражениям, но обладают достаточной общностью.
Идя по этому пути, мы сделаем прежде всего предположение о том, что
все дислокации в двойнике являются либо чисто краевыми, либо чисто
винтовыми дислокациями. Тогда вектор Бюргерса рассматриваемых
дислокаций будет иметь только одну составляющую (Ъ = Ъх для краевой
и Ъ = Ъг для винтовой дислокации). Далее, поскольку в какой-то мере
свободное перемещение рассматриваемых дислокаций может происходить
только в плоскости двойникования, то достаточно рассмотреть составляю-
щие интересующих нас сил только вдоль оси X. В дальнейшем проекция
силы на ось X будет обозначаться без указания индекса оси.

Упругая сила, действующая на единицу длины некоторой дислокации
со стороны внешнего поля и других дислокаций, образующих двойник,
равна (см. формулу Пича — Келера в за)

L

(Х) = Ъае (х) + Ъ% σ° (χ, Ι) ρ (ξ) ώξ, (1,3)

где σ (χ) — это соответствующая компонента тензора упругих напряже-
ний, причем σβ (х) — напряжения, созданные внешними нагрузками,
а σ° (χ, ξ) — напряжения, созданные в точке χ на линии двойникования
отдельной дислокацией, расположенной в точке ξ этой же линии.

Интеграл в (1,3) понимается в смысле главного значения, что с одной
стороны исключает учет самодействия рассматриваемой дислокации,
а с другой — делает разумным указанное интегрирование, так как функ-
ция σ° (χ, ξ) обладает особенностью при совпадении ее аргументов (она
имеет особенность типа особенности функции Грина).

В неограниченном однородном кристалле всегда можно записать

где коэффициент В имеет порядок величины произведения модуля сдвига μ
и величины вектора Бюргерса (В ~ μ&), а его конкретное значение опре-
деляется анизотропией среды 3 8. В изотропной среде для краевой и винто-
вой дислокаций имеем соответственно

Л к р ~~ 2π(1-ν)· в и н т ~ "2π '

где ν — коэффициент Пуассона.
Для дислокации в ограниченном кристалле имеем

где функция двух переменных К (χ, ξ) имеет весьма громоздкий вид,
однако не обладает особенностью при χ = ξ. В случае полу ограниченного
однородного кристалла ее выражение может быть получено на основании
результатов работы 3 9 для изотропной среды или работы 4 0 для анизотроп-
ной среды.
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Сила неупругого происхождения состоит из двух существенно разных
частей. Во-первых, любая дислокация (как двойникующая, так и полная)
испытывает силу торможения, подобную силе сухого трения. Эта сила,
существующая даже в идеальном кристалле и обусловленная дискрет-
ностью строения кристаллической решетки, вцервые была проанализиро-
вана Пайерлсом а , а затем Набарро 4 2.

Если двойники распространяются в дефектном кристалле, то дей-
ствующая на дислокацию эффективная сила торможения, кроме силы
Пайерлса, включает силу сопротивления, обусловленную распределен-
ными в образце дефектами. Дефекты оказывают как непосредственное
воздействие на дислокации, препятствуя их огибанию, пересечению
и т. п., так и сопротивление, описываемое их упругими полями. Чтобы
подчеркнуть то обстоятельство, что описанная сила имеет слагаемые,
отличные от силы Пайерлса, мы будем называть ее в дальнейшем просто
силой трения. Величина и направление этой силы в равновесии зависит
от направления движения дислокации, предшествовавшего равновесию,
так как она включает в себя диссипативную силу, всегда направленную
против движения. Поэтому вид силы неупругого происхождения зависит
в значительной мере от способа образования двойника *). Мы будем
предполагать, что она направлена против движения, и в пределе беско-
нечно малой скорости равна постоянной, отличной от нуля величине.

Во-вторых, сила неупругого происхождения включает в себя силу
поверхностного натяжения, действующую на двойникующую дислокацию
со стороны материнского кристалла вдоль плоскости двойникования
перпендикулярно линии дислокации. Эта сила обусловлена тем, что двой-
никующая дислокация, в отличие от полной, при своем движении порож-
дает некоторый плоский дефект упаковки («одноатомную двойниковую
прослойку», изображенную на рис. 6), образование которого связано
с дополнительной поверхностной энергией. Очевидно, что действие такой
силы испытывают лишь дислокации, расположенные только на конце
двойника. В самом деле, добавление одной дислокации в той части двой-
ника, ширина которой имеет макроскопические размеры, практически
не меняет площадь поверхности раздела материнского и сдвоиникованного
кристалла и не изменяет существенно поверхностную энергию. В то же
время добавление одной дислокации у острия двойника, где границы раз-
дела удалены друг от друга на несколько атомных слоев, может значи-
тельно изменить соответствующую поверхностную энергию. Это пред-
положение подтверждается качественным рассмотрением 4 3. В работе 4 3

показано, что межфазная поверхностная энергия в двойнике существенно
уменьшается с увеличением числа атомных слоев, перешедших в двой-
никовое положение. В частности, оказывается, что уже трехслойный двой-
ник практически можно рассматривать как таковой, обладающий двумя
когерентными двойниковыми границами, тогда как однослойный двойник
является значительно более сильно нарушенной областью кристалла
с высокой энергией дефекта.

Различие в характере искажений кристалла, порождаемых дислока-
циями на кончике двойника (головными дислокациями скопления) и дисло-
кациями на двойниковой границе, можно усмотреть при сравнении схемы
рис. 6, соответствующей головной дислокации (дислокации типа Шокли),
и схемы рис. 3 для двойникующей дислокации.

Указанные особенности поверхностного натяжения мы учтем, пред-
положив, что эта часть силы неупругого происхождения равна нулю

*) Как мы увидим ниже, зависимость этой силы от характера движения, пред-
шествовавшего равновесию, является причиной гистерезиса, имеющего место в про-
цессе упругого двойникования.
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везде вне малой окрестности у конца двойника и резко возрастает по вели-
чине у конца, достигая некоторого большого конечного значения на самом
конце двойника. Введение такой силы аналогично введению «модуля сце-
пления» у концов тонкой трещины33, но имеет другую физическую
природу.

Условие равновесия дислокации в точке χ под действием всех пере-
численных выше сил эквивалентно требованию

p~*(x)+f™w(x) = 0, f™y*(x) = bS(x), (1,4)

где S (х) обозначает напряжения на линии двойникования, эквивалентные
наличию сил неупругого происхождения.

После выделения характерной сингулярной части ядра σ° (χ, ξ) соот-
ношение (1,4) может быть записано в виде

ψ^\ = -^Ισ(χ)+8(χ)]^ω(χ). (1,5)
αο αο

Если поле внешних нагрузок и зависимость сил неупругого происхо-
ждения от координаты χ считаются известными, то соотношение (1,5)
может рассматриваться как уравнение для нахождения функции ρ (χ)
по заданной функции ω (χ). Заметим, что оно является сингулярным инте-
гральным уравнением.

Таким образом, анализ плотности дислокаций ρ (χ), а значит, и про-
филя двойника сводится к исследованию математической проблемы, пред-
ставленной уравнением (1,5). Ядро рассматриваемого уравнения имеет
особенность типа особенности ядра Коши, поэтому качественное исследо-
вание его решения довольно подробно можно произвести в общем случае 4 4.

2. НЕКОТОРЫЕ ОСОБЕННОСТИ ПРОФИЛЯ ДВОЙНИКА

Мы уже отмечали, что профиль плоского двойника полностью описы-
вается функцией ρ (χ). Поэтому качественное изучение его формы сво-
дится фактически к анализу уравнения равновесия, выводом которого
•была закончена предыдущая глава.

Явный вид уравнения равновесия двойника в некотором кристалли-
ческом образце определенной формы получается подстановкой в (1,5)
конкретного выражения для К (χ, ξ). Ядро К (χ, ξ) существенно зависит
от анизотропии среды, угла θ (см. рис. 9) и удаления двойникующих
дислокаций от поверхности кристалла *).

Мы не можем дать замкнутое аналитическое представление решения
уравнения (1,5) при произвольном ядре К (χ, ξ). Однако даже в общем
случае можно сделать ряд физически важных качественных выводов, отно-
сящихся к характеристике равновесного распределения дислокаций ρ (χ).

*) Для справок мы приведем краткий перечень работ, посвященных явной
записи уравнения (1,5) и изучению особенностей формы двойника на основе этого
уравнения в ряде специальных случаев. В работах 45> 4 6 рассматривался двойник
в неограниченной изотропной среде, в работе 4 7 — в неограниченной анизотропной
среде. Двойник, перпендикулярный плоской поверхности изотропного тела, подробно
изучен в 4 8 . 49> 5 0 . В работе 5 1 рассмотрен двойник, плоскость двойникования которого
расположена под произвольным углом к поверхности изотропного тела, там же при-
ведены уравнения для случая, когда двойник расположен на некоторой глубине под
поверхностью изотропного тела. Работа 4 0 посвящена двойнику у плоской поверхно-
сти анизотропной среды. В работах 5 2· 5 3 рассмотрен ДВОЙНИК В изотропной плоско-
параллельной пластине, а в 5 4 — двойник вблизи границы двух анизотропных сред
с разными упругими модулями.
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Прежде всего заметим, что при L — а0 "С L ~ я<ь когда источник
дислокаций находится далеко в глубине кристалла и поля напряжений
дислокаций почти не отличаются от полей напряжений в неограниченном
кристалле, уравнение (1,5) переходит в уравнение равновесия тонкого
двойника, полученное впервые Лифшицем 1 3:

(2,1)

а0

Определение функции ω (χ) дано в (1,5). Следует только отметить^
что в предлагаемой здесь записи уравнения (2,1) сила ω (χ) имеет вполне
конкретный вид и, в частности, явно включает силы неупругого происхо-
ждения, чего не было в уравнении работ 13> ы.

Важным результатом работы 13, касающимся формы двойника, был
вывод о том, что кончик свободного двойникового клина имеет нулевой
угол раствора (противоположные границы двойника касаются друг друга

x-L

Рис. 10. Форма конца упругого двой-
ника в глубине кристалла,

о) Конец свободен; б) конец застопорен.

а) 6)

Рис. 11. Форма двойника у выхода
на поверхность кристалла.

а) Поверхность кристалла свободна; б) на
поверхности имеется стопор, препятствую-
щий выходу дислокаций при разгрузке.

на его конце). Аналогичный вывод естественно может быть сделан на осно-
вании уравнения (1,5) и в общем случае, т. е. для двойника в кри-
сталлическом образце любой формы при произвольной анизотропии.
Достаточно заметить, что двойник может увеличивать свою длину при
росте внешней нагрузки лишь в том случае, когда действующие на его
кончик силы торможения ограничены. Но в таком случае величина ω (L)
должна быть конечной, а потому первое слагаемое левой части уравне-
ния (1,5) в соответствующей точке

9(l)dlf 2Ш1
a0

также должно быть ограниченным. Для выполнения этого требования
необходимо, чтобы ρ (ξ)-*- 0 при ξ -»- L. Из физического смысла функции
ρ (χ), определяемого соотношением (1,1), следует, что условие ρ (L) = О
делает кончик двойника бесконечно острым, т. е. требует, чтобы угол
раствора профиля у конца двойника был равен нулю. Профиль конца
двойника в этом случае схематически изображен на рис. 10, а.

Те же соображения относятся к точке χ = ПО', если двойник удержи-
вается в кристалле только силой приложенных к поверхности напряже-
ний (ω (α0) ограничена), то ρ (αη) = 0. Обычно все двойникующие дисло-
кации «зарождаются» на поверхности тела (в точке χ = а0, являющейся
единственным источником дислокаций) и под возрастающей нагрузкой
лишь перемещаются по оси X. Тогда в интервале а0 < х < L имеются
лишь дислокации одного знака (р (х) ^ 0) и условие ρ (α0) = 0 означает,
что двойник выходит на поверхность тела в виде плоскопараллельной про-
слойки (рис. 11, а).
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Если двойник свободен, т. е. если сдерживающие его силы ограни-
чены на обоих концах двойника (р (а0) = ρ (L) = 0), то остается открытым
вопрос о его длине. Для составления математического условия, которое
определит длину двойника, проще всего воспользоваться некоторыми
формальными результатами теории сингулярных интегральных уравне-
ний. Известно **, что уравнение типа (1,5) имеет обращающееся в нуль
на обоих концах интервала (а0, L) решение лишь в том случае, когда
правая часть этого уравнения ω (χ) удовлетворяет специальному условию
ортогональности:

L

^ω(χ)ρο(χ)άχ = Ο, (2,2)

α 0

где ро (х) — решение однородного уравнения, сопряженного уравнению
(1,5) *). Физический смысл условия (2,2) довольно прост3 2 — оно выра-
жает требование ограниченности напряжений, вызываемых в кристалле
свободным двойником.

Поскольку функция ро (х) однозначно определяется ядром интеграль-
ного уравнения (естественно, с точностью до произвольного множителя),
то соотношение (2,2) является условием для определения длины двойника.
В простейшем случае двойника в неограниченной однородной среде это
условие принимает следующую форму 3 2 :

\ , и ( х ) < Ь с =0. (2,3)

at)

До сих пор шла речь о свободных упругих двойниках. Однако в кри-
сталле могут возникнуть условия, при которых развитие двойника сто-
порится некоторыми препятствиями в глубине образца. Такие препят-
ствия, останавливающие скольжение двойникующих дислокаций, мы
будем называть стопорами. Простейшими примерами плоского стопора
могут служить остаточная двойниковая прослойка другой системы двой-
никования 55> 3 6 , граница кристаллического зерна 5 6 , межфазная граница.
В таком случае рост внешней нагрузки не приводит к изменению длины
двойника, достигшего в своем развитии стопора. Поэтому длина двой-
ника может считаться фиксированной при практически произвольных
внешних нагрузках. Соотношение (1,2) определяет в такой ситуации полное
число двойникующих дислокаций одного знака, порожденное заданной
внешней нагрузкой (или толщину двойника у его выхода на поверхность).

Поскольку в этом случае условие (2,2), вообще говоря, не выпол-
няется, то из теории сингулярных интегральных уравнений i l следует,
что ρ (L) становится неограниченным. Учет стопора в уравнении (1,5)
можно произвести, введя в качестве силы торможения некоторую силу,
сосредоточенную в точке χ = L. Наличие подобной точечной силы приво-
дит к особенности функции ρ (χ) в указанной точке (р (L) = оо). Гео-
метрический смысл этого свойства функции ρ (χ) сводится к тому, что угол
раствора профиля двойника у его конца равен 180° (рис. 10, б).

Естественно, представленный на рис. 10,6 контур двойника, а также
буквальная формулировка утверждения, на основании которого он
построен, должны пониматься в условном смысле. Предлагаемая теория

*) Однородное уравнение, сопряженное интегральному уравнению
L

\ К(х, ξ) ρ (χ) dx = 0, имеет вид \ К (£, χ) ρ0 (χ) dx = 0.
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тонких двойников исходит из предположения, что среднее расстояние
между соседними дислокациями значительно больше величины вектора
Бюргерса (Ьр (х) <С 1). Формально это предположение нарушается
в непосредственной окрестности стопора, и последовательное рассмотре-
ние задачи, вообще говоря, должно основываться на анализе равновесия
дискретного ряда дислокаций, расположенных в параллельных плоскостях
двойникования. Подобная проблема была обсуждена в работе Эшелби,
Франка и Набарро 2 7 применительно к скоплению дислокаций в одной
плоскости скольжения, сдерживаемому стопором. Из результатов работы 2 7

вытекает, что при большом числе дислокаций в скоплении распределение-
практически всех дислокаций (исключая несколько дислокаций у самого·
стопора) мало отличается от того, которое следует из континуального
рассмотрения. А поскольку макроскопическая теория не может претен-
довать на точное определение координат ближайших к стопору дислока-
ций скопления, то в рамках применимости макроскопического подхода
соответствующие выводы являются непротиворечивыми. Правда, поло-
жение усложняется тем, что в случае двойникования дислокации нахо-
дятся в параллельных плоскостях «скольжения» (образуют «разноэтаж-
ное» скопление). Но даже в этом случае можно надеяться, что вплоть
до расстояний, на которых Ьр (χ) ~ 1, качественное поведение функции
ρ = ρ (χ) не будет отличаться от того, которое мы предсказываем на осно-
вании анализа уравнений равновесия тонкого двойника. Таким образом,
излагаемая теория «не несет ответственности» за точный вид контура
двойника на рис. 10, б лишь в непосредственной близости от конца двой-
ника, где Ьр (х) > 1.

Может иметь место и другая ситуация, а именно, может случиться, что
при некоторой внешней нагрузке зарождение дислокаций в точке χ = а0

прекратится. Этим самым будет зафиксирована толщина двойника у выхода
на поверхность, или, что то же, величина δ. Если к тому же по какой-либо
причине на поверхности тела образуется стопор для двоиникующих дисло-
каций, то при разгрузке в точке χ = ПО появляется сосредоточенная сила,
сдерживающая выходящие из кристалла дислокации. Тогда у функции
ρ (χ) появится особенность в этой точке, и профиль двойника будет иметь
в этой области форму, показанную на рис. 11, б.

Мы не будем приводить громоздких выражений для функции ρ (χ),
получаемых выбором различных решений (1,5), отвечающих наличию или
отсутствию стопоров в точках χ = ПО и χ = L (соответствующие выраже-
ния можно найти, например, в работе 3 2 ) . Как пример подробного анализа
формы двойника в процессе его эволюции мы рассмотрим лишь простей-
ший случай, когда все качественное описание может быть проиллюстри-
ровано замкнутыми аналитическими выражениями. Допустим, что двой-
ник, линия двойникования которого перпендикулярна плоской поверх-
ности кристалла, образован винтовыми дислокациями. Тогда ядро К (χ, ξ)
имеет весьма простой вид

Ί Ί

К ιχ ξ) —. L ί__ (2,4V

что соответствует возникновению силы зеркального изображения длят
винтовой дислокации у поверхности кристалла. При таком ядре уравне-
ние (1,5) сводится к следующему сингулярному уравнению:

ь

J ξ2—хг 2

явная запись решения которого уже не представляет труда.
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Будем считать, что вначале свободный упругий двойник при своем
росте встречает стопор в точке χ = а2 на линии двойникования (рис. 12).
Может случиться, что под действием внешней нагрузки источник дисло-
каций в точке χ = а0 способен испустить число дислокаций, не превы-
шающее конечного значения N. Тогда при условии

L

С ρ {χ) dx < Ν
αο

длина двойника определяется соотношением (2,2), а сама функция ρ (χ)
имеет вид

р(х)= -\У(и-- (2,6)

Следует ожидать, что с ростом нагрузки длина двойника будет воз-
растать (позднее мы убедимся в справедливости этого). Предположим,,
что источник дислокаций «иссякнет» раньше,
чем конец двойника достигнет сто-
пора. Тогда при дальнейшем росте внешней
нагрузки для этого двойника, как для любого
свободного двойника, должны выполняться
условия типа (1,2) и (2,2) при заданном N.
Легко сообразить, что когда значение а0 фик-
сировано, эти математические условия не
могут, вообще говоря, выполняться одновре-
менно. Это и значит, что на части линии
двойникования вблизи источника (х = а0)
дислокации должны полностью отсутствовать: , и //A/ZALit^ ,

X

а)

6)

г)

9)

где точка χ = a t определяет правую границу
указанного интервала. Следовательно, на
участке (а0 < χ < а4) двойник имеет вид
плоскопараллельной прослойки (рис. 12, б).
Правее точки χ = a t плотность дислока-
ций ρ (χ) определяется формулой типа (2,6)
с заменой значения а0 на аи Величина я4 и
длина двойника L определяются теперь фор-
мулами типа (1,2) и (2,2), в которых снова
следует заменить а0 на ах.

После достижения концом двойника сто-
пора (L = я2) длина двойника делается фиксированной, а

Рис. 12. Эволюция формы и раз-
меров упругого двойника в кри-
сталле при нагрузке (а — г) и

разгрузке (3):
о) Свободно растущий двойник; б>
рост двойника после прекращения
работы источника дислокаций на
поверхности кристалла; в) конец
двойника встречает стопор (а2 —
точка расположения стопора); г)
форма застопоренного двойника в
пределе бесконечно больших на-
грузок; Θ) стопор на поверхности
препятствует выходу двойника из

кристалла при разгрузке.

его конец
округляется *) (рис. 12, в), причем функция ρ (χ) имеет вид

ξ 2 _ α | £2_
(2,7)

Легко убедиться, что при сильном возрастании внешней нагрузки
точка χ = ai приближается к концу двойника χ = L. Действительно,
допустим, что во всех точках двойника σ (χ) > S (χ) и внешняя сила про-

*) По поводу контура двойника на рис. 12, в следует повторить то же самое,
что говорилось относительно рис. 10, б, а именно, формула (2,7) описывает этот контур
лишь в интервале значений х, где fcp {χ) 11.
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порциональна некоторому параметру Ρ: σ (χ) = Ρτ (χ). Тогда ω (χ) =»

^-g-t(x) , и из уравнения равновесия (типа (1,5) с нижним пределом

интегрирования щ) следует, что ρ (χ) = Ρχ (χ), где функция χ (χ) есть

решение этого уравнения равновесия с правой частью, равной ^-~ .

В этом случае условие типа (1,2) примет вид

χ {χ) dx = const/P. (2,8)

С ростом Р левая часть (2,8) должна уменьшаться, стремясь к нулю.
Но так как χ (χ) > 0 и χ (L) неограниченно, то a t будет неизбежно при-
ближаться к L. Таким образом, в пределе бесконечно больших Ρ двойни-
ковый клин полностью превращается в плоскопараллельную прослойку *),
изображенную на рис. 12, г. Обычно такую форму имеет так называемая
остаточная двойниковая прослойка.

Если же на той стадии, когда двойник еще не превратился в плоско-
параллельную прослойку, производить ослабление внешней нагрузки
(разгрузку), то от стадии рис. 12, в мы снова перейдем к стадии рис. 12, б.
Дальнейшее зависит от вида дефекта, прекратившего действие источника
дислокаций. Если этот дефект эквивалентен некоему стопору, то двой-
никующие дислокации не могут выйти из кристалла и при достаточно
малых нагрузках его форма приобретает вид рис. 12, д, а функция ρ (χ)
дается выражением

а0

где ω* (χ) — функция, отличная от ω (χ) изменением сил неупругого
происхождения при разгрузке (подробнее об этом см. в гл. 4).

В заключение анализа уравнения равновесия заметим, что всегда,
когда функция S (х) «достаточно хорошая», поведение ρ (χ) у концов
двойника в общем случае мало зависит от вида функции ω (χ). На сво-
бодном конце двойника (х = х^) плотность дислокаций убывает как
корень из расстояния до точки χ = art:

p(x)^V\x-xl\, (2,10)

а у стопора в точке х = х2 она неограниченно возрастает по закону

р(х) *

У\х—х2\

(2,11)

*) Вывод о бесконечно большом значении Р, при котором происходит превра-
щение двойника в плоскопараллельную прослойку, естественно, связан с предполо-
жением о том, что все двойникукшще дислокации расположены в одной плоскости.
Если учесть, что дислокации расположены в соседних атомных плоскостях, удален-
ных на расстояние а друг относительно друга, то окажется, что уже при конечных

напряжениях порядка σ ~ — двойникующие дислокации будут выстраиваться в
в стенку друг над другом, сдерживаемые только плоской поверхностью стопора.
Последнее утверждение было подтверждено прямым машинным расчетом 57. То обсто-
ятельство, что расстояние между плоскостями скольжения соседних дислокаций
конечно, играет важную роль при встрече двойника со стопором, размеры которого d
в перпендикулярном плоскости двойникования направлении невелики. В этом случае
€ ростом внешней нагрузки толщина двойника h может превзойти величину d, после
чего двойникующие дислокации смогут проходить «над стопором». Процесс огибания
двойником стопора конечных размеров экспериментально наблюдался в работе 58.
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Вспоминая ограничения, накладываемае на область применения
формулы (2,11), постараемся оценить длину интервала вблизи конца
застопоренного двойника, где эта формула несправедлива. Рассмотрим
наиболее «опасный» с этой точки зрения случай однородной внешней
нагрузки: σ (χ) = Ρ — const. Тогда плотность дислокаций вблизи сто-
пора равна 3 2

"S· (2,12)μ У I*»—*I μ
Как мы отмечали выше, критичными являются расстояния, на которых
6р (х) — 1. Из (2,12) следует, что этим расстояниям отвечает удаление
от конца двойника порядка величины

Если взять Ρ ~ ΙΟ"3 μ, что даже превышает обычно прикладываемые
к двойникующемуся кристаллу нагрузки, то оказывается | х2 — χ | ~
~ 10"6L. Обычно изучаются
двойники длиной в несколько
миллиметров; для них область
неприменимости формулы (2,11)
оказывается меньше разреша-
ющей способности применяю-
щихся в этом случае оптиче-
ских приборов.

Приведенные выше резуль-
таты, касающиеся формы двой-
ника, можно сравнить с экспе-
риментальными данными,
полученными Солдатовым и
Старцевым36 при изучении фор-
мы двойников в висмуте. Обна-
ружено, что если двойник сво-
бодно движется по кристаллу,
не встречая препятствий, то
он имеет форму сильно вытя-
нутого в направлении движе-
ния клина с очень тонким кон-
цом (рис. 13, а). Если при
движении в глубь кристалла
двойник встречаетпрепятствие,
в частности, препятствие в виде
двойниковой прослойки другой ориентации, то рост в длину прекра-
щается. Толщина двойника быстро увеличивается и в «носике» двойника
образуется характерное закругление, по форме напоминающее полу-
окружность, с которой сопрягаются границы двойника (рис. 13, б, в).
Численное дифференцирование экспериментальных данных о толщине
двойника по формуле, обратной (1,2), позволило определить функцию ρ (χ).
Полученная зависимость 3 6 для случая застопоренного двойника с малой
погрешностью описывается формулой типа (2,11).

По нашему мнению, описанные результаты работы 3 8 показывают
хорошее согласие дислокационного описания двойников с их наблюдае-
мыми свойствами, в частности, подтверждают предсказанную теорией
форму растущего двойника, встретившего препятствие *).

*) В принципе можно было бы себе представить, что застопоренный двойник
остается клиновидным с возрастающим по мере нагрузки углом раствора клина.
3 УФН, т. 104, вып. 2

Рис. 13. Форма конца двойника в кристалле
висмута м .

а) Свободный двойник; б — в) застопоренный двойник.

Л
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3. ПОЧЕМУ УПРУГИЙ ДВОЙНИК ТОНКИЙ

Многие особенности процесса упругого двойникования существенно
определяются силами неупругого происхождения *). Особая роль этих
сил лучше всего может быть проиллюстрирована при обсуждении вопроса
об отношении толщины упругого двойника к его длине. В частности, мы
сейчас убедимся, что только включение сил неупругого происхождения
в уравнение равновесия двойника позволяет понять, почему в поле зна-
копостоянных упругих напряжений может существовать свободный двой-
ник конечной длины и почему он всегда остается тонким.

Для обсуждения этого вопроса нужно получить выражение для тол-
щины и длины упругого двойника. Ясно, что замкнутые формулы для
этих величин могут быть получены только в некоторых простейших слу-
чаях. Один из таких случаев представляет плоский двойник, образован-
ный винтовыми дислокациями, для которого ядро К (х, | ) задано фор-
мулой (2,4). Воспользовавшись этим ядром, мы запишем уравнение
типа (2,5) в несколько иной форме:

Любопытно заметить, что такое же уравнение будет определять равнове-
сие двойника, созданного в неограниченном кристалле дислокациями,
источник которых находится в интервале (— а0, а0) вблизи начала коор-
динат. Для этого достаточно считать, что внешняя нагрузка есть четная
функция х, а рождающиеся две дислокации противоположного знака
одновременно появляются в точках χ — ± а0-

Для конкретизации функции ω (χ), определяемой соотношением (1,5),
будем считать, что двойник является растущим, т. е. он порожден моно-
тонно возрастающей силой. В этом случае, как отмечалось в гл. 1, силы
неупругого происхождения, описываемые функцией S (х), имеют вид

S(x)=—Sa— Sa(x), ^ 0 = const. (3,2)

Первое слагаемое в правой части (3,2), а именно, So, определяет
величину силы трения, которую испытывает двойникующая дислокация
в кристалле. По порядку величины

S0~as, (3,3)

где σ8 — «микроскопический» предел текучести материала по отношению
к двойникованию, т. е. стартовое напряжение, начиная с которого, внеш-
няя нагрузка перемещает отдельную двойникующую дислокацию. Второе
слагаемое в (3,2), Sn (x), описывает силу поверхностного натяжения,
отличную от нуля лишь в малых окрестностях ε у конца двойника. Если
ε < L, то эта сила не зависит от длины двойника. Чтобы подчеркнуть
независимость Sn (χ) от длины двойника, запишем Sn (χ) = A (L — χ),
где функция Α (ξ) монотонно убывает с ростом своего аргумента от неко-
торого максимального значения S^ до нуля на малом интервале (0 < I <
<ε).

Решение (3,1) или (2,3) для свободного двойника, когда ρ (α0) =
= ρ (£) := 0, дается формулой (2,4), причем полудлина двойника L нахо-

*) Здесь имеется следующая аналогия с электростатикой: так же, как при
описании равновесия системы электрических зарядов, часто решающим является
учет сил неэлектрического происхождения, в теории упругости при изучении равно-
весия системы дислокаций часто определяющую роль играют силы неупругого про-
исхождения.
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дится из условия (2,3). Поскольку нас будут интересовать только те реше-
ния (3,1), которые обращаются в нуль в точке χ ·= а0, для упрощения
дальнейшего анализа малую величину а0 можно положить равной нулю
(а0 — 0). Тогда (3,1) сведется к

1т
— L

и его решение (2,6) примет вид

Р(*) = РоИ + Рп(ж), (3,5)

ρ (χ) = —J— YW^fl I σ ( ξ ) / ξ , (3,6a)

Ρπ {χ) = * γυ=& Ι — S B i O d i . (3,66)
K n V ' Bn*y 7 (1-х)-]/12-12 ν '

Условие (2,2) заменится теперь условием

F(L) = S0 + J(L), (3,7)

где использованы обозначения

M L\^M£=. (3,8)
-L v -L

Условие (3,7) является трансцендентным уравнением, определяющим
длину двойника. Отметим некоторые свойства входящих в это уравнение
функций F (L) и J(L), вытекающие из их определения (3,8). Предполо-
жим, что функция σ (χ) положительна при всех χ и интегрируема на неог-
раниченном интервале *), т. е. что существует отличный от нуля интеграл

оо

фо = Л f O(x)dx, (3,9)
— оо

который с точностью до множителя определяет полную внешнюю силу,
действующую в плоскости двойникования (приходящуюся на единицу
длины вдоль оси Z). Если х0 — расстояние, на котором существенно убы-
вает функция σ (χ), то очевидно, что по порядку величины

Φ ο ~ χ 0 σ ( 0 ) . (3,9а)

Из (3,7) и (3,8) следует, что асимптотически при больших L

F(L) = ^- при L—>oo. (3,10)

Что касается / (L) , то из свойств функции Sn(x) следует, что
при L ̂ > ε

где Μ — не зависящая от длины двойника постоянная**).

*) Таким свойством обладает любое упругое поле, созданное концентирован-
ной нагрузкой.

1
**) Постоянная Μ отличается от модуля сцепления работы 3 3 множителем у=

п~\/2
и от принятого в работах ъг, 6 9 . 6 0 определения множителем — .

я
3*
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Из определения модуля М (3,11) вытекает следующий порядок его
величины:

Μ ~ VlSl. (3,12)

£„" характеризует напряжение, необходимое для движения головной
дислокации (частичной дислокации, схематически изображенной на рис. 6),
и по порядку величины равно

Я ~ | . (3,13)

где β — энергия единицы площади дефекта упаковки, связанного с этой
частичной дислокацией. Для оценок ее можно принять равной удвоенному
значению поверхностной энергии когерентной двойниковой границы
(например, для кальцита, используя результаты 5 9· 60, получаем β — 2α—
—70 эрг/см2 и >?п~ 7 -103 кГ/см2 ~3·10~2 μ). По-видимому, в большин-
стве случаев 5„ ~ 10"1 — 10~2 μ.

Так как функция Sa (χ) отлична от нуля только в конце двойника,
во всех расчетах, в которых интересуются свойствами двойника в точках,
удаленных от его концов, эта функция может быть заменена сосредоточен-
ной функцией с правильной нормировкой. Легко видеть, что эта замена
может быть реализована с помощью δ-функции следующим образом:

n(x) = -^MVT^6(L-x) для ж>0,
(ЗД4)

^ x) для х<0.

Используя (3,11), можно записать уравнение (3,7) в виде

^ (3,15)

При известных So и Μ и заданной функции σ (χ) соотношение (3,15)
является уравнением для определения длины двойника. Таким образом,
решение (3,5) и (3,6) совместно с этим уравнением позволяет при извест-
ных внешних напряжениях и известных силах неупругого происхожде-
ния полностью определить механически равновесную форму упругого
двойника *). Однако нам представляется важным обратить внимание
на некоторое физическое различие уравнений (3,4) и (3,15), связанное
с разной степенью детализации функции Sn (х). Для описания профиля
двойника (во всяком случае у его концов) нужно знать точный вид функ-
ции Sn (x), входящей под интеграл в (3,66). Но вид этой функции суще-
ственно определяется характером сил межатомного взаимодействия.
Это обстоятельство ставит функцию Su (х) в особые условия в рамках
нашей теории. В частности, вряд ли можно предложить какой-нибудь
макроскопический эксперимент для определения вида этой функции.
Поэтому какую-либо информацию о Su (х) можно получить только путем
анализа микроскопических моделей двоиникующих дислокаций. К сожа-
лению, нам не известен точный вид потенциалов межатомных взаимодей-
ствий, и такой путь определения Sn (x) нельзя признать достаточно
надежным.

С другой стороны, уравнение (3,15) для длины двойника включает
с,илы неупругого происхождения лишь в виде двух параметров So и М.

, *) Если Sn (χ) -* 0, то (3,4) дает распределение полных дислокаций вдоль неза-
вершенной полосы скольжения, а (3,15) позволяет определить длину скопления во
внешней поле. При So -* 0 (3,4) переходит в уравнение, описывающее форму тонкой
трещины, а (3,15) фактически совпадает с основным уравнением силовой теории
тонких трещин 33, определяющим длину трещины во внешнем поле.
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Поскольку длина двойника является его макроскопической характеристи-
кой, величины So и Μ в уравнении (3,15) могут рассматриваться как
феноменологические параметры. Следовательно, можно предложить спо-
соб экспериментального определения величин So и М. Постановка коли-
чественного эксперимента в условиях, максимально приближенных к рас-
сматриваемым в теории, была предложена и реализована в работах 59~61,
где найдены значения So и Μ для кальцита ( 5 0 =» 0,2 — 0,3 кГ/см2, Μ «*
« 1 кПсм3!2). Возможность экспериментального определения главных
параметров модели является, по нашему мнению, большим достоинством
полумикроскопической теории упругих двойников.

Возвращаясь к вопросу о длине и толщине двойника, обратимся
к уравнению (3,15), считая функцию σ (χ) положительной при всех χ
и интегрируемой. Предположим сначала, что отсутствуют силы неупруго-
го происхождения. Тогда из положительности функции F (L) и вида ее
асимптотики (3,10) следует, что при S (х) = 0 единственное возможное
решение уравнения (3,15) соответствует L = <х>, т. е. бесконечно длинно-
му двойнику.

Таким образом, мы приходим к следующему утверждению: если
бы отсутствовали силы неупругого происхождения, то под действием
знакопостоянной внешней нагрузки в теле не мог бы существовать свобод-
ный равновесный двойник конечных размеров.

Естественно, что можно представить себе такое знакопеременное поле
упругих напряжений, которое могло бы уравновесить двойник даже при
отсутствии сил 'неупругого происхождения *). Однако при изучении,
упругих двойников наиболее интересен случай знакопостоянного распре-,
деления напряжений, так как возможность равновесия двойника в таких
условиях имеет принципиальное значение.

Поскольку при S (х) = 0 длина двойника была бы бесконечной,
в силу непрерывности функций, входящих в (3,15), конечная равновес-
ная длина упругого двойника в кристалле велика в меру малости сил
неупругого происхождения.

Имея в виду последнее заключение, рассмотрим случай, когда силы
неупругого происхождения очень малы, т. е. когда S (х), а следовательно,
и правая часть (3,15) являются исчезающе малыми величинами. Тогда
длина двойника L очень велика и, как следует из (3,15) и (3,10), опреде-
ляется уравнением

^ ^ (3,16)

Ясно, что уравнение (3,16) справедливо при L~^>E.
Оценим прежде всего относительную роль двух сил, представленных

первым и вторым слагаемым в правой части (3,16), составив отношение

Так как, в принципе, довольно простой анализ уравнения (3,16)
при произвольных у связан с громоздкими выкладками, мы ограничимся
рассмотрением двух предельных случаев у > 1 и γ < 1.

Когда у >̂ 1, для получения полудлины двойника достаточно поло-
жить в уравнении (3,16) Μ = 0 (заметим, что Μ = 0 имеет место, напри-
мер, для незавершенной полосы скольжения):

/ - _ Ф 0 σ(0) п ш

*) Такая же ситуация имеет место в электростатике, где специально подобран-
ное электрическое поле может обеспечить равновесие любой системы зарядов.
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Из (3,18) видно, что обязательное условие L > х0 может быть реализо-
вано только при σ (0) > σ8, т. е. при очень большой концентрации напря-
жений в точке нахождения источника дислокаций.

Для γ С 1 полудлина двойника, как видно из (3,16), равна

Необходимая для создания двойника с L > х0 концентрация напряжений
Μ

в этом случае должна быть такой, чтобы σ (0) ^ —т= .
У хо

Формулы (3,18) и (3,19) в явном виде подтверждают сделанные выше
выводы о том, что длина упругого двойника в кристалле велика в меру
малости сил неупругого происхождения. Однако сама по себе длина двой-
ника не является полной характеристикой его формы и физический инте-
рес представляет отношение длины двойника к его толщине.

Рассмотрим толщину двойника в его центре h (0), представив ее по
аналогии с (3,5) в виде суммы

h(O)-=ho(O)+ha(O). (3,20)

Первое и второе слагаемые правой части определяются через р 0 и р п

соответственно по формуле (1,1).
Прежде чем производить расчеты h0 и ha, обратим внимание на следую-

щее очень важное обстоятельство: толщина двойника всецело определя-
ется числом испущенных источником дислокаций. Поскольку концентра-
ция внешних напряжений в районе источника дислокаций всегда велика,
их роль в этой области значительно больше роли сил неупругого проис-
хождения. В связи с этим толщина двойника в его центре практически
полностью описывается слагаемым h0. Количественные оценки, произве-
денные в работе 4 6, подтверждают это заключение. Поэтому для оценки
Л(0) достаточно вычислить h0. Пользуясь (1,1) и (3,5), представим h0

виде

La Г g(LE)rfE

Ш )
- 1

) у п г р 7 х-1
1 " b 0

Еще раз напомним, что для рассматриваемых нами двойников предпола-
гается выполненным условие L >̂ х0. Но при этом асимптотически

-i О

Следовательно, по порядку величины

Поскольку явная зависимость длины двойника от действующих сил
может быть получена только в предельных случаях (3,18) и (3,19),
мы ограничимся рассмотрением именно этих случаев.

Когда у > 1, то из (3,18) и (3,21) следует, что отношение толщины
двойника к длине имеет порядок величины

. (3,22)
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Оценка (3,22) показывает, что при исчезающе малом — отношение у-

стремится к нулю, так как всегда σ (0) < μ· Что же касается зависимо-
h

сти -γ от внешних напряжении в точке расположения источника дисло-
JL·

каций σ (0), то следует ожидать слабого логарифмического увеличения

отношения -у- с ростом σ(0).

В случае γ < 1, используя (3,19) и (3,21), получим
* ί " ! ΐ η ( ^ ) (3,23)
L μ Фо \-\/х0М

Из оценки {ο,Ζο) следует, что при исчезающе малом — -=— отношение-у

h
стремится к нулю, а также и то, что в этом случае величина -у должна

уменьшаться с ростом внешней нагрузки.
Выводы, полученные в двух предельных случаях, мы объединим

в одном утверждении: если функция σ (χ) знакопостоянна и силы неупру-
гого происхождения малы, то отношение толщины двойника к его длине
является малой величиной, стремящейся к нулю вместе с исчезновением
сил неупругого происхождения *) .

Заканчивая обсуждение вопроса об отношении толщины упругого
двойника к его длине, мы считаем необходимым указать, что первые

оценки -γ в рамках макроскопической теории были сделаны Владимир-

ским, который выразил величину этого отношения в терминах внешней
нагрузки и констант кристалла (модуля упругости и постоянной решетки).
Следует также упомянуть работы Купера 6 2 · 6 3 , в которых для весьма,
упрощенной двойниковой модели были оценены толщина двойника,

h
а также отношение -у.

При экспериментальном изучении упругих двойников 2~п>3 6· 6 1~ 6 в

всегда отмечалась малая величина отношения его толщины к длине

(например, для кальцита у- ~ 10~4, для висмута и сурьмы-=—~10~3).

Однако нам хотелось бы обратить внимание не на определение самой
численной величины этого отношения, а на выяснение тенденции его
изменения с ростом длины двойника, что было сделано в работе 6 5 . Соот-
ветствующий эксперимент проводился с двойниками, для которых выпол-
няется условие γ < 1. Но в этом случае, объединяя (3,19) и (3,23), имеем

h 1 М2 (,/Т~\ 1 Μ , L
~ -=-ln (1/ —) ~ -ς -=\n — .

Таким образом, отношение -у должно падать с ростом длины двойни-

ка. Именно этот результат теории подтверждается в работе 6 6 , где пока-
зано, что с ростом нагрузки длина двойника возрастает быстрее его тол-
щины.

При оценке отношения толщины двойника к его длине мы восполь-
зовались тем обстоятельством, что h определяется внешними упругими

*) Предложенная Фриделем 67 оценка отношения толщины двойника, уравно-
вешенного только внешним упругим полем, к его длине не представляет интереса
с точки зрения обсуждаемой проблемы, поскольку неявно предполагает, что упругое
поле описывается знакопеременной функцией координат, а в таком случае длина двой-
ника определяется тем характерным расстоянием, на котором меняет знак эта функция.
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силами. Но нужно иметь в виду, что форма двойника существенно зависит
от сил неупругого происхождения, в частности от Sa (x). Больше того,
можно убедиться, что для материалов с большим поверхностным натяже-
нием, для которых можно пренебречь силой трения (So = 0), форма кон-
ца длинного двойника полностью определяется силой поверхностного
натяжения.

Из (3,6а) следует, что закон убывания р0 (х) у конца двойника опи-
сывается функцией

PO(X)^^-VLZ — X2, СО = const — -̂ f. (3,24)

Аналогично из (3,66) вытекает, что на конце двойника

поэтому при \х ίζ г

Ро (ζ) Со Фо

•£=, (3,25)

(3,26)

Таким образом, для очень длинных двойников (L —>- оо) основную
роль играет вклад плотности р п (х) и профиль двойника у его конца дей-
ствительно зависит только от р ц (х). Он имеет такой же вид, как конец

тонкой трещины 68, и может быть схематически
изображен кривой, приведенной на рис. 14.
Зависимость толщины двойника h (x) от коор-
динаты на основании формулы (1,1) дается
выражением

_
3 В

ε. (3,27)

Штриховой линией на рис. 14 изображена
кривая

y(x) = const-VL2 — хг, (3,28)
Рис. 14. Схема профиля
двойника на двух крайних сопрягающаяся при L — #5* ε с истинным

концевых участках. профилем двойника. Следовательно, форма
конца двойника действительно определяется

только силой поверхностного натяжения и не зависит от внешней нагрузки
и длины двойника (благодаря этому и появляется возможность введения
константы М).

Наконец, исходя из физических представлений о силе поверхностного
натяжения на границе двойника, следует указать возможный порядок
величины ε. Мы определим ε как то расстояние от конца двойника, на ко-
тором толщина двойника такова, что противоположные поверхности двой-
ника перестают влиять друг на друга силами молекулярного взаимодей-
ствия. Обозначим эту толщину hh и воспользуемся (3,27), оценкой Сп

в (3,25) и (3,12). Тогда
μ
ς,Ο

hh. (3.29)

~ 10"1 — 10~2 μ,то получим для εЕсли считать hk —10~7 см и взять S\
оценку ε <—· 10"6 — 10~5 см.

Хотя оценка (3,29) весьма приблизительна, она указывает, что, строго
говоря, заключения о форме конца двойника сделаны на пределе справед-
ливости использованной нами макроскопической теории. Более того,
поскольку размер ε имеет полумикроскопический характер, в экспери-
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менте по изучению макроскопических форм двойника будет наблюдаться
профиль, близкий к тому, который описывается кривой (3,28). Именно
такой профиль у клиновидных двойников в α-Fe наблюдался в работе 6 в.
Обнаружение «клюва» на конце двойника требует очень большой разре-
шающей способности приборов, с помощью которых изучается профиль
двойника.

В настоящем разделе мы подробно обсуждали, почему двойник тонкий,
рассматривая пример двойника, созданного нагрузкой лезвием, т. е. обра-
зованного прямолинейными дислокациями. Однако при анализе многих
вопросов двойникования в кристалле, в частности проблемы зарождения
двойников, приходится анализировать двойники иной формы. Но какую
бы форму ни имел свободный упругий двойник, отношение его толщины
к длине должно подчиняться тем же качественным закономерностям,
которые были изложены выше. Иллюстрацией этого утверждения может
служить рассмотрение осесимметричного двойника в работе 4 6, где пока-
зано, что отношение толщины такого двойника к его радиусу мало в меру
малости сил неупругого происхождения.

4. ГИСТЕРЕЗИС ПРИ УПРУГОМ ДВОЙНИКОВАНИИ

В настоящей главе мы изучим развитие двойника в неограниченном
кристалле при немонотонной зависимости внешней нагрузки от времени.
Изменение нагрузки будет предполагаться квазистатическим, т. е. проис-
ходящим бесконечно медленно и в каждый момент времени полностью
описываемым зависимостью напряжений от некоторого внешнего пара-
метра. Положим, что функция σ (χ) зависит от параметра Р, с изменением
которого от 0 до Ρ о величина σ (χ) моно-
тонно возрастает от 0 до σΡ (χ)=σ (Ρΰ. χ).
Тогда увеличению Р будет соответство-
вать рост нагрузки, а уменьшению Ρ —
процесс разгрузки. В простейшем случае
напряжения о (χ) пропорциональны
внешней нагрузке *); тогда σ (Ρ, χ) =
= Ρτ(χ) и F(L)= PG (L), где G (L)
зависит только от длины двойника и
определяется первой формулой (3,8),
в которой вместо σ (χ) следует подста-
вить х(х).

Наиболее показательным для харак-
теристики эволюции двойника нам пред-
ставляется изменение его длины, кото-
рое можно проанализировать путем гра-
фического решения трансцендентного
уравнения (3,7). Правая часть (3,7)
всегда является монотонно убывающей
функцией L, имеющей максимум S* = So + £?, при L = О и асимптотически
приближающейся к £ опри1,-^ оо (рис. 15, кривые 1). Поэтому тип решения
уравнения (3,7) существенно определяется видом функции G (L). Примем,
что G (L) является монотонно убывающей функцией своего аргумента,
убывающей медленнее, чем J{L). Последнее предположение соответствует
обычно встречающимся в эксперименте условиям. Дело в том, что зна-
чительное убывание G (L) всегда происходит при макроскопических

Рис. 15. Определение длины двойника
путем графического решения уравне-

ния (3,7).
1 — кривая F (L) для случая внешнего'по-
ля, монотонно убывающего в глубину кри-
сталла (la — Ρ < Ρ*, 10 — Ρ > Ρ*); 2 —
кривая F (L) в случае однородного внеш-

него поля; 3 — кривая So + J (.L).

*) Подобная ситуация возникает тогда, когда приложение внешней нагрузки
к поверхности кристалла не вызывает значительного смятия последней.
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значениях L. Это связано с малой скоростью спада функции τ (χ) с глу-
биной, обусловленной макроскопическим характером создания внешней
нагрузки. Что же касается функции J (L), то ее основное убывание про-
исходит при L ~ ε.

Будем считать вначале, что Ρ возрастает, и рассмотрим рис. 15,
на котором схематически дано графическое решение уравнения (3,7).
При очень малых Ρ график функции F (L) лежит ниже кривой 3, поэтому
уравнение (3,7) не имеет решений. С ростом Ρ при некотором Ρ = Ртт
в точке (Pm i n, Lmin) происходит касание графика функции F (L) и кри-
вой 3. С этого момента появляется решение уравнения (3,7). При дальней-
шем увеличении Ρ рассматриваемые кривые пересекаются в двух точках,
что свидетельствует о раздвоении решения уравнения (3,7) на два реше-
ния (Li и L% на рис. 15). Решение Li убывает с ростом Р, поэтому, как

было отмечено в работе 33, оно отвечает
неустойчивому по отношению к бесконечно
малому изменению внешней нагрузки двой-
нику. Решение L2 соответствует устойчивому
двойнику, но тем не менее при нашем спо-
собе создания двойника подобный двойник
не возникает. Действительно, до тех пор пока
F (0) = σ (0) < S*, приложенная к дислока-
ции внешняя сила в точке нахождения источ-

ат/г Р* *Р н и к а дислокаций меньше полной силы тор-
можения. Поэтому дислокации под дейст-

Рис. 16. Зависимость" длины в и е м упругого поля не могут «оторваться»
двойника от нагрузки на на- от их источника (напомним, что зарождение
чальном этапе двойникования. дислокаций предполагается безактивацион-

ным и их размножение заключается в от-
воде дислокаций внешними напряжениями от источника). Следова-
тельно, двойник длины L2 может возникнуть только флуктуационным
путем. Но если рассматриваемые изменения параметра Ρ происходят
в течение ограниченного времени, флуктуационный механизм возникно-
вения макроскопического двойника можно не учитывать. Возможность
образования двойника не реализуется вплоть до значения Ρ = Ρ*, кото-
рое определяется из условия P*G (0) = S*. В этот момент исчезает реше-
ние Li (P), соответствующее неустойчивому двойнику, и выполняется
условие σ (0) = S*, т. е. выполняется достаточное условие образования
двойника, благодаря чему скачком возникает двойник конечной длины
(обозначим ее L*). При дальнейшем увеличении Ρ (Ρ > Ρ*) остается
только одно решение уравнения (3,7) (длина L4 на рис. 15), и двойник
плавно увеличивает свою длину с ростом нагрузки.

График зависимости L (Р) для рассматриваемого случая приведен
на рис. 16. Нижний участок кривой L = L (Р) при Ρ < Ρ* отвечает
неустойчивому двойнику, а верхний участок этой кривой при Ρ < Ρ*
соответствует длинам двойника, образующегося лишь флуктуационным
путем (поэтому соответствующая часть кривой также изображена штри-
ховой линией).

Зависимость L (Р) будет несколько иной, если допустить, что моно-
тонная функция F (L) убывает с ростом своего аргумента быстрее, чем / (L).
Такая ситуация безусловно реализуется при SB <ξ So и любом заметном
убывании σ (χ), т. е., в частности, при сдвигообразовании (5 П = 0) под
действием сосредоточенной нагрузки. Тогда для возникновения двойника
также необходимо превышение пороговой нагрузки Р*; уравнение (3,7)
имеет в этом случае только одно решение (устойчивый двойник), и двой-
ник начинает расти с нулевой длины.
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Специальный физический интерес представляет рассмотрение пре-
дельного случая однородной нагрузки. Если σ (χ) = σ (0) = const,
то F (L) = σ (0) и при So <С σ (0) <С S* уравнение (3,7) имеет только
одно решение (L = L3 на рис. 15), которое соответствует неустойчивому
двойнику. Как только параметр Ρ достигает значения Р*, это решение
исчезает. Однако формально существует еще решение L = оо. Поэтому
в соответствии с вышеизложенным анализом мы можем заключить, что
при Ρ = Ρ* скачком возникает двойник бесконечной длины. Физический
смысл подобного утверждения сводится к тому, что при Ρ = Р* возни-
кает двойниковая прослойка, проходящая через весь кристалл. Таким
образом, равновесный устойчивый двойник конечной длины не может быть
образован в кристалле однородным полем напряжений. Для его возник-
новения необходима некоторая концентрация напряжений, создающая
достаточно быстро убывающее с расстоянием упругое поле. Этот вывод
подтверждается экспериментальными результатами Гарбера 4 · 7 0 .

Мы уже отмечали, что обычно наблюдавшиеся в эксперименте двой-
ники не являются плоскими и имеют вид «лепестков», образованных
нагрузкой, сконцентрированной на небольшом участке поверхности
кристалла 2~7·2 0· ев, ββ_ ф О р М а таких двойников близка к форме половины
очень тонкой круговой линзы и в простейшем случае может быть пред-
ставлена в виде скопления круговых дислокационных петель. Анализ
развития двойника в такой модели 4 6 показывает, что и в этом случае
можно повторить все основные выводы относительно особенностей образо-
вания двойника.

Подводя итог рассмотрению возникновения двойника под нарастаю-
щей нагрузкой, отметим следующие существенные пункты. Во-первых,
в любом случае двойник может появиться лишь при нагрузке, превышаю-
щей некоторое пороговое значение. Во-вторых, начальный этап роста
двойника полностью определяется характером внешней нагрузки. В-треть-
их, устойчивый двойник конечных размеров может быть образован толь-
ко при концентрации напряжений в области, где расположен источник
двойникующих дислокаций. Однородное поле напряжений не может
создать двойник конечной длины.

Сопоставим эти выводы с экспериментальными результатами по воз-
никновению упругих двойников.

Необходимость достижения пороговой нагрузки для возникновения
двойника отмечалась в экспериментальных работах 2~4· 6 6 при упругом
двойниковании кальцита и в работе 9 при двойниковании металлов. Роль
концентрации нагрузки при упругом двойниковании была показана Гар-
бером 2~4 и отмечалась затем всеми исследователями, изучавшими упругое
двойникование. Фактически, именно благодаря применению концентри-
рованной нагрузки Гарберу удалось обнаружить и изучить упругое двой-
никование, тогда как до экспериментов 2 двойникование в кальците
в большинстве случаев изучалось в однородном поле напряжений, когда
не могли наблюдаться упругие двойники конечной длины. Зависимость
начального этапа роста двойника от характера внешней нагрузки иллю-
стрируется, по нашему мнению, результатами экспериментов 6 5. В этой
работе фактически было показано, что длина скачкообразно рождающего-
ся двойника увеличивается с ростом области существенного убывания
функции F(L), связанной в свою очередь со степенью концентрации
внешней нагрузки.

После возникновения двойника характер дальнейшего его роста
с увеличением нагрузки определяется видом функции F(L). Если F (L)
есть монотонная функция L, то длина двойника будет плавно увеличи-
ваться с ростом Р. При немонотонной зависимости F (L) от своего аргу-
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мента может наблюдаться скачкообразное удлинение двойника. Все каче-
ственные выводы для двойников в этом случае совпадают с выводами тео-
рии трещин 3 3. Поэтому мы не будем на них подробно останавливаться.

Перейдем к изучению поведения двойника при разгрузке, т. е. при
уменьшении параметра Р. Допустим, что возрастание внешней нагрузки
прекратилось при значении параметра Ρ = Рт. Тогда равновесная плот-
ность дислокаций вдоль двойника р т (х) и его длина Lm в конце процесса
нагрузки будут определяться соответственно (3,5) и (3,7), в которых
следует положить Ρ — Рт.

Изменение размеров и формы двойника при разгрузке будет происхо-
дить за счет перемещения составляющих его дислокаций в направлении,
обратном направлению их движения при нагрузке. Но так как при умень-
шении Ρ знак внешних напряжений σ (χ) не меняется, обратное движение
дислокаций возможно только в результате их взаимодействия и действия
силы поверхностного натяжения. Однако следует иметь в виду, что нали-
чие силы «сухого трения», направленной против возможного перемещения
дислокации, препятствует перемещению дислокаций в начальный период
разгрузки, когда уменьшение внешней силы очень мало и нескомпенсиро-
ванная этим уменьшением часть силы взаимодействия меньше So- Поэтому
начало движения некоторой дислокации существенно зависит от соотно-
шения сил, действующих на нее со стороны внешнего поля и со стороны
остальных дислокаций.

Анализ поведения дислокаций в процессе разгрузки в значительной
мере определяется характером внешних напряжений. Мы ограничимся
простейшим случаем, когда напряжения σ (χ) являются монотонно убы-
вающей функцией | χ | и по-прежнему прямо пропорциональны парамет-
ру Р, т. е. σ (ζ) = Ρτ(χ).

Пока все дислокации неподвижны, их действие на единичную дисло-
кацию в точке χ определяется напряжением г|з0 (х), выражение для кото-
рого следует из уравнения равновесия (3,4):

z)-Pmx(x). (4,1)

Суммарные напряжения φ (χ) — φ (Ρ, χ), действующие на дислокацию
со стороны остальных дислокаций, поверхностного натяжения и внешних
полей, в начале разгрузки равны

<p(x) = yo(x) + a(x)-Sn(x) = So-(Pm-P)x(x). (4,2)

Для того чтобы дислокации начали двигаться, величина соответ-
ствующей силы должна превзойти силу трения хотя бы в одной точке:
| φ (χ) I ̂  So- Возможность реализации этого условия определяется
величиной ат (0) и соотношением So и £„, в зависимости от которых может
быть три различных случая.

С л у ч а й 1. <$п < So, fm (0) <С 250- В этом случае, как следует
из (4,2),

а потому ни при каком значении параметра Ρ сила φ (χ) не может пре-
взойти силу торможения. Следовательно, ни одна дислокация не пере-
местится в процессе разгрузки и форма двойника после разгрузки останет-
ся той же, какой была к концу нагружения. Таким образом, двойник
с малой поверхностной энергией, образованный сравнительно малой внеш-
ней силой, не меняет своей формы и размеров после снятия нагрузки.
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С л у ч а й 2. M<.V^LmS0, om(0)>2S0. В этом случае, до тех пор
пока наибольшее значение абсолютной величины силы φ (Ρ, χ) меньше So,
все дислокации будут находиться на своих старых местах, так как ни в од-
ной точке приложенная к дислокации сила не превышает силу тормо-
жения So. Поведение дислокаций при дальнейшем убывании Ρ зависит
от вида функции φ (Ρ, χ) и, в частности, от положения точки наиболь-
шего по абсолютной величине отрицательного значения φ (χ). В нашем
случае эта точка будет отвечать минимуму φ (Ρ, χ) при χ = 0.

При значении параметра Ρ = Рк, определяемого из условия
о С

φ (Рк, 0) = — So, т. е. при Рк = Рт щ , в центре двойника сила φ (0)
сравнивается с силой торможения So и при дальнейшем уменьшении Ρ
превосходит ее, вызывая в средней части двойника перемещение дисло-
каций. Заметим, что разность Рт — Рк не зависит от длины двойника
и для данного вида нагрузки является фиксированной величиной.

Возможность движения дислокаций при Ρ > Рк в некоторой окрест-
ности точки χ = 0 приводит к их перераспределению. Пусть это пере-
распределение охватывает интервал (—х0, Ха), вне которого дислокации
остаются неподвижными. Тогда в интервалах Хо < | х | < LQ ПЛОТНОСТЬ
дислокаций по-прежнему описывается функцией р0 (х), а в интервале
(—х0, х0) для плотности дислокаций легко получить следующее выра-
жение 4 δ:

ρ (χ) = р0 (χ) + Рт~Р Ϋ1ξ^ $r T { l ) d l , (4,3)

причем величина х0 определяется из условия ортогональности, анало-
гичного (3,7),

Г *(«)«** _ 2*S0 (АЛ)

Легко заметить, что при наших предположениях о функции τ(χ)
уравнение (4,4) определяет монотонно убывающую функцию хо = хо(Р).
Формально предельное значение х0 (0) в конце разгрузки (при Ρ = 0)
дается уравнением

*0(0)

Г t(z)rf:r _ 2nS0 , -

) уЩ=Тг—Р^Г· ( 4 ' 5 )

Но (4,5) имеет смысл лишь в том случае, когда х0 (0) < Lm. Сравни-
вая (4,5) с (3,7) и учитывая предположенные свойства функции
σ (χ) (τ' (χ) < 0 при ж ^ 0 ) , легко убедиться, что при Μ <У LmS0 всегда
предельное значение х0 (0) <; Lm.

Таким образом, когда Μ < У Lm So, после полной разгрузки в среде
остается двойник (заклинившийся двойник), распределение дислокаций
вдоль которого существенно отличается от (3,5). Правда, на конце двой-
ника (х0 (0) < | χ | < Lm) это распределение по-прежнему описывается
функцией рт (х), однако в его средней части плотность дислокаций дается
выражением (4,3) при Ρ = 0, когда х0 — х0 (0).

Следовательно, если двойник образован действием силы очень боль-
шой величины, так что yLm So > Μ, то после разгрузки его длина не ме-
няется, форма двойника у концов (х0 (0) < | χ \ < Lm) остается неизмен-
ной, а толщина его средней части уменьшается.

Отличие функции ρ (χ) при разгрузке от плотности дислокаций при
нагрузке означает, что двойникование имеет гистерезисный характер.
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В данном случае гистерезис удобно проиллюстрировать на зависимости
толщины центральной части двойника h от Ρ при увеличении и последую-
щем уменьшении внешней силы.

Как было показано выше, при возрастании Ρ от 0 до Р* двойник
отсутствует (h = 0); при Ρ = Ρ* двойник зарождается, допустим, с тол-
щиной h*, а при дальнейшем росте Ρ его толщина в простейшем случае
монотонно увеличивается (рис. 17), достигая величины hm при Ρ = Ро.
При изменении Ρ в обратном направлении (от Рт к 0) толщина h остается
постоянной для значений Р к <С Ρ <СРт и монотонно (в простейшем слу-
чае *)) уменьшается по мере дальнейшего убывания Р. В конце разгрузки

толщина двойника отлична от нуля и на
некоторую определенную величину Ah
меньше hm (рис. 17).

Из характера рассмотренного выше
гистерезиса следует важный вывод: пло-
ский двойник внутри твердого тела (фор-
мально — в неограниченной среде), обла-
дающий настолько большой длиной, что
У Lm So > Μ, остается в кристалле и по-
сле снятия напряжений. Для сдвига этот
вывод справедлив всегда (для полных дис-
локаций Sa = 0).

Может возникнуть вопрос о том, как
распределяется сила трения вдоль двойни-
ка, заклинившегося в кристалле. Нужно за-

метить, что до сих пор мы конкретизировали лишь предельные значения силы
трения, считая их равными величинам azS0 (в зависимости от направления
квазистатического движения дислокации). Если же дислокация неподвижна
и приложенные к ней силы заранее не известны, то сила трения не опре-
делена, хотя и ограничена: | s | < So. Сила s и ее распределение вдоль
двойника s = s (х) всецело определяются условием равновесия дислока-
ций под действием остальных сил. В случае заклинившегося в кристалле
двойника (когда σ (χ) = 0) при описанном выше процессе разгрузки сила
s (х) легко может быть определена на основании (3,4) и (4,3).

С л у ч а й 3. Μ > VLmS0. В этом случае при некотором значе-
нии параметра Ρ уравнение (4,4) для х0 = х0 (Р) имеет решение Хо (Pi) =
= Lm, соответствующее тому моменту, когда в возвратное движение
приходят дислокации вдоль всей длины двойника. Входе дальнейшего
убывания Ρ плотность дислокаций вдоль двойника описывается форму-
лой (3,5), причем полудлина двойника L определяется решением транс-
цендентного уравнения

^LS0. (4,5')

Рис. 17. Зависимость толщины
центральной части двойника h от

Ρ при нагрузке и разгрузке.

Простой графический анализ уравнения (4,5') показывает, что при

Ρ = Р2 = п двойник исчезает (L = 0). Легко видеть, что раз-

ность нагрузок, при которых появляется и исчезает двойник, определяет-
р О

ся соотношением Р* — Р2 ==
р О

и не зависит от длины двойника.2 = = —т?к

Любопытно отметить, что эта величина в точности совпадает с длиной
гистерезисного участка на кривой зависимости толщины двойника
от нагрузки Р* — Рг = Рт — Рк (см. рис. 17 и 18). Величина же гисте-
резисного участка АР = Рт — Pi на кривой L = L (Р) (рис. 18) суще-

*) Так будет всегда при монотонно убывающей функции σ (χ).
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ственно зависит от длины двойника. В простейшем случае, когда F (L) =
= PG(L), из (3,15) и (4,5) вытекает следующее выражение для этой вели-
чины:

л 7-> 2<5д

ЩЦ'
(4,6)

Рис. 18. Гистерезисная петля на
кривой зависимости длины двой-
ника L от внешней нагрузки Р.

Поскольку длины устойчивых равновесных двойников отвечают участ-
кам убывания функции G (L), величина гистерезисного участка АР растет
с длиной двойника L. Например, из (4,6)
и (3,10) следует, что при больших длинах
двойников АР возрастает прямо пропор-
ционально L.

Таким образом, в случае Μ ^>v LmSо
гистерезис при двойниковании может ха-
рактеризоваться также различной зависи-
мостью длины двойника L от параметра Ρ
при нагрузке и разгрузке. После зарожде-
ния двойника при Ρ — Ρ* с ростом Ρ
происходит увеличение длины двойника,
которая достигает значения Lm при Ρ =
= Рт (рис. 18). Когда параметр Ρ умень-
шается, то вначале перераспределение
дислокаций не связано с изменением
длины двойника (Ρχ < Ρ < Рт) и лишь при Ρ < Pj двойник уко-
рачивается, исчезая под нагрузкой, соответствующей Ρ = Р2. Сле-
довательно, не очень длинный двойник с большой поверхностной
энергией (М > Y^LmS0) исчезает после снятия породившей его нагрузки.

Сопоставляя разобранные нами различ-
ные случаи поведения двойника при раз-
грузке с экспериментальными наблюде-
ниями, подчеркнем один важный вывод
изложенной теории. Если в процессе
разгрузки начался процесс укорочения
двойника, то такой двойник неизбежно
выйдет из кристалла при полном сня-
тии нагрузки (имеется в виду монотонно
убывающее с глубиной упругое поле).
Отмеченное в экспериментальных рабо-
тах заклинивание двойника после его
частичного укорочения 8 могло быть
обусловлено возникновением дополни-
тельных препятствий (упругих полей
дислокаций скольжения, образующих
зону аккомодации, или иных стопоров)
у основания двойника.

Количественные измерения гисте-
резиса при упругом двойниковании
кальцита были проведены в работе 60.
На рис. 19 представлена соответству-

ющая экспериментальная кривая, изображающая зависимость длины
двойника (в некотором удобном масштабе) от макроскопической на-
грузки. Участок кривой 1—2 соответствует этапу нагружения (проис-
ходил рост нагрузки от σ ι до σ2). После достижения значения σ2 проводи-
лось уменьшение нагрузки, в ходе которого длина двойника оставалась
неизменной (участок 2-~3 рис. 19) вплоть до нагрузки σ3. Гистерезисный

0,60

0,50

OfiO

о ю го за W 50
6,Г/Жг

Рис. 19. Зависимость относительной
длины двойника от макроскопической

нагрузки 60.
d — ширина кристалла; светлые кружки—·
экспериментальные точки на первой ги-
стерезисной петле, черные — на повторной.
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участок Δσ = σ2 — σ 3 при данном способе нагружения оказался значи-
тельным, что позволило проводить измерения с достаточной точностью.
Дальнейшее уменьшение нагрузки сопровождалось сокращением длины
двойника (участок 3—4 рис. 19). После уменьшения нагрузки до величи-
ны О4, при которой длина двойника совпадала со своим исходным значе-
нием, разгрузка прекращалась. Последующая нагрузка (от о^ до σι)
порождала второй горизонтальный участок на рассматриваемой диаграм-
ме (интервал 4—1 на рис. 19), который замыкал гистерезисную петлю, пока-
занную на графике светлыми кружочками. Для проверки воспроизводи-
мости результатов цикл измерений повторялся. Оказалось, что вторая
петля гистерезиса (на рис. 19 она показана черными кружочками) с точ-
ностью до десятых долей процента совпадала с первоначальной, что сви-
детельствует1 о вполне удовлетворительной воспроизводимости опыта.
Из рис. 19 видно, что σ2 — σ3 > σ4 — σ4; это является эксперименталь-
ным подтверждением сделанного выше предположения о зависимости
гистерезисного участка от длины двойника *).

Гистерезис при двойниковании полностью обусловлен наличием силы
торможения, имеющей характер силы сухого трения, поэтому эксперимен-
тальное наблюдение 6 0 гистерезисной петли является очень надежным под-
тверждением существования силы подобного типа. Такое замечание
мы вынуждены сделать в связи с тем, что некоторые исследователи (см.,
например, 71) приписывают силе торможения характер вязкого трения
(сила вязкого трения исчезает вместе со скоростью дислокации и не может
привести к гистерезису в квазистатических условиях).

Проведенный нами анализ гистерезиса был основан на рассмотрении
механически равновесной длины двойника, соответствующей некоторому
мгновенному состоянию при квазистатическом процессе. Мы убедились,
что одному и тому же макроскопически определенному состоянию (задан-
ному значением Ρ и, например, температурой кристалла) отвечают
по крайней мере два предельных значения длины двойника (при беско-
нечно медленной нагрузке, когда сила трения s (χ) = —5Ό> и при беско-
нечно медленной разгрузке, когда s (χ) — So). Мы уже отмечали выше,
что в общем случае на функцию s (x) наложено лишь требование ограни-
ченности ее модуля | s (χ) | -^ So, поэтому в зависимости от условий
нагружения, в частности — от чередования периодов нагрузки и раз-
грузки, могут образоваться двойники разной формы и длины, соответ-
ствующие разным функциям s (х). В том случае, когда длина симмет-
ричного двойника L значительно превосходит расстояние, на котором
существенно убывает внешняя нагрузка, она находится как решение
уравнения

Фо = Μ Г

—~Li

Если принять, что М^> YLS0, ТО решение (4,7) в линейном по • м —

приближении запишется как

*) Напомним, что гистерезис длины упругого двойника был обнаружен Гарбе-
ром *. Детальные исследования этого эффекта были проведены затем Вильямсом
и Каном β β. Однако применение сосредоточенной нагрузки и связанное с этим некон-
тролируемое изменение условий контакта на поверхности образца не позволяют
выделить гистерезис в чистом виде и сказываются на воспроизводимости эксперимента
Поэтому использованная авторами*. β β методика, по нашему мнению, не дает возмож-
ности производить количественные измерения гистерезиса.
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Таким образом,

AL 2S0 ~\/L0

Μ
(4,9)

I

причем наибольшая длина отвечает s (χ) = »SO, а наименьшая — s (x) =
= —SQ. На рис. 20 в виде кривых 1 и 2 схематически изображены пре-
дельные значения L = Lo (1 + -γ-) как функции параметра Р. Заштри-
хованная область на рис. 20 состоит из точек (Р, L), изображающих меха-
нически равновесные состояния двойника. Сечение этой области прямой
линией Ρ = const определяет интервал возможных равновесных длин
при фиксированном параметре Р. Но длина
двойника является макроскопической харак-
теристикой системы, поэтому наличие неко-
торого интервала ее равновесных значений
означает, что проанализированные механи-
чески равновесные двойники не отвечают
термодинамическому равновесию кристалла.

Впервые качественное различие между
механически равновесными и термодинами-
чески равновесными двойниками было от-
мечено Лифшицем 13. Однако в макроскопи-
ческой теории 1 3 отсутствуют параметры и
соотношения, позволяющие произвести коли-
чественное описание различий формы термо-
динамически равновесного двойника от меха-
нически равновесных. Поэтому мы будем
следовать излагаемой дислокационной тео-
рии двойников и выясним, какой двойник
из всех тех, что находятся в механическом равновесии при заданных внеш-
них нагрузках, является термодинамически равновесным.

Термодинамическое равновесие упругой среды с тонким двойником
отвечает минимуму величины

Ш = Е7п — <£ olhUt cS f t + Еа,
Σ

где Еуп — упругая энергия деформирования, Еп — поверхностная энер-
гия на плоскости двойникования, o°ik — внешняя нагрузка на поверх-
ности тела, а интегрирование в поверхностном интеграле производится
по поверхности упругого тела Σ.

Легко проверить 72, что

Рис. 20. Связь длины двойника
L и внешней нагрузки Ρ в зави-
симости от величины и знака

силы трения s (x).
ι —s (χ) = const = — So; 2— s(*)=
= const = 0 ; 3—s (x) = const = Sa.

=4 J affteiftdQ+y J « ^ Ω -

L χ

- ЬН j dx ρ (χ) j o%y {χ') dx' - \ olhu\ dlh, (4,10)
Ζ 0 Σ

где индекс «е», как и раньше, отмечает внешние поля, а индекс «д» —
поля, созданные самим двойником, т. е. теми дислокациями, которые
его образуют. Длина дислокации по оси Ζ обозначена через Н.

Характерно, что под знак поверхностного интеграла в (4,10) входят
лишь смещения, созданные внешними напряжениями на поверхности тела.
4 УФН, т. 104, вып. 2
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Поверхностная энергия Еп, порождающая «силу»— Sa (χ), опреде-
ляется соотношением

L χ

= H J dxp(x) j Sa(x')dx'. (4,11)
- L 0

Так как поле внешних напряжений считается фиксированным, то инте-
ресующая нас часть величины % равна

L

-H j dxp(x) j ° У +En. (4,12>
— L

Первое слагаемое в (4,12) определяет энергию взаимодействия дисло-
каций, образующих двойник; поэтому

L L
5 4 5 σ ^ Ω = - Ί Γ ί dx J dx'\n\x-x'\9{x)\9{x'). (4,13)

Второе слагаемое в (4,12) определяет энергию дислокаций во внешнем
поле напряжений.

Подставляя (4,11) и (4,13) в (4,12), мы получим Ag как функционал
плотности распределения дислокаций р(х). Функция р(х), дающая минимум
этого функционала, удовлетворяет условию

L х

jdEp(S)ln|*-S|+Jdg[o№)-5n(S)] = 0. (4,14)

Продифференцируем (4,14) по х:

]^§- = ±[o(x)-Sn(x)]. (4,15)

Условие (4,15) является сингулярным интегральным уравнением
относительно ρ (χ) и определяет плотность дислокаций вдоль термодинами-
ческого равновесного двойника. Это уравнение формально совпадает
с уравнением (3,4), если в последнем положить So = 0. Следовательно,
все формулы, которые мы раньше получали и обсуждали, относятся
и к термодинамически равновесному двойнику, если в них положить
iSO = 0. В частности, формула (4,7) заменится на

( 4 Д 6 )

а график функции L = L (Р) при всех Ρ схематически изобразится кри-
вой 3 на рис. 20.

На диаграмме (Р, L) квазистатические процессы изменения механи-
ческого состояния двойника будут изображаться следующими кривыми,
состоящими из двух различных участков. При нагрузке первый участок
кривой процесса является прямой, выходящей из точки произвольного
начального состояния (точка О на рис. 21, а) и заканчивающейся на ниж-
ней предельной кривой (точка А на рис. 21, а). В течение этой части
процесса длина двойника не меняется. Дальнейший рост нагрузки приво-
дит к увеличению двойника, которое описывается движением вдоль
нижней предельной кривой (участок AQ на рис. 21, а). Аналогично при
разгрузке кривая процесса состоит из прямолинейного участка ОМ
(L = const) и участка верхней предельной кривой MN (рис. 21, а).

Иначе выглядят кривые установления термодинамически равновес-
ной длины двойника, отвечающей фиксированной внешней нагрузке.
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Если предоставить механически равновесному двойнику, пришедшему
в состояние (Ро, L^ в процессе нагрузки (рис. 21, б), возможность перейти
в термодинамически равновесное состояние, то его длина L со временем
будет увеличиваться. В эксперименте 6 0 наблюдалась другая ситуация,
а именно, установление термодинамического равновесия на этапе раз-
грузки, когда начальное состояние отвечало точке (Ро, L2) на рис. 21, б.
После окончания процесса частичного квазистатического разгружения
нагрузки фиксировалась и проводилась длительная выдержка. Наблю-
дения велись до тех пор, пока суточное изменение длины двойника при

Μ

Т а б л и ц а

Установление термодинамически

Рис. 2 1 . α) Квазистатические процессы изменения механического состоя-
ния двойника, б) Установление термодинамически равновесной длины

двойника при фиксированной внешней нагрузке.

комнатной температуре не сравнивалось с погрешностью измерения
длины. В результатах экспериментов, представленных в табл. I, легко
заметить характерную тенденцию укорочения двойника. Небольшой
подогрев кристалла приводил к интенсификации процесса установления
термодинамически равновесной длины
двойника.

Сравнивая данные табл. I с типич-
ным экспериментальным графиком на
рис. 19, можно заключить, что времена
выдержки в описанном опыте были не-
достаточны для завершения процесса
установления термодинамически равно-
весной длины двойника. Действительно,
при условии So У L <̂  М, которое отве-
чало постановке эксперимента, из (4,9)
следует, что термодинамически равно-

весная длина равна Lo = у (Li -f- L2)

(см. рис. 21, б). Даже грубо прикидоч-
ное размещение данных табл. I на гра-
фике рис. 19 показывает, что длина
двойника в конце опыта еще значительно превосходила вытекающее из
теории значение Lo-

Наконец, обратим внимание на то, что заклинившийся в кристалле
после полной разгрузки двойник (случаи 1 и 2 гистерезиса, рассмотрен-
ные выше) должен выйти из кристалла в процессе установления термоди-
намического равновесия. Этот результат теории может объяснить экспе-
риментальные факты отжига заклинившихся двойников в NaNO3

 73,
висмуте 7 4 и сурьме 7 5 (естественно, что наблюдавшийся в этих опытах
процесс мог осложняться преодолением стопоров).

4 *

равновесной

Номер
двой-
ника

1
2
3
4

цлияы упругого
двойника

Началь-
ная

длина

0,33
0,45
0,48
0,62

Конечная
длина

0,25
0,35
0,45
0,60

Продол-
житель-

ность
экспери-

мента,
час

51
170
96
83
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5. ДВОЙНИК В ПЛАСТИНЕ. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ^ТЕОРИИ

Υ777777//777/

О

У/УЖ///77////АУ/УК,

Обсуждавшиеся в предыдущих разделах качественные особенности
поведения двойника при изменении внешней нагрузки анализировались
на примере двойника в неограниченном кристалле (или двойника у пло-
ской поверхности кристалла, занимающего полупространство). Однако
в эксперименте, как правило, имеют дело с двойником, длина которого
сравнима с размерами кристаллического образца. Поэтому для количе-
ственного сравнения результатов эксперимента с выводами теории необ-
ходимо иметь соответствующие формулы для двойников в ограниченных
кристаллах, т. е. для ситуаций,^максимально приближающихся к усло-
виям^опыта. Но, помимо такой чисто прикладной стороны вопроса, рас-

смотрение двойников в ограниченном
кристалле имеет важное принципиаль-
ное значение для изучения качественно
новых свойств двойников, отсутствую-
щих у таковых в неограниченном кри-
сталле.

Чтобы пояснить последнее замеча-
ние, обсудим кратко проблему устойчи-

_̂ вости двойника в кристалле. В рабо-
X те 5 0 было показано, что двойник у

плоской поверхности полуограничен-
ного кристалла всегда устойчив, если его

Рис. 22. Модель упругого двойника Д Л И н а значительно превышает размеры
в пластине. области приложения внешней нагрузки.

Это вызвано тем, что на такой глубине
поле напряжений уже монотонно убывает в глубь кристалла, следствием
чего является плавный и монотонный рост длины двойника с увеличением
нагрузки. А рост длины с увеличением внешней нагрузки является при-
знаком устойчивости двойника. Однако еще в работах 12- 1 3 было отме-
чено, что в том случае, когда длина двойника становится сравнимой
с толщиной кристалла, его устойчивость нарушается. Ясно, что строгое
определение границы устойчивости двойника в ограниченном кристалле
может быть сделано лишь на основании количественного анализа соот-
ветствующей задачи.

В качестве простейшей модели ограниченного кристалла мы рас-
смотрим плоскопараллельную пластину, т. е. кристалл, ограниченный
двумя параллельными свободными плоскостями. Будем считать двойник
в пластине плоским, образованным набором винтовых дислокаций, пер-
пендикулярным поверхности и выходящим на нее одним из концов
(рис. 22).

Такой двойник должен уравновешиваться поверхностной силой,
направленной параллельно линии каждой дислокации и не меняющейся
вдоль нее (в теории упругости соответствующее деформированное состоя-
ние называется антиплоской деформацией). Выбор системы координат
указан на рис. 22. Этот выбор, в частности, предполагает, что линии
дислокаций — это прямые, параллельные оси Ζ. Задача о равновесии
такого двойника была полностью решена в работе 5 2, причем в изотроп-
ном приближении был получен явный вид трансцендентного уравнения,
определяющего длину двойника. Ограничивая себя случаем изотропной
среды, приведем полученное в 5 2 уравнение равновесия, определяющее
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плотность дислокации вдоль двойника:

Ρ (I) siQ - г dl OJ

f πξ πι/ .MI.

где b — вектор Бюргерса, d — толщина пластины, μ — модуль сдвига.
Заменой χ = cos-^- уравнение (5,1) может быть приведено к про-

стейшему интегральному уравнению с ядром Коши, поэтому его решение
может быть получено в общем виде. Если интересоваться ограниченными
решениями этого уравнения, т. е. рассматривать только свободные двой-
ники, то легко получить соотношение, эквивалентное условию ортогональ-
ности (3,7); не меняя форму записи уравнения (3,7), приведем новые
выражения для функций F (L) и /(L):

г , , . яг/ ,
л » σχζ (У) sin —f- dy
1 1 LI
d

I ny

(cos-f-cos

(5,2a)
у (1-cos-f) (

ct^Af' (5·26)
где параметр М имеет прежний смысл.

Рассмотрим трансцендентное уравнение (3,7), содержащее функ-
ции (5,2), с точки зрения его использования для экспериментального
определения основных параметров теории «SO и М.

Если упругие поля пропорциональны параметру Ρ (σχζ (у) = Р% (у)),
то мы можем записать уравнение, аналогичное (3,15), а именно,

-g-M, (5,3)

где G (L) определяется формулой (5,2а), в которой следует заменить
σχζ (у) на τ (у).

В том случае, когда известны внешние нагрузки (т. е. PG (L)) и соот-
ветствующая этим нагрузкам длина двойника L, из (5,3) можно получить
информацию о 5 0 и М. Таким образом, соотношения типа (5,3) могут
быть непосредственно использованы для определения параметров тео-
рии So и Μ.

Однако мы начнем с обсуждения качественно новых явлений, спе-
цифичных для двойников в пластине. Прежде всего обратим внимание
на поведение функции F (L) в окрестности L = d. Легко убедиться, что
всегда, когда внешние напряжения непрерывны в точке выхода линии
двойникования на противоположную границу полосы кристалла (у = d),
имеет место условие F' (d) = 0.

Заметим также, что из (5,2) следует

^ , (5,4)

где интеграл определяет полную силу на плоскости двойникования,
a Qz равняется z-составляющей полной силы, приложенной к внешней
поверхности кристалла с одной стороны от плоскости двойникования
(если плоскость двойникования принята за плоскость χ = 0, то идет речь
о «правой» стороне а ; > 0 ) . Последняя часть равенства (5,4) получена
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на основании статических уравнении равновесия, из которых также сле-
дует, что полная сила, приложенная к внешней поверхности образца
с другой стороны от плоскости двойникования (х < 0), отличается только
знаком от Qz.

Любопытно заметить, что в том случае, когда все внешние усилия,
направленные по оси Z, распределены с одной стороны от плоскости двой-
никования, F (d) = 0.

Что касается функции J(L), то ее поведение в окрестности L = d
также представляет интерес. Легко заметить, что при d — L <ζ d можно
записать

(5,5)

F(L), SfJ(L)

из чего следует / (d) = 0 и / ' (d) = —оо.
Имея общие представления о функциях F (L) и J(L), перейдем

к анализу роста двойника. При малых внешних нагрузках (малых Р),
пока L <̂  d, характер роста двойника будет таким же, как в полуогра-

ниченной среде, и характерные для ограни-
ченного кристалла особенности развития
двойника проявляются только при L ~ d.

Предположим, что в процессе нагруже-
ния все время соблюдается условие Qz < Sod
(для реализации такого условия достаточно
считать, что кривая F (L) в любой момент
нагружения хотя бы в одной точке пересе-
кает ось абсцисс). Тогда из элементарного
анализа графиков рис. 23 следует, что рав-
новесная длина двойника оказывается всегда
меньше толщины образца (L<<2). В простей-
шем случае, когда F (L) = PG (L) и G (L)
есть знакопеременная функция, легко уви-
деть существование максимальной длины

Рис. 23. Графическое решение
уравнения (5,3) при Qz < Sod.
ι, 2 — кривые F (L) при разных Р;

з — кривая So + J (L). которая не может быть превзойдена
при любой конечной нагрузке. Очевидно,
что Lmax есть наименьший корень уравне-

ния G (L) = 0. Может оказаться, что Lmax = d (так будет, например,
тогда, когда внешние силы приложены с одной стороны от плоскости двой-
никования). При этом под действием нарастающей нагрузки двойник
будет подходить сколь угодно близко к противоположной поверхности
кристалла, не достигая ее ни при какой конечной величине внешней
силы.

Если, начиная с некоторой нагрузки, Qz> Sod и кривая F (L)
не пересекает ось абсцисс, то при достаточно большой внешней силе двой-
ник проходит через всю пластину («проскакивает» через весь образец).
В этой ситуации основной интерес представляет вопрос о том, каким
образом реализуется завершающая фаза прохождения кристалла. Послед-
ний вопрос связан непосредственно с проблемой устойчивости упругого
двойника в ограниченном кристалле. Физическая причина возможной
потери устойчивости двойника имеет простое дислокационное истолкова-
ние. Наличие противоположной поверхности кристалла порождает силу,
притягивающую к ней дислокации, и при определенных условиях дей-
ствие этой силы может оказаться решающим для дислокаций на конце
двойника. Двойник перестает непрерывным образом следовать за воз-
растанием нагрузки и при дальнейшем увеличении внешней силы скачко-
образно удлиняется до L = d.
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Так же, как в силовой теории трещин 3 3, формальный критерий
устойчивости двойника по отношению к бесконечно малым изменениям
внешней нагрузки сводится к требованию

dL
dP (5,6)

Легко показать, что если длина двойника может возрастать до L = d,
требование (5,6) обязательно нарушается, во всяком случае, при длинах
двойника, мало отличающихся от толщины образца (d — L <ξ d). Из усло-
вия F1 (d) = 0 вытекает, что при d — L <ζ d график функции F (L) имеет
вид горизонтальной прямой F (L) = F(d), которая пересекает кривую
So + / (L) при F (d), слегка превышающих значение So. Используя пове-
дение функции J (L) в обсуждаемой области (5,5), легко найти зависи-
мость длины двойника от нагрузки:

F(L),J(L)

ι—ι

i)-SQ]2- (5,7)

Следовательно, если (-гр) > 0, то при F (d) > So вместо условия (5,6)
- dL ^ п

мы получаем обратное неравенство -тр < U, показывающее, что достаточ-
но длинный двойник, независимо от способа его возникновения, обяза-
тельно теряет устойчивость.

Иллюстрацией вышеизложенного может служить рассмотрение гра-
фического решения уравнения (5,3), представленное на рис. 24. Пред-
положим, что F (L) — монотонно убывающая
функция. Тогда существует такая область,
в которой уравнение (5,3) имеет два реше-
ния Lt и L2 (кривая 1). Второе из этих
решений не удовлетворяет условию устойчи-
вости. С ростом нагрузки длина устойчивого
двойника Lj растет. Наконец, при достижении
параметром нагрузки определенного значе-
ния Ρ = Рк (кривая 2) происходит касание
графиков F (L) и [/ (L) + So]. В точке
касания L = LK, как легко убедиться,
-тр = 0. При дальнейшем увеличении нагруз-
ки исчезает решение уравнения (5,3), т. е.
исчезает возможность существования стати-
ческого равновесного двойника. Поскольку
к моменту времени Ρ = Рк двойник уже обла-
дал длиной LK, а все образующие его дислокации испытывают воздей-
ствие внешней силы вдоль направления его роста при Ρ <С Рю после-
дующее динамическое поведение двойника должно привести к тому, что
двойник «проскочит» через весь кристалл.

Следовательно, для рассматриваемых двойников всегда существует
некоторая критическая длина LK, определяемая распределением внеш-
них сил и при достижении которой теряется устойчивость статического
равновесного двойника. Схематический график зависимости L = L (Р),
на котором видно появление критической длины LK, приведен на рис. 25.
Эта схема сделана для случая, представленного на рис. 24.

В общем случае критическое значение LK определяется как наиболь-
ший корень уравнения

-§- = 0· (5,8)

О L,

Рис. 24. Графическое решение
уравнения (5,3) при Qz > SQCL.

1, 2 — кривые F (L);
3 — кривая So + J (L).
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В том случае, когда F (L) = PG (L), условие (5,8) преобразуется
в следующее уравнение для определения критической длины устойчивого
двойника:

G(L)J'(L) = [J(L)+S0]G'(L). (5,9)

Ρ*

двойника от нагрузки в огра-
ниченном кристалле.

Таким образом, в ограниченном кристалле могут реализоваться
только две возможности. Если F (L) — знакопеременная функция,
то имеется максимальная возможная длина, которая не может быть пре-
взойдена при любом конечном Р. Если же F (L) — знакопостоянная

функция, то при достаточно большом Ρ (таком,
что F (d) > So) произойдет потеря устойчи-
вости с последующим скачкообразным пре-
вращением упругого двойника в остаточную
двойниковую прослойку. Качественный ана-
лиз показывает, что эта закономерность имеет
место и в случае упругих двойников в огра-
ниченном кристалле с анизотропией общего
вида 5 2, а также для упругих двойников
вблизи границы раздела сред с различными
упругими модулями ы. Поэтому изложенные

Рис. 25. Зависимость длины в ы ш е теоретические выводы могут быть ис-
пользованы для анализа экспериментальных
данных о поведении упругих двойников вбли-
зи границ остаточных двойниковых прослоек,

границ зерен и т. д. Потеря устойчивости упругого двойника вблизи
остаточной двойниковой прослойки экспериментально наблюдалась
в кальците 5 5. Взаимодействие двойника с границей зерна описано
в работе 5 в. Нам также представляется, что потеря устойчивости двой-
ников в кристаллитах может быть одной из причин, приводящих к пре-
рывистому характеру пластической деформации в поликристаллах, когда
последняя осуществляется главным образом путем двойникования
(см., например, 76· " ) .

Заканчивая обсуждение вопроса об устойчивости, отметим, что все
наше рассмотрение применимо и к так называемым трещинам продоль-
ного сдвига, развитие которых анализировалось ранее в работе ' 8 . При-
ближенное решение задачи о поведении трещин общего вида вблизи
поверхности тела было ранее получено в работе 7 9.

Несколько иная ситуация с устойчивостью двойника, образованного
винтовыми дислокациями, должна возникать в том специальном случае,
когда плоскость двойникования строго параллельна поверхностям бес-
конечно протяженной пластины. Оказывается 5 3, что при такой ориента-
ции плоскости двойникования отсутствует критическая длина двойника,
однако остается критическая нагрузка Рк, при подходе к которой двой-
ник непрерывным образом увеличивает свою длину, стремящуюся к бес-
конечности при Ρ ->• Рк.

Следует сказать несколько слов о гистерезисе при двойниковании
в ограниченном кристалле. Легко убедиться, что все качественные выводы
предыдущего раздела (гл. 4) могут быть получены также для двойника
у поверхности изотропного тела 5 0 и для двойника в пластине 5 2. Однако
величина участка ΔΡ = Рт — Ρ ι на гистерезисной кривой (см. рис. 18)
существенно зависит от формы й размеров кристалла, в котором произ-
водится двойникование. Ясно также, что о гистерезисе имеет смысл гово-
рить только в случае двойника, длина которого меньше критической или
максимально возможной.
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Перейдем, наконец, к описанию экспериментального определения
феноменологических параметров теории, а именно — величин So и М.
Для нахождения этих параметров следует использовать теоретические
соотношения, связывающие So и Μ с экспериментально наблюдаемыми
характеристиками упругого двойника. В качестве таковых могут быть
рассмотрены его механически равновесная и критическая длины, а также
величина гистерезисного участка АР на
кривой зависимости длины двойника от
нагрузки. В некоторые из формул, свя-
зывающих характерные длины двойника
с величинами So и М, входят интег-
ралы от функции о(х), для вычисле-
ния которых необходимо знать распре-
деление упругих напряжений вдоль
плоскости двойникования. Другими
словами, для возможности количествен-
ной обработки результатов эксперимента
необходимо знать напряженное состоя-
ние образца. Это напряженное состоя-
ние должно быть найдено путем реше-
ния соответствующей задачи теории
упругости с граничными условиями, близкими к реализуемым в экспе-
рименте. В работе 6 9 получено точное решение задачи об антиплоской
деформации пластины при следующих краевых условиях (рис. 26). Верх-
няя и нижняя поверхности пластины при χ <С ха закреплены (их смеще-
ния точно равны нулю), верхняя поверхность пластины при χ > ха сво-
бодна, а на нижней поверхности в точке χ = хс > ха приложена сила
величины Р, параллельная оси Ζ. Такие граничные условия близки
к ситуации, реализуемой в эксперименте, когда кристалл находится
в зажиме и к нему приложено внешнее усилие посредством тонкой тяги,
наклеенной на его поверхности.

Нужная нам компонента тензора напряжений как функция у при
χ = 0 имеет вид

(5,10)

где

Рис. 26. Схема антиплоской дефор-
мации пластины.
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Мы видим, что напряженное состояние в данном случае представимо
в виде σζχ (у) = Рх (у), т. е. упругое поле пропорционально параметру
нагрузки Р. Ранее мы убедились, что такая зависимость упругих напря-
жений от Ρ значительно упрощает теоретический анализ эволюции двой-
ника.

При проведении соответствующего эксперимента удалось образовать
упругий двойник, состоящий из прямолинейных винтовых дислокаций,
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Рис. 27. Схема нагружения
и крепления кристалла и .
1 — кристалл кальцита; 2 — за-
жимы; 3—тяга; 4—двойник,

а затем обеспечить его устойчивость и развитие под влиянием распре-
деленной нагрузки, приложенной по схеме, близкой к рис. 26. Для этого
образец кальцита 1 вклеивался в зажим 2, как показано на рис. 27.
На небольшом расстоянии от зажима наклеивалась тяга 3 для приложе-
ния нагрузки. Перед опытом при помощи специального устройства накла-
дывалась сосредоточенная нагрузка, достаточная для образования упру-
гого двойника 4, состоящего из прямолинейных отрезков винтовых двой-
никующих дислокаций. При соответствующем грузе Ρ образовавшийся

двойник стабилизировался *). Таким образом
в эксперименте действительно удалось создать
условия, соответствующие схеме рис. 26.

Для полного совпадения эксперименталь-
ной ситуации с расчетным напряженным состоя-
нием нужно потребовать, чтобы толщина образца
была значительно меньше его размеров вдоль
оси Ζ (см. рис. 26). Это требование, к сожале-
нию, не могло быть удовлетворено. Однако
оценки 8 0 показывают, что погрешности экспе-
римента, вызываемые этим обстоятельством,
а также возникающие при измерении Ρ и L,
в сумме имеют порядок величины 10%.

Описанный способ воздействия на двойник
использовался в количественных экспериментах
по определению феноменологических парамет-
ров So и М.

Вначале опишем нахождение величин So и М, основанное на измере-
нии зависимости длины двойника от нагрузки. Схема их определения
была такой. Полученные в эксперименте значения нагрузок Ρ и соответ-
ствующие им длины двойников L подставлялись сначала в (5,11), а затем
результат расчета подставлялся в (5,2а).
После этого для каждой пары величин
Ρ и L записывалось соотношение (5,3).
Совместный анализ большого числа по-
лученных таким образом соотношений
для разных двойников позволяет доволь-
но точно определить So и М. Результаты
для двух кристаллов приведены в
табл. II .

Другим способом, позволяющим
определить So и М, является исполь-
зование экспериментальных данных о
гистерезисе. Действительно, совокуп-
ность уравнений (5,3) (для момента, непосредственно предшествовавшего
разгрузке) и (4,6) можно рассматривать как систему, позволяющую при
известном напряженном состоянии и экспериментально определенном
гистерезисном участке ΔΡ полностью определить параметры iSO и М.
Соответствующие эксперименты и вычисления были проделаны в работе 6 0.
Результаты приведены в табл. III. Параллельно приводятся параметры
«SO и М, полученные из обработки диаграммы L (Р) для тех же двойников.

Расчет конкретного напряженного состояния обычно представляет
определенные технические трудности, поэтому полезно иметь некоторое

*) Мы обращаем внимание на то, что удержание и воздействие на упругий двой-
ник в кристалле с помощью распределенной нагрузки представляет собой интересную
экспериментальную задачу, которая, насколько нам известно, впервые была решена
в работе 69.

Т а б л и ц а II
Значения So и Л/ (по зависимости

длины двойника от нагрузки)

Номер
кристал-

ла

1
2

So,
кГ/е.«2

0,50±0,05
0,31±0,01

М, КГ/СД13/2

1,00+0,12
1,03±0,02
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Т а б л и ц а III
Значения параметров So и Μ (по гистерезису и по зависимости длины

двойника от нагрузки)

'
Номер

кристалла

1
2

По гистерезису

So, кГ/см2

0,27±0,02
0,49+0,09

м

1
0

, кГ/см3/2

,04+0,06
,93+0,09

По зависимости

So, кГ/с.«2

0,28+0,05
0,49+0,17

м.

1,
0,

L(P)

кГ/см3/2

00+0,06
92±0,17

соотношение, которое мало чувствительно к напряженному состоянию.
Исключив G (L) из (4,6) и (5,3), мы можем найти отношение параметров
So и М:

So АР -. /г η _^__ nLSo АР / л

*- Μ - 2Р-АР У 2dClg 2d (5,11)

которое от распределения напряжений не зависит и может быть определе-
но в опытах с гистерезисом. Сопоставляя κ, полученную без расчета
напряженного состояния из опытов по гистерезису, с величиной κ, полу-
чаемой после обработки диаграммы L = L (Р) на основании рассчитан-
ного распределения упругих напряжений, можно проверить примени-
мость расчетных формул работы 5 9.

В случае кристалла № 1 имеем соответственно 0,26 см~х12 и 0,28 см'1/2,
а для кристалла № 2 — соответственно 0,53 см'1/2 и 0,53 см'1!2. Сравнение
приведенных значений κ для каждого кристалла показывает, что расчет
напряженного состояния достаточно хорошо соответствует условиям
эксперимента.

Важно отметить, что разброс экспериментальных значений Μ не пре-
вышает погрешностей эксперимента. Для So разброс экспериментальных
значений от кристалла к кристаллу оказывается большим, чем погреш-
ность эксперимента. Это может быть обусловлено различиями в дефектной
структуре разных образцов. Для проверки такого предположения прово-
дились измерения So и Μ на кристаллах, которые заведомо очень сильно
•отличались количеством дефектов 8 1. В кристаллах, плотность полных
дислокаций скольжения в которых менялась от 102 см~2 до 10* см~2, разли-
чия значений Μ не превышали погрешности эксперимента. Что же касает-
ся величины So, то она менялась соответственно в пределах от 0,3 кГ/см2

до 1 кГ/см2 *).
Коль скоро речь зашла о том, чем определяется величина So, заметим,

что в силу трения дают вклад также и дефекты, возникающие в процессе
упругого двойникования (возникновение таких дефектов было обнару-
жено в сурьме 8 2 и кальците 8 3 ) . В работе 8 3 показано, что в процессе
многократного повторения циклов нагрузка — разгрузка увеличивается
число образовавшихся дефектов, что сопровождается ростом площади
петли гистерезиса * * ) .

*) Такое увеличение укладывается в то, которое должно порождаться упру-
гими полями от равномерно распределенных в кристалле дислокаций скольжения
с соответствующими плотностями.

**) В недавно появившейся работе Кэйга и Гилмана 88 также сообщается
о наблюдении дефектов, возникающих при упругом двойниковании кальцита, и авто-
ры считают эти дефекты причиной гистерезиса при упругом двойниковании. Действи-
тельно, как показано в работе 83, при наличии большой плотности полных дислокаций
в кристалле значительная часть гистерезисной петли обусловлена возникающими при
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В сравнительно чистых монокристаллах, где исходная плотность
полных дислокаций ~ 102 см~2, величина So в процессе такого циклиро-
вания практически не менялась. Более того, оценки показывают, что
средние внутренние напряжения от имеющихся в таких кристаллах дефек-
тов значительно меньше измеряемого значения So. Поэтому можно пред-
положить, что измеренное значение So в этих кристаллах лишь незначи-
тельно превышает значение решеточной силы трения двойникующей
дислокации *).

Третьим способом, позволяющим определить So и М, является
использование экспериментальных данных о потере устойчивости упру-
гого двойника. Совокупность уравнений (5,8) для критической длины
и (5,3) для длины двойника в момент потери устойчивости при экспери-
ментально измеренных Рк и LK дают значения So и М. Такой подход
использовался в работе 60, где критическая длина оказалась равной
0,85—0,90 толщины образца. Рассчитанные на основании анализа потери
устойчивости значения So и Μ приведены в табл. IV, где даны также эти:
величины, полученные на этом же двойнике другими способами.

Т а б л и ц а IV
Значения So и Μ (по критической длине, гистерезису

и зависимости L (Р))

Способ измерения

По зависимости L (Р)
По гистерезису
По критической длине

So, кГ/с«2

0,22
0,37
0,29

М, КГ/СЛ1 3/ 2

1,01
0,87
0,89

Параметр Μ, в принципе, может быть также определен из соотноше-
ния (4,16) при известном напряженном состоянии кристалла и экспери-
ментально определенной термодинамически равновесной длине двойника.
Однако, как отмечалось в гл. 4, попытка использовать этот метод для
количественных измерений связана с необходимостью чрезвычайно дли-
тельной выдержки кристалла при фиксированной нагрузке * * ) .

Очень важным обстоятельством, на которое мы считаем необходимым
обратить внимание, является то, что три различных независимых физи-
ческих эксперимента дают очень близкие значения величин iSO и М.
На этом основании мы вправе считать их константами реального кри-
сталла. Тем самым рассматриваемая дислокационная теория избавляется
от модельных параметров и может быть использована для достоверного
количественного описания тех процессов пластического деформирования,
которые реализуются путем упругого двойникования.

упругом двойниковании дефектами. В то же время в хороших кристаллах кальцита
удается сделать до 30 циклов нагрузка — разгрузка, и изменение петли находится
в пределах погрешности эксперимента. Это, как нам кажется, свидетельствует о том,
что в хороших кристаллах гистерезис обусловлен -решеточной силой трения, что
соответствует теоретическим представлениям.

*) Дополнительные доказательства утверждения о решеточном характере силы
трения в кристалле с небольшим числом дефектов получены в работе 89 при измерении
температурной зависимости So. Характер обнаруженной температурной зависимости
и количественные характеристики оказались соответствующими теоретически рас-
считанным для пайерлсовской модели силы торможения 90> м .

**) Возможно, процесс установления термодинамически равновесной длины
может быть ускорен неким слабым циклическим воздействием, однако, насколько
нам известно, подобные эксперименты не проводились.
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В заключение отметим, что обычно в качестве константы материала,
характеризующей его склонность к двойникованию, пользуются не пара-
метром Μ, а другой макроскопической величиной — коэффициентом
поверхностного натяжения α межфазной границы двойник — материн-
ский кристалл. Связь Μ и α для двойников может быть получена точно
так же, как связь модуля сцепления и коэффициента для свободной поверх-
ности кристалла в силовой теории трещин 3 3· 3 2. В случае двойника,
образованного винтовыми дислокациями, имеем

(5,12)
4μ ·

Если подставить в (5,12) приведенные выше значения Μ и величину
модуля сдвига вдоль соответствующей плоскости в кальците, получаем
α fa 35 эрг/см2. Оценка коэффициента α по приближенным формулам,
приведенным в работе Владимирского 12, с использованием эксперименталь-
ных данных 59> 6 0 приводит ^значениям α того же порядка величины 8 0

6. ТЕОРИЯ И. М. ЛИФШИЦА И ДИСЛОКАЦИОННОЕ ОПИСАНИЕ
ДВОЙНИКОВ КОНЕЧНОЙ ТОЛЩИНЫ

В предыдущих разделах мы неоднократно упоминали теорию Лиф-
дпица и обращали внимание на конкретизацию и развитие формулировок

'/////А
'" Щ "ад

Рис. 28. Нелинейная зависимость сдвиговых напряжений от деформаций
в двойникующемся кристалле 1 3.

а) Схема точной зависимости; б) упрощенная зависимость, используемая при малых
деформациях.

ряда выводов этой теории в дислокационных терминах. Поскольку пред-
ложенная Лифшицем феноменологическая теория двойников 13> 1 4 не
использует никаких представлений о двойниковой границе, то важно
убедиться, что дислокационное описание двойника приводит к резуль-
татам, согласующимся с выводами макроскопической теории. Одновре-
менно хотелось бы обратить внимание на некоторые конкретные резуль-
таты, учитывающие конечную толщину двойника.

В связи с этим мы считаем полезным хотя бы кратко изложить тео-
рию двойников конечной толщины. Предложенная Лифшицем теория
основана на представлении о специфической нелинейной зависимости
напряжений alk от деформаций uih в двойникующемся кристалле. Подобная
зависимость обусловлена тем, что в таком кристалле существуют два
равновесных положения, соответствующих сдвойникованному и обыч-
ному состояниям кристалла и отличающихся деформацией сдвига, равной
углу двойникования. Для простоты будем считать, что среда изотропна
или обладает кубической симметрией (в последнем случае оси декартовых
координат предполагаются направленными по осям симметрии четвер-
того порядка). Пусть, как и раньше, ось X совпадает со следом плоскости
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двойникования. Тогда график зависимости аху от иху имеет вид, схема-
тически изображенный на рис. 28, а, где α — угол двойникования. Однако
требование механической устойчивости относительно бесконечно малых
сдвигов (например, при тепловых колебаниях) приводит к тому, что
состояния кристалла со сдвиговыми деформациями Vi < иху < Vz

не реализуются (являются неустойчивыми). Часть кристалла, в которой
иху достигнет критического значения Vi, перейдет в двойниковое положе-
ние иху > F 2 . Таким образом, область двойника (область 2 на рис. 29}
будет отделена от остального кристалла границей разрывов тензора
деформаций, причем в соответствии с вышесказанным

u™>V2, (6,16)

где индексы (1) и (2) относятся соответственно к материнскому кристаллу
и двойнику.

Для наших целей вместо графика рис. 28, а достаточно схемы из двух
прямолинейных участков (рис. 28, б), первый из которых соответст-

вует упругой деформации материнского кри-

сталла:

/ Г

вХу = 2μιιχν, μ — λ12ΐ2,

а второй — упругой деформации сдвойнико-
ванного материала

где α — угол двойникования ί в нашей модели

\ Ь \
Рис. 29. Двойник конечной α = arctg -go" I ·толщины в кристалле
1 — материнский кристалл; 2 —

двойник.

Поскольку в принятой модели на границе-
раздела двойник — материнский кристалл
возникает разрыв упругих напряжений, рав-

новесие обычной и двойниковой фазы может иметь место только в том слу-
чае, когда по указанной границе распределена некоторая поверхностная
сила. Если χ = χ (s), у = у (s) — это параметрическое уравнение контура
двойника (s — длина, отсчитываемая вдоль контура), то согласно 1 У

в плоской задаче теории упругости эта сила имеет компоненты fx =

— /о-?, / = —fo-f , где /о = 2αμ. Чтобы найти напряжения от двойника
US uS

в кристалле в рамках такого подхода, нужно решить плоскую задачу
теории упругости о напряжениях, вызываемых в среде сосредоточенным!
силами f.

Используем общие формулы теории упругости анизотропного тела 8 4,
определяющие тензор напряжений в случае, когда плоскость XOY являет-
ся плоскостью симметрии кристалла. Если сила, порождающая упругие-
напряжения, имеет вид f (fx, fy, 0), тензор oik можно следующим обра-
зом представить с помощью функций комплексного переменного:

= 2 Re 2
α=1

а (*а) = 1, 2), (6,2>

где ζα = χ -\-imay- В случае кубических кристаллов та являются веще-
ственными положительными числами, определяемыми модулями упру-
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гости среды. Функции Φ α (ζ) — это некоторые функции комплексного
переменного ζ 84, а матрица pia имеет вид

( — inii -im2\

Pt«\\ = [ ! ! )•

В дальнейшем нам понадобятся производные Fa (ζ) = •
dz так как

именно через них выражаются компоненты Ощ. В случае силы f, сосредо-
точенной в точке (ξ, η), функция Fa (ζ) имеет вид8 4

2

h=l

где ζ α = = | 4 ΪΜ-ΟΆΙ Nak — некоторая вполне определенная матрица второго
ранга, а числа С% (к=1, 2) равны

2 2

C t = — Im 2 /WVai, С2== — Im 2 P2aWa2·
а=1 а=1

Используем конкретный вид «двойникующей силы» f и учтем действие
всех сил, сосредоточенных вдоль контура с. Тогда функция Fa(z) в случае
двойника примет вид

(6,3)

где интеграл берется по замкнутому кон-
ТУРУ двойника, расположенного в нео-
граниченном кристалле.

Оказывается, что из общей фор-
мулы (6,3) можно извлечь очень важ-
ный вывод, касающийся характера из-
лома контура двойника в угловых
точках. Допустим, что на контуре с Рис. 30. Угловая точка на границе
имеется угловая точка z = 0, углы двойника,
наклона касательных к кривой с в кото-
рой равны θι и 02 (см. рис. 30, где контур с обходится слева направо).
Выясним, как ведут себя упругие напряжения, созданные двойником,
при подходе к угловой точке. Для этого достаточно проанализировать
поведение функций Fa (ζ) при ζ —>- 0. Представим эту функцию в виде

1-, (6,4)

где кусочно-непрерывная функция ψ (ξ) определяется соотношением

( 6 ' 5 )

в котором постоянные множители А и В элементарно определяются через
константы в формуле (6,3), ζ= ξ + imr](l·,), а зависимость η = η (ξ)
является уравнением контура с. Очевидно, что предельные значения
функции ψ (ζ) при подходе к угловой точке слева и справа не совпадают,

dT)
так как не совпадают производные ^г, определяющие тангенсы углов

наклона лучей контура с в угловой точке.
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В теории сингулярных интегралов типа Коши 44· 8 5 показывается,
что при наличии разрыва у функции ψ (ζ) в точке ζ = 0 функция F (ζ)
имеет логарифмическую особенность в точке ζ = 0 и ее сингулярная
часть равна

*4*) = Ι Ψ ( + 0 ) - ψ ( - 0 ) ] 1 η * . (6,6)

Если учесть, что

то на основании выражения (6,6) для сингулярной части функции F (ζ)
можно получить такую форму записи:

F{z)= [А—~В^ еИФ1-Ф2) S i n ( ф 1 _ ф 2 ) i n z , (6,7)

где

При включении логарифмической сингулярности (6,7) в выражение
для упругих напряжений окажется, что и напряжения сохраняют эту
особенность. Однако неограниченное возрастание аху, а значит, и тензора
иху противоречит условию механической устойчивости двойника (6,1).
Поэтому рассмотренная нами особенность функции F (ζ) не должна про-
являться, что возможно лишь при ψι = φ2 или при (pt — φ2 = ± π .
Условие φι = φ2 тривиально и означает отсутствие угловой точки,
а условие φι — φ2 = ± π означает, что угловая точка является точкой
возврата. Это означает, что кончик двойника в такой точке должен иметь
нулевой угол раствора. Таким образом, обсужденный в гл. 2 вывод о фор-
ме кончика незастопоренного двойника не связан с предположением
о малой толщине двойника. Нулевой угол раствора конца двойника есть
общее свойство любых свободных двойников.

Перейдем к сопоставлению теории Лифшица и дислокационной тео-
рии двойникования *7. Как отмечалось в гл. 1, изображенный на рис. 29
двойник может быть представлен набором дислокаций, расположенных
по его контуру (см. рис. 8). Если считать распределение дислокаций
непрерывным и ввести плотность этого распределения g (s) вдоль контура
двойника, то нетрудно написать связь g (s) с толщиной двойника в дан-
ной точке:

h(x)=-a J g(s)ds, (6,8)
X(S)>X

где по-прежнему ось ОХ — это след плоскости двойникования, и α —
межатомное расстояние в направлении, перпендикулярном плоскости
двойникования. Легко видеть, что (6,8) является обобщением форму-
лы (1,1) на случай двойника конечной толщины. Для предельно тонкого
двойника (6,8) совпадает с (1,1), если положить ρ (χ) = 2g (χ).

Покажем, следуя 4 7 , что напряжения от двойника в кристалле,
вычисленные на основании формулы (6,3), совпадают с таковыми, создан-
ными распределенными по контуру двойника дислокациями. Естествен-
но, что мы проведем доказательство при тех предположениях, при которых
были получены результаты 1 3, а именно, предположим, что среда обладает
кубической симметрией и оси координат направлены по осям симметрии
четвертого порядка. Двойник будем считать бесконечно протяженным
вдоль оси Ζ и образованным совокупностью краевых двойникующих
дислокаций, оси которых расположены по его контуру.
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Для случая одной дислокации с вектором Бюргерса Ь, расположен-
ной в точке (ξ, η) неограниченной среды, функции Fa (ζ) имеют вид 3 8

где Маь — матрица, обратная матрице рьа, а числа /)&(&= 1, 2) равны

2 2

D, = - Im 2 N£Mai, D2 = -Im 2 Λ ^ « 2 ΐ
α=1 α=1

и символ Nά\ обозначает матрицу, обратную Nah. Поскольку двойник
образован краевыми дислокациями, векторы Бюргерса которых направ-
лены по оси х, то bk = bbh\. Поэтому двойнику в дислокационной модели
соответствует такая функция Fa (ζ):

g ( « ) d s (R ]Q\

где ζα (s) = ξ (s) + ™αη (s) и ξ = ξ (s), η = η(β) есть параметрическое урав-
нение контура двойника.

Теперь несколько видоизменим формулу (6,3), имея в виду ее срав-

нение с (6,10). Воспользуемся тем, что φ — ^ = 0 для ζ вне контура с,

а также тем, что η' (s) = ag(s), и преобразуем (6,3) к виду

Если учесть явный вид матриц pia и iVia (см. 8 4 · 3 8), то можно
показать, что коэффициенты, стоящие перед интегралами в (6,10) и (6,11),
равны.

Поскольку формулы для напряжений являются основой анализа
процесса двойникования, совпадение (6,10) и (6,11) доказывает эквива-
лентность обоих подходов. Таким образом, дислокационное описание
упругого двойника является точным с точки зрения теории упругости
при любой толщине двойника.

Имея формулы (6,3) или (6,10) для нахождения упругих напряжений
от дислокаций на контуре двойника, можно записать условие механиче-
ского равновесия, фактически определяющее уравнение контура двой-
ника. Мы не станем анализировать это уравнение в общем случае, а про-
делаем предельный переход к тонкому двойнику и проследим, как полу-
чаются основные формулы теории тонких двойников. Пусть η = % (χ) —
уравнение верхней границы двойника, а η = η 2 (χ) — нижней (при
таком определении ηι (χ) ̂  η 2 (χ)). Толщина двойника в каждой точке
определится очевидным равенством h (χ) = η! (χ) — η 2 (χ), а положение
его средней линии, уравнение которой мы запишем в виде у = η (χ),

дается условием η (χ) — γ (ηι (χ) + η 2 (χ)). Для тонкого двойника вели-
чины h (χ) и η (χ) можно считать малыми. Тогда напряжения на верхней
и нижней границах двойника могут быть найдены путем подстанов-
ки (6,10) или (6,11) в (6,2) и последующего разложения по малым величи-
нам η (ж) и А· (х) 8 6. Удерживая первые два члена подобного разложения
и учитывая все действующие на дислокации силы, получим такие

5 УФН, т. 104, вып. 2
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уравнения равновесия дислокаций на каждой из границ двойника:
L

— ατο ·£ T Z J + τ ι ih (χ) ^ (χ) — 2αρ (χ) η' (χ)} =
-L

L (6.12)

> k τ = ί ~ Τι ΐΑ W ηι (*) ~ 2 α Ρ (*) γι' ( ж ) } =

-L

где по-прежнему αρ (ж) = — h' (χ), константы τ 0 и τ 4 , имеющие порядок
величины μ, соответственно равны

_ 2αλ11Μ _ „
τ ° τ ι α λ ι ι ι ι

Si (χ) и 5 2 (χ) — силы неупругого происхождения соответственно на верх-
ней и нижней границах двойника (различие в силе неупругого происхож-
дения на каждой из границ может быть обусловлено наличием стопоров
на какой-либо из границ, неодинаковыми условиями зарождения дисло-
каций на каждой из границ и т. д.). Функция σ" (χ, у) определяет рас-
пределение неоднородных внешних напряжений вблизи плоскости двой-
никования.

Решение системы уравнений (6,12) при заданных внешних напряже-

ниях σβ (χ, 0), их градиентах & и силах неупругого происхождения
Si (χ) и S2 (x) позволяет полностью восстановить форму двойника, кото-
рая определяется двумя функциями: h (χ) и η (χ).

Если силы неупругого происхождения на обеих границах одинаковы
и несимметричность формы двойника обусловлена только градиентом
внешних напряжений, то в первом приближении можно пренебречь
членами порядка ft2. Тогда в качестве основного приближения по пара-
метру -j- мы получим уравнение

9(t)dt_ е ( П\л.Я(х\

которое совпадает с исходным уравнением дислокационной теории тонких
двойников (1,5). Это уравнение фактически определяет толщину двой-
ника в каждой точке х.

Уравнение второго приближения получается из (6,12) путем вычисле-
ния полуразности условий на верхней и на нижней границах 1 4:

(х) η" (x) + 2ρ (χ) η' (x)] = h (χ) ( ^ )

В этом уравнении функции ρ (χ) и h (χ) считаются известными
из решения уравнения первого приближения, а потому оно опреде-
ляет η (я), т. е. изгиб двойника в неоднородном поле напряжений. Этому
уравнению легко придать вид

η" (*) + 2 [ ^ In ft (*)] Л'(*)=-?(*),
, 0) \ l R . q 4

^ ) ( M 3 )
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Ясно, что решение этого уравнения может быть получено в квадра-
турах, поскольку

При записи (6,14) мы приняли естественное, на наш взгляд, условие
•ц (L) = 0. Действительно, как мы видели раньше, для свободного двой-
ника ρ (L) = 0, а так как изгиб средней линии η = η (χ) у конца двой-
ника связан только с перераспределением дислокаций на верхней и ниж-
ней границах двойника у его конца, то следует положить η ' (L) = 0.

Вблизи конца двойника (например, в окрестности L — χ <ξ L) может
быть получена явная координатная зависимость η = η (χ), поскольку,
с одной стороны, можно считать q (χ) = q (L) = const, а с другой сторо-
ны, в этой области известна функция h = h (x). Используя фор-
мулы (3,27) и (3,28), легко получить

η» =4
} (6Д5)

На основании (6,15) мы заключаем, что у правого конца двойника
уравнение его средней линии имеет вид

η (χ) = η (L) -\- const (L — x)2,

где постоянный множитель изменяется в два раза при переходе из об-
ласти χ <С ε в область ε <ξ χ <ξ L.

В заключение этого раздела мы выясним конкретный физический
смысл некоторых величин, являющихся параметрами феноменологиче-
ской теории, предложенной Лифшицем. Напряжения в упругой среде
вокруг двойника при заданной внешней нагрузке определяются условия-
ми на границе двойника, где они вполне определенным образом
связаны с силами неупругого происхождения. При подходе со стороны
материнского кристалла к границе двойника получаем (смотри соотно-
шение (1,4))

Ux»~~ 2μ ~~ 2μ ( b ) l t > }

Используя обсужденное ранее свойство силы неупругого происхож-
дения S (х) при нагрузке — S0^.S(x), убеждаемся, что в среде может
существовать устойчивый упругий двойник, если деформации удовлетво-
ряют условиям

Переходя к анализу условий внутри двойника, заметим, что в слу-
чае свободного двойника малой толщины малым является также и наклон
профиля двойника к плоскости двойникования. В этом случае на гра-
нице материнского кристалла и двойника выполняется условие оЧ1 =
= о'ху', следовательно, можно получить соотношение

5*
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из которого следует, что

Интересно отметить, что определяемые формулами (6,17) и (6,18)
величины F t и F 2 не удовлетворяют предположенному в работе 1 3 условию
V1 = α — F 2 . Более того, следует ожидать, что V\ >̂ α — F 2 . Это раз-
личие величин Vi и α — F 2 становится совершенно очевидным и естествен-
ным, если учесть характер силы поверхностного натяжения, не учтенной
в работе 13. Как и в 1 3, величина Fi в нашей модели определяет начало
двойникования при нагрузке (двойник начинает образовываться при
г/i (0) = V^, а величина F 2 — начало «раздвойникования» при разгруз-
ке (двойник начинает уменьшаться при UxV (0) = иЩ, (0) -f- α = V2).
Физический смысл различия Fj и α — F 2 при наличии сил поверхност-
ного натяжения заключается в том, что эти силы «выталкивают» двойни-
ковый клин из кристалла, поэтому они противодействуют образованию
двойника, увеличивая значение F t , и способствуют «уходу» двойника
из кристалла, уменьшая α — F 2 .

Харьковский государственный университет
Физико-технический институт АН УССР
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