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1. ВВЕДЕНИЕ

Проблема устойчивости динамических систем возникает в самых раз-
личных задачах физики и техники.

Если параметры, характеризующие систему, сосредоточены в отдель-
ных точках, так что система описывается обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями, то проблема устойчивости, как правило, может быть
решена на основе линейного приближения. Для динамических систем
не с сосредоточенными, а с распределенными параметрами ситуация
значительно усложняется, так как такие системы описываются не обык-
новенными дифференциальными уравнениями, а либо уравнениями в част-
ных производных, либо интегро-дифференциальными уравнениями (эти
уравнения могут быть и нелинейными). Характеристические частоты,
которые для систем с сосредоточенными параметрами образуют дискрет-
ный спектр, для систем с распределенными параметрами могут образовы-
вать непрерывный спектр. В этом случае суперпозиции характеристиче-
ских решений будут иметь вид не сумм, а интегралов, асимптотическое
поведение которых при возрастании времени t не будет совпадать, вообще
говоря, с асимптотическим поведением подынтегрального выражения.
Поэтому уже в линейном приближении исследование устойчивости систем
с распределенными параметрами оказывается значительно более сложным,
чем исследование устойчивости систем с сосредоточенными параметрами.

Целью настоящего обзора является изложение теории устойчивости
динамических систем с распределенными, не зависящими от времени
и координат параметрами в линейном приближении.

Динамическую систему мы будем предполагать достаточно протяжен-
ной. В этом случае линеаризованные уравнения для величин и а = и а (г, t),
характеризующих состояние системы *), имеют решения в виде плоских

*) Совокупность этих величин мы будем называть вектором состояния динами-
ческой системы.
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где к — волновой вектор и ω — собственные частоты системы.
Если уравнения, описывающие систему, являются уравнениями

в частных производных, то существует определенная зависимость между
частотой ω и волновым вектором к. Эта зависимость носит алгебраический
характер, т. е. существует уравнение

D(k, ω) = 0, (1,1)

где D (k, ω) — некоторый полином. Это уравнение называется диспер-
сионным уравнением.

Если исходные уравнения, описывающие систему, являются интегро-
дифференциальными, то частота не является, вообще говоря, определен-
ной функцией волнового вектора. Однако такая функциональная зави-
симость возникает асимптотически при больших значениях t. При этом
мы снова получаем дисперсионную зависимость (1,1), где D (к, ω) уже
не полином, а некоторая трансцендентная функция. В дальнейшем
мы ограничимся рассмотрением только алгебраических дисперсионных
уравнений *) и покажем, что эти уравнения позволяют выяснить харак-
тер неустойчивости в линейном приближении.

2. АБСОЛЮТНАЯ И КОНВЕКТИВНАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТИ

Если некоторым вещественным значениям волнового вектора к соот-
ветствуют комплексные значения частоты ω с Im ω > 0, то возмущение,
имеющее вид плоской монохроматической волны е*(кг~ш'', будет неогра-
ниченно возрастать со временем и рассматриваемая динамическая система
будет неустойчивой.

В действительности малые возмущения не имеют вид отдельных пло-
ских монохроматических волн, а представляют собой волновые пакеты,
т. е. суперпозиции плоских монохроматических волн. Асимптотическое
же поведение волнового пакета может существенно отличаться от поведе-
ния отдельных волн. Именно, если в волновом пакете отдельные компо-
ненты неограниченно возрастают со временем, то тем не менее весь пакет
в целом может оставаться ограниченным в фиксированной точке простран-
ства, так как возмущение может «сноситься» вниз по течению. Поэтому
для выяснения характера неустойчивости динамической системы необ-
ходимо решить задачу о развитии начального возмущения.

Будем предполагать, что вектор состояния и = (щ, м2, . . ., ип)
удовлетворяет системе дифференциальных уравнений в частных произ-
водных с постоянными коэффициентами * * ) :

η

Σ ρ « β ( ^ , 4г)ие(х> V = ° ( α = 1 · 2' · · · ' д )' ( 2 Д )

3 = 1
η д д л.

где Ρ α β — некоторые полиномы относительно -г— и — с постоянными коэф-
фициентами. Мы должны найти решение этой системы уравнений, удо-
влетворяющее произвольным начальным условиям ul{x, 0), и2(х, 0), . . .
. . ., ип(х, 0).

Если в волновом пакете и(х, t), несмотря на наличие компонент
с I m c o > 0 , возмущение при х = const и t—> оо остается ограниченным

*) Исследование трансцендентных дисперсионных уравнений дано в работе ι.
**) Мы для простоты ограничиваемся рассмотрением одномерного случая; иссле-

дование многомерного случая см. в 2 .
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(обычно оно стремится при этом к нулю),

lim и (χ, t) = 0, (2,2)

a=const

то говорят о конвективной или сносовой неустойчивости.
Если же возмущение и(х, t) неограниченно возрастает при фиксиро-

ванном χ и t —> оо,

Нш и(х, ί ) = ο ο , (2,3)
t—*oo

3c=const

то неустойчивость называют абсолютной*).
Таким образом, при исследовании неустойчивости недостаточно убе-

диться в существовании комплексных частот у дисперсионного уравнения
D (к, ω) = 0, а необходимо еще выяснить, как ведет себя волновой пакет
в фиксированной точке пространства при t —> оо.

Ясно, что в случае абсолютной неустойчивости существование равно-
весного состояния и = 0 невозможно. Действительно, нарастание слу-
чайных возмущений (которые всегда возникают, хотя бы из-за тепловых
флуктуации) приведет либо к переходу в устойчивое состояние, либо
к разрушению рассматриваемого состояния. В случае же конвективной
неустойчивости равновесное состояние и = О может существовать. При
этом в системе устанавливается стационарный (т. е. не зависящий от вре-
мени) уровень возмущений, соответствующий равновесным тепловым
флуктуациям на входе системы.

Если система является неустойчивой, то она может быть использо-
вана для генерирования колебаний. Можно сказать, что для генерирова-
ния необходима абсолютная неустойчивость.

Если система обладает конвективной неустойчивостью, то возмуще-
ние «сносится по течению»; это значит, что этому виду неустойчивости
соответствует усиление, а не генерирование колебаний, иными словами,
системы с конвективной неустойчивостью могут быть усилителями колеба-
ний. Следует, однако, иметь в виду, что системы с конвективной неустой-
чивостью также могут быть использованы для генерирования колебаний,
если связать в них вход и выход; благодаря этому осуществляется обрат-
ная связь, и «снесенное» возмущение возвращается обратно, т. е. неустой-
чивость в системе приобретает абсолютный характер.

Чтобы сформулировать критерии абсолютной и конвективной неустой-
чивостей, свяжем предварительно вектор состояния иа с функцией Грина
g(x, t) уравнений (2,1):

иа(х, t)^L

где La (-д-, -дг)—некоторый дифференциальный оператор, связанный

простыми соотношениями с операторами Ра$ Ιητ-, -^-1 , и функция g(x, t)

удовлетворяет дифференциальному уравнению

D(-*•£•· i4r

где D — полином относительно — i-r-, i -r-, D ( — i — , i — ) =
ox at \ ax at I

*) Понятия абсолютной и конвективной неустойчивостей были введены Твис-
сом 3 и Ландау и Лифшицем 4 .

1*
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/ а д \ ι
αβ I ~~а~> ~аГ ι ' входящий в левую часть дисперсионного урав-

\ ОХ 01 / I

нения (1,1).
Сделав преобразование Лапласа по времени и преобразование Фурье

по координате в последнем уравнении, получим
оо

g(χ, ί ) — - τ — 5 - \ e~l(atd(o \4π2 J J _ 2

fc, ω)' < Z ' 4 '
Ω - 0 0

где Ω — прямая в комплексной плоскости ω, параллельная вещественной
оси и проходящая выше всех особых точек подынтегрального выражения.

Выполним в формуле (2,4) сперва интегрирование по ω:

—°о α = Ι

где До = 3D/δω и суммирование производится по всем корням диспер-
сионного уравнения (1,1) ω = ωα(λ:).

Положим в этой формуле г = 0 и заменим в подынтегральном выра-
жении переменную интегрирования к на ωα:

где Ωα —контур, описываемый точкой ωα в комплексной плоскости, когда
величина к пробегает вещественную ось от — оо до \- оо. (Так как мы
рассматриваем случай неустойчивости, то некоторым вещественным зна-
чениям к соответствуют Ι π ι ω α > 0 . )

Будем теперь деформировать контуры интегрирования Ωα, опуская
их вниз: ΙπιΩα—>· — оо. При этом интеграл (2,5) представится как сумма
членов вида e~t0Vr где щ — особые точки подынтегрального выражения.
Обычно особыми точками являются точки ветвления ωρ функции к (ω).

Если между контуром Ωα и вещественной осью ωα находится хотя бы
одна точка ветвления функции /с = /с(ш), расположенная в верхней полу-
плоскости Ιπχωβ>0, то имеет место абсолютная неустойчивость. Если же
ни при каком значении α в верхней полуплоскоси Im сор > 0 нет точек
ветвления функции к (ω), то неустойчивость будет конвективной5.

Исследуем в качестве примера дисперсионное уравнение

(ω — kvj (ω — kvz) + m = 0,

решение которого имеет вид

^ v z ) * l < * - 4 m . (2,6)

Если m > 0 и

то частота ω будет комплексной. При этом одно из значений ω имеет
положительную мнимую часть, что означает наличие неустойчивости.
Для выяснения характера этой неустойчивости найдем обратную функцию
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Мы видим, что функция к (ω) имеет точки ветвления при

2 "У' у^р2т

Если т > 0 и νιν2>0, то точки ветвления лежат на вещественной оси,
т. е. неустойчивость является конвективной.

Покажем, что при m > 0 , viv2<c0 одна из точек ветвления

2~[/\у1уг\т
: ; ί

функции к (ω) лежит в верхней полуплоскости между контуром Ωα

и вещественной осью ω, τ. е. при и г > 0 , v^-^CO имеет место абсолютная
неустойчивость. Рассмотрим с этой целью контур Ωΐ5 определяемый фор-
мулой (2,6) и расположенный в верхней полуплоскости ω.

Полагая

получим уравнение части контура Ω{, расположенной в верхней полу-
плоскости,

Так как в точке ветвления ω0 = α0 -}- ίβ0

2"
α 0 = 0, β0 = -

\Vi—V2\

и 2 \r\ ViV21 <! I vt — v2\ при ViV2 < 0, то точка ветвления ω0 расположена между
контуром iij и вещественной осью, т. е. при m > 0 , yti;2<;0 имеет место
абсолютная неустойчивость.

При выводе критерия абсолютной неустойчивости мы выполнили
в формуле (2,4) сперва интегрирование по ω. Можно получить другую
форму этого критерия, если выполнить в формуле (2,4) сперва интегри-
рование по к. Применяя теорему о вычетах, получим

j
где Dh = dD/dk и Α;Γ(ω), А;г(ш) — корни дисперсионного уравнения, лежа-
щие при Imco—>+°° соответственно в верхней или нижней полупло-
скости,

ΙπιΑ Γ (ω)>0, lmki(a>)<.0 (Ιπιω—>+°°)-

Будем говорить, что слагаемые кг (ω), входящие в верхнюю сумму
(2,7), описывают волны, распространяющиеся вправо, а слагаемые ki (ω),
входящие в нижнюю сумму,— волны, распространяющиеся влево.

Особыми точками подынтегрального выражения (2,7) могут быть
только точки ветвления функции к (ω). Однако не все точки ветвления
функции к (ω) вносят вклад в интеграл (2,7). Если в точке ветвления соо

становятся равными величины ка (ω) и к$ (ω), соответствующие двум
волнам, распространяющимся в одну сторону, то (так как в формуле (2,7)
производится суммирование по г или по I) точка ωο не будет в действи-
тельности точкой ветвления подынтегрального выражения. Поэтому
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критерий абсолютной неустойчивости состоит в том, что в верхней полу-
плоскости ω, Im ω > 0, должна находиться точка ветвления функции
к (ω), в которой совпадают две ветви этой функции, соответствующие
волнам, распространяющимся в противоположные стороны в:

кг (ω) = kt (ω).

В противном случае неустойчивость будет конвективной.
Исследуем, используя эту формулировку критерия абсолютной

и конвективной неустойчивостей, характер неустойчивости системы,
характеризуемой дисперсионным уравнением

(ω — /«^(ω — kv2)-i-m — 0 ( m > 0 ) ,

которое мы уже рассматривали выше.
Если г; 1 >0, vz>0, то мнимая часть функции

ω ± У(^1-^г)2 (02-4^ гута

при Im ω —>• + оо будет положительной. Поэтому при ν± > 0, ν2 > 0
обе волны распространяются вправо и, следовательно, абсолютной неустой-
чивости не будет, т. е. неустойчивость будет конвективной.

Если же viv2 < 0, то одна из волн к (ω) распространяется вправо,
а другая влево. При этом одна из точек ветвления, а именно,

2 У \ 1 у 2 \ .
ω — —j j — t,

расположена в верхней полуплоскости. Таким образом, при viv2 < 0
мы имеем дело с абсолютной неустойчивостью.

Как мы уже указывали, при конвективной неустойчивости возмуще-
ние, нарастая, в то же время сносится по течению. Если s представляет
собой скорость «сноса» пакета, то, очевидно, в системе отсчета, движу-
щейся со скоростью s, возмущение будет неограниченно возрастать, т. е.

limu(st, t)=oo.

Иными словами, конвективная неустойчивость в этой системе отсчета
становится абсолютной. Скорость s равна 7

- < 2 · 9 >
где кд — значение волнового числа, при котором

d Im ω (к) _ η

dk ~ U

(ω и к связаны дисперсионным уравнением (1,1)). Выражение (2,9)
является обобщением известного выражения для групповой скорости
на случай волн, нарастающих во времени 8.

В случае простейшего дисперсионного уравнения

(ω — kvd (ω — kv2) + m = 0

скорость сноса s является средним арифметическим скоростей vt и v2:
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3. УСИЛЕНИЕ И НЕПРОПУСКАНИЕ КОЛЕБАНИЙ

Перейдем теперь к рассмотрению усиления колебаний.
Усиливаться могут, очевидно, те колебания, для которых Im к < О

при вещественных ω (система предполагается полубесконечной, χ > О,
ось χ выбрана таким образом, чтобы усиливаемые волны двигались в сто-
рону возрастающих значений х).

Однако самого по себе условия Im к < 0 при вещественных ω еще
недостаточно для усиления колебаний. Чтобы убедиться в этом, рас-
смотрим монохроматическую волну е' (**-ωθ) распространяющуюся
в плоском волноводе. В этом случае дисперсионное уравнение имеет,
как легко убедиться, вид

со2 = & ¥ 4 а2, (3,1)

где с — скорость света, а — плс/d (d — расстояние между плоскостями
волновода, и—целое число). При [ω|<θα уравнение (3,1) имеет два мни-
мых корня:

(ω) = -L Vat - ω 2 \
C (3,2)

Корню ki (ω) соответствует волна с экспоненциально убывающей при
χ> 0 амплитудой

Ui = At ехр ( у α2 — ω2 — ia>t j ,

а корню кг((а) — волна с экспоненциально нарастающей амплитудой

и2 — А2 ехр (— У а2 — ω2 — iwt J .

В области χ > 0 эта волна приводила бы к экспоненциально нарастающей
энергии колебаний, что невозможно, так как в рассматриваемой задаче
отсутствует внешний источник энергии. Очевидно этому решению соот-
ветствует в действительности не нарастающая волна, двигающаяся в поло-
жительном направлении оси х, а затухающая волна, двигающаяся в проти-
воположном направлении. Если источник энергии расположен в плоскости
χ = 0, то нарастающее решение следует отбросить. Можно сказать, что
в рассматриваемом случае, несмотря на то, что Im к < 0, имеет место
не усиление колебаний, а их непропускание *) .

В рассмотренном случае ситуация очень проста и выяснение харак-
тера распространяющихся колебаний при Im к < 0 не представляет
затруднений. Могут, однако, представиться более сложные случаи, когда
отличить усиление от непропускания колебаний не так просто. Такие
случаи возникают всякий раз, когда в системе имеются внешние источ-
ники энергии. В качестве примера можно привести систему плазма —
пучок заряженных частиц. В этом случае пучок все время доставляет энер-
гию в плазму, и выяснение вопроса о том, каков характер распространяю-
щихся при этом колебаний, требует специального анализа.

Сформулируем математически, в чем состоит различие между усиле-
нием и непропусканием колебаний.

Обозначим через λ; β =& β (ω) (β = 1, 2, . . ., ή) различные решения
дисперсионного уравнения относительно к. Ясно, что вектор состояния

*) Понятия усиления и непропускания колебаний были введены Твиссом 9 .
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(iii, u2, . . ., ип) системы можно представить в виде

иа(х, *)= J 2 δαβ (ω)/¥*»*--< ώο, (3,3)
-оо β =

где коэффициенты 6α β (ω) определяются возмущениями иа (О, t) на гра-
нице области χ = 0. Величины иа (О, t) можно всегда выбрать таким
образом, чтобы вектор состояния во все моменты времени обращался
в нуль при г < 0 :

иа(х, ί) — 0, ж < 0 . (3,4)

Таким выбором граничного возмущения вектора состояния мы достигаем
того, что в системе все волны будут распространяться в определенном
направлении, а именно, в положительном направлении оси х.

Зафиксируем теперь значение β, которому соответствует Im кв < 0.
При этом могут представиться два случая: либо некоторые из величин bafi

(а = 1, 2, . . ., п) отличны от нуля, либо все они равны нулю. В первом
случае имеет место усиление волны с волновым числом к = кб, во втором
же случае имеет место непропускание этой волны 9 ~ а .

Таким образом, для того чтобы волна с волновым числом к = к$
усиливалась, недостаточно выполнения условия Im кб < 0. Необходимо
еще, чтобы эта волна содержалась в волновом пакете (3,3), удовлетворяю-
щем условию (3,4).

Чтобы установить критерий усиления и непропускания колебаний,
выберем величины иа (х, t) таким образом, чтобы все волны распростра-
нялись в положительном направлении оси х, т. е. чтобы выполнялось
условие (3,4).

При этом мнимая часть к (ω) для волн, движущихся вправо, должна
быть при Im ω —>• -f- оо положительной. С другой стороны, условие
пространственного нарастания волн имеет, очевидно, вид Im к (со) < 0
(ω — вещественно).

Таким образом, для усиления волн необходимо, чтобы мнимая часть
функции к (со) имела при Im ω—>-+°° и Im ω = 0 противоположные
знаки. Если же знак Im к (со) при Im ω -ν + °° и Im ω = 0 один и тот же,
то имеет место непропускание колебаний в.

Рассмотрим в качестве примера систему с дисперсионным уравнением

(ω — ки^) (ω — kv2) -\-m = 0.

Решая это уравнение относительно к, получим

к, (со) = ^

А2(со)==-

Если vlv2m < 0, то любым вещественным значениям ω соответствуют
вещественные значения к. В этом случае происходит пропускание коле-
баний. (В действительности, как было показано в разделе 2, при т > 0,
у 1 у 2 < 0 система абсолютно неустойчива.)

Если же и&2т > 0, то при

i— V2\

величина к становится комплексной. Если к тому же vxv2<.Q, г̂1 + ^2>* 0,
то для двух волн с волновыми векторами &4 (ω) и к.г (ω) при Im ω = 0
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и Im ω —> -f οο имеют место неравенства

Ι π ι Α ^ ω χ Ο , Im к2 (ω) > 0.

Так как Im ки 2 (ω) не изменяет знака при переходе от Im ω = 0 к Im ω —>
—>-f-oo, T 0 рассматриваемая система не пропускает колебаний в интер-
вале частот (3,5), в котором 1ткф0.

Если выполняются неравенства

то обе волны с волновыми числами kt (ω) и к2 (со) имеют при Im ω —> — οο
положительную мнимую часть. При Imco = 0 имеют место неравенства

Im &j (ω) > 0 , 1тй:2(со)<0.

Поэтому решению kt (ω) соответствует непропускание колебаний, а реше-
нию &_> (ω) — усиление колебаний.

Отметим, что усиливаемое возмущение удовлетворяет условию при-
чинности

lim иа{х, 0 = 0- (3,6)

(=const

ЭТО условие можно рассматривать как определение усиления 1 2> 1 3.
Условие (3,6) позволяет отбросить волны, движущиеся влево, и заменяет
тем самым граничные условия (3,4).

Для отбрасывания волн, движущихся влево, можно также восполь-
зоваться одним свойством преобразования Фурье — Лапласа

оо со

и» (*, Р) = [ e~vt dt -^ \ e~ihxua (x, t) dx,
Ό — ο ο

вытекающим из граничного условия (3,4) и из очевидного условия

ua(x,t) = 0 при ί<0. (3,7)

Из этих условий следует 6 · 1 4 , что преобразование Фурье — Лапласа
иа (к, р) должно быть аналитической функцией обеих переменных при
Im/c<0, R e p > 0 .

Существенным является то обстоятельство, что волновой пакет как
целое усиливается в пространстве, т. е.

lim ua (χ, -^-\ =00, (3,8)

где s'—некоторая величина, характерная для системы. Именно

s = •
IRek

d(U I 0>=G>0

где ω0 — значение частоты, при которой

d i m A _ Q

d(u

Величина s' является обобщением групповой скорости на случай волн,
нарастающих в пространстве.

В случае дисперсионного уравнения

(ω — kvj) (ω — kv2) -j- m = 0
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величина s' равна среднему гармоническому скоростей

i · v2
Так как при Vi>0, У 2 > 0 среднее арифметическое больше среднего
гармонического, то групповая скорость волн, нарастающих во времени,
больше групповой скорости волн, нарастающих в пространстве:

s>s'.

4. ПРАВИЛА СТЭРРОКА

Практическое применение сформулированных в предыдущих разделах
критериев неустойчивости и усиления волн связано, вообще говоря, с боль-
шими трудностями, так как нахождение точек ветвления функций в обла-
стях, ограниченных вещественными осями плоскостей ωα и контурами Ωα

(которые сами должны быть определены), а также нахождение направле-
ния распространения волн представляет собой сложную и трудоемкую
задачу.

Значительные упрощения наступают в том случае, когда диспер-
сионное уравнение D {к, ω) = 0 представляет собой алгебраическое
уравнение с вещественными коэффициентами, распадающееся в области
больших значений | к | или, что то же самое, в области больших значе-
ний | ω ( на произведение множителей вида ω — vk, где ν — некоторая
константа, отличная от нуля. (Это предположение соответствует усло-
вию конечности скорости распространения сигнала *).) Для систем
с такого рода дисперсионным уравнением расположение точек ветвления,
а следовательно, и характер неустойчивости может быть установлен
из общего вида кривой, изображающей дисперсионное уравнение в плос-
кости (Α;, ω).

Четыре типичные дисперсионные кривые изображены на рис. 1.
Рис. 1, α и 1, б соответствуют устойчивые системы, а рис. 1, β и 1, г —
неустойчивые системы. Различие между рис. 1, β и 1, г заключается в том,
что в первом случае асимптоты дисперсионной кривой наклонены в раз-
ные стороны, а во втором — в одну сторону. Можно показать, что рис. 1, в
соответствует абсолютная неустойчивость, а рис. 1, г — конвективная
неустойчив ость.

Таким образом, неустойчивость будет абсолютной или конвективной
в зависимости от того, наклонены ли асимптоты в разные стороны или
в одну сторону {первое правило Стэррока 1 2 ) .

Разъясним теперь, как по дисперсионной кривой различить усиле-
ние и непропускание колебаний.

Рис. 1, α и 1, β соответствует пропускание колебаний, а рис. 1, б
и 1, г — либо усиление, либо непропускание колебаний. Различие между
рис. 1, б и 1, г состоит в том, что в первом случае асимптоты наклонены
в разные стороны, а во втором случае — в одну сторону. Можно показать,
что рис. 1, б соответствует непропускание колебаний, а рис. 1, г — уси-
ление колебаний.

Заметим, что в случае, когда дисперсионное уравнение является
полиномом второго порядка,

(ω — kvi) (ω — kv2) -J- m = 0,

*) Иными словами, в этом разделе мы полагаем, что система дифференциальных
уравнений (2,1) относится к гиперболическому типу. Заметим, что критерии, полу-
ченные в двух предыдущих разделах, справедливы для более широкого класса систем
дифференциальных уравнений, для которых корректна задача К шли 2 , в частности,
для систем параболического типа 1 В.
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осуществляются все четыре случая, изображенных на рис. 1, а — г.
Рис. ί, а соответствует vt > 0, ν2> О, τη < 0; рис. l,6 — vlv2<i0,
те<0; рис. 1, в — У1У2 < 0, т > 0 и, наконец, рис. 1, г — у4 > 0,
и2 > 0, т > 0.

Таким образом, если асимптоты дисперсионной кривой наклонены
в разные стороны, то имеет место непропускание колебаний, если же

ιω

Р и с . 1. Типичные дисперсионные кривые.
а) Устойчивость, пропускание; б) устойчивость, непропускание; в) абсолютная неустой-

чивость, пропускание; г) конвективная неустойчивость, усиление.

асимптоты наклонены в одну сторону, то имеет место усиление колебаний
(второе правило Стэррока *)) .

Мы видим, что одна и та же дисперсионная кривая может соответ-
ствовать и задаче о неустойчивости и задаче об усилении волн, причем
если имеет место абсолютная неустойчивость, то имеет место также про-
пускание колебаний. Если же система конвективно неустойчива, то
с помощью ее можно также и усиливать колебания. Какая из этих двух
возможностей осуществляется, зависит, естественно, от конкретной
физической постановки задачи.

*) Эти правила были получены Стэрроком 12, однако доказательство содержало
неточности, устранению которых посвящена работа 1 в. Эвристический вывод правил
Стэррока, связанный с понятием характеристик, приведен в и (см. также 1 7 ) .
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Проиллюстрируем изложенные правила на примере двухлучевой
лампы 1 8 , дисперсионное уравнение которой имеет вид

ω ι ω Ι
( ω - (ω — ки2)2

_ _ л

где

* · 2 "4,2 '

Πιι2 и ult2 —· плотности и скорости частиц обоих сортов, mlt2 — массы
частиц. Этому уравнению соответствует дисперсионная кривая, изобра-
женная на рис. 2, а, если скорости и^ и и2 направлены в одну сторону,

со

*) б)

Рис. 2. Дисперсионная кривая двухлучевой лампы,
о) Скорости пучков параллельны; 6) скорости пучков антипараллелыш.

и дисперсионная кривая, изображенная на рис. 2, б,— если скорости их

и и2 направлены в противоположные стороны. Из этих рисунков непо-
средственно видно, что при одинаковых знаках щ и и2 имеется полоса
усиления и полоса конвективной неустойчивости, а при разных знаках wt

и и2 — полоса непропускания и полоса абсолютной неустойчивости.
Использование правил Стэррока приводит к затруднениям в том

случае, когда перекрываются полосы неустойчивости или полосы усиле-
ния и непропускания. В этом случае следует ввести в дисперсионное урав-
нение некоторый параметр ξ, варьируя который, можно добиться того,
что полином D (к, ω) распадается на произведение линейных множителей
вида ω — vjk — α,·. Для определенности будем считать, что значение
параметра 1 = 1 соответствует исходному уравнению, а значение ξ = 0 —
разбиению полинома на множители.

Очевидно, при ξ = 0 дисперсионная кривая будет представлять собой
совокупность прямых. Будем считать, что в каждой точке пересекается
не более двух прямых и что при изменении ξ в интервале 0 < ξ ^ 1 топо-
логический характер дисперсионных кривых не изменяется.

При малых ξ полосы неустойчивости (или усиления) будут располо-
жены вблизи точек пересечения прямых ω — vjk — aj = 0, на которые
распадается дисперсионная кривая при ξ = 0. С другой стороны, так как
предполагается, что прямые пересекаются попарно, то при малых ξ диспер-
сионные кривые должны быть, очевидно, подобны кривым, изображен-
ным на рис. 1.

Можно показать, что при непрерывном увеличении параметра ξ
характер неустойчивости не может измениться. Это позволяет определить
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характер неустойчивости исходного дисперсионного уравнения, соот-
ветствующего значению параметра ξ = 1.

Рассмотрим в качестве примера дисперсионное уравнение
^л 2 ,.ч2

(4,2)

(4.3)

которому в случае

соь<а>р, Vp<iUb<Lvp

соответствует дисперсионная кривая, изображенная на рис. 3, в.

С/

Рис. 3. Сведение дисперсионного уравнения к полиному второго порядка.
о) Малые ξ, б) ξ = ξ0; «) \ = 1·

Будем считать величину (up переменной и заменим а>р на ω|,ξ:

л
(ω — киъ)2 ~ со2- ..-„р

При ξ = 0 уравнение (4,4) распадается на четыре линейных уравнения

ω — киь=±а>ь, ω— + kvp,

и дисперсионная кривая вырождается в четыре прямые.
При малых ξ дисперсионная кривая имеет вид, изображенный на

рис. 3, а. Как видно из этого рисунка, система, описываемая дисперсион-
ным уравнением (4,4), обладает при малых ξ конвективной неустойчи-
востью. (Полосам конвективной неустойчивости соответствуют интер-
валы волновых чисел (ка, кн) и (kj, kj); kM обозначает волновое число,
соответствующее точке Μ.)

Если решать задачу об усилении колебаний в системе, описываемой
дисперсионным уравнением (4,4), при малых ξ, то из рис. 3, а непосред-
ственно видно, что имеются две полосы усиления в интервалах частот
(CUA, ω Β) и (шс, ω в), а также две полосы непропускания в интервалах
частот (ωΕ, ωκ) и (соь, ω .̂).

При увеличении ξ дисперсионная кривая (4,4) деформируется, но при
этом ее топологический характер не изменяется. Когда параметр ξ достиг-
нет значения

касательная к одной из ветвей дисперсионной кривой, проходящей
через начало координат, становится горизонтальной (см. рис. 3, б). При
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этом две полосы непропускания (ωΕ, ωκ) и (ω^, ωΡ) сливаются в одну
полосу (ωΕ, ωρ). Из неравенств (4,3) следует, что такое слияние полос
непропускания происходит при ξ0 < 1.

При дальнейшем увеличении ξ дисперсионная кривая принимает
вид, изображенный на рис. 3, в. Так как кривые, изображенные на
рис. 3, а, б и β топологически эквивалентны, то заключение о характере
неустойчивости при малых ξ остается справедливым и при ξ = 1, т. е. для
исходного дисперсионного уравнения (4,2).

Из сравнения рис. 3, а, б и в можно заключить, что исходная система,
описываемая дисперсионным уравнением (4,2), обладает конвективной
неустойчивостью в интервалах волновых чисел (kG, к в) и (kj, kj). Кроме
того, рассматриваемая система имеет две полосы усиления в интервалах
частот (ωΑ, ωΒ) и (а>с, coD), а также полосу непропускания (ωΕ, u>F).

5. ГЛОБАЛЬНАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ

До сих пор при исследовании неустойчивости динамических систем
мы считали их бесконечно протяженными и не учитывали поэтому наличия
границ. Между тем наличие границы может быть очень существенным
из-за отражения от нее волн. Благодаря этому может осуществляться
обратная связь между «входом» и «выходом» системы, в результате чего
конвективно неустойчивая система будет вести себя так, как если бы она
была абсолютно неустойчивой. Существенным является то обстоятельство,
что такого рода эффективная абсолютная неустойчивость (она носит назва-
ние глобальной неустойчивости *)) будет иметь место и в предельном слу-
чае бесконечно протяженных систем, причем этот вывод не зависит от
конкретного вида граничных условий.

Чтобы разъяснить понятие глобальной неустойчивости, напомним,
что собственные колебания в ограниченных системах возникают в резуль-
тате суперпозиции бегущих в разных направлениях волн. Частоты этих
колебаний являются дискретными, и система будет неустойчивой в том
случае, если по крайней мере одна из частот будет обладать положитель-
ной мнимой частью.

Как мы уже отмечали в разделе 2, чтобы различить волны, бегущие
вправо и влево, следует определить знак мнимой части функции к = к (ω)
при Im ω -> + оо: если при этом Im к > 0, то волна бежит вправо, если же
Im к < 0, то волна бежит влево. Обозначим в соответствии с этим опре-
делением волновые числа волн, бегущих вправо, через кТ (ω), а волновые
числа волн, бегущих влево, через /сг (ω). Заметим, что эти функции являют-
ся решениями дисперсионного уравнения D (к, ω) = 0 для безграничной
системы.

Пусть теперь ω представляет собой собственную частоту ограничен-
ной системы и min Im kr (ω) и max Im ki (со) обозначают соответственно
наименьшее значение Im к для волн, бегущих вправо, и наибольшее зна-
чение Im к для волн, бегущих влево. Ясно, что при конечном значении ω
величина min Im kr (ω) не обязательно должна быть положительной,
а величина max Im ki (ω) — отрицательной.

Чтобы получить уравнение для собственной частоты ω, предположим,
что на левом конце системы (х = —L) возбуждены все волны с волновыми
числами kr(a>) viki (ω). Тогда вправо будут двигаться только волны с волно-
выми числами кт (ω). При достижении правого конца системы (х = L)
наибольшую амплитуду при большом L будет иметь волна с волновым
числом, соответствующим наименьшему значению Im kT (ω). Если при

*) Понятие глобальной неустойчивости было введено Куликовским 1 9 .
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х = — L амплитуда этой волны равнялась единице, то при χ = L ее
амплитуда будет равна

ехр [ — 2L min Im kr (ω)].

При отражении этой волны на правом конце системы возникнут волны
с волновыми числами ki (ω), которые будут двигаться влево. При дости-
жении левого конца системы (х == — L ) наибольшую амплитуду будет
иметь волна с волновым числом, соответствующим max Im ki (ω). Ее
амплитуда при χ = — L будет равна

Т+ ехр (— 2L min Im kr -J- 2L max Im k{),

где Τ + — коэффициент трансформации волны с min Im kT в волну
с max Im ki на правом конце системы. При отражении волны с max Im ki
от левого конца системы снова возникает волна с min Im kr, имеющая
при χ = — L амплитуду

Г+Г- ехр (— 2L min Im kr - 2L max Im kt),

где T_— коэффициент трансформации волны с max Im ki в волну
с min Im kT на левом конце системы.

Устремим теперь L к бесконечности. Тогда написанное выражение
для амплитуды волны при χ = —L будет отлично от нуля, если выпол-
няется условие

min I m k r (ω) = maxim ki (ω), (5,1)

которое вместе с дисперсионным уравнением D (к, со) = 0 определяет
собственные частоты достаточно длинной системы. Им соответствует неко-
торая линия (может быть, несвязная) на плоскости комплексного пере-
менного ω. Заметим, что вместо дискретного спектра собственных частот
мы получили непрерывную линию, так как произвели предельный переход
L - > оо: каждая точка этой линии является предельной точкой дискрет-
ных собственных частот при L—*• оо.

Если эта линия имеет точки, расположенные в верхней полупло-
скости (Im со > 0), то система будет глобально неустойчивой.

Можно показать, что система, обладающая абсолютной неустойчи-
востью, всегда будет глобально неустойчивой. Что же касается конвек-
тивно неустойчивой системы, то, как мы сейчас увидим, она может быть
и глобально устойчивой, и глобально неустойчивой.

В качестве примера рассмотрим систему, дисперсионное уравнение
которой имеет вид

3ω2 — 0

Этому дисперсионному уравнению соответствуют две волны 1 и 2 с вол-
новыми числами

ки 2(ω) = 2 ω ± ] Λ ο 2 — 1.

Легко видеть, что рассматриваемая система является конвективно
неустойчивой. Действительно, полагая Im ω —*• -f оо, получим Im ki > 0,
Im k2 > 0. Поэтому обе волны 1 и 2 распространяются вправо, т. е. в дан-
ном случае отсутствуют точки ветвления, в которых становятся равными
волновые числа волн, двигающихся в противоположные стороны.

Выясним теперь вопрос о глобальной неустойчивости этой системы.
Так как обе волны двигаются вправо, то в данном случае не возникает

уравнения типа (5,1), т. е. система оказывается глобально устойчивой.
Рассмотрим теперь второй пример. Пусть дисперсионное уравнение

имеет вид
(3ω2 _ 4ω& + к2 + 1) (ω ->- к) = 0.
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В этом случае возникают три волны 1, 2, 3 с волновыми числами

ά 1 > 2 = 2ω ± У ω 2— 1, к3 =—ω,

причем волны 1 и 2 двигаются вправо, а волна 3 — влево.
Ясно, что система является конвективно неустойчивой, так как вол-

новые числа первых двух волн не отличаются от волновых чисел ki и к2,
рассмотренных в предыдущем примере (третья волна не приводит к неустой-
чивости).

Однако, в отличие от предыдущего примера, теперь система будет
глобально неустойчивой, причем неустойчивость возникнет из-за суще-
ствования третьей волны. Чтобы убедиться в этом, определим собствен-
ные частоты согласно уравнению (5,1):

Im kh 2 (ω) = Im Α3(ω). (5,2)

Полагая ω = α + ί β , получим

и из уравнения (5,2) следует

Λ β 2 . (5,3)

Возводя обе части этого уравнения в квадрат, находим уравнение
линии (5,2):

8α2 + 72β2 = 9. (5.4)

При этом, как следует из (5,3), должно выполняться условие а2-\- 17р"2> 1
(выполнение этого условия соответствует положительному знаку перед
радикалом).

Легко видеть, что эллипс (5,4) целиком лежит в области α2 + 17β2 ^ 1.
Это означает, что все точки линии (5,4) удовлетворяют уравнению (5,2),
а так как часть эллипса (5,4) расположена в верхней полуплоскости
(β > 0), то рассматриваемая система является глобально неустойчивой.

Таким образом, динамическая система, обладающая конвективной
неустойчивостью, может быть как глобально устойчивой, так и глобально
неустойчивой.
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