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I. ОСОБЕННОСТИ КОСМОЛОГИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ
ГРАВИТАЦИИ

§ 1 . В в е д е н и е

Принципиально новые возможности, которые открывает общая тео-
рия относительности при применении к вопросу о свойствах мира как це-
лого, были впервые указаны Эйнштейном в 1919 г. Дальнейшие успехи
релятивистской космологии связаны главным образом с решением грави-
тационных уравнений Эйнштейна, впервые найденным А. А. Фридманом
в 1922 г.

Как известно, это решение основано на предположении о полной
однородности и изотропии распределения материи в пространстве («изо-
тропная космологическая модель»); при этом возможны два случая, соот-
ветствующие пространству постоянной положительной кривизны (так
называемая «закрытая модель») или пространству постоянной отрицатель-
ной кривизны («открытая модель»). Основным свойством этих решений
является их нестационарность. Вытекающее отсюда представление о рас-
ширяющейся Вселенной нашло, как известно, блестящее подтверждение
в открытом Э. Хэбблом эффекте красного смещения, и в настоящее время
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можно считать, что изотропная модель дает, в общих чертах, адекватное
описание современного состояния Вселенной.

В то же время ясно, что в реальном мире предположение об однород-
ности мира может оправдываться в лучшем случае лишь приближенным
образом. Если даже и можно говорить об однородности распределения плот-
ности материи, усредненной по расстояниям, большим по сравнению
с межгалактическими, эта однородность во всяком случае исчезает при
переходе к меньшим масштабам. С другой стороны, это предположение
является очень далеко идущим в математическом отношении. Связанная
с ним высокая симметрия решения вполне может привести к появле-
нию специфических свойств, исчезающих при переходе к более общему
случаю.

В связи с этим возникает вопрос о том, насколько общий характер
имеет другое важное свойство изотропной модели — наличие в ней осо-
бой точки пространственно-временной метрики по отношению ко вре-
мени. Присутствие такой особой точки означает ограниченность времени.
В открытой изотропной модели имеется, как известно, одна особая точ-
ка и время ограничено в ней лишь с одной стороны, а закрытая модель
имеет две особые точки и время ограничено в обоих своих направ-
лениях.

Естественно, что для всей космологии существен вопрос о степени
общности этого важного свойства: является ли наличие особенности об-
щим свойством космологических решений, не связанным ни с какими спе-
цифическими предположениями о характере распределения материи и гра-
витационного поля, которые лежат в основе того или иного частного реше-
ния уравнений гравитации?

К настоящему времени известно, помимо изотропного решения, также
и довольно большое число других точных (т. е. справедливых во всем про-
странстве в течение всего времени) решений уравнений гравитации. Нахо-
ждение таких решений может, конечно, представить существенный инте-
рес с точки зрения выяснения различных свойств такой чрезвычайно
сложной системы нелинейных дифференциальных уравнений, которой яв-
ляются гравитационные уравнения Эйнштейна. Однако накопление точ-
ных решений не может само по себе дать ответ на поставленный выше
вопрос. Каждое из таких частных решений связано с теми или другими
весьма специфическими предположениями об их виде, и из факта наличия
или отсутствия в нем особой точки нельзя сделать никаких заключений
о поведении решения в наиболее общем случае *). К тому же эти специаль-
ные предположения неизбежно оказываются весьма далеко идущими
и обычно подчинены лишь требованию сделать возможным точное решение
уравнений; они имеют поэтому обычно чисто математический характер
(ограничение числа независимых переменных, разделение переменных,
диагональность метрического тензора и т. п.) и лишены какого-либо
прямого физического смысла.

Более точная формулировка интересующей нас задачи заключается
в вопросе: обладает ли особенностью общее решение уравнений гравита-
ции, т. е. такое решение, которое допускает совершенно произвольное
задание условий (распределения материи и гравитационного поля) в ка-
кой-либо момент времени, выбираемый в качестве начального.

Критерием общности решения является число содержащихся в нем
произвольных функций пространственных координат. При этом, однако,
надо иметь в виду, что среди произвольных функций, содержащихся в том

*) Кстати сказать, подавляющее большинство известных точных решений обла-
дает особенностями.
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или ином решении уравнений гравитации, имеются, вообще говоря, та-
кие, произвольность которых связана просто с допускаемым уравнениями
произволом в выборе системы отсчета *) . Нас же должно, очевидно, инте-
ресовать лишь число «физически произвольных» функций, которое не
может быть уменьшено никаким выбором системы отсчета. Число таких
функций для общего случая легко установить уже из физических сообра-
жений. Произвольные начальные условия должны задавать начальные
пространственные распределения плотности материи, трех компонент ее
скорости, а также еще четырех величин, определяющих свободное (т. е.
не связанное с материей) гравитационное поле. К последнему числу можно
прийти, рассматривая, например, слабые гравитационные волны: в силу
их поперечности их поле определяется двумя независимыми величи-
нами (компонентами метрического тензора); эти величины удовлетворяют
уравнению второго порядка (волновому уравнению), а потому начальные
условия для них должны задаваться четырьмя функциями. Таким обра-
зом, общее решение уравнений гравитации должно содержать восемь раз-
личных физически произвольных функций пространственных коор-
динат**).

Нахождение общего решения в точном виде — задача, разумеется,
неразрешимая. В этом, однако, при решении интересующего нас вопроса
нет необходимости. Достаточно исследовать вид решения вблизи особен-
ности.

Таким образом, мы приходим к следующей постановке задачи: пред-
полагая особенность существующей, надо найти вблизи нее вид наиболее
широкого класса решений уравнений гравитации, с тем чтобы по числу
содержащихся в нем произвольных функций координат судить о том,
является ли это решение общим.

Проведению этой программы были посвящены работы авторов2"4;
в § 2—5 дано подробное изложение этих исследований. Чтобы не
загромождать изложение вычислениями, значительная их часть,
а также некоторые второстепенные вопросы вынесены в прило-
жения .

Все исследование производится на основе уравнений Эйнштейна
в их классической форме, в которой они логически следуют из общих
оснований теории относительности, без «космологического члена», для
введения которого не существует в настоящее время каких бы то ни было
теоретических или астрономических оснований.

§ 2 . О б щ е е р е ш е н и е с ф и к т и в н о й
о с о б е н н о с т ь ю

Первостепенное значение при исследовании вопросов, связанных
с общей теорией относительности, имеет удачный выбор системы отсчета,
адекватный рассматриваемой задаче.

Мы увидим в дальнейшем, что наиболее общие свойства космологи-
ческих решений в отношении их особенностей не зависят от наличия или
отсутствия материи. В связи с этим при исследовании этих свойств не сле-
дует пользоваться часто применяемой в космологии так называемой
«сопутствующей» системой отсчета, т. е. системой, движущейся в каждой
точке вместе с находящейся в ней материей.

*) Наибольшее возможное число произвольных функций в решении уравнений
гравитации в произвольной системе отсчета равно 20 (см. 1, § 95).

**) Формальное математическое доказательство этого утверждения см. прило-
жение А.

4 УФН. т. ьххх. вып. з
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Естественным выбором системы отсчета оказывается в данном случае
система, подчиненная условиям *)

£оа = О, g o o = - l · (2,1)

Как известно (см., например, г, § 98а), равенство нулю компонент gOa

метрического тензора есть условие, допускающее синхронизацию хода
часов в различных точках пространства. Если, кроме того, gw = — 1 , то
временная координата х° = t представляет собой собственное время в каж-
дой точке пространства. Систему отсчета, удовлетворяющую этим усло-
виям, мы будем называть синхронной. Элемент интервала в такой системе
дается выражением

(2,2)

Трехмерный тензор ga$ определяет здесь пространственную метрику.
Уравнения гравитационного поля в синхронной системе отсчета имеют

следующий вид (см. х, § 99):

-х£;Р) = П , (2,4)

j ^ ~ g *£) = 7*. - A- blT. (2,5)

Здесь καβ обозначает трехмерный тензор

* α β = - % ^ , (2,6)

а все дальнейшие операции поднятия и опускания индексов и ковариант-
ного дифференцирования производятся в трехмерном пространстве с мет-
рикой gaf, отметим, что

x S « g « B % P = A i n ( _ g ) , (2,7)

где g — определитель тензора gik (отличающийся от определителя | ga$
множителем g00 = —1).Тензор Pag в уравнении (2,5) есть трехмерный тен-
зор Риччи, выражающийся через трехмерный метрический тензор ga$
так же, как Rik выражается через gik; он содержит лишь пространственные
(но не временное) производные от #αβ.

Л. Д. Ландау уже давно было указано, что определитель g метриче-
ского тензора в синхронной системе отсчета должен обратиться в нуль
в течение конечного времени, вне зависимости от каких бы то ни было
предположений о распределении, движении или уравнении состояния
материи или о характере гравитационного поля (в последние годы это
обстоятельство было отмечено также Комаром 5 * * ) .

К этому заключению можно легко прийти с помощью уравнения
(2, 3), заметив, что выражение в его правой части при любом распределе-
нии материи отрицательно (или, в случае пустого пространства, ·—[равно

*) Мы следуем везде обозначениям, принятым в книге 1. В частности, латинские-
индексы пробегают значения 0, 1, 2, 3, а греческие —три пространственных значения
1, 2, 3. Квадрат элемента интервала пишется как — dsi=gnldxidxh, так что матрица
величин gik имеет сигнатуру h + + ·

Кроме того, мы будем пользоваться везде системой единиц, в которой равны
единице скорость света и эйнштейновская гравитационная постоянная.

**) Аналогичный результат был получен также Райчаудхури 6 для случая «пыле-
видной» материи (уравнение состояния р = 0), движущейся без вращения, —ограниче-
ния, которые в действительности отнюдь не обязательны. SJ&
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нулю*) ). Поэтому

В силу алгебраического неравенства **)

имеем отсюда

— α 4 - - ί α 1 2 < 0

или

Пусть, например, в некоторый момент времени и« > 0. Тогда при умень-
шении t величина l/κ™ убывает, имея всегда конечную (не равную нулю)
производную, и потому должна обратиться в нуль (с положительной сто-
роны) в течение конечного времени. Другими словами, κ£ обращается
в + со, а в силу (2,7) это значит, что определитель g обращается в нуль
(причем, согласно неравенству (2,8), не быстрее чем t6). Если же в началь-
ный момент κ£ < 0, то же самое получится для возрастающего
времени.

Этот результат, однако, еще ни в какой мере не доказывает неизбеж-
ности существования истинной, физической особенности в метрике. Физи-
ческой особенностью является лишь такая, которая свойственна про-
странству-времени как таковому и не связана с характером выбранной
системы отсчета. Такая особенность характеризуется обращением в беско-
нечность скалярных величин — плотности материи, инвариантов тензора
кривизны * * * ) .

Между тем особенность в синхронной системе отсчета, неизбежность
которой мы доказали, может оказаться фиктивной, исчезающей при пере-
ходе к другой системе отсчета. Возможность такой ситуации явствует уже
из того, что изложенное доказательство сохраняет свою силу и в случае,
если негалилеевость метрики происходит просто от использования кри-
волинейных координат в плоском пространстве-времени, когда фиктив-
ность особенности метрики заранее очевидна.

Простые геометрические соображения показывают, что эта неизбеж-
ная в синхронной системе особенность в общем случае действительно
оказывается фиктивной. Для этого обратим внимание на геометрические
свойства синхронной системы отсчета.

В синхронной системе отсчета линии времени являются геодезиче-
скими линиями в 4-пространстве. Действительно, 4-вектор и% = dxl/ds

*) Действительно, для тензора энергии-импульса материи
Tik=(P + &) ЩЩ + Pgih

имеем

откуда очевидна отрицательность этой величины (р — давление, ε — плотность энер-
гии материи).

**) В его справедливости легко убедиться, приведя тензор κ^ (в любой заданный
момент времени) к диагональному виду.

***) Инварианты тензора кривизны Rihim получаются, как известно, путем его
приведения к канонической форме Петрова.

4*
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касательной к мировой линииж1, z2, a:3=const имеет составляющие W3· = О,
и° = 1 и автоматически удовлетворяет геодезическим уравнениям

поскольку при условиях (2,1) символы Кристоффеля ГЦ·,, Г°о равны нулю
тождественно.

Легко также видеть, что эти линии нормальны к гиперповерхностям
t = const. Действительно, 4-вектор нормали к такой гиперповерхности и { =
=—dtjdx1 имеет ковариантные составляющие па= 0, По= — 1 . Соответ-
ствующие контравариантные компоненты при условиях (2,1) равны па = о,
п° = 1, т. е. совпадают с компонентами 4-вектора иг касательных к ли-
ниям времени.

Обратно, этими свойствами можно воспользоваться для геометриче-
ского построения синхронной системы отсчета в любом пространстве-вре-
мени. Для этого выбираем в качестве исходной какую-либо пространствен-
ноподобную гиперповерхность, т. е. гиперповерхность, нормаль к которой
в каждой ее точке имеет временное направление (лежит внутри светового
конуса с вершиной в той же точке); все элементы интервала на такой гипер-
поверхности пространственноподобны *). Если теперь выбрать эти линии
в качестве координатных линий времени, причем определить временную
координату t как длину геодезической линии, отсчитываемую от исходной
гиперповерхности, мы получим синхронную систему отсчета.

Ясно, что такое построение, а тем самым и выбор синхронной системы
отсчета, в принципе возможны всегда. Более того, этот выбор еще и не
однозначен: метрика вида (2,2) допускает любые преобразования трех про-
странственных координат, не затрагивающие времени, и, кроме того,
преобразование, соответствующее произволу в выборе исходной гиперпо-
верхности в указанном геометрическом построении * * ) .

Но геодезические линии произвольного семейства, вообще говоря,
пересекаются друг с другом на некоторых огибающих гиперповерхно-
стях — четырехмерных аналогах каустических поверхностей геометриче-
ской оптики. Пересечение же координатных линий дает, разумеется,
особенность в метрике в данной координатной системе. Таким образом,
имеется геометрическая причина для появления особенности, очевидным
образом связанной со специфическими свойствами синхронной системы
и потому не имеющей физического характера.

Произвольная метрика 4-пространства допускает, вообще говоря,
существование также и непересекающихся семейств времениподобных
геодезических линий. Неизбежность же обращения в нуль определителя
g в синхронной системе означает, что допускаемые уравнениями гравита-
ции свойства кривизны реального пространства-времени (выражаемые
неравенством -RJ<! 0) исключают возможность существования таких се-
мейств, так что линии времени во всякой синхронной системе отсчета
непременно пересекаются друг с другом * * * ) .

С аналитической точки зрения это значит, что уравнения гравитации
в синхронной системе отсчета имеют общее решение с фиктивной особен-

*) Если же направления нормалей к гиперповерхности лежат вне световых кону-
сов, то элементы интервала в ней могут быть как времени-, так и пространственно-
подобными. Мы будем условно говорить о таких гиперповерхностях, как об имеющих
временной характер, хотя такая терминология в этом случае и не вполне адекватна.

**) Допустимость последнего преобразования аналитически особенно ясно видна
в инфинитезимальном случае (см. конец приложения И).

***) Мы отвлекаемся, конечно, от тривиального исключения — пучков параллель-
ных прямых в плоском 4-пространстве.
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ностью по времени; в произвольной синхронной системе отсчета такое
решение должно содержать 12 произвольных функций координат: помимо
8 «физически произвольных» функций, еще 4 произвольные функции, свя-
занные с отмеченной выше неоднозначностью выбора синхронной системы
отсчета.

Характер фиктивной особенности метрики заранее ясен из геометри-
ческих соображений. Прежде всего, каустическая гиперповерхность дол-
жна иметь временной характер, поскольку она, во всяком случае, заклю-
чает в себе времениподобные интервалы — элементы длины геодезических
линий в точках их касания с каустикой.

Далее, на каустике обращается в нуль одно из главных значений
метрического тензора соответственно тому, что обращается в нуль рас-
стояние между двумя соседними геодезическими, пересекающимися друг
с другом в точке их касания с каустикой (соответствующее главное напра-
вление лежит, очевидно, вдоль нормали к каустике). Обращение в нуль
этого расстояния происходит пропорционально первой степени расстоя-
ния до точки пересечения. Поэтому главное значение метрического тен-
зора, а с ним и весь определитель g, обращается в нуль как квадрат ука-
занного расстояния.

Можно показать, что при соответствующем выборе пространственных
координат первые члены разложения пространственной метрики вблизи
особенности могут быть представлены в виде

dl2 = gaiS daP dxP = ааЬ dx" dxb + (t- φ)2α3 3 dx\ + 2 (t - φ) αα3 dx'1 dx3 (2,9)

(индексы a, b пробегают значения 1, 2; величины ааЬ, яаз, «зз, ф — функции
всех трех координат *)).

Особенность в метрике (2,9) является не одновременной— различные
пространственные точки достигают ее в различные моменты времени t = φ.
Легко, однако, видеть, что всегда можно построить и такую синхронную
систему отсчета, в которой особенность (фиктивная) будет достигаться
одновременно во всем пространстве. Ясно, что такая особенность не мо-
жет быть расположена на гиперповерхности, касающейся линий времени
в точках их пересечения, так как существование в ней времениподобных
интервалов заведомо исключало бы одновременность особенности. По-
этому линии времени должны пересекаться на «многообразии точек», име-
ющем меньшее число измерений, чем гиперповерхность, т. е. являющемся
некоторой двумерной поверхностью в 4-пространстве; ее можно назвать
фокальной поверхностью соответствующего семейства геодезических ли-
ний. Выбрав произвольно фокальную поверхность, построив от каждой
ее точки все возможные направления нормалей к ней (все направления
в двумерной плоскости, нормальной к фокальной поверхности) и проведя
в этих направлениях геодезические линии, мы тем самым построим син-
хронную систему отсчета, обладающую требуемым свойством.

*) Полное аналитическое построение общего решения с фиктивной особенностью
для пустого пространства дано в 3.

Пространственная метрика (2,9) допускает еще произвольное преобразование
з?'—з?' (х1, ж2, Xs), сводящееся к переобозначению величин а03, а33 и старших членов раз-
ложения компонент gab- Этим преобразованием можно воспользоваться для того, чтобы
функция φ, дающая форму каустической гиперповерхности, обратилась в <р=ха. После
этого останутся допустимыми лишь преобразования двух координат хг, х2 друг через
друга. После такого выбора координат решение должно содержать всего 5 произволь-
ных функций (трех координат): 4 функции, необходимые для задания начальных усло-
вий для поля в пустоте и одна функция, связанная с оставшимся произволом в выборе
синхронной системы отсчета (выбор исходной гиперповерхности, от которой отсчиты-
вается временная координата). Эти пять произвольных функций заключены в шести ве-
личинах ааь, аа3, а33, связанных между собой, как оказывается, одним соотношением.
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Таким образом, общее решение уравнений гравитации может быть
представлено (путем соответствующего выбора синхронной системы отсче-
та) также и в виде, в котором особенность оказывается одновременной для
всего пространства. В таком виде оно, разумеется, содержит те же восемь
физически произвольных функций (трех пространственных координат),
которых достаточно для задания произвольных начальных условий.
По сравнению же с решением в виде (2,9) оно содержит на одну произ-
вольную функцию меньше: если строить синхронную систему отсчета, на-
чиная от некоторой исходной гиперповерхности, то отнюдь не произволь-
ная гиперповерхность может привести к фокусировке построенных по нор-
малям к ней геодезических линий *).

Как уже указывалось, фиктивность особенности в рассматриваемом
решении очевидна уже из способа его построения. Особенность может быть
устранена путем преобразования систем отсчета, но лишь ценой отказа от ее
синхронности.

По той же причине очевидно, что качественный характер этого реше-
ния не зависит от наличия или отсутствия материи, а плотность последней
не имеет никакой особенности и остается конечной. Это становится в осо-
бенности ясным, если заметить, что материя движется (в синхронной си-
стеме отсчета) по мировым линиям, не совпадающим с линиями времени
и даже не являющимся геодезическими.

Последнее обстоятельство означает, что система отсчета не может быть,
вообще говоря, выбрана так, чтобы быть синхронной и в то же время сопут-
ствующей, в которой мировые линии материи совпадают с линиями вре-
мени. Исключение может представить лишь случай «пылевидной» мате-
рии (давление ρ = 0). Такая материя движется по геодезическим линиям.
Поэтому в этом случае условие «сопутствия» системы отсчета материи не
противоречит условию ее «синхронности». Этого, однако, еще недоста-
точно — не всякое семейство времениподобных геодезических линий обла-
дает свойством быть нормальным пространственноподобной гиперповерх-
ности, что необходимо для осуществления синхронности системы отсчета.
Это условие выполняется, если материя движется «без вращения», т. е.
если ротор ее скорости везде равен нулю **) . В «синхронно-сопутству-
ющей» системе отсчета, которую в этом случае можно построить, плот-
ность материи обратится на каустике в бесконечность, — просто как ре-
зультат пересечения траекторий частиц. Ясно, однако, что эта особен-
ность плотности тоже не имеет физического характера и устраняется уже
введением сколь угодно малого, но отличного от нуля, давления материи.

*) В известном смысле это решение соответствует равной нулю функции φ в реше-
нии (2,9); при этом на особенности (ί=0) квадрат интервала — <2s2= — dt2+dl2 сводит-
ся к квадратичной форме — ds'i = anbdxadxb всего двух дифференциалов. Подчеркнем,
однако, что разложение метрики вблизи такой особенности отнюдь нельзя получить,
просто положив φ=0 в формулах, относящихся к решению вида (2,9), Укажем также,
что такая система не охватывает собой всего пространства-времени. Это ясно из того,
что все точки каждой гиперповерхности i=const лежат в ней на одинаковом временном
расстоянии от пространственной фокальной поверхности, т. е. эти гиперповерхности
целиком расположены в области абсолютного будущего или абсолютного прошлого
по отношению к фокальной поверхности.

**) Необходимость этого условия очевидна из следующих соображений. В сопут-
ствующей системе отсчета контравариантные компоненты 4-скорости и а = 0, и° = 1.
Если система отсчета также и синхронна, то и ковариантные компоненты м а =0,
м о =—1, а потому ее 4-ротор

ui-h— uh;i = ui. h — "ft, i = 0.

Но это тензорное равенство должно тогда быть справедливым и в любой другой системе
отсчета. Так, в синхронной, но не сопутствующей системе получим отсюда условие
rot v = 0 для трехмерной скорости.
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Таким образом, особенность в общем решении уравнений гравита-
ции, необходимость существования которой в синхронной системе отсчета
следует из неравенства R°o < 0, оказывается не физической. Тем самым
отпадают какие-либо основания для существования еще и особенности дру-
гого типа, которая была бы истинной, и в то же время была бы тоже свой-
ственна общему решению. Эти результаты, однако, не исключают возмож-
ности существования более узких классов космологических решений
уравнений гравитации, обладающих истинной особенностью. Их нахо-
ждению посвящены § 3—4. Помимо самостоятельного интереса, который мо-
жет иметь исследование возможных типов особенностей решений урав-
нений гравитации, построением этих решений и выяснением степени их
общности подкрепляется заключение об отсутствии истинной особенно-
сти в общем решении.

§ 3 . А н и з о т р о п н о е р е ш е н и е с о с о б е н н о с т ь ю

Решения уравнений гравитации могут иметь особенность (истинную)
на гиперповерхности t = φ (χα), которая может быть как пространствен-
ноподобной, так и непространственноподобной *) . В первом случае
всегда можно выбрать систему, отсчета, не нарушая условия ее син-
хронности, таким образом, чтобы превратить эту гиперповерхность в
«гиперплоскость» t= const; другими словами, в этом случае существует
синхронная система отсчета, в которой особенность «наступает» одновре-
менно во всем пространстве. О такой особенности можно сказать, что она
имеет временной характер. Напротив, во втором случае никаким выбором
системы отсчета особенность не может быть приведена к одновременности
во всем пространстве; можно сказать, что она имеет пространственный
характер.

В космологических аспектах интерес представляют прежде всего осо-
бенности временного характера. В частности, при поисках общего решения
с истинной особенностью было бы естественно думать, что если бы возни-
кновение особенности оказалось неизбежным, это должна была бы быть
особенность именно такого типа. Ниже мы будем рассматривать особенно-
сти временного характера **) .

Будем считать, то путем надлежащего выбора системы отсчета осо-
бенность приведена во всем пространстве к одинаковому моменту времени,
который выберем в качеств момента t = 0. Этим условием вместе с усло-
виями синхронности выбор временной координаты полностью фиксирует-
ся, так что неоднозначность синхронной системы отсчета сводится после
этого лишь к допустимости произвольных преобразований трех простран-
ственных координат друг через друга.

Уравнения гравитационного поля в пустом пространстве имеют про-
стое частное точное решение

2/2 + ί 2 ρ 3 ώ 2 , (3,1)

*) Поскольку метрика при ί = φ становится особой, то, строго говоря, определя-
емое этим уравнением многообразие не является гиперповерхностью (оно может, в част-
ности, сводиться к многообразию меньшего числа измерений). Говоря о том или ином
ее характере, надо подразумевать характер гиперповерхности, сколь угодно близкой
к особой, но не совпадающей с ней.

**) Наряду с рассматриваемым ниже в этом параграфе решением с особенностью
временного характера существуют также решения с аналогичной особенностью про-
странственного характера. Кроме того, допустимы также особенности пространствен-
ного характера, не существующие для временного случая (см. приложение Б). Сущест-
венно, однако, что и такие особенности приводят к решениям менее широким, чем
это требуется для общего решения.
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где pi, рг, ръ — любые три числа, связанные друг с другом двумя соотно-
шениями:

(это решение было, по-видимому, впервые указано Казнером7).
Числа, связанные соотношениями (3,2), играют ниже существенную

роль; поэтому укажем здесь некоторые их свойства. Поскольку три числа
Ρΐι Ρ2, Рз связаны двумя соотношениями, лишь одно из них является неза-
висимым. При этом числа р ь р 2 , Рз никогда не имеют одинаковых значе-
ний, а равенство двух из них имеет место лишь в тройках значений 0,0,1

1 2 2
и — у , -о-, ~о *)· Во всех других случаях эти числа различны, причем

одно из них отрицательно, а два других
положительны; мы будем располагать
их в порядке

Pi < Рг < Рз· (3,3)

Числа p l 5 p 2, Рз пробегают значения в
интервалах

2

08
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Q2
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• — —
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2/3

Они могут быть представлены в пара-
метрическом виде

-1/3
Ρι = S+S2

(3,5)

причем параметр s пробегает значения от 0 до 1. На рисунке изображены
кривые, определяющие любые два из чисел ри р 2 , ръ по заданному значе-
нию третьего (три значения, лежащие на одной вертикали).

Хотя решение (3, 1) само по себе является очень частным, оно имеет
простой и ясный физический характер, соответствуя полностью однород-
ному (но анизотропному) пространству. Естественно ожидать, что такое
решение должно содержаться как частный случай в некотором широком
классе решений.

Будем искать пространственную метрику вблизи особенности в пер-
вом приближении (главные члены разложения по степеням t) в виде

ga(3 = i2PiZaZ|j + <2P2mamp -\- 12ртащ, (3,6)

где 1, m, n — трехмерные векторы, являющиеся функциями координат;
показатели степени р ь р 2 , рз, связанные друг с другом соотношениями
(3,2), тоже являются теперь функциями координат.

Определитель тензора (3,6) равен

- g = (l[mn]) 2i 2.

Тензор g0*, обратный тензору (3,6), можно представить в виде

(3,7)

(3,8)

*) При (pi, p2, p3) = (0, 0, 1) метрика(ЗД) преобразованием t sh z = ζ, ί ch ζ = τ
приводится к галилеевой, т. е. мы имеем в действительности дело с плоским простран-
ством-временем.
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Буквами 1а, та, па с верхними индексами мы обозначаем здесь компоненты
векторов *)

Г [mn] ~ _ [nl] ~ _ [1ш] ,о пч
1~ЩШП' Ш-ЩШ])' D~(l[mn]) ' ^>*>

«обратных» векторам 1, т , п, так что

1аР = 1, 1ат<* = 1ап<* = 0, ... (3,10)

Дифференцируя тензор (3,6) по времени, получим

* а Э = 2 2 / М 2 и - З Д (3,П)

и, поднимая затем индексы, найдем

здесь и ниже знак суммы обозначает суммирование по циклическим
перестановкам векторов 1, ш, η и чисел рг, р2, Рг-

Представление ga$ в виде (3,6) соответствует тому, что изменение
со временем линейных расстояний происходит по различным законам
по трем различным направлениям (определяемым векторами 1, т , п)
в каждой точке пространства.

Необходимо, однако, подчеркнуть, что векторы 1, m, n не могут, вооб-
ще говоря, быть выбраны в качестве репера пространственной системы
координат. Для того чтобы направление, скажем, вектора 1 (χ1, χ2, χ3)
(заданного своими ковариантными составляющими 1а) могло быть вы-
брано в каждой точке пространства в качестве направления одной из коор-
динатных линий (х1'), необходимо, чтобы сумма ladxa была пропорцио-
нальна полному дифференциалу: ladxa= ψώφ (ψ, φ — две скалярные
функции); тогда поверхности φ = const будут поверхностями х1'— const.
Таким образом, выбор координатных линий вдоль направлений 1 возможен
лишь для вектора вида 1 = i|)V<p, сводящегося всего к двум (вместо трех)
независимым функциям.

Нетрудно убедиться в том, что особенность, которую имеет метрика
(3,6), действительно является истинной особенностью при всех значе-
ниях показателей степеней, за исключением лишь значений (0, 0, 1); при
t = 0 инварианты тензора кривизны этой метрики обращаются в беско-
нечность. Что касается значений (0,0,1), то для них особенность метрики
оказывается фиктивной и может быть устранена преобразованием сис-
темы отсчета (ср. примечание на стр. 400); мы исключаем из дальнейшего
рассмотрения эти значения.

а) С л у ч а й п у с т о г о п р о с т р а н с т в а . Мы рассмотрим сна-
чала случай пустого пространства. Тогда уравнения гравитации (2, 3)—
(2,5) будут:

т(*? ;«-*£ ;э) = 0, (3,14)

*) Здесь и ниже все символы векторных операций (векторные произведения, опе-
рации rot, grad и т. п.) надо понимать чисто формальным образом, как операции над
компонентами (ковариантными) векторов 1, т , п, — такие, как если бы координаты х1,
χ2, χ3 были декартовыми.
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При подстановке (3,12) уравнение (3,13) удовлетворяется автоматически
в силу соотношения р 4 -f р2+р3 = р\ + pi + р\. В уравнении же (3,15)
тождественно обращается в нуль второй член, поскольку величина
з<а~1/£, а У—g—t. Этот член «потенциально» порядка Г 2 . Поэтому для
соблюдения (в своих главных членах) уравнения (3,15) остается потребо-
вать, чтобы тензор Ра не содержал членов порядка t~2 или больших.
Выясним условия, обеспечивающие отсутствие таких членов.

Поскольку существенно различная зависимость метрики от времени
имеет место вдоль направлений 1, т , п, удобно «проецировать» все тензоры
на эти направления. Обозначая соответствующие проекции индексами I,
тп, п, определим их следующим образом:

Ри = i V a Z p , Pim = Pafil
amV, .. . (3,16)

В таких обозначениях имеем, в частности,

gll = f2pi, £ т т = «2р2, gnn = №. (3,17)

«Смешанные» компоненты тензора определим соответственно как

р\ = Ел. = i-2Pii>H, ρ™ = lisL = г-2Р 2 р г т , . . . (3,18)
s 11 gmm

Общие формулы для определенных таким образом компонент тензора
Ραβ даны в приложении В. Из этих формул видно, что член наибольшего
порядка в диагональных компонентах тензора есть

Р\ = _ ΡΖ = - П = ^'gff), ί-2^+"·-^>. (3,19)

Поскольку jt>i<0, то 2(р2+Рз —Pi) = 2 (1—2p t)>2, так что этот член
имеет порядок, больший чем ί"2, и потому для соблюдения уравнений
(3,15), во всяком случае, необходимо, чтобы он отсутствовал, т. е. должно
быть

1 rot 1 = 0. (3,20)

Согласно сказанному выше это условие (эквивалентное равенству I = ψ — φ)
означает, геометрически, что направление вектора 1 в каждой точке про-
странства может быть выбрано в качестве направления одной из коорди-
натных линий.

При выполнении условия (3,20) главные члены в компонентах тензо-
ра Ραβ оказываются имеющими порядки величины

и не отражаются в главном порядке на уравнениях (3,15) *).
Остается удовлетворить уравнениям (3,14). Наибольшие члены в этих

уравнениях могли бы иметь порядок Г1 In t: такие члены появляются
при дифференцировании показателей степеней в производных от #βγ

по координатам, фигурирующих в выражении

*) При учете следующих членов разложения вектора ί=ϊ ( 0 )-|-ϊ ( 1 )4- . . . произ-
ведение 1 rot 1 перестает быть равным нулю, но возникающие при этом из (3,19) попра-
вочные члены меньшего порядка, чем *~2Рз, И потому малы по сравнению с написанны-
ми (см. конец приложения Г).
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Вычисляя эти члены, находим
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и в силу (3,2) эти члены тождественно сокращаются.
Таким образом, главными членами в уравнениях (3,14) оказываются

члены ~ i/t. Поскольку κ β ̂  2/t и не зависит от координат, то в 3τθι\ι
лриближении κ£. α = 0. Для вычисления же выражения (3,21) пишем

д / , г , ч 1 Pi [ m n b [ m n] r Й ,
(Π55ΪΓ

[ m n ] p ) + P i [ m n ] p

laPi d i v r o t

Раскрывая входящие сюда векторные выражения и производя пере-
группировку членов в сумме, получим уравнение

Ra== ~~п~ κ £ н = — —лп тт" /1 la. {[mn] VPi -f- (Рз — Οι) m r o t η4-
Z a> ρ ί (1 [innj) -̂ —'

+ (/?! —p2) η rot m} = 0. (3,23)

Проецируя это уравнение на направления 1, m, n, получим три соот-
ношения:

(1 [mn]) pit ι -f- (р3 — ρ ι) m rot n -f (pt — p2) η rot m = 0,

(1 [mn]) p2i m + (pi — p2) η rot I + (p2 — ρ3)1τοίη = 0, (3,24)
(1 [mn]) p3y n + (p2 — p3) 1 rot m + (p3 — pj m rot 1 = 0

(буквы I, m, η в индексах после запятой означают дифференцирования
вдоль соответствующих направлений согласно определению (В, 3)).

Следующие (после (3,6)) члены разложения метрического тензора
выражаются через фигурирующие в (3,6) величины; соответствующие
вычисления приведены в приложении Г.

В выражение (3,6) входит всего 10 различных функций координат:
по три компоненты трех векторов ],m, n и одна функция в показателях сте-
пеней t (какая-либо из трех функций рх, р2, Рз, связанных друг с другом
соотношениями (3,2)). Между этими десятью функциями имеется четы-
ре соотношения (3,20) и (3,24). Кроме того, используемая нами система
отсчета допускает еще произвольные преобразования трех пространствен-
ных координат друг через друга. Поэтому полученное решение содержит
всего 10—4—3 = 3 физически произвольные функции трех пространствен-
ных координат. Это число на 1 меньше, чем требуется для задания произ-
вольных начальных условий для гравитационного поля в пустоте *) .

Тем или иным специфическим выбором пространственных координат
можно придать метрике (3,6) различные более простые формы, например:

* dz2 +

+ 2mtm2t
2Pz dx dx dz. (3,25)

*) В приложении Д изложены соображения, разъясняющие более наглядно при-
чины «потери» в этом решении одной произвольной функции.
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Пять величин Zi,mt, тп2, геь па (и показатели степеней pi, р2, Рз) связаны тре-
мя соотношениями, которые легко получить из (3,24); условие же (3,20) уже
использовано выбором 1 в качестве направлений координатных линий х.
В (3,25) координаты у, ζ могут быть еще подвергнуты преобразованиям
вида y-*-f {χ, у), z-±g(x, z); такие преобразования не отражаются на виде
главных членов разложения метрики, представляемых формой (3,25).

Отметим, что рассмотренное решение принципиально анизотропно:
показатели pt, р2, р$, определяющие закон изменения линейных расстоя-
ний по трем различным направлениям в пространстве, не могут быть
одинаковыми. Обратим также внимание на математическое своеобразие
этого решения — одна из произвольных функций в нем входит в показа-
тели степени у времени.

б) Р е ш е н и е в п р о с т р а н с т в е , з а п о л н е н н о м м а т е -
р и е й . Покажем теперь, что наличие материи не меняет характера
полученного «анизотропного» решения, причем начальные условия для
распределения и движения материи могут задаваться вполне произволь-
ным' образом.

Рассматривая решение уравнений гравитации вблизи особой точки,
в которой давление ρ и плотность энергии ε материи обращаются в бес-
конечность, надо, естественно, в качестве ее уравнения состояния поль-
зоваться ультрарелятивистским соотношением

р = ~ . (3,26)

Тогда тензор энергии-импульса материи

\ gik), 21 = 0. (3,27)

Уравнения гравитации (2,3) — (2,5) принимают вид

§; κα + { κ&κρ = J (W* + 1), (3,28)

α=4(4α-*α;β)=!^°, (3,29)

^ l = | ( l / " = 7 x P ) = |-(4 W a u3 + 6p

a). (3,30)

Для ориентации в порядках величины плотности и скорости материи
удобно воспользоваться гидродинамическими уравнениями движения
материи, содержащимися, как известно, в уравнениях гравитации
(уравнения Т\-, ь = 0):

(см., например, 8, § 125). Здесь σ— плотность энтропии; для ультрареляти-
вистского уравнения состояния (3,26) энтропия σ ~ ε3/*.

Сделаем предположение, подтверждаемое результатом, что глав-
ными в уравнениях (3,31)—(3,32) являются члены, содержащие произ-
водные по времени. Тогда уравнение (3,31) и пространственные компо-
ненты уравнения (3,32) (временная компонента не дает ничего нового)
дают
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откуда
t м0е

3/4 = const, ИиЕ1/* = const,

где const означают не зависящие от времени величины. Кроме того, из
тождества ы;и* = —1 имеем (учитывая, что все ковариантные составляю-
щие иа одинакового порядка)

U(j ^ Unll = Unt ,

мы снова пользуемся составляющими вдоль направлений 1, т , η, τ. е.
представляем трехмерный вектор и в виде

причем щ = u l , . . .
Из написанных соотношений находим

после чего легко проверить, что отброшенные в уравнениях (3,31) —
(3,32) члены действительно малы по сравнению с оставленными.

Оценим теперь компоненты тензора энергии-импульса, стоящие
в правых частях .уравнений (3,28) — (3,30). В уравнении (3,28) имеем

Поскольку /?з<1> эта величина имеет более низкий порядок по 1/ί.
чем главные члены в левой части уравнения ( ~ Г 2 ) . .То же самое
относится к уравнениям (3,30): пространственные компоненты тензора 1\,
«спроецированные» на направления 1, т , п, имеют порядки величины

rpl , -2(1-рз) rrtm т , - (1 + 2р2-Рз) ψη η ^-(1+Рз)

(3,34)
которые все меньше, чем t 2.

В уравнении же (3,29) имеем

71 ~ гиаио ~ 1 ,

т. е. тот же порядок величины, что и в левой стороне равенства. Это
обстоятельство, однако, тоже не изменит характера решения. Действи-
тельно, в соответствии с (3,33) напишем

для первых членов разложения этих величин; при этом

,2 _ „(0)2 .-(Зрз-1)

Приравнивая выражение (3,23) для R^ величине Та = 4г«аи°/3, найдем
в результате вместо уравнений (3,24) уравнения

(1 [шп]) plt ι+(ρ3-Pi) m rot η + {Pi- ρ2) η rot m = - ~ε(0) u\0) u[°\... (3,35)

Таким образом, меняется лишь связь между фигурирующими в (3,6)
функциями, причем в эту связь входят теперь также и новые функ-
ции е«»,и«».

Меняется также и вид следующих членов разложения метрического
тензора, причем первыми следующими за (3,6) членами оказываются имен-
но члены, связанные с наличием материи (см. приложение Г).
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Таким образом, найденное анизотропное решение уравнений грави-
тации представляет собой очень широкий класс решений, обладающих
особенностью. Оно содержит семь произвольных функций координат:
помимо трех функций, фигурировавших уже в отсутствие материи, в него
входят еще функция е<0) и три функции м«0>. Это число, однако, на 1 меньше,
чем требовалось бы для общего случая, так что это решение не является
общим *).

Характер изменения метрики вблизи особенности (ί->-0) в рассмот-
ренном решении не зависит от наличия или отсутствия материи (а тем
самым и от ее уравнения состояния). Он таков, что в каждой точке про-
странства линейные расстояния по двум направлениям убывают (как
tPz и (ρή, а по третьему —возрастают (как t~^); объемы при этом убывают
пропорционально t. Законы этих изменений (т. е. значения ри р2, Рз)
меняются вдоль пространства, определяясь заданием начальных условий.

Плотность материи обращается в каждой точке пространства в бес-
конечность по закону ε ·~ ί~2(ΐ—РЗ). Уже это обстоятельство само по себе яв-
ляется очевидным указанием на физический (не фиктивный) характер осо-
бенности.

Скорость движения материи в этом решении (в рассматриваемой си-
стеме отсчета) стремится при t—>-0 к скорости света. Действительно, трех-
мерный скаляр иаиа^ипи

п стремится при ί—>-0к бесконечности как £-(3РЗ-1).
Это значит, что материя движется в каждой точке в основном вдоль напра-
вления п, причем абсолютная величина ее обычной трехмерной скорости
ν {ν2 = ναν

α) стремится к единице по закону

~& ~ pVb~ivl. (3,36)

Собственное время τ движущейся материи связано со временем t
посредством dx = dt]/ I — ν2. Поэтому

τ_ί<3*»+*>/2. (3,37)

В сопутствующей системе отсчета плотность энергии обращается, следова-
тельно, в бесконечность по закону

4 (1-Рз)

ε ~ τ 3 Ρ 8 + 1 . (3,38>

§ 4 . К в а з и и з о т р о п н о е р е ш е н и е

Рассмотренное в предыдущем параграфе решение принципиальна
анизотропно: поскольку показатели степеней pi, p2, р3 не могут иметь в нем
одинаковых значений, «сжатие» пространства происходит анизотропным
образом.

Естественно поэтому, что в этом решении не содержится изотропное
(фридмановское) решение. Покажем, что последнее является в действи-
тельности частным случаем другого класса решений, в котором сжатие
пространства происходит «квазиизотропным» образом — линейные рас-
стояния по всем направлениям меняются в нем с одинаковой степенью

*) В частном случае, когда (ри р2, Рз) = (— 1/3, 2/3, 2/3), материя может быть «впи-
сана» в метрику (3,6) еще и другим способом, при котором ее скорость стремится к ну-
лю при t -> 0. При этом, однако, материя привносит с собой лишь две, а не четыре про-
извольные функции, т. е. начальные условия для нее должны иметь некоторый частный
характер. Получающийся, таким образом, класс решений см. в работе 2. К этому
классу относится, в частности, общее решение для центрально-симметрического·
коллапса материи.
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времени. Как и в полностью изотропном случае, это решение существует
лишь для пространства, заполненного материей *).

Изотропная модель, как известно, формулируется наиболее естест-
венным образом в сопутствующей системе отсчета. В этой системе в явном
виде проявляются изотропия и однородность пространства, в силу чего
автоматически обращаются в нуль величины gOa (так что система отсчета
является в то же время и синхронной), а особенность имеет место одно-
временно во всем пространстве. Конкретный закон зависимости метрики
от времени в этом решении зависит от уравнения состояния материи.
При ультрарелятивистском уравнении ρ = ε/3 метрика при ί->0 имеет
вид gafi як «αβ̂ ΐ где ααβ — вполне определенные функции координат, соот-
ветствующие постоянной пространственной кривизне. Как функции вре-
мени gap разлагаются по целым степеням t.

Квазиизотропное решение мы будем формулировать в синхронной
системе, которая, однако, при этом уже не является строго сопутствую-
щей. Пространственную метрику будем искать в виде

t2ba& -t- . . ., (4,1)

где теперь ααρ — произвольные функции координат. Тензор, обратный
(4, 1), есть

^αβ = Γ Ι α α β _ 6 α β ) (4,2)

где тензор аа$ обратен ααρ; все операции опускания и поднимания ин-
дексов и ковариантного дифференцирования над другими тензорами
везде в этом параграфе производятся с независимой от времени метри-
кой ααβ (например, Ъ^а = а^Ъау и т. п.).

Вычисляя левые стороны уравнений (3,28) и (3,29) соответственно
с точностью до двух и до одного главного порядка по l/ί, получим

"2 (Ь,а — &α, β) = - -J иаЩ, (4,4)

где Ъ = Ьа. Если сравнивать правые стороны этих уравнений и учиты-
вать при этом тождество

— 1 = иги
1
 Ъ—UI + Y ιιαιΐραο$,

легко видеть, что ε — Г2, иа ~ t2; при этом в силу указанного тожде-
ства u2

0 — i — t3. Из уравнения (4,3) находим теперь первые два члена

*) В пустоте уравнения гравитации могут быть удовлетворены квазиизотроп-
ной метрикой вида gafS = t2aa$> где аа& — функции координат.

Уравнение (3,13) при этом удовлетворяется тождественно ( κ ^ = 2δ^/ί), а урав-
нение (3,15) дает Р„=—26JJ, где тензор Ра$ вычислен по метрике просто a a p ; но такая
форма Ра$ означает, что пространство обладает постоянной отрицательной кривизной.
Соответствующая пространственно-временная метрика может быть написана с помощью
четырехмерных сферических координат χ, θ, φ в виде

но преобразованием

r=tsb%, x = t ch χ
такая метрика приводится к галилеевой

2 + sin2 θ <ίφ2).
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разложения плотности энергии
е = _3 Ъ_

а из (4,4) — первый член разложения скорости

" а = " | (δ;α-δ£;β). (4,6)

Трехмерные символы Кристоффеля, а с ними и тензор Ραβ, в первом
по \lt приближении не зависят от времени; при этом Ра$ совпадает с вы-
ражением, получающимся при вычислении с не зависящей от времени мет-
рикой ααρ. Учитывая это обстоятельство, найдем теперь, что в уравнении
(3,30) члены порядка Г 2 автоматически сокращаются, а члены ~ Г * дают

j 2

Отсюда

£=-±Pt + ft6lP. (4,7)
Мы видим, что, действительно, шесть функций ααρ остаются вполне

произвольными. По заданным α«β формулой (4,7) определяются коэффи-
циенты Ьа$ следуюшего члена разложения, а с ними и коэффициенты пер-
вых членов разложений (4,5) и (4,6) плотности материи и скорости. Отме-
тим, что при ί->0 распределение материи гомогенизируется, ее плотность
стремится к не зависящей от координат величине. Что касается распреде-
ления скорости (4,6), то его можно преобразовать, учтя соотношение

, β 7 ,

являющееся следствием соотношения

Ρα; β 2* . а ~ '

которому удовлетворяет, как известно, всякий тензор Риччи. Имеем тогда

т. е. в этом приближении скорость является градиентом некоторой функ-
ции и ее ротор равен нулю (отличный от нуля ротор, однако, появляется
в следующих членах разложения).

Метрика (4,1) допускает еще возможность произвольных преобразова-
ний трех пространственных координат (выбор же времени полностью
определяется условием t — 0 в особой точке); этими преобразованиями
можно воспользоваться, например, для приведения тензора аав к диаго-
нальному виду. Поэтому найденное решение содержит всего 6—3, т. е.
три различные физически произвольные функции координат.

Изотропной модели соответствует частный случай вполне определен-
ных функций аИ0 — тех, которые соответствуют пространству постоянной

о а

КрИВИЗНЫ (при ЭТОМ Ра = Const ·δα).

§5. О б щ и е з а к л ю ч е н и я о б о с о б е н н о с т я х
к о с м о л о г и ч е с к и х р е ш е н и й

Изложенные результаты позволяют сделать основное заключение
о том, что наличие особенности по времени не является обязательным свой-
ством космологических моделей общей теории относительности и что
общий случай произвольного распределения материи и гравитационного
поля не приводит к появлению особенности.
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Решения же, имеющие физическую особенность, обладают степенью
общности, недостаточной для учета произвольных начальных условий,
задаваемых в какой-либо момент времени. Наиболее широким из таких
решений является анизотропное решение, содержащее семь произвольных
функций координат. Хотя это число всего на единицу меньше максимально
возможного, этого достаточно, разумеется, для того чтобы допускаемые
этим решением начальные условия обладали «мерой нуль» по сравнению
со всем многообразием возможных начальных условий.

Недостаточная степень общности решения означает, что описываемый
им режим является неустойчивым: существуют такие типы малых возму-
щений, наложение которых приводит к разрушению решения и тем самым
к исчезновению особенности. Не ограничивая общности, можно всегда
подчинить произвольное возмущение таким условиям, чтобы оно не
нарушило синхронности системы отсчета. Поскольку в синхронной си-
стеме отсчета особенность не может вообще исчезнуть, это значит, что
в результате возмущения она должна перейти в фиктивную осо-
бенность.

Изложенные в § 2 соображения о фиктивном характере неизбежной
в синхронной системе отсчета особенности в равной степени относятся
к пустому пространству и к пространству, заполненному материей с
любым уравнением состояния. Мы видели также в § 3, что наличие материи
не меняет качественных свойств анизотропного решения с истинной
особенностью. Все это свидетельствует о том, что наиболее общие свойства
космологических решений в отношении их временных особенностей прояв-
ляются уже в случае пустого пространства, а материя не меняет этих
свойств качественным образом. Этот результат представляется естествен-
ным, если заметить, что гравитационные свойства «волновых пакетов»,
составленных из коротковолновых гравитационных волн, могут имитиро-
вать гравитационные свойства материи (с уравнением состояния ρ = ε/3).

Исключительное положение в этом смысле занимает изотропная мо-
дель, как и обобщающее ее квазиизотропное решение (§ 4),— эти решения
существуют только для пространства, заполненного материей. Эта исклю-
чительность, однако, находит простое объяснение, лишь подтверждаю-
щее общее правило. Она связана именно со свойственной этому решению
высокой симметрией (однородностью) распределения материи, которая
не может быть имитирована никакой совокупностью поперечных гравита-
ционных волн.

В литературе неоднократно высказывалось предположение о том, что
временная особенность обязательна при отсутствии «вращения» запол-
няющей пространство материи, но может исчезнуть в моделях, учи-
тывающих вращение *) . Из сказанного выше становится ясным, что
в действительности характер движения материи вообще не имеет пря-
мого отношения к вопросу о временных особенностях космологических
решений.

Мы везде говорили о направлении приближения к особенности как
о направлении уменьшения времени. В действительности, ввиду симме-
трии уравнений гравитации по отношению к изменению знака времени,
с тем же успехом могла бы идти речь и о приближении к особенности в на-
правлении увеличения времени. Физически, однако, ввиду физической
неэквивалентности будущего и прошедшего, между этими двумя случаями
имеется существенное отличие в отношении самой постановки вопроса.

*) Основание для этого предположения заключалось в том, что член связанный
с вращением (в несинхронной системе отсчета) входит в 00-компоненту уравнений гра-
витации с таким знаком, что он как бы замедляет убывание определителя.

5 УФН. т. LXXX, вып. 3



410 Ε. Μ. ЛИФДШЦ и И. Μ ХАЛАТНИКОВ

Особенность в будущем может иметь физический смысл, лишь если она
допустима при совершенно произвольных условиях, задаваемых в какой-
либо предшествующий момент времени; ясно, что нет никаких оснований
для того, чтобы распределение материи и поля, достигаемое в какой-либо
момент в процессе эволюции Вселенной, соответствовало бы специфиче-
ским условиям, требуемым для осуществления частного решения уравне-
ний гравитации, обладающего истинной особенностью. Более того, если
даже допустить осуществление по каким-либо причинам такого распреде-
ления в какой-либо момент времени, оно неизбежно разрушится в дальней-
шем, уже хотя бы благодаря неизбежным термодинамическим (и кванто-
вым) флуктуациям. Поэтому изложенные результаты исключают возмож-
ность существования особенности в будущем и означают, что сжатие мира
(если оно вообще должно наступить) должно будет в конце концов снова
смениться его расширением.

На вопрос же о существовании особенности в прошлом исследование,
основанное на одних лишь уравнениях гравитации, вообще не может
дать определенного ответа. Требование, чтобы особенность имела место
для произвольного распределения материи и поля, в этом случае a priori
не обязательно. В таком виде оно было бы эквивалентно явно неприемлемо-
му предположению, что реальная Вселенная описывается некоторым чисто
случайным решением уравнений гравитации.

В действительности несомненно, что отбор решения, отвечающего
реальному миру, на самом деле однозначен и связан с какими-то глубо-
кими физическими требованиями, установление которых на основании
одной лишь существующей теории тяготения невозможно и которые смо-
гут быть выяснены лишь в результате дальнейшего синтеза физических
теорий. Лишь после установления этих требований могло бы быть одно-
значно выяснено, имеет ли особенность удовлетворяющее им специфи-
ческое решение уравнений гравитации.

Может возникнуть сомнение в том, насколько вообще законно рас-
смотрение вопроса об «особом состоянии» мира на основе существующей
теории гравитации, поскольку неизвестно, в какой мере применимы ее
уравнения при сколь угодно большой плотности материи. По этому пово-
ду следует прежде всего сказать, что хотя физическая применимость этих
уравнений в указанных условиях сможет быть выяснена лишь в будущей
теории, существенно, что сама по себе теория гравитации не теряет
логической связности (т. е. ее уравнения не приводят ни к каким внутрен-
ним противоречиям) ни при каких плотностях материи. Другими слова-
ми, эта теория не ограничена, как таковая, никакими следующими из нее
самой условиями, которые могли бы сделать логически незаконным и про-
тиворечивым ее применение при любых плотностях; ограничения смогут
возникнуть в дальнейшем синтезе физических теорий как результат фак-
торов, «посторонних» по отношению к самой теории гравитации. Это
обстоятельство делает формально законным рассмотрение вопроса об осо-
бенностях в теории гравитации. Что же касается физического истолкова-
ния получающихся при этом результатов, то оно определяется тем, что
хотя уравнения смогут в действительности сказаться неприменимыми при
сколь угодно больших плотностях, но, во всяком случае, нет никаких
оснований сомневаться в их применимости даже для плотностей порядка
ядерной плотности, т. е. колоссально больших по сравнению с современ-
ной средней плотностью материи во Вселенной. Поэтому, например, если
бы уравнения гравитации приводили к результату о возникновении осо-
бенности при сжатии мира, то хотя это и не обязательно означало бы обра-
щение плотности в бесконечность, но, во всяком случае означало бы сжа-
тие до плотностей порядка ядерной. С физической точки зрения уже та-
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кое состояние мира являлось бы в достаточной мере «особым». С этой
точки зрения рассмотрение вопроса об особенностях решений уравнений
гравитации вполне имеет также и физический смысл.

Наконец, остановимся на чисто математическом аспекте полученных
результатов. В этом аспекте может представить интерес вопрос о класси-
фикации всех возможных типов истинных особенностей космологических
решений уравнений гравитации вне зависимости от степени широты этих
решений. Выяснение этого вопроса путем систематического перебора всех
возможностей было бы очень громоздким *). Однако производившиеся
нами обширные поиски решений с особенностями дают нам основание
полагать, что их типы исчерпываются теми, к которым мы естественным
образом приходим путем, изложенным в § 3—4 и приложениях Б и Е. В эти
типы укладываются, в частности, особенности, которые имеют все извест-
ные точные решения уравнений гравитации (см. приложение Ж).

И. ГРАВИТАЦИОННАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ИЗОТРОПНОГО МИРА

§6. И с х о д н а я м о д е л ь и у р а в н е н и я м а л ы х
в о з м у щ е н и й

Фридмановское решение занимает особое положение в релятивистской
космологии в силу физической ясности и естественности своих предпосы-
лок. Есть все основания считать, что оно дает адекватное описание совре-
менного состояния мира, рассматриваемого в больших масштабах. В то
же время исключительность однородного распределения материи дает
априорные основания ожидать, что именно это решение может оказаться
тем исключительным решением, которое должно описывать начальные ста-
дии расширения реального мира (однородность плотности на этой стадии
имела бы при этом место и в микроскопических масштабах).

В связи с этим представляет существенный интерес вопрос о поведе-
нии малых возмущений в изотропной модели, т. е. о ее гравитационной
устойчивости; ниже излагается общее исследование этого вопроса * * ) .
Явления гравитационной неустойчивости могут играть роль в процес-
се эволюции мира — распадении материи на галактики и звезды
и т. п.; этого аспекта проблемы мы, однако, здесь не будем касаться
вовсе * * * ) .

Для удобства изложения выпишем здесь некоторые известные форму-
лы, относящиеся к изотропной модели (см., например,1, § 104—107).

Метрика изотропного мира определяется выражением

-ds2 = -dtz + a2(t)dl2, (6,1)

где a (t) — «радиус кривизны» пространства, a dl — элемент простран-
ственного расстояния, измеренного в единицах а. В случае пространства
постоянной положительной кривизны (закрытая модель)

dp = άχ2 + sin2 χ (sin2 θ άψ2 + ίΖΘ2), (6,2a)

а для пространства постоянной отрицательной кривизны (открытая
модель)

dl2 = dx

2 + sh2x (sin2 θ d<p2 + dQ2), (6,26)

*) Мы руководствуемся положением, высказанным Ландау по другому поводу:
«Ввиду краткости нашей жизни мы не можем позволить себе роскошь заниматься вопро-
сами, не обещающими новых результатов» 9 .

**) Содержание этой части основано на работе Лифшица 1 0 .
***) Ряд идей по этим вопросам был высказан недавно Зельдовичем 1 2 .
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где χ, φ, θ — «сферические» пространственные координаты. Выражение
{6,2а) соответствует, математически, геометрии на поверхности гиперсферы
{единичного радиуса) в четырехмерном евклидовом пространстве, а выра-
жение (6,26) —• геометрии на поверхности четырехмерной «псевдосферы»
мнимого радиуса.

Вместо времени t удобно пользоваться вспомогательной переменной
η, определяемой соотношением

dt = adr\, (6,3)
Тогда ds2 запишется в виде

-ds2 = a2(^(-dr\2 + dl2). (6,4)

Ниже мы будем подразумевать под временной координатой х° именно
эту переменную η.

В случае «пылевидной» материи, давлением которой можно пренеб-
речь (р — 0), зависимость a (t) определяется параметрическими уравне-
ниями

a — ao(i — cos η), ί = αο(η — sin η), (6,5a)

α = α0(οηη — 1), t = ao(shr) — η). (6,56)

где ад — постоянная (формулы (6,5а) относятся к закрытой модели,
а формулы (6,56) — к открытой). Зависимость плотности ε от времени
определяется равенством

На ранних же стадиях (при малых временах t, т. е. малых η)
мы имеем дело с обратным предельным случаем весьма плотной мате-
рии с ультрарелятивистским уравнением состояния ρ = ε/3. При этом

а = b0 sin η ̂  &οη, t = b0 (1 — cos η) ^ -к-Ь0ц
2, (6,7а)

\

{pa —другая постоянная), а зависимость ε (ί) определяется формулой

β = Μ . (6,8)

Отметим, что метрики закрытой и открытой моделей переходят
друг в друга при замене

η —> ίη, χ —^ ίχ, a-^ia. (6,9)

Поэтому и все уравнения для одной модели могут быть получены
из уравнений для другой модели посредством этой же замены.

Поскольку система отсчета, в которой имеет место изотропия модели,
является сопутствующей, компоненты 4-скорости материи

и а = о, ио = 4"· ( 6 ' 1 0 )
Произвольное малое возмущение изотропной модели описывается изме-

нениями метрического тензора bgih (которое мы будем обозначать посред-
ством hih — см. приложение И), 4-скорости материи бм1 и плотности энер-
гии δε. Без ограничения общности наложим на величины hlk четыре
дополнительных условия

Й00 = 0, йо« = О, (6,11)
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т. е. пользуемся по-прежнему синхронной системой отсчета. Она, однако,
уже не будет (как до возмущения) сопутствующей, т. е. Ьиа отличны от
нуля.

В линейном приближении малые возмущения удовлетворяют уравне-
ниям

ЬЯк — 4 bibR = ЬТк, (6,12)

где bRi определяются полученными в приложении И формулами, а возму-
щение тензора энергии-импульса

ЬТ\ = (р + в) (щЬик + ик Ьщ) + (Ьр + be)Ui uk + ЬкЬр.

Компоненты возмущения 4-скорости Ьи1 связаны друг с другом соотно-
шением

к1ки
1ик + gih (и1 Ьик + икЬи1) = О,

получающимся путем варьирования тождества gikUluh = — 1. Имея
в виду невозмущенные значения скорости (6,10), получим отсюда при
условиях (6,11)

δΐί° = 0. (6,13)

Поэтому компоненты δ2\ равны

bTi = δ£ Ьр, ЬТ% = - α (ρ -f- ε) δα<\ 67^= - δ ε . (6,14)

Ввиду малости Ьр и δε можно написать Ьр = (ар/ае)Ьг, и мы получаем
соотношения

δΓ& = — δί ί^δΓη (6 15>

В дальнейшем исследовании мы ограничимся рассмотрением возму-
щений лишь в сравнительно небольших областях пространства — обла-
стях с линейными размерами, малымипо сравнению с радиусом кривизны а.
Такое предположение очень упрощает все вычисления, и в то же время
учет возмущений в областях сравнимых с а размеров, как оказывается,
не вносит ничего принципиально нового в характер поведения возмущений.

В каждой небольшой области пространства метрика может быть при-
нята в первом приближении евклидовой. В соответствии с этим простран-
ственная метрика (6,2) заменится метрикой

άΓ' = dx* + dy2 + dzz, (6,16)

где χ, у, ζ — декартовы координаты в данной области пространства, изме-
ренные в единицах радиуса а.

Выражения для 6i?l могут быть получены, как уже указывалось,
с помощью формул (ИДО) — (И,12). При этом надо иметь в виду, что диф-
ференцирование (обозначаемое точкой) в этих формулах есть дифференци-
рование по t; оно связано с дифференцированием по η (которое мы обо-
значаем здесь штрихом) посредством -щ—ь—^- . В частности, имеем

_ • _ 2α ' β _ 2 α ' ,β

в чем легко убедиться, заметив, что зависимость компонент gag от времени
заключена в множителе а2. При евклидовой пространственной метрике
(6,16) все ковариантные дифференцирования в формулах (ИДО) — (И, 12)
сводятся к простым производным по координатам ха (контравариантные
же дифференцирования — еще и к делению на а2). Наконец, трехмерный
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тензор Ра для метрики (6,16) обращается в нуль. Имея все это в виду,
получим после простого вычисления следующие выражения:

i „ a' ,
>n2 ' 2a3 '

> ( 6 - 1 7 )1

Здесь как нижние, так и верхние индексы после запятой означают
простые дифференцирования по соответствующим координатам в прост-
ранстве с метрикой (6,16) (для единообразия обозначений мы продол-
жаем писать верхние и нижние индексы, хотя при евклидовом dl2

между ними нет разницы).
Окончательные уравнения для возмущения /гР метрического тензора

мы получим, подставив в (6,15) компоненты 6jf, выраженные через 6R^
согласно (6,12). В качестве этих уравнений удобно выбрать уравнения,
получающиеся из (6,15) при α Φ β и при упрощении по индексам α, β;
они гласят:

{hiξ + A?;l-h\l-А£;?) + AS"-t-2 a- h% = 0, a ^ β, (6,18)

+ 3 f ) = 0 . (6,19)

Возмущения плотности и скорости материи могут быть определены
по известным /г„ с помощью формул

δ ε = -6Т°0= -Щ + ^ , )
(6,20)

При малых скоростях компоненты иа 4-скорости совпадают с компонен-
тами трехмерной скорости. Но при нашем выборе пространственных коор-
динат х, у, ζ элементам длины соответствуют не сами дифференциалы dxa,
а произведения adxa. Поэтому обычной трехмерной скорости δϋα, возни-
кающей при возмущении, соответствуют не сами 6иа, а произведения аЬиа.

Подставив в (6,20) выражения (6,17), получим для относительного
изменения плотности

£ ώ (*.*-*£+^ А') (6,21)

и для возмущения скорости
bva=whw{h'a-h*'*y- (6>22)

Среди решений уравнений (6,18) — (6,19) есть такие, которые могут
быть исключены простым преобразованием системы отсчета (совместимым
с условиями (6,11)) и поэтому не представляют собой реального физиче-
ского изменения метрики. Вид таких решений может быть заранее уста-
новлен с помощью выведенных в приложении И формул (И,13) — (И,14)
(снова напомним, что в этих формулах индекс 0 относится к временной
координате t, а не η). Учитывая, что временная зависимость невозмущен-
ного метрического тензора gap сводится к множителю а2, легко получить
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из указанных формул следующее выражение для фиктивных возмущений
метрики:

I ^ ^ j f ) , (6,23)

где f0, fa — произвольные (малые) функции координат.

§ 7. Р а з л о ж е н и е п о п л о с к и м в о л н а м

Поскольку метрика в рассматриваемых нами небольших областях
пространства предполагается евклидовой, то произвольное возмущение
в каждой такой области может быть разложено по плоским волнам *) .
Понимая под х, у, ζ декартовы координаты, измеренные в единицах радиу-
са а, мы можем написать пространственный периодический множитель
плоских волн в виде exp (inr), где η — безразмерный вектор, представляю-
щий собой волновой вектор, измеренный в единицах 1/а (волновой вектор
к = η/α). Если мы имеем возмущение в участке пространства с размерами

, „ » 2πο ,

~ ι , то в его разложение войдут в основном волны с длинами λ = — ~ I.
Ограничиваясь возмущениями в областях с размерами Ζ<α, мы тем самым
предполагаем число η достаточно большим (η > 2π).

Гравитационные возмущения можно разделить на три типа. Эта клас-
сификация сводится к определению возможных типов плоских волн, в виде
которых может быть представлен симметрический тензор второго ранга
Λαρ. Таким образом, получим следующую классификацию:

1. С помощью скалярной функции

Q = e™ (7,1)
можно составить тензоры

( 1 Р Λ Π ?ϊ

(эти тензоры определены так, что ζ>α = 1, Ра = 0)· С помощью той же функ-
ции Q можно составить вектор

Р* = !%-<?· (7,3)

Таким плоским волнам соответствуют возмущения, в которых наряду
с гравитационным полем испытывают изменения также и скорость и плот-
ность материи, т. е. мы имеем дело с возмущениями, сопровождающимися
возникновением сгущений'или разрежений материи. Возмущение hP выра-

" ft ft

жается при этом через тензоры Qa и Рц, возмущение скорости δυα — через
вектор Ра, а возмущение плотности δε — через скаляр Q.

2. С помощью поперечной векторной волны
Sa == s ae

i n r, san
a = 0 (7,4)

можно составить тензор

£ Ρ = 1 ( η β £ α + ηα.9β); (7,5)

соответствующего же скаляра не существует, поскольку San
a = 0. Этим

волнам соответствуют возмущения, в которых наряду с гравитационным
полем испытывает изменение также и скорость, но не плотность материи.

*) В общем же случае возмущений в областях любого размера, в том числе срав-
нимого с а, разложение возмущений должно вестись по четырехмерным сферическим
функциям. Такое исследование дано в 1(>; в несколько более подробном виде эти вычис-
ления изложены в ч .
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Возмущение /ζ£ выражается при этом через тензор S&, а возмущение
δοα — через вектор Sa.

3. Поперечная тензорная волна:

G^-v«e i n r , γαβ«β = Ο. (7,6)

С ее помощью нельзя составить ни вектора, ни скаляра (поскольку
Gan$=0, GananP == 0). Этим волнам соответствуют возмущения гравитаци-
онного поля, при которых материя остается неподвижной и однородно
распределенной в пространстве. Другими словами, это — гравитационные
волны в изотропном мире.

Ниже мы рассмотрим возмущения каждого из перечисленных трех
типов. При этом мы будем для определенности писать все формулы для
открытой модели. Мы уже указывали, что переход к закрытой модели осу-
ществляется заменой (6,9). В евклидовой метрике (6,16) замене %->i%
соответствует замена х, у, ζ—У ix, iy, iz. Для сохранения волнового харак-
тера введенных выше функций одновременно с этой заменой координат
надо также заменить η на in. Поэтому переход к закрытой модели в рас-
сматриваемых ниже формулах осуществляется заменой

a—^ia, η—>ir\, n—>in. (7,7)

§ 8 . В о з м у щ е н и я с и з м е н е н и е м п л о т н о с т и
м а т е р и и

Начинаем с возмущений первого типа и полагаем

£ £ £ h = vQ. (8,1)
Из формул (6,21)—(6,22) получим для относительного изменения плот-
ности

и для скорости —

Уравнения же, определяющие функции λ и μ, получаются подстановкой
(8,1) в (6,18)-(6,19):

^ 0, (8,4)

Эти уравнения имеют, прежде всего, следующие два частных интеграла,
соответствующих тем фиктивным изменениям метрики (6,23), которые
могут быть исключены преобразованием системы отсчета:

λ = — μ = const, (8,5)

ΐ-^μο (8,6)

(первый из них получается из (6,23) выбором /0 = 0, / а = Ра, второй —
выбором fo = Qi /а = 0)· С помощью этих интегралов можно понизить
порядок уравнений (8,4). Для этого берем сумму и разность этих



ПРОБЛЕМЫ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ КОСМОЛОГИИ 4 1 7

уравнений и делаем в них подстановку

| j
После простых преобразований получим в результате следующую систему
уравнений для новых неизвестных функций ξ (η) и ζ (η):

4frV0. (8,9)
Произвол в выборе двух постоянных интегрирования при определении
λ и μ по формулам (8,7) соответствует произволу в выборе системы
отсчета.

Начнем с наиболее ранних стадий расширения мира, когда материя
описывается уравнением состояния ρ — ε/3. Поскольку такое сжатие
имеет смысл рассматривать только при очень малых временах ί, доста-
точно ограничиться исследованием уравнений при η < 1. Для радиуса
кривизны имеем при этом α = 6 0 3 η η ^ Ьох\ (6,7).

Главные члены в уравнении (8,8) дают

ζ=_6ξ'+~ξ, (8,10)

а из (8,9) получаем

Подставив в последнее уравнение ζ из (8,10), получим [следующее про-
стое уравнение для ξ:

откуда

1= const- β χ ρ ( ^ η ) , (8,11)

где const — комплексная постоянная.
Дальнейшее исследование удобно производить раздельно для двух

предельных случаев в зависимости от взаимного соотношения между
двумя большими величинами η и 1/η.

Предположим сначала, что число η не слишком велико (или η
достаточно мало4), так что пх\ < 1. Разлагая выражение (8,11) по степе-
ням пц и разделяя вещественную и мнимую части, получим ξ в виде

где Ci, C2 — вещественные постоянные; ζ вычисляется затем по фор-
муле (8,10), а λ и μ —по формулам (8,7). Произвольные постоянные
интегрирования при вычислении λ и μ следует при этом выбрать так,
чтобы по возможности обратить в нуль главные члены разложения
(в данном случае обращаются в нуль член ~ η~2 в μ и член ~ const
в λ —μ). В результате простого вычисления получим

λ = η
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(здесь выписаны те члены разложений λ и μ, которые нужны для
вычисления όε/e и δνα согласно формулам (8,2) — (8,3)). Окончательные
выражения для главных членов разложения в возмущениях метрики,
плотности и скорости:

~

Постоянные Clt С2 должны удовлетворять определенным условиям,
выражающим малость возмущения в момент t0 его возникновения. Сме-
шанные компоненты возмущения /г„ метрического тензора надо сравнивать
с невозмущенными значениями ga = о„; отсюда получаются условия
λ < 1, μ С 1. Кроме того, должно быть δε/ε <С 1 νιδνα < 1. В применении
к возмущениям (8,12) эти условия приводят к неравенствам С ι < η 0 ,
С2 <С 1, где г]о (η0 < 1) — значение η, соответствующее моменту
времени t0.

В выражениях (8,12) имеются члены, возрастающие в расширяющемся
мире, как различные степени радиуса кривизны а *& bor\. Однако это воз-
растание не приводит к тому, чтобы возмущение могло стать большим,
т. е. к потере устойчивости: если применить формулы (8,12) по порядку
величины при η ~ ί/η, то мы увидим, что (в силу полученных выше нера-
венств для С1, С'г) возмущения остаются малыми даже на верхнем пределе
действия этих формул.

Отметим также, что существование решения λ = μ = С2, в котором
возмущение метрики остается постоянным во времени, как раз соответ-
ствует той возможности обобщения фридмановского решения, кото-
рое было указано в § 4. Относительное изменение плотности энергии в
этом решении пропорционально r\2~t, в соответствии с выраже-
нием (4,5).

Пусть теперь число η настолько велико, 4τοηη > 1. С помощью выра-
жения (8,11) по формулам (8,10) и (8,7) найдем теперь, что главные члены
в λ и μ *) имеют вид

ι - _JL_ 1ΪΆ%А~ 2 ~ М0г)2 ё

(постоянные интегрирования в (8,7) выбраны так, чтобы в λ и μ отсутство-
вали члены без периодического множителя). Вычисляя также возмущения
плотности и скорости, получим следующие окончательные выражения:

где С — комплексная постоянная, удовлетворяющая условию |
Наличие периодического множителя в этих выражениях вполне естест-
венно. При больших η мы имеем дело с возмущением, пространственная
периодичность которого определяется большим волновым вектором к —
= п/а. Такие возмущения должны распространяться, как звуковые волны,

со скоростью и = i/dp/de = 1/]/3; соответственно временная часть фазы
определяется, как полагается в геометрической акустике, большим

*) Здесь исправлена допущенная в 1 0 (в формулах (4,10)) ошибка — лишние
члены +2η в λ и μ.
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интегралом \ ки dt — nr\/\^3. Амплитуда относительного изменения

плотности остается, как мы видим, постоянной, амплитуды же возму-
щений метрики при расширении мира убывают как а'2.

Далее рассмотрим более поздние стадии расширения мира, когда
материя разрежена уже настолько, что можно пренебречь ее давлением
(р = 0); вместо плотности энергии ε в этом случае более естественно гово-
рить о совпадающей с ней плотности массы ρ.

Уравнения (8,8) — (8,9) с ρ = 0, а = а0 (οηη — 1) полностью инте-
грируются в элементарных функциях; из первого определяем ξ, а затем
из второго вычисляется ζ:

Вычисление с помощью формул (8,7), (8,2), (8,3) дает затем следующие
выражения:

(8,14)

Ρα.

Здесь введены функции

3
φ (η) =

ch-
ψ (η) = • (8Д5)

А ж В — постоянные интегрирования, произвольность которых связана
с произволом в выборе системы отсчета.

В конце § 2 было отмечено, что в случае «пылевидной» материи (р = 0)
система отсчета может быть выбрана так, чтобы быть одновременно син-
хронной и сопутствующей. Из (8,14) видно, что можно действительно обра-
тить bva в нуль надлежащим выбором постоянной А (А == С2). Такой
выбор системы отсчета наиболее естествен, а возмущение δρ относится
при этом к собственной плотности вещества. Положив также 5 = 0, полу-
чим окончательно

(8,16)

Для исследования этих выражений рассмотрим их в двух предельных
случаях — малых и больших η. Малые η (η<1) соответствуют той стадии
расширения мира, когда радиус кривизны еще очень мал по сравнению
с его современным значением, но все же материя уже настолько разрежена,
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что ее давлением можно пренебречь *) . Значения же η > 1 соответствуют
поздним стадиям расширения, когда метрика приближается к галилеевой.

Члены с постоянной С2 в (8,16) дают**)

) (pfi пр δρ

η>ΐ } *δ = ΐ«η(ί&-^), ^ = ψβηρ. (8,18)

При η < 1 имеем α ^ α0η
2/2, t «в α0η

3/6, а при η > 1: a ^ a0e^/2, t я» a0ei/2.
Поэтому мы видим, что эти возмущения затухают при расширении мира —
сначала как а~я/*, а затем как ί/α; по времени оба эти закона соот-
ветствуют i/t.

В членах же с постоянной C t различаем (при η < 1) случаи ш] <С 1
и пц > 1. В первом случае получаем

η«±

Хотя относительное изменение плотности и растет, однако оно не стано-
вится здесь большим даже при η~1/» в силу условия 6 Ί < 1 . В случае
же пц > 1 находим

Эти возмущения обнаруживают истинную неустойчивость. При η ~ 1 отно-
сительное изменение плотности становится порядка С±п2, между тем как
малость начального возмущения требует лишь, чтобы было 6Ί« 2η*<1.
Таким образом, хотя возрастание возмущений происходит и медленно
(пропорционально а, т. е. £2/з), но общее увеличение может быть значитель-
ным и в результате возмущение может стать сравнительно большим * * * ) .

При η > 1 имеем

7, = 0 ) /А N Л 2

η > ΐ / а~ l \3 J \ в. Va), ρ 6 ι ·

Мы видим, что возрастающее относительное возмущение плотности стре-
мится к постоянному пределу. Постоянный член в возмущении метрики
(в котором λ = — μ=οοη8ί) может быть исключен преобразованием си-

*) Современное значение η можно было бы получить из современных значений
средней плотности материи ρ и постоянной Хэббла h (для открытой модели ch ~ =

Г
= ^ 1/г

(где G — гравитационная постоянная). Такое определение, однако,
может быть сделано в настоящее время лишь весьма ориентировочно ввиду большой
неопределенности значений к и в особенности ρ. Положив Λ=0,25·10~17 сек'1
(25 км/сек на 106 световых лет) и приняв для ρ оценку Оорта ρ=3·10" 3 1 г/см3 13, полу-
чим η=5,0. Если положить ρ=10~30 г/см3, то η = 6,1.

**) При η < 1 имеем
η 2 , 8

Ύ 10 т η 3

***) Так для расширения, при котором средняя плотность материи меняется от
ядерной плотности (~1014 г/см3) до современного значения (~1О~3о), α(η) возрастает
в (Ю1*/1О-»о)1/з =5-101 4 раз.
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стемы отсчета (не затрагивающим плотности); второй же член в /г« затухает
пропорционально In a/a.

Наконец, рассмотрим случай уравнения состояния, промежуточного
между ρ — 0 и ρ = ε/3. Именно, рассмотрим стадию расширения, на кото-
рой производная dp/de мала, но все же не может быть положена равной
нулю. Величина

представляет собой «скорость звука» в заполняющей мир материи (изме-
ренную в единицах скорости света); мы предполагаем, следовательно, что
эта величина мала: и < 1. Обратным влиянием конечности давления на за-
кон расширения мира можно при этом пренебречь, т. е. в качестве
функции α (η) можно пользоваться той, которая имеет место при ρ = О,
причем мы будем считать, что еще η <С 1, так что а я» α0η

2/2.
Поведение возмущений в этом случае существенно зависит от вели-

чины пиц. При пиг\ < 1 оценка членов в уравнениях (8,8)—(8,9) пока-
зывает, что все члены, содержащие и, могут быть опущены, так что мы
возвращаемся к исследованному уже случаю ρ = 0.

Напротив, при пиг\ > 1 содержащие и члены становятся существен-
ными. Уравнения (8,8) — (8,9) принимают вид

ξ ' _ Α ξ 4 - 1 Μ

2 ζ = ο, ζ ' + — ζ - 2 « 2 ξ = ο.

Исключая из них ζ, найдем с той же точностью уравнение

откуда
ζ = const "jAi Ф, Ф = ехр fin \ udr\ j ; (8,22)

ниже положим const = 3a0C/in. Далее с помощью первой из формул
(8,7) находим

. , 36С т

Согласно второй формуле

Подставив сюда (8,22) и проинтегрировав в первом члене дважды
по частям, а затем проинтегрировав все выражение по άξ (что сводится
к делению на inu), получим

η

Наконец, вычислив также δρ/ρ и bva согласно (8,2) —(8,3), получим
следующие окончательные выражения, в которых мы сохраняем лишь
главные члены:

_ 2_

пиц > 1, "<* - η 2 η ί Μ 5/ 2 ^ 7Г ~~ V
и < 1,
η< 1

Постоянная С должна удовлетворять неравенству • —

ЯоУ "о
— <^ \ш
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Выражения (8,23) соответствуют звуковым волнам, распространяю-
щимся со скоростью и, причем мы находимся в области применимости

«геометрическойакустики» (фаза \ пи dv\ велика). Скорость и при расши-
рении мира убывает и этим тормозит убывание амплитуды волны. Тем не
менее амплитуда относительного изменения плотности, вообще говоря, не
возрастает. Если оценить зависимость и от времени, рассматривая мате-
рию как адиабатически расширяющийся одноатомный идеальный газ, то
pr^Q^H^^oQ 1 ^; поскольку ρ~ούΓ3οο η" 6, то ω со η" 2 . При этом x\Y~u=const,
так что амплитуда δρ/ρ остается постоянной. При более медленных зако-
нах убывания и амплитуда δρ/ρ затухает со временем.

Все изложенные результаты, которые мы формулировали для откры-
той модели, непосредственно переносятся на закрытую модель путем пре-
образования (7,7) η—·» щ, η—>ίη. Это преобразование вообще не меняет
всех заключений о характере изменения возмущений со временем на тех
стадиях расширения мира, когда еще η < 1. При η — 1, когда в закрытой
модели расширение замедляется, заменяясь в конце концов сжатием, фор-
мулы, естественно, меняются (случай же η > 1 вообще не существует).
Они получаются из (8,15) — (8,16) путем указанного преобразования
и некоторой перегруппировки членов (с переобозначением постоянных):

1
. cos -.-

η — π , η λ , , 2
1 Λ + *·» ' 1 1 nit

(8,24)

Отметим, что в представленной здесь форме временной ход возмущений
оказывается представленным в виде суммы двух функций, из которых
одна (с постоянной С χ) четна, а другая (с постоянной Сг) нечетна относи-
тельно момента η = π, т. е. по отношению к замене η—^2π — η. Момент
η = π соответствует максимуму радиуса α (η) в закрытой модели, так что
указанное свойство означает, что каждая из двух частей возмущений на
стадии сжатия повторяет (с точностью до знака) в обратном порядке ход
изменения на стадии расширения.

Суммируя полученные результаты, можно сказать, что расширение
мира оказывает стабилизирующее влияние на развитие возмущений.
В длинноволновых (ипц < 1) возмущениях изменение плотности материи
возрастает со временем. На ранних стадиях расширения мира (при ультра-
релятивистском уравнении состояния ρ = ε/3, и2 = 1/3) это возраста-
ние не может привести к тому, чтобы возмущение стало большим. Это мо-
жет, однако, произойти на более поздних стадиях расширения, когда дав-
ление материи становится пренебрежимо малым; но и здесь нарастание
возмущения плотности происходит по медленному закону (—i2/s). Корот-
коволновые же возмущения {ипц > 1) представляют собой гидродинами-
ческие звуковые волны и амплитуда возмущения плотности в них затухает
со временем.

Сжимающийся же мир, напротив, был бы существенно неустойчив,
и возмущения в нем неизбежно становятся в конце концов большими.
Дальнейшее поведение модели не может быть, конечно, прослежено с по-
мощью теории возмущений. Но общие заключения, сделанные в гл. I
этой Статьи, означают, что нарастание возмущений должно привести в кон-
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це концов к прекращению общего сжатия мира и переходу его к расши-
рению. Представляется разумным попытаться оценить достигаемое при
этом максимальное сжатие, предположив, что оно определяется момен-
том, когда возмущение δρ/ρ становится порядка единицы. Пусть в зам-
кнутой модели в некоторый момент η0 ~ 1 < π (на стадии расширения) име-
ется возмущение δρ/ρ = Δ. Поскольку δρ/ρ есть сумма четной и нечетной
функций от η —л, то к моменту η = 2π — η0 (на стадии сжатия) снова
будет δρ/ρ — Δ. По мере дальнейшего сжатия мира δρ/ρ будет возрастать —
по закону (2л—η)"3 при малых 2л — η; значение δρ/ρ — 1 будет достигнуто
при η = η 1 ? где 2л —• η1-^-η0Δ

1/3. Поскольку средняя плотность материи
в сжимающемся мире возрастает как а~3 со (2я — ц)'6, то к моменту t|i
максимального сжатия она достигает величины

ei-QoA"2, (8,25)

где ρ0 — плотность в момент η0 начального возмущения.
Во всем произведенном в этом параграфе исследовании молчаливо

предполагалось, что возмущения являются адиабатическими, т. е. про-
исходят при постоянной энтропии, и пренебрегалось всеми диссипатив-
ными процессами. Хотя роль этих процессов для самого расширения мира
и совершенно ничтожна, но a priori не могла бы быть исключена возмож-
ность того, что эти малые эффекты могут привести к появлению какой-
либо новой неустойчивости. Исследование этого вопроса требует рассмо-
трения неадиабатических возмущений, в которых испытывает изменение
также и энтропия материи, причем надо принять во внимание процессы
теплопроводности и вязкости (нужные для этого общие уравнения см.8,
§126). Мы не станем приводить здесь соответствующие вычисления и ука-
жем лишь, что они приводят к результату об отсутствии какого-либо сущест-
венного влияния диссипативных процессов на свойства устойчивости рас-
ширяющегося мира.

В заключение укажем, что Боннором 1 4 был предложен изящный ме-
тод, с помощью которого некоторые из изложенных выше результатов мо-
гут быть получены на основании ньютоновской теории тяготения. Этот ме-
тод применим к возмущениям в областях, линейные размеры которых
достаточно малы по сравнению с радиусом кривизны мира (п > 1); его идея
состоит в следующем.

Если выделить в изотропном мире (заполненном пылевидной матери-
ей) небольшую сферическую часть, то окружающая ее материя не будет
оказывать на нее гравитационное воздействие, а движение материи внутри
этой части можно будет рассматривать с помощью ньютоновской теории
тяготения. Ясно поэтому, что закон расширения изотропной модели об-
щей теории относительности должен совпадать с законом расширения одно-
родной гравитирующей сферы в ньютоновской теории (это обстоятельство
было впервые отмечено Милном и Мак-Кри). Отсюда, в свою очередь,
следует, что поведение возмущений в малых участках изотропного мира
должно совпадать с их поведением в расширяющейся ньютоновской сфе-
ре, и их можно при этом рассматривать с помошью обычных классических
гидродинамических уравнений с ньютоновским тяготением в качестве
объемных сил *). Нулевым приближением в решении гидродинамических
уравнений является при этом радиальное движение в однородно расши-
ряющейся сфере; накладываемое на него малое возмущение (с длиной вол-
ны, малой по сравнению с радиусом сферы) можно искать в виде плоской
волны.

*) Этот метод можно, вероятно, распространить и на случай ультрарелятивист-
ского уравнения состояния ρ=ε/3, если у честь должным образом в гидродинамических
уравнениях релятивистский гравитационный эффект давления.
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При таком гидродинамическом подходе характерной величиной,
определяющей поведение возмущений, естественным образом оказывает-
ся отношение длины возмущения λ к длине α/"|/ρβ, составленной из плот-
ности материи ρ и скорости звука в ней и (и гравитационной постоянной G);
эти величины понимаются цри этом как функции времени, меняющиеся
в соответствии с общим расширением среды. Легко видеть, что этот кри-
терий (α/λ]/ρβ) совпадает с критерием пщ/с, который фигурировал в изло-
женных выше вычислениях *) .

§ 9. В р а щ а т е л ь н ы е в о з м у щ е н и я

Перейдем к рассмотрению возмущений второго из перечисленных
в § 7 типов. В этих возмущениях испытывает изменение, наряду с метри-
кой, скорость, но не плотность материи; возникает движение материи,
имеющее вращательный характер.

Положим

/£ = σ(η)5ϋ[. (9,1)

Уравнение (6,19) удовлетворяется тождественно, поскольку h = 0. Урав-
нение же (6,18) дает после подстановки (9,1) следующее простое уравнение
для функции σ (η):

σ' = 0; (9,2)
;

отметим, что оно не содержит волнового вектора п. Отсюда

σ = const jj § . (9,3)
Постоянная часть этого решения (постоянная интегрирования) соответ-
ствует фиктивному изменению метрики, исключаемому преобразова-
нием координат (оно получается из (6,23) выбором /0 = 0, /« = £„). Для
возмущения скорости вычисление по формуле (6,22) дает

Sa ' (9 41

На ранней стадии расширения (η < 1) при уравнении состояния
= ε/3 формулы (9,3) —(9,4) дают

σ = - | , δο«=-^5·. (9,5)

Для «пылевидной» материи (р = 0) получаем

T — g - c t n у — т J, ου - - 1

*) Для этого надо воспользоваться следующими оценками (в обычных единицах):
закон расширения, соответствующий пылевидной материи, а — а0г\2; плотность мате-
рии ρ ~ аос

г/Са3; длина волны λ ~ а/п.
Такое же соотношение между критериями имеет место и в случае ультрареля-

тивистского уравнения состояния (ρ=ε/3, м=с/|^3).В этом случае закон расширения
а ~ ьог\, а плотность энергии меняется по закону ε ~ b^lGa1. Отсюда легко найти,
что

и
~ пц,

т. е. мы снова возвращаемся к характерной величине пг\, фигурировавшей выше при
рассмотрении этого случая.
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В двух предельных случаях:

η <?" -1 · гт — · η -S, 1 · а LCp—Ά ^Q 71

Таким образом, возмущения метрики во всех случаях затухают со
временем. Возмущения же скорости остаются постоянными (в (9,5)) или
убывают как На (в (9,6)) *).

§ 10. Г р а в и т а ц и о н н ы е в о л н ы

Наконец, в возмущениях третьего типа, в которых

A£ = V(TI)G£, (10,1)

изменяется только метрика; материя остается неподвижной (δνα = 0)
и однородно распределенной в пространстве (δε = 0).

Для ν(η) получаем из (6,18) следующее уравнение:

I "

а
(10,2)

Оба решения этого уравнения соответствуют реальным изменениям мет-
рики, не могущим быть исключенным преобразованием координат (по-
скольку в рассматриваемом случае не существует ни скаляра, ни вектора,
которые могли бы быть подставлены в (6,23) в качестве f0 и / а ) .

С должной точностью решение уравнения (10,2) есть
ίηη

где С — комплексная постоянная. Периодический множитель здесь соот-
ветствует гравитационным волнам, распространяющимся со скоростью

света (волновой вектор к = п/а, так что временная часть фазы \kdt =
— ητ\). Амплитуда гравитационных волн затухает как На. При этом плот-
ность энергии этих волн (—к2 (ha)2) убывает пропорционально а'*, как
и должно было быть.

На протяжении всех этапов изложенных исследований мы имели
постоянную поддержку со стороны нашего учителя и друга Л. Д. Лан-
дау, дискуссии с которым оказали нам неоценимую помощь. Мы хо-
тели бы выразить здесь ему нашу глубокую благодарность.

ПРИЛОЖЕНИЯ

А. РАЗЛОЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ГРАВИТАЦИИ ВБЛИЗИ
РЕГУЛЯРНОЙ ТОЧКИ

Рассмотрим разложение решения уравнений гравитационного поля в пустоте
в синхронной системе отсчета вблизи не особой, регулярной точки по времени**).

Выбрав условно рассматриваемую точку в качестве начала отсчета времени,
будем иметь метрический тензор в виде

£αβ = «αβ + ί 6 α β + ί 2 < :αβ + ···> (Α,Ι)

где ααβ, δαβ, с ар — функции пространственных координат. В том же приближении

*) Указанный закон изменения возмущения скорости непосредственно связан
(как было отмечено Я. Б. Зельдовичем) с сохранением момента. Момент небольшого
участка вещества, в котором произошло вращательное возмущение, по порядку вели-
чины равен εΐ3· Ι- ν, где I — линейные размеры участка. При расширении мира I растет
пропорционально а, а ε убывает как а'3 (в случае р = 0 ) или как а'4 (при р = ε/З); в пер-
вом случае получим ν — I/a, а во втором υ ~ const.

**) Этот вопрос рассмотрен также в книге Петрова 1 5 , § 40.

6 УФН, τ LXXX, вып. 3
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обратный тензор есть

где аа& — тензор, обратный ααβ, а поднятие индексов у остальных тензоров произво-
дится с помощью ааР. Далее имеем

Уравнения поля (3,13) — (3,15) приводят к следующим соотношениям:

4 ^ 4 | 4 ^ ^ 4 = 0 (А,4)
(6 ΞΞΞ Ь™, ( Ξ £ ° , . . . ) . Здесь операции ковариантного дифференцирования произво-
дятся в трехмерном пространстве с метрикой ααρ; по этой же метрике определяет-
ся тензор Ρ α β .

Из (А,4) коэффициенты са$ полностью определяются по коэффициентам а а р
и Ьар. После этого (А,2) дает соотношение

Из членов нулевого порядка в (А,3) имеем

«&;β = 6 ; α · (А,6)
Члены же —ί в этом уравнении при использованиия (А,5) и (А,6) (и тождества
р α·β="ο"·'[>;α) обращаются в нуль тождественно.

Мы видим, что 12 величин ααρ, 6αβ связаны друг с другом одним соотношением
(А,5) и тремя соотношениями (А,6). Всего остается, таким образом, восемь произ-
вольных функций трех пространственных координат в соответствии со сделанным
в тексте подсчетом *) .

Б. РЕШЕНИЯ ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Рассмотрим точные решения гравитационных уравнений в пустоте, в которых
(в синхронной системе отсчета) метрика зависит всего от одной переменной. Будем
считать сначала, что этой переменной является время.

Для метрики, не зависящей от пространственных координат, уравнение (3,14)
удовлетворяется тождественно, а из уравнения (3,15) находим, что

Χ& = γ λ Ρ . (Б,1>

где λ^— постоянные, причем

λ £ = 1 ΙΒ.2)

(при этом gig = κ " = 2/ί,—g = const- г2). Подстановка (БД) в уравнение (3,13) дает
еще одно соотношение

λβ

αλ« = λ £ , (Б,3)

связывающее между собой постоянные λ^.
Опустив индекс β в равенствах (БД), перепишем их в виде системы обыкновенных

дифференциальных уравнений для ga^.

λ ( Б 4 >

*) В силу дифференциальности соотношений (А,6) в решении могут появиться
также произвольные функции от меньшего числа переменных. Мы оставляем в сто-
роне вопрос о геометрическом происхождении этих функций.



ПРОБЛЕМЫ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ КОСМОЛОГИИ 4 2 7

Здесь могут представиться различные случаи в зависимости от того, какие кор-
ни имеет характеристическое уравнение матрицы коэффициентов Я£ (уравнение

|λΡ-λβ£ι=θ).
а) Характеристическое уравнение имеет три различных вещественных корня

(Pii PZ' Рз)> в силу (Б,2) и (Б,3) они связаны соотношениями

Соответствующим линейным преобразованием величин g^, g2$, #33 (или, что эквива-
лентно, координат χ1, χ2, χ3) матрица Я£ приводится в этом случае к диагональному
виду, и мы получаем указанное уже в § 3 решение (3,1)

— ds2= —dt*-lrt
2pi dx*-\-t2p2 dy*-{-t2p3 dz*. (Б,6)

б) Характеристическое уравнение имеет одно вещественное (р3) и два комплекс-
ных (ρι,ΐ=ρ'άζίρ") корня; числа plt р2, Рз по-прежнему удовлетворяют соотношениям

(Б,5), причем либо р$<^ ^-, либо р3 > 1. После приведения матрицы Я§ к диагональ-
О

ному виду, для придания метрике вещественной формы, вводим новые координаты
согласно xl,2=x^iy и находим решение в виде

— ds*= — dfi-l t2p' соь f 2p" In —

-±-2t2v'sin С2р" In -^λ dx dy (Б,7)

(α — постоянная). Однако определитель метрического тензора g=g00 \ga^\ = t2 не
удовлетворяет необходимому условию g<0, так что метрика (Б,7) не может отвечать
физическому пространству-времени.

в) Два из корней характеристического уравнения совпадают (р2=рз) *)> П Р И

этом пара чисел р{, р 2 может иметь значения 1,0 или — 1/3, 2/3.
Как известно из общей теории линейных дифференциальных уравнений, в этом

случае матрица λ^ может быть приведена к виду

Pi О О
0 р2 0
0 λ ρ2.

Если λ = 0 , мы возвращаемся к решению (Б,6). Если же ХфО, то решение уравнений
(Б ,4) (с учетом условий симметрии ^23=^32) приводит к метрике

— ds2= —dt2-rt
2pi dx*-[-2t2Vi dy dz± t2p* In — dz*. (Б,8)

II в этом случае определитель g=t2 не удовлетворяет условию g < 0 .
Таким образом, (Б,6) является единственным решением, в котором метрика зави-

сит только от времени. Если же одной переменной, от которой зависит метрика, яв-
ляется пространственная координата (х), то оказываются возможными решения всех
трех типов. Переход к этому случаю совершается путем соответствующего изменения
знаков в полученных решениях:

— d s 2 = — x2pidtz + dxt + x211* dy*-\-x2ps dz*, (Б,9>

с21'' cos ( 2р"\п^~^) (άψ — ά·ιγ)-Γ2χ2ρ' sin ( 2p" In —
V α J \ а

+ p°-dldr\± x2p"-\nX-

Все эти метрики удовлетворяют условию g < 0 . Значение а;=0 является особой точкой
этих решений, за исключением случая (р1г р2, р 3 ) = ( 0 , 0,1) в метрике (Б,9) (приводя-
щейся при этом к галилеевой) и случая (рх, р 2)=(1,0) в метрике (Б,И), в котором осо-
бенность оказывается фиктивной.

Возвращаясь снова к решению (Б,6), укажем, что оно может быть преобразован»
также и к виду

*) Совпадение всех трех корней исключается условиями (Б,2), (Б,3).

6*
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где числа st, s2, *з связаны соотношениями

λ есть произвольная постоянная, которая (если она отлична от нуля) может быть
устранена соответствующим изменением масштаба координат. После этого преобразо-
вание метрики (Б, 12) к виду (Б,6) осуществляется подстановкой

причем числа р\, р2> Рз связаны с числами slt s2> s3 посредством

t(порядок следования чисел pj, р2> Рз по их величине здесь нигде не предопределяется).
Если же в (Б,12) положить λ=0, то мы получим решение

— ds^ = 2dr\dl + r\2si ах^-\-ц2^ау^. . (Б,16)

•Эта метрика преобразуется к синхронному виду преобразованием

t zt

εζ/2 ' Y'l

2
f

но оказывается при этом зависимой уже не только от t, но и от одной из пространствен-
ных координат.

Таким образом, форма (Б,12) оказывается более широкой, чем (Б,6); она содер-
жит в себе в качестве частного случая метрику (Б,17), не содержащуюся в (Б,6). Более
общие аспекты этого обстоятельства рассмотрены в приложении Е.

В. ТРЕХМЕРНЫЙ ТЕНЗОР РИЧЧИ Ра&

Приведем здесь общие выражения для компонент трехмерного тензора Риччи Ραβ,
вычисленных по метрике вида

где как векторы 1, т , п, так и скаляры а, Ь, с могут быть функциями координат.
Мы пишем выражения для компонент вдоль направлений векторов 1, m, n

в соответствии с определениями (3,16) — (3,18) (в которых надо писать о, 6, с
вместо ίΡι, ίΡ2, iP 3):

Р , г = ^ - { — ( α ϊ rotal)2—^(ftmrotbm)2—-к-(cnrotcn)2_(cn rot bm)2—

— (6m rot en)2 —(bm rot el)2 —(en rot al)2 +
-(- (en rot en) (6m rot 6m) -j- (en rot al) (al rot en) 4-

1 /en rot 6m \ . 1 / i m rot en Λ 1 / 6m rot a) \ \
~ T V. Δ ) Л ~п V Δ J.I ~~~ё V. Δ J,n) '

m — a— J (alrotol)(6mrotal) + (6mrot 6m) (al rot 6m) 4-

4- (al rot en) (6m rot en) — - (en rot en) [(al rot 6m) 4-

-J-(6mrot al)]4--p- (6m rot en) (en rot al)4-

-\- у (αϊ rot en) (en rot 6m) j- 4- -ψ < -r 6m rot en Λ
Δ J.m"

1 /a l rot en Λ 1 /6m rot 6m N 1 /Olrota l^ Ί

{ ) { — ; + т ^ — s — ; Γ ( Β · 2 )
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Здесь обозначено

а буквы I, т, η в индексах после запятой обозначают дифференцирование в соответ-
ствующих направлениях согласно определению

f,i = la£r,·.. (B,3)
д

Отметим также, что в произведениях, которые мы пишем для симметрии в виде
(alrot al) (с двумя одинаковыми векторами), скаляры а, ... могут, разумеется, быть
вынесены из-под знака rot: (al, rot al) = a2(lrotl).

Остальные компоненты получаются из написанных циклической перестановкой
букв 1, m, n и a, b, с.

Г. ДАЛЬНЕЙШИЕ ЧЛЕНЫ РАЗЛОЖЕНИЯ АНИЗОТРОПНОГО РЕШЕНИЯ

Дальнейшие члены разложения по степеням t полученного в § 3 анизотропного
решения можно было бы представить в виде разложения векторов 1, т , п. Проще,
однако, искать их непосредственно как малые поправки Λαβ в метрическом тензоре

где g^ дается формулой (3,6) с постоянными (не зависимыми от времени) векторами
1, in, п.

Поправочные члены в уравнениях гравитации вычисляются с помощью выраже-
ний (И,10)—(И, 12) для изменений Ы}\. При этом следует заметить, что величины κ<0> ̂

пропорциональны l/ί и κ ' ° ^ = 2/ί. В ЬВ^а можно пренебречь вкладом от дР^ , так
как самые большие члены в нем — t—2г>з А ,̂ т. е. малы по сравнению с членами
~~ t~2%ι4 Опуская, в соответствии с обозначениями приложения И, индекс 0 у
величин нулевого приближения, получим для поправок первого приближения еле
дующие уравнения:

I (k + ̂ a'4)=T«, (Г,2)

В правых частях этих уравнений стоят компоненты тензора энергии-импульса и тен-
зора />β, вычисленные по метрике нулевого приближения (см. также замечание в кон
це этого раздела).

Поскольку уравнения содержат производные от h^ лишь по времени (но не im
координатам), можно непосредственно перейти в них к проекциям на направления 1̂
т , п. Учитывая, что отличны от нуля лишь «диагональные» компоненты

„l-2Pi vm_2P2 v»_2/>3
1 ~ Т ~ ' т ~~ ~7~ ' ™ "~ ~Т~'

получим следующие уравнения:

j h + j(Plin4-p2h^ + paiA.) = T01 (Г,4)

ДЛ ( Γ > 6 )

(не выписанные уравнения получаются из написанных циклической перестановкой
букв I, ш, η и Ρι, р2, р3).

В случае пустого пространства тензор энергии-импульса отсутствует, и в
правой стороне уравнений (Г,5) — (Г,6) остаются только Р^. С помощью формул
(В,2) находим, что члены наибольшего порядка в этом тензоре, остающиеся после
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того, как члены (3,19) обращены в нуль условием (3,20), таковы:

~ 2 р зP\ = j Ρι, η Рз, η t~2vs In* t, P £ = 1 к, n Рз,n г

П=-\ (P\,n+Pln+Pln) t~2ps In* t,

ρ1 — -2 (Рз, ι Pi, η+Ρι,η Pi, ι — Ρ2,η Ρ2, ι) f~2vs In2 t,

Pm=J (P2, η Pi, m + P3,m Pl,n — Pl.m Pl,n) *~2РЗ In2 t.

Мы не станем выписывать здесь получающиеся выражения для компонент h^. Ука-
жем лишь, что они имеют следующие порядки величин:

h\ ~ h™ ~ hi - hi ~ hi ~ г2 (1-рз) l n , t ( Г > 7 )

(компонента же him оказывается величиной относительно более высокого порядка
малости и в этом смысле входит уже в следующее приближение).

При наличии материи главной величиной в правых сторонах «диагональных»
уравнений (Г,5) является компонента тензора энергии-импульса

Тп — — FW un ~ /~(!+Рз)

содержащая наиболее высокую степень l/ί. По сравнению с ней можно пренебречь
Т\ и rj£, а также всеми р\, Р™, Р%. В «недиагональных» же уравнениях (Г,6) можно
опустить ρ" , ... по сравнению с Г? ,... В результате получим

( Г ' 8 )

8ε<0> м,(о)и'°> , Qp(o) „(0) „ω)
' " Л-Рз ьп = m п /1-Рз

P ) ( l t p 2 P ) ' ' m 3 ( 1 р ) ( 1 + Р 2 р )

(компонента же fym — ί1+ϊ)3 снова оказывается относительно более высокого порядка
малости).

Уравнение (Г,4) удовлетворяется выражениями (Г,8) тождественно. Не выпи-
санные же нами уравнения i?a = Та нужны были бы лишь при определении следующих
членов разложения энергии и скорости.

Наконец, для завершения обоснования произведенных вычислений надо сде-
лать еще следующее замечание. В уравнении (Г,3) опущены члены, возникающие из
тензора Ρ α β за счет поправок hap к метрическому тензору; надо убедиться в том, что эти
члены действительно достаточно малы. Именно, это должно быть проверено для попра-
вочных членов, возникающих из «больших» членов в Ра$, «нулевая» часть которых
обращена в нуль условием l r o t l = 0 .

Это — члены (3,19) в диагональных компонентах Pj, ... и члены

Р, . . о (1 rot 1)/>!, п , г 2( Р 1 -рз)
P l m ~ 2 (l[mn])

ρ, — ? ( i r o t l ) Pum , , ,2 (JU-Рг)

в недиагональных компонентах. Написав 1 = 1 ( 0 ) + λ , найдем, что поправкам (Г,8) в мет-
рическом тензоре соответствуют поправки следующих порядков в векторе 1:

λ, ~ г 1 - р з , Хт ~ К ~ г 1 + Р з - 2 р 1 . (Г,9)

Поэтому

lrotl ~ г'+Рз-2Р1 ( Г д 0 )

и легко проверить, что отброшенные члены действительно малы по сравнению с чле-
нами, составленными в уравнениях (Г,5), (Г,6).
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Д. УСТОЙЧИВОСТЬ АНИЗОТРОПНОГО РЕШЕНИЯ

Как уже было указано в § 3, метрика

(с постоянными числами Pi < Рг < Рз) является точным решением уравнений гравита-
ции в пустоте. Рассмотрим поведение произвольных малых возмущений гравитацион-
ного поля в этом однородном, но анизотропном пространстве. Такое исследование
делает более наглядным происхождение «потери» одной произвольной функции при
переходе к общему анизотропному решению (3,6).

Уравнения малых возмущений получаются приравниванием нулю выражений
(11,10) — (И,12) для изменений Ья\. Поскольку пространственная метрика(ДД) в каж-
дый данный момент времени является евклидовой, трехмерные ковариантные про-
изводные в этих уравнениях сводятся к обычным производным. Невозмущенный же
тензор κ^ диагоналей, причем к\ = ?·Ριβ·

Ввиду однородности пространства можно разложить произвольное малое воз-
мущение в пространственный интеграл Фурье и рассматривать отдельную компо-
ненту разложения. Тогда все й^ о^е г к г, и мы получим следующую систему обыкно-
венных дифференциальных уравнений:

= -^- {hka

*»-2Α·« 2 А«*
(Д,2)

l·2} П

λ +

= 0 , α β

(здесь и ниже суммирование по повторяющимся индексам не подразумевается).
Среди решений этих уравнений имеются такие изменения метрики hP, которые

могут быть исключены преобразованием системы отсчета. Согласно формулам (И, 13)
(И, 14) найдем, что общий вид таких «фиктивных» возмущений

(Д.З)

где Са, Со —постоянные (здесь и ниже множитель e'kr для краткости опускаем).
Общее решение уравнений (Д,2) может быть представлено в виде ряда по воз-

растающим степеням t. Первые члены этих разложений следующие:

с а A
°Ρι\Ρ2-τΡ3>

г 2 ( Р 1 + Р 2 ) Ί

J
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причем постоянные Аа, Ва, С ар (Сар φ С$а) связаны соотношениями

У Ва=

*α Ι-Βα-f- 2 J (Ρα — Ρβ) - ^ p ] + 2 / «β^βα ^ β — /OJ = υ . /д оч
β β ^ '

В (Д,4) уже опущены члены, которые можно было бы исключить преобразованием коор-
динат, соответствующим коэффициенту Со в (Д,3). Все остальные опущенные члены
разложения — те, которые заведомо не могут стать большими при t—> 0, а коэффи-
циенты в них выражаются через фигурирующие в (Д,4) постоянные. При этом крите-
рием малости возмущений являются условия

i i ^ C l , haft <С У gaagfifi- (Д>7)

Тремя произвольными постоянными Са в (Д,3) распорядимся так, чтобы, по
возможности, исключить наибольшие члены в (Д,4). Именно положим

12 — °31 — <^23— υ · (Αι°)

После этого ^ будет удовлетворять условию (Д,7), но в /г12 и hl3 остаются члены,
не удовлетворяющие этому условию при t—>0. Другими словами, эти возмущения
относительно возрастают, т. е. решение (Д,1) неустойчиво по отношению к ним. Для
устранения этой неустойчивости достаточно дополнительно положить

k3Ci2 — k2Ci3—0, (Д,9)

после чего координатное преобразование, обращающее в нуль С1 2, обратит в нуль
также и С^3. Что касается логарифмических членов в диагональных компонентах hr£,
их возрастание при t—>0 есть лишь кажущаяся неустойчивость. Эти члены соответ-
ствуют в действительности просто малому изменению показателей степеней в метрике
(Д,1): числа ^ а заменяются на. ра-{ Ва, причем в силу условий (Д,5) сохраняются преж-
ние соотношения между ними.

Произвольная постоянная в компоненте Фурье возмущения означает наличие
произвольной функции (трех пространственных координат) в самом возмущении. Нали-
чие же произвольных функций в возмущениях, не приводящих к неустойчивости основ-
ного решения, означает возможность расширения последнего. Всего в (Д,4) три неза-
висимых произвольных параметра (12 параметров Са$, Аа, Ва связаны 9 условиями
(Д,5) — (Д,9)). Они соответствуют трем произвольным функциям в анизотропном реше-
нии (3,6).

Мы видим, что для обеспечения устойчивости метрики (Д,1) приходится нало-
жить на произвольное возмущение одно дополнительное условие (Д,9). Это условие
как раз соответствует дополнительному условию 1 rot 1=0 (3,20), повлекшему за собой
«потерю» одной произвольной функции в анизотропном решении.

Е. О ПРОИСХОЖДЕНИИ ДРУГИХ ТИПОВ ОСОБЕННОСТЕЙ

В § 2 было описано геометрическое построение, позволяющее сконструировать
синхронную систему отсчета. Это построение начинается с произвольной простран-
ственноподобной гиперповерхности, выбираемой в качестве исходной.

Если же в качестве исходной выбрать «нулевую» гиперповерхность (т. е. ги-
перповерхность, нормали к которой являются нулевыми векторами), то таким же по-
строением мы получим систему отсчета, в которой метрика имеет следующий вид
(см. " , § 7)*):

: 2 , (ЕЛ)
τ · е · £οο=£θα=0, £оз= 1 (индексы ο, δ пробегают значения 1,2, причем индексы 0, 1, 2, 3
соответствуют четырем координатам η, χ, у, ζ).

Указанное в приложении В решение (Б, 12) относится как раз к такой системе
отсчета. Сделанное в конце этого приложения замечание наводит на мысль о том, что
при формулировке полученного в § 3 анизотропного решения в синхронной системе
отсчета из него могут ускользнуть некоторые частные случаи, которые содержатся
в решении, сформулированном в форме метрики вида (Е,1). Покажем кратко, каким
образом строится это решение (в пустоте).

Ищем компоненты метрического тензора вблизи особой точки η = 0 в виде

ga3 = 42ssna, g33=r\2s3g, (E,2)

*) В книге Петрова 1Ъ эта система называется изотропной полугеодезической,
в отличие от синхронной системы, называемой просто полугеодезической.
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причем

sl + sl = sl + s2, s3 = ^ - ( l — ί ! —s 2)· (E>3)

Двумерные векторы la, ma, n o , скаляр q и числа s t, s2, s3— функции координат
χ, у, ζ. Компоненты обратного тензора

2 a m b j g a 0 = _

g°3=U g3 3

здесь la, ma — компоненты двумерных векторов, связанных с la, та соотношениями
1а1

а = тат
а = 1, 1ат

а — 0. Метрический определитель

Условимся считать, что s 2 > s i - Относительная же величина чисел s3 и siy s2

неопределенна. Будем считать сначала, что s 3 > s2 (легко видеть, что при этом 1/5 < s i <
<Ч), 0 < s2 <ζ 2/5, 2/ 5 < ·?3 < 1/г)· При оценке в этом случае различных членов в урав-
нениях гравитации существенно, что выражение

2 2°*т«тЬ) (К ,6)

содержит более высокие степени η, чем g33 ~ η 3 .
Покажем, каким образом можно удовлетворить метрикой вида (Е,2) уравнениям

гравитации в их главных членах. Этими членами являются следующие:

^ ^ 0 = ϋ ' ( Ε ' 9 )

ί / ] , ο ^ ^ λ « = 0, (Ε,ΙΟ)
•ιγ—gir

h / 1 1
= USa3, 0 — gb3v-a) У —g\,3 — -

— g

2 у —

Д§ Γ7= Κϊ33,3 / i i . o U s s . o , / ^ ) , з] + 4
2 |/ _ g

Здесь индексы, 0 и, 3 обозначают простые дифференцирования соответственно по η и ζ,
а индексы; а — ковариантное дифференцирование в двумерном пространстве с мет-
рикой gafj. Посредством κα{, и λα(, обозначены двумерные тензоры

Xab = gab,O> ^ab = Sab, 3i

Уравнения (Ε,7) и (Ε,8) удовлетворяются метрикой (Е,2) тождественно. В урав-
нениях же (Е,9) и (Ε,ΙΟ) обращаются в нуль лишь первые члены. Между тем вторые
члены потенциально являются главными — они содержат степень (Ι/η) 1"'"2 8 2"2 8 1,более
высокую, чем степень (1/η) 2 ~ 2 δ 3 , которой формально пропорциональны в первые члены.
Поэтому для выполнения этих уравнений надо наложить на метрику дополнительное
условие, запрещающее появление таких больших членов. Легко видеть, что таковым
является условие

г а > 3 т а = 0 (ЕДЗ)

(обращающее в нуль.члены —η 2 (si—%) в величинах λ()). Наконец, в уравнениях (Е,11) —
(Е,12) подстановка метрики (Е,2) с условием (Е,13) приводит к появлению членов
порядков η 3 - 1 In η и η 2 δ 8 — 1 · Из них первые тождественно сокращаются в силу соот-
ношений (Е,3) между числами «4, s2, s3. Члены же ^ - η 2 * 3 " 1 в этих уравнениях дают три
(по числу уравнений) соотношения, связывающие между собой фигурирующие в (Е,2)
функции координат х, у, ζ.
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Вместе с (Ε,13) мы имеем, следовательно, четыре соотношения между восемью
функциями (q, по две компоненты векторов 1а, та, па, одно из чисел i 1 ? s2, s3). Кроме того,
метрика (В,1)—(Е,2) допускает еще одно преобразование (содержащее одну произволь-
ную функцию координат х, у, ζ), оставляющее неизменной ее форму; при этом под-
разумевается, что допустимое преобразование должно сохранять ситуацию, в кото-
рой особенность метрики находится при η = 0 , a g33 содержит более высокую (чем в gab)
степень. Этим преобразованием можно, например, обратить в единицу коэффициент
q в g33. Таким образом, метрика (Е,1)—(Е,2) содержит всего три физически незави-
симые функции координат х, у, ζ.

Исследование случаев, когда s3

 Η θ является наибольшим из трех чисел sj, s2, s3,
приводится к произведенному выше. Пусть si<S3<4'2- Метрика (Е,1) — (Е,2) в
таком случае тоже допускает одно произвольное преобразование. Им нельзя теперь
обратить q в единицу, но можно добиться, чтобы вектор та (стоящий в виде коэффи-
циента при старшей степени η в (Е,2)) стал «перпендикулярен» вектору па, т. е.
чтобы было пат

а = 0 . Тогда выражение (Е,6) по-прежнему окажется малым по сравне-
нию с #зз и главные члены в уравнениях гравитации останутся теми же, что в (Е,7)—
(Е,12).

Полученное решение в общем случае эквивалентно анизотропному решению (3,6),
в которое оно может быть преобразовано путем перехода к синхронной системе отсчета.
При этом показатели степеней ρι, р2, р3 связаны с показателями s1? s2, s3 равенствами
(В,15), а «лишнему» условию (Е,13) соответствует дополнительное условие 1 rot 1 = 0
(3,20), которое должно было быть наложено на коэффициенты решения (3,6).

Но поиск решений в системе отсчета (Е,1) естественным образом приводит к реше-
ниям с особенностью также и такого типа, который не содержится в решении (3,6).
Этот тип возникает в специальном случае, когда в (Е,2) коэффициент <?=0, так что
решение (вблизи особенности) имеет вид

— ds^=--2df\dl^r(lalbf^
Sl-^momb^

s'i)dxadxbJr2nat
2^dxadl, (E,14)

причем si-
s

rs2=s\-\-s\. В синхронной системе отсчета это решение характеризовалось
бы показателями степени переменной t, равными (slt s2, 1) и не содержащимися в наборе
чисел (pi, p2, р3); такое представление этого решения представляется, однако, менее
естественным для исследования его свойств, чем представление в виде (Е,14) (ср.
(Б,16) и (Б,17)).

Решение типа (Е,14) содержит, по-видимому, менее трех физически произвольных
функций трех переменных х, у, ζ. Установление этого числа и выяснение ограниче-
ний, которые должны быть наложены на фигурирующие в (Е,14) величины, требует,
однако, специального исследования с учетом членов следующих (после выписанных
в (Е,7), (Е,12)) порядков в уравнениях гравитации и, возможно, следующих (после
(Е,14)) членов разложения компонент метрического тензора.

Ж. ПРИМЕРЫ ОСОБЕННОСТЕЙ В ТОЧНЫХ РЕШЕНИЯХ

Приведем несколько примеров из числа известных точных решений уравнений
гравитации в пустоте, продемонстрировав на них особенности различных типов.

1. Метрика
12 _? _А 4 6 4

— tfs2=— ζ 7 dtz + t 3 ζ 4χ*+13ζΊ dy2 + t3 dz2 . (Ж,1)

получается путем очевидных преобразований из одного из найденных Гаррисоном 1 6

точных решений (решение I-A-1 в его обозначениях).
Преобразование к синхронной системе отсчета вблизи особой точки t=0 удобно

произвести следующим итерационным способом. Заменой у — goo(xa)dt^>dt обращаем
новое — goo в единицу, но зато появляются отличные от нуля компоненты gOa вида
g O a = Z / a (χ1, χ2, χ3). Они исключаются преобразованием χ» ->•£« -f-f2~2pa Φα (χ1, χ2, χ3)
с должным образом подобранными функциями φ α ( ί 2 ρ α — временной множитель,
входящий в gaa). При этом появляется малая (~~ί2 ρα) добавка к О̂о> которая исклю-
чается следующим преобразованием, и т. д.; с переходом к членам более высокого по-
рядка вид преобразований, естественно, усложняется. В результате можно отодвинуть
отклонение от синхронности до малых величин сколь угодно высокого порядка; ком-
поненты gap получаются при этом в виде разложений по t *).

*) Точное же преобразование к синхронной системе отсчета (которое можно
произвести, например, способом, указанным в х, § 98а) связано обычно с очень громозд-
кими вычислениями.
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Таким образом, найдем, что вблизи особой точки ί = 0 метрика (?К,1) эквива-
лентна метрике, первые члены разложения которой

_ 2 4 _1_

— ds*ss>—dt2-\-t sdx2+t3z 2(dy2 + dz*), (Ж,la)

s 1 2 2 Д
т. е. мы имеем особенность типа (р4, р2, Р з ) = ( —тг> γ> ~ΐΓ ) ·

Изменив в (Ж,1) комплексным преобразованием временную переменную, полу-
чим метрику

4 4 2 6 4 it
_ d s 2 = — ζ5 dt*-\-t "'ζ ^dx^-^-fz^ dyt-^t 7 dzi. (Ж,2)

Вблизи / = О она эквивалентна метрике
4 2 6 lj> 1_2 _2^4

_ d s 2 ? & — d i 2 + i " z ~ ' d a : 2 + i ' s 2 1 i i i y 2 J i 7

z

 2 1 tfZ2, ( Ж , 2 а )

ί 2 3 6 Λт. е. мы имеем особенность типа ( =- , - = - , - = - J .

2. Метрика
4 2 2 6

_ 2 _ 0

(решение Ш-2 Гаррисона) подстановкой и = цу 3 , ξ = ;/5 (и некоторым изменением
масштаба координат) преобразуется к виду

2 2 б

— ίί2 = 2<ίη£?ζ + η~^~3ώ2_|_η5(ί,/2__4L. JL^dg, (Ж,За)

•5 г/

т. е. мы имеем решение типа (Е,14) со значениями чисел (s t, s2) = [ =-, —^- I.

3. Метрика

(решение I-В-З Гаррисона) имеет особые точки при ί = 0 и при t = x.
9-5 /2

Вблизи точки t —>- 0 подстановкой ί 2 —*• t приводим gOo
 к ВИДУ) зависи-

мому (в первом приближении) только от пространственных координат, после чего
поступаем, как в примере 1. Не выписывая вида метрики вблизи особенности,
укажем лишь, что последняя относится к типу

. / 2 - / 2 8 — 5 / 2 3 — / 2
2 3 V 9-5/2 9-5/2 9-5/2

Вблизи особенности t=x приведение метрики к стандартному виду осущест-
вляется следующей последовательностью преобразований. Заменяем t—x-+t, затем
преобразованием вида ts -* г исключаем г из g0 0. При этом появляется отличное от нуля
goi, которое исключается преобразованием вида χ-+χ~-φ(χ, ζ, t) с надлежащим обра-
зом выбранной функцией φ; дальше продолжаем, как в примере 1. В результате полу-
чим метрику с особенностью типа

/2

С помощью комплексного преобразования можно получить из (Ж,4) решение



4 3 6 Ε. Μ. ЛИФШИЦ и И. М. ХАЛАТНИКОВ

Для выяснения типа особенности, которую эта метрика имеет при г=0, будем считать,,
с целью упрощения вычислений, что z~^>y; тогда

Делаем сначала подстановку

а затем ι>6 = η, u 5 ~ 4 V 2 = g и некоторое изменение масштаба координат. Окон-
чательно получаем

2 4

y2, (Ж,5а>

т. е. особенность типа (Е,14) с (s,, s2) = ( — - , — J .

4. Решение

— d s2— — γ | γ 2 Λ 2 + Ύι da;2 + (Yisin2x4-γ2 cos2 χ) % 2 - ) -

-f 2y2 cos xdydz-\-y2dz2, YJ = ch f/i ch^ ^- , γ 2 = -^j (Ж,6>

(найденное Таубом 1 7) имеет особенность при t —> оо. Вблизи особенности подста-
_ j^

новкой е 2 —^ ί эта метрика приводится к виду

i i 2 d 2 + 2 i 2 ( d 2 j 2 cos xdydz), (Ж,6а)

т. е. особенность типа (plt p2, /)3) = (0, 0, 1). Но этот тип особенностей фиктивен,
так что никакой физической особенности метрика (Ж,6) в действительности не имеет.

И. УРАВНЕНИЯ МАЛЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ

Пусть метрика gut представляет собой некоторое решение уравнений гравитации,
на которое накладывается малое возмущение 6^;^. Вычислим величины, необходимые
при составлении уравнений для этих возмущений.

Введем обозначение &gih= ^ш Д л я возмущения ковариантных компонент метри-
ческого тензора, а невозмущенную метрику б,удем для упрощения записи формул обо-
значать просто как gik, опуская индекс (0).

Тензор й;д рассматриваем ниже как тензор в пространстве невозмущенной мет-
рики g^, так что все дальнейшие операции поднимания индексов у h^, а также все
операции ковариантного дифференцирования производятся с помощью метрики g^.
Тогда, с точностью до малых величин первого порядка, o g ' f e = — h i h . Таким образом,
мы должны произвести в уравнениях гравитации замену

gik-+gik + bik, gik^gik-hik. (ИД)

При этом изменение определителя 6g=gglhhi)i=gh, где Α Ξ Λ | , так что

g-+g(l+h). (И,2)

Поправки к символам Кристоффеля выражаются через hlk посредством

{ - * « : 1 ) · (и,з)
в чем можно убедиться непосредственной проверкой. С их помощью можно полу-
чить для возмущения тензора кривизны

Мыт=-ъ(К;т;1 + Ь1;Н;1- > W f; £~ Ч ; I; m~ h\; h; m+ hkl ' \т) . (И ' 4)

откуда для поправок к тензору Риччи получается

6i? lft-=eB{№ = y ( A | ; k ; I - r - f c j : ; 1 ; l - u i k . = I

l - A . i . J l ) . (И,5)

Из соотношения
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находим для изменения смешанных компонент Л/:

bR^g^bRu-h^Ru. (И,6)

Если невозмущенная метрика задана в синхронной системе отсчета и возмущение
не нарушает синхронности (чего можно всегда добиться надлежащим малым преобра-
зованием координат), то

йоо = °, ha = 0. (И,7)

Изменения £>R\ удобно в таком случае вычислять, производя варьирование
величин в выражениях (2,3)—(2,5), воспользовавшись при этом формулами (И,5) —(И,6)
для определения изменения б-Р .̂ Очевидно, что изменение трехмерного тензора
Риччи Р^, определяется формулами того же вида, что и для четырехмерного тен-
зора i?k, причем все тензорные операции производятся в трехмерном пространстве
с невозмущенной метрикой g ap:

ora— 2 \ a ;v n V '·<*• a ; Y n;a) " γ α " \"1>Ο)

Для изменения тензора καρ имеем

где точка означает дифференцирование по t (эта операция, разумеется, не комму-
тативна с операциями поднимания или опускания индексов).

Окончательные формулы для изменений 6i?f имеют следующий вид:

4 £*§). (и,ю)

(иД2)

При решении уравнений малых возмущений всегда надо иметь в виду, что среди
получающихся решений есть такие, которые могут быть исключены преобразованием
системы отсчета и поэтому не представляют собой реального физического изменения
метрики. Дело в том, что условия (И,7) еще не определяют выбора системы отсчета
однозначным образом. Действительно, при преобразовании Х1~*Х1-\-\Г (где l·}— малые
величины) тензор g^ получает приращение Λ;Α = ξ { ((+ξΛ 4, или, раскрывая ковариант-
ные производные:

^αβ — ξ α ; β + ξβ; α — ^αβξο-

Условия (И,7) дают систему четырех уравнений для допустимых величин ξ0, ξ α . Общее
решение этих уравнений есть

•'· * 3 Ь 1а = ^пг С ? α β Λ + / α (*ι, *«, xS). ( И >14)

Оно содержит, как и следовало, четыре произвольные (малые) функции простран-
ственных координат /°, / а (ср. примечание на стр. 240).
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