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I. ВВЕДЕНИЕ

Вопросы устойчивости состояний плазмы, которым посвящен настоя-
щий обзор, как с теоретической, так и с практической точек зрения, играют
не менее важную роль в физике плазмы, чем соответствующий вопрос
устойчивости в обычной гидродинамике, а решение их, пожалуй, более
трудно.

Одно из важнейших приложений теория устойчивости плазмы находит
в проблеме контролируемого термоядерного синтеза. Уже само создание
ж нагрев плазмы в лабораторных условиях требуют ее изоляции. Изоляция
может осуществляться лишь при помощи внешних или собственных
полей. Эти поля должны в достаточной мере уменьшить диффузионный
лоток тепла и частиц из области, занятой плазмой. Такое состояние плазмы
в известном смысле можно назвать метастабильным.

Однако необходимы весьма жесткие условия для того, чтобы мета-
стабильное состояние могло существовать достаточное время. При этом
не должны возбуждаться не только макроскопические степени свободы
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(что привело бы к уходу плазмы как целого из занимаемой области), ной
микроскопические, так как возникающие при раскачке колебаний поля
резко увеличивают диффузию частиц.

Кроме того, ряд способов нагрева обычно связан с возбуждением
отдельных степеней свободы плазмы. Например, нагрев плазмы, помещенной
в стационарное магнитное поле, электромагнитным полем, имеющим часто-
ту, близкую к циклотронной частоте ионов или электронов (так называемый
нагрев на циклотронном резонансе), увеличивает лишь энергию вращения:
частиц по ларморовским орбитам в поле, нагрев током увеличивает кине-
тическую энергию электронов и т. д. При этом также может возникать не-
устойчивость и значительная часть энергии может перейти в энергию поля
колебаний. Под воздействием поля опять-таки увеличивается диффузион-
ный поток частиц.

В настоящее время существует лишь теория ламинарных движений
плазмы. Теория устойчивости дает границы области ее применимости.
Более того, теория устойчивости является необходимой основой для созда-
ния теории турбулентности плазмы.

С теорией устойчивости непосредственно связан вопрос о диссипации
энергии в плазме за времена, значительно меньшие времени парных столк-
новений, т. е. вопрос о так называемой «бесстолкновительной» диссипации
в плазме. Знание механизмов этой диссипации, связанных с обменом
энергии между различными степенями свободы, также необходимо для
построения теории турбулентной плазмы.

В настоящей статье авторы не стремились дать детальный анализ
математического аппарата теории устойчивости; мы старались привести
основные физические результаты теории устойчивости, получая их с по-
мощью наглядных физических соображений. В тех немногих случаях, когда
формальный подход, как нам казалось, быстрее достигает цели, мы не вда-
вались в качественные рассуждения.

Выбор материала и его расположение в обзоре производились таким
образом, чтобы установить, насколько это возможно, внутренние связи
между физическими причинами различных типов неустойчивости плазмы.
Во вводной главе обсуждается постановка задачи, кратко излагаются раз-
личные подходы к вопросу об устойчивости (включая выбор приближений)·
и методы описания плазмы.

Гл. II посвящена так называемому апериодическому типу неустой-
чивости (в этих случаях отклонение от равновесия монотонно растет со-
временем). Такого типа неустойчивости характерны в основном для равно-
весных статических конфигураций плазмы, удерживаемой давлением маг-
нитного поля. Сюда входят, например, задачи об устойчивости плазмы
в поле тяжести (проблема Крускала—Шварцшильда) и близкая к ним
задача об устойчивости плазмы в «бочкообразном» магнитном поле (Лонг-
майр, Розенблют), вопросы устойчивости пинча, т. е. столба плазмы с те-
кущим по нему током и т. д. Далее рассмотрена устойчивость плазменного»
шнура при учете вращения, устойчивость плазмы, удерживаемой давле-
нием высокочастотного электромагнитного поля.

Кроме того, рассмотрены некоторые типы апериодической неустой-
чивости в разреженной плазме с немаксвелловским распределением ско-
ростей в магнитном поле.

Вторая часть гл. II посвящена обсуждению влияния диссипативных
эффектов на апериодическую неустойчивость плазмы: устойчивости пинча
с учетом конечной проводимости, устойчивости вращения реальной
плазмы.

Колебательные типы неустойчивости плазмы и условия их возникно-
вения описаны в гл. III (в этих случаях система, отклоняясь от началь-
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ного состояния, совершает колебания с нарастающей амплитудой). Здесь
изложен вопрос о так называемой «пучковой» неустойчивости разрежен-
ной плазмы и вообще о неустойчивости немаксвелловской плазмы. Выве-
дены критерии устойчивости относительно раскачки различных типов
колебаний.

Некоторые колебательные типы неустойчивости характерны для тече-
ний плазмы в магнитном поле. Рассмотрению этого вопроса в магнитоги-
дродинамическом приближении посвящен п. 10 гл. III. В заключение
коротко обсуждаются условия возникновения периодической конвекции в
неравномерно нагретой плазме, помещенной в магнитное поле, и вопрос
о неустойчивости положительного столба газового разряда в магнит-
ном поле.

Последняя, гл. IV, обзора посвящена обсуждению нелинейных
эффектов в теории неустойчивости плазмы'. Изложен так называемый
«квазилинейный» метод в применении как к задачам гидродинамики плаз-
мы (конвекция), так и к задачам о раскачке колебаний в разреженной плаз-
ме. Эти эффекты особенно важны для того, чтобы оценить влияние неустой-
чивостей на процессы переноса в плазме.

Отдельные математические выкладки из разных глав вынесены в при-
ложения.

1. Л и н е й н а я и н е л и н е й н а я т е о р и и
у с т о й ч и в о с т и

Устойчивость состояния какой-либо системы исследуется методом воз-
мущений. Если начальное возмущение стационарного состояния системы
растет со временем, то состояние неустойчиво по отношению к такому виду
возмущений.

Фактически наиболее полно исследован вопрос об устойчивости лишь
по отношению к малым возмущениям. При этом рассматриваются настоль-
ко малые отклонения от исходного стационарного состояния, что уравне-
ния, описывающие их, допускают линеаризацию, т. е. разложение по
амплитуде возмущений и отбрасывание всех членов порядка выше пер-
вого. В основном настоящий обзор посвящен именно линейной теории
устойчивости.

Ввиду линейности уравнений теории естественно применить метод раз-
ложения Фурье по времени и тем пространственным направлениям, в ко-
торых система однородна. При этом задача сводится к исследованию пове-
дения отдельной компоненты Фурье какой-нибудь физической величины.
Там, где подобный анализ приводит к недоразумениям, приходится обра-
щаться к корректному решению задачи с начальными условиями. Однако
обычно можно искать решение системы уравнений просто в виде

F(T, t) = F(r)e~iat,

где ω = <йг -\- ia>i— комплексная частота, F — отклонение какой-либо·
физической величины от стационарного значения.

Линейная теория устойчивости в принципе не отличает метастабиль-
ного состояния от стабильного, т. е. неприменима в том случае, когда одно
стационарное состояние отделено барьером от другого. Эта задача отно-
сится уже к нелинейной теории устойчивости. За исключением нескольких
частных случаев, относящихся к обычной гидродинамике, такая «докри-
тическая» нелинейная теория устойчивости отсутствует.

Больший успех был достигнут в развитии «надкритической» теории
устойчивости. В этой теории рассматривается влияние возмущений
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на средний «фон»*) и изучается развитие малых возмущений на этом фоне.
При этом используются либо энергетические соображения, либо обычные
методы теории возмущений. Физический смысл этого приближения заклю-
чается в том, что искажение среднего фона под действием возмущений
уменьшает перенос энергии к возмущениям. При какой-то конечной ампли-
туде возмущений устанавливается баланс между потоком энергии возму-
щения и потоком диссипируемой в них энергии. Отсюда определяется ста-
ционарная амплитуда возмущений (общую постановку задачи см. в г ) .

Этот метод справедлив при небольшом превышении критических усло-
вий устойчивости. Если λ — некоторый параметр (критическое значение
которого есть Xh), то движение складывается из стационарного движения
и колебаний с амплитудой, пропорциональной корню квадратному из раз-
ности λ—λ&. При этих условиях каждая мода развивается независимо
и взаимодействием мод можно пренебречь. При дальнейшем уходе от кри-
тического состояния возникает взаимодействие различных мод с обменом
энергии между ними.

Вопрос о том, при каких условиях в системе может развиться турбу-
лентность, выходит за рамки настоящего обзора.

2. К о л е б а т е л ь н а я и а п е р и о д и ч е с к а я
н е у с т о й ч и в о с т и

Физически имеет смысл различать два типа неустойчивости:
а) апериодический уход, при котором возникает монотонно на-
растающее во времени отклонение от положения равновесия, и
б) колебания с растущей во времени амплитудой.

Математически условие того, что уход является апериодическим, есть
Re ω = 0, так что все величины, характеризующие отклонение от равно-
весия, имеют вид

где сог — действительное число. Критерий такой неустойчивости удобно
формулировать в энергетических терминах. Система неустойчива,
если существуют возмущения, приводящие к уменьшению ее потенциаль-
ной энергии.

Неустойчивость называется колебательной, если Re ω Φ 0, т. е. в си-
стеме существуют нарастающие во времени осциллирующие возмущения.
Такой тип неустойчивости может быть вызван следующими причинами.

В ряде случаев в системе координат, двигающейся с некоторой ско-
ростью, может осуществляться резонанс между группой частиц плазмы
и волной возмущения. Такое явление, приводящее к развитию колеба-
тельной неустойчивости, мы назовем фазовым резонансом.

Колебательная неустойчивость может возникать также из-за конку-
ренции релаксационных процессов, таких, как, например, теплопровод-
ность и диффузия магнитного поля при конвекции.

При изучении колебательной неустойчивости возникает вопрос об ее
характере. Если малые возмущения, возникающие в некоторой конечной
области пространства, растут в этой области неограниченно при t—>oo,
то мы будем называть такую неустойчивость абсолютной. Если же парал-
лельно с ростом они выносятся из системы, то такую неустойчивость мы
назовем сносовой.

*) Термин «фон» мы используем для характеристики стационарного состояния.
В данном случае стационарным является состояние, усредненное по многим периодам
малых колебаний.
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3. М е т о д ы о п и с а н и я п л а з м ы

Йрежде чем приступить к изложению результатов, накопившихся
в обширной литературе по устойчивости плазмы, охарактеризуем вкратце
исходный математический аппарат, который применяется для описания
плазмы при решении задач об устойчивости тех или иных ее состояний.

В цйлом ряде случаев плазма, представляющая собой совокупность
электронного и ионных (в плазме может быть нескольких сортов ионов)
газов*), описывается функциями распределения / (г, v, t) для каждого сор-
та зарядов. Эти функции распределения, в принципе, могут быть найдены
из решения системы кинетических уравнений Больцмана, учитывающих,
помимо парных соударений частиц, действие электрических и магнитных
полей на частицы плазмы. Сами же поля связаны в свою очередь уравнения-
ми Максвелла с пространственными плотностями тока е \ /v dv и за-
ряда е \ / dv.

Для получения сколько-нибудь обозримых физических результатов
обычно прибегают к упрощенным математическим моделям, позволяющим
при некоторых предположениях использовать вместо уравнений Больц-
мана значительно более простые уравнения.

Так же как и в обычном газе, если рассматривать пространственные
масштабы L, значительно превышающие среднюю длину свободного про-
бега 1С ионов (электронов) до столкновения, можно пользоваться газоди-
намическим приближением.

Формально система уравнений магнитной газодинамики представляет
собой систему уравнений для низших (до третьего включительно) момен-
тов функций распределения ионов и электронов и уравнений Максвелла
для самосогласованных полей в предположении квазинейтральности плаз-
мы. Последнее предположение, справедливое для масштабов, значительно
больших дебаевского радиуса, в газодинамическом случае заведомо
выполняется.

При исследовании устойчивости в магнитной гидродинамике можно
рассматривать плазму как идеальную жидкость, т. е. выбрасывать
из исходных уравнений магнитной гидродинамики члены, связанные с дис-
сшхативными эффектами.

Это приближение имеет смысл, если интересующие нас процессы про-
текают за времена, значительно меньшие времени диффузии поля

где L -— характерный размер, а σ — проводимость плазмы, характерного
времени «диффузии скорости»

I2

где ν — кинематическая вязкость, и характерного времени диффузии тем-
пературы

*) Здесь мы сразу ограничиваемся «газовым» приближением, т. е. считаем шгазму
почти идеальным газом, что справедливо, если дебаевский радиус ионов (электронов)
значительно превышает среднее расстояние между частицами. Однако ряд результа-
тов по устойчивости, относящихся, в особенности, к магнитогидродинамическому
приближению, имеет более широкую область применения.

8 УФН, τ LXXIII, вып. 4
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где χ — коэффициент температуропроводности плазмы. Соответствующие
безразмерные параметры называются магнитным числом Рейнольдса

Re = — = 4 ι ΐ 0 Γ^2

где τ — масштаб времени, гидродинамическим числом Рейнольдса

9 τ ντ
и числом Пекле

Ρ β = = " τ " = "χτ '

Итак, для применимости приближения «идеальной» плазмы необходимо,
чтобы

Rem > 1, Reg > 1, Ре > 1-

Следует заметить, что иногда эти условия оказываются недостаточными,
так как существует целый класс явлений при R > 1, не описываемых
моделью идеальной плазмы,—явления, связанные с так называемым
парадоксом нулевой и исчезающей диссипации (см. пп. 5а и 10). Полу-
чающаяся в этом приближении система уравнений идеальной магнит-
ной гидродинамики имеет вид

(3,1)

I], 13,2)

= rot[v, HI, (3,3)

В этой системе (3,1) — уравнение непрерывности для плотности ρ; (3,2) —
уравнение Движения, описывающее изменение средней скорости ν эле-
мента плазмы под действием силы, связанной с перепадом давления р,

1 1
и пондеромоторной силы —[j, Η] —-г-[rotΗ, Η]; (3,3) —уравнение

С 4t3X

«приклеенности» силовых линий магнитного поля к идеально проводя
щей плазме и, наконец, (3,4)—уравнение состояния.

Пондеромоторную силу удобно записать в виде суммы двух членов-

Первый потенциальный член есть градиент «магнитного давления».
Второй член дает проекцию

η

где η — нормаль к силовой линии, a R — радиус кривизны последней,
т. е. второй член по форме аналогичен упругой силе, возникающей
при искривлении натянутой струны. Поэтому его называют «натяже-
нием магнитных силовых линий». Эти наглядные представления будут
часто использоваться в дальнейшем.
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Введение диссипативных эффектов усложняет систему уравнений
(3,1) —(3,4). Так, в правой части (3,2) появляется слагаемое

ηΔν + ( -ξι -f ζ ) grad div v,

обусловленное влиянием вязкости (η, ζ — коэффициенты вязкости),
а в правой части (3,3) появляется слагаемое, учитывающее электриче-
ское сопротивление плазмы:

где σ — коэффициент электропроводности плазмы, с — скорость света
в вакууме. Давление уже не подчиняется адиабатическому закону,
и вместо (3,4) нужно пользоваться двумя уравнениями: р = р(д, Т) в
д Г / ν2 , „Ν . # a l

где

κ — коэффициент теплопроводности, σ, ν, к являются скалярными
величинами лишь в том случае, если средняя длина свободного пробега
значительно меньше средних ларморовских радиусов ионов (электронов).
„ vmc
В сильном же магнитном поле ларморовские радиусы ги-^—ут
(ν — средняя тепловая скорость) могут стать малыми и наши уравнения
усложнятся за счет неизотропии коэффициентов переноса. Сильное
магнитное поле уменьшает, например, поток тепла поперек силовых
линий в —£- раз*).

Если интересующие нас характерные пространственные масштабы,
напротив, значительно меньше длины свободного пробега, можно вос-
пользоваться для описания плазмы кинетическими уравнениями Больц-
мана без интегралов столкновений, поскольку в этом предельном слу-
чае каждый ион и электрон плазмы движутся по своей траектории
под действием электрического и магнитного полей, которые зависят
в свою очередь от совокупного движения всех электронов и ионов;

с dt '

В таком виде система (3, I) практически позволяет исследовать устой-
чивость лишь в самых простейших случаях «однородного» или почти
«однородного» фона, т. е. для таких идеализированных равновесных состо-
яний, в которых невозмущенное распределение величин, описывающих

*) Следует отметить, что в отличие от устойчивости механического равновесия
учет диссипативных членов приводит не только к изменению скорости нарастания
возмущений, но и к изменению самого условия устойчивости (причину см. в п. Ь).

8*
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плазму, очень слабо зависит от пространственных координат. Практи-
чески это значит, что рассматриваются длины волн возмущений, значитель-
но меньшие характерных масштабов невозмущенного пространственного
распределения.

Система (3,1), основанная на кинетических уравнениях без учета столк-
новений, может быть существенно упрощена, если характерные про-
странственные масштабы значительно превышают средний ларморовский
радиус ионов (электронов), а временные масштабы много больше периода
ларморовского обращения. В этом случае траектория каждого заряда
в нлазме представляет собой суперпозицию медленного дрейфа поперек
силовых линий, движения вдоль них и быстрого ларморовского вращения
вокруг магнитного поля. Усреднив по быстрым вращениям, можно в этом
приближении (называемом «дрейфовым») получить 2~4 простые урав-
нения движения центра ларморовской окружности заряда

ά ΐ г, н • Д Н 1 ι с гр Hi

Здесь DU — скорость вдоль силовой линии, а второе слагаемое описывает
электрический дрейф.

Последнее же слагаемое описывает дрейф под действием силы

где — μνΗ — сила, действующая на частицу с магнитным моментом μ =

в неоднородном магнитном поле,— Μ (г0, V) е0о^ — ̂  с *• ^ * Μ —

сила инерции, Μ — масса частицы. Беличина магнитного момента μ
в дрейфовом приближении сохраняется. Уравнение движения вдоль сило-
вой линии имеет вид

' Н ) 1 с ( Е ' Н )

Μ ц 1 с
Ш dt ~ μ Я + е Я ·

В дрейфовом приближении вместо функций распределения /(ν, г, t)
можно ввести /др(оц, μ, г, t), зависящие уже от меньшего на единицу
числа независимых переменных. Кинетическое уравнение для
/др(оц, μ, г, t) имеет, очевидно, вид уравнения непрерывности в простран-
стве ν\\, μ, г:

fdT ί \л д dVx4 —П П Ш
аГ

Дрейфовое кинетическое уравнение (3,11) вместе с уравнениями
Максвелла для полей Ε, Η обладает своеобразной особенностью: в случае,
когда отсутствует зависимость от пространственной координаты вдоль
силовой линии, уравнения для моментов /ЯР совпадают по форме с маг-
нитогидродинамическими с точностью до величины γ — показателя адиа-
баты, который в дрейфовом приближении равен 2. Действительно,
p_l^^nmv\ — щ Н ~ п ? , так как μ —константа, а Я ^ п вследствие «при-
клеенности» силовых линий. Таким образом, даже в отсутствие парных
столкновений для движений поперек силовых линий формально справед-
ливы уравнения магнитной гидродинамики 5.

Различные математические модели, применяемые для описания плаз-
мы, сопоставлены на схеме (стр. 709), позволяющей проследить «родослов-
ную» тех или иных приближенных методов и их взаимосвязь.
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Тот факт, что, в конце концов, в самых противоположных предельных
случаях L > 1а и L <С 10 для описания плазмы применим сходный мате-

Система кинетических
уравнений дляионовизлектронов

Двухжидкостная гидроди-
намика (ионы, электроны)

Одножидкостная гидро -
динамика

Магнитная гид родин а ми-
на идеальной жидности

НинетитИезучета
столкновении

Кинетика на однород-
ном „фоне"

„Дреафовое"нинетиче-
ское уравнение

матический аппарат, позволяет часто судить об устойчивости или неустой-
чивости разреженной плазмы (L < 1С) просто по результатам магнито-
гидродинамического исследования (L > 1С).

II АПЕРИОДИЧЕСКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ПЛАЗМЫ

4. И д е а л ь н а я п л а з м а

4а. Э н е р г е т и ч е с к и й п р и н ц и п 6~8. Замечательным свой-
ством системы линеаризованных уравнений для малых возмущений иде-
альной плазмы в магнитогидродинамическом приближении является
их самосопряженность (это имеет место, когда в невозмущенном состоянии
плазма покоится). Из уравнений (3,1)—(3,4) следует, что малое смещение
плазмы из положения равновесия подчиняется уравнению движения

где

+ 1 [j rot [|B]] — ~ [В, rot rot [Щ] + [div pi] Vcp.

Здесь ρ — давление, ρ —плотность, В — напряженность магнитного поля,
φ — потенциал внешних сил, j—плотность тока в равновесии, а ξ —
смещение из положения равновесия. Самосопряженность уравнения (4аД)
вытекает из того, что сила зависит только от смещения | , но не от его
производных по времени.

Очевидно, что выражение

соответствует кинетической энергии, а

— потенциальной. Если искать решения в виде нормальных колебаний
ехр( — mnt), то из (4а, 1) следует, что

-co=Qgn = F{|n}. (4a,2)



710 А А ВЕДЕНОВ, Ε Π ВЕЛИХОВ, Р 3 САГДЕЕВ

Из самосопряженности (4а,1) вытекает, что ω£ — вещественная вели-
чина. Поэтому в идеальной покоящейся плазме в магнитогидродинами-
ческом приближении может существовать только апериодическая неустой-
чивость. Из-за самосопряженности (4а,2) | п можно выбрать ортонорми-
рованными и составить из них полную систему, по которой можно
разложить любое смещение, удовлетворяющее граничным условиям
на поверхности плазмы. Поэтому для любого смещения ξ = Υαηξη,

бЖ = у 2 αηω£. bW может стать отрицательным тогда и только тогда,

когда существует по крайней мере одна мнимая частота со£ < 0. Следо-
вательно, решение вопроса об устойчивости сводится к определению
знака bW при произвольных смещениях, удовлетворяющих граничным
условиям, в частности непрерывности полного давления на границе.

Последнее ограничение можно снять, если ввести обобщенный энер-
гетический принцип. Для этого, с учетом правильных граничных усло-
вий, следует записать 6W в виде суммы объемного (по плазме)
члена bWF, поверхностного члена 6PFS и члена по вакууму bW

(4а,3)
где

+ У Ρ (div If + (div | ) (IV p) - (|Vq>) div (рЦ , (4а,3а)

bWs =γ[άσ (ηξ)2 η < V (ρ + Β* 8π)>, (4а,3б)
s

(4а,3в)

В первом интеграле интегрирование идет по объему, занимаемому плаз-
мой, во втором —по поверхности раздела плазма—вакуум (п — нормаль
к поверхности, а (/) обозначает скачок величин / при переходе через
поверхность), а в третьем —по вакууму (Н —поле в вакууме). Предпо-
лагается, что силовые линии не пересекают границу плазмы. Можно
показать8, что необходимым и достаточным условием неустойчивости
является существование таких | , Η и Ε, которые удовлетворяют
на поверхности раздела только электродинамическим условиям и делают
потенциальную энергию (4а,3) отрицательной.

Самосопряженное уравнение (4а, 1) может быть выведено из вариа-
ционного принципа для

Пользуясь вариационным принципом, можно определить не только
условия устойчивости, но и инкременты; однако энергетический прин-
цип, не требующий условия нормировки -ЙГ{1, 1] = 1, значительно более
прост в употреблении.

С помощью энергетического принципа может быть легко установлен
ряд теорем сравнения. Приведем здесь следующий пример: если система II
отличается от системы I тем, что участь, занятая в системе I вакуумом,
занята в системе II плазмой нулевого давления, то из неустойчивости
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системы II следует неустойчивость системы I. Для доказательства
заметим, что bW для системы I отличается от bW для системы II тем,
что для системы I в области, занятой вакуумом, вклад в bW дает член

где Η — возмущения поля в вакууме, а в системе II

xot[l, B] |W.

Если | и Η выбраны так, что б Ж ц < 0 , то, выбирая для bWi|i = | n
и Ηΐ = Ηπ всюду вне области вакуума системы I и H ! = r o t [ | В]
в этой области, получаем, что bWi < 0. Выбор возможен, так как Hi
удовлетворяет электродинамическим условиям на поверхности раздела.

Воспользовавшись энергетическим принципом в форме (4а,3),
нетрудно показать, например, что достаточным условием устойчивости
резкой границы плазмы, внутри которой нет магнитного поля, является

неравенство - j — > 0, т. е. д л я устойчивости магнитное давление должно
возрастать всюду п р и удалении от границы плазмы.

Из энергетических соображений в общем случае следует, что наиболее
опасными я в л я ю т с я деформации, не увеличивающие энергию магнитного
поля, т. е. такие, при которых силовые линии магнитного п о л я не «растя-
гиваются» и не изгибаются.

Т а к и е деформации представляют собой «желобки» вдоль силовых
л и н и й магнитного поля, так что в них ξ ± В о .

Последнее обстоятельство приводит к тому, что энергетический прин-
цип, формально выводимый из линеаризованных уравнений гидродинами-
ческого приближения, имеет разумный смысл и д л я разреженной плазмы
в дрейфовом приближении. Действительно, д л я наиболее опасных возму-
щений ( 1 ± В 0 ) движение происходит поперек силовых линий, когда снова
применима гидродинамика, но уже с неизотропным давлением. Можно
показать, что критерий устойчивости, полученный из вариационного
принципа в дрейфовом приближении 9, несколько мягче соответствующего
магнитогидродинамического критерия.

46. У с т о й ч и в о с т ь г р а н и ц ы п л а з м ы . С точки зрения
приложений одним из наиболее интересных вопросов (например, д л я про-
блемы контролируемого синтеза) я в л я -
ется вопрос об устойчивости удержа-4

ния плазмы магнитным полем, т. е. во-
прос об устойчивости магнитной изоля- ^
ции плазмы. Нагляднее всего можно У,

·'.•·· Плазма

-Нразобрать этот вопрос на простейшем
примере, который был исследован
впервые К р у с к а л о м и Шварщпиль-
дом 1 0 . Рассмотрим слой п л а з м ы , ™ис· •*·
граничащий с вакуумом. Граница под-
д е р ж и в а е т с я в равновесии давлением магнитного п о л я Я 2 / 8 я . Н а торцах
плазма граничит с идеально проводящими пластинами, установленными
перпендикулярно к магнитному полю на расстоянии L друг от друга
{рис. I ) * 8 . П о л я внутри и с н а р у ж и плазмы п а р а л л е л ь н ы . Перпендику-
л я р н о к ним направлена сила f = Q g . Поле внутри плазмы Во,
« н а р у ж и Нй.

Е с л и граница п л а з м ы смещается по вертикали на bz, причем воз-
мущение имеет длину порядка I поперек поля и, естественно, L — вдоль,
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то давление тга наиболее отклонившемся участке границы увеличится
на вес столбика плазмы высотой δζ:

6jo = Qg6z. (46,1)

Из-за искажения магнитного поля вшникает квазиупругая сила.
Если эта сила больше изменения давления, то равновесие устойчиво.

В вакууме эта сила связана с изменением магнитного давле-
ния δ/ί2/8π = ίί 0δίί | |/4π, где &Н\\— составляющая возмущений магнит-
ного поля вдоль Но. Поле вблизи границы идеально проводящей
плазмы остается параллельным ей. Поэтому δ # ^ ~ H06z/L.
Так как движение — квазистационарное (υ/c-^O), то вне плазмы Н =
= — Vq> и Δφ = 0. Поэтому при I < L характерный размер возмущения

поля в направлении, перпендикулярном к границе, есть I.. Следова-
тельно, бЯц — 6H±-l/L и δ# 2/8π~#οΖδζ/ΖΑ Внутри плазмы поле
«вморожено» и объемная сила сводится к максвелловскому натяже-
нию 52/4iti?, где R — радиус кривизны силовой линии; так как 7? ~L 2 /6z,
то объемная квазиупругая сила равна .BjJfiz/ΖΛ Поэтому, если выпол-
нено условие

ЩР->®, (4б,2>
то равновесие устойчиво.

При любом поле существуют возмущения со столь малыми 1Г

что резкая граница плазмы неустойчива относительно них. Очевидно,
что такие возмущения размывают границу до ширины

Действительно, при смещении элемента неоднородной плазмы возникает
квазиупругая сила JB26z/L2 и архимедова сила gbq (где δρ — разность
плотностей смещенного элемента и окружающей плазмы). Но

δρ = νρ ο · 6 ζ > (4б>3>
так что условие устойчивости есть

т. е., действительно, размытая граница плазмы шириною / г р устойчива-
Если плотная плазма занимает не всю область между пластинами,

а лишь часть ее длины Lx и между ней и пластинами находится ред-
кая плазма, то в (46,4) нужно заменить ρ на «эффективную» плотность ρ* =
= QLJL. Точное необходимое и достаточное условие устойчивости имеет вид

Хотя мы исходили из гидродинамической картины, результаты
качественно сохраняются и для редкой плазмы.

Легко видеть, что в отсутствие стабилизирующей силы, связанной
с закрепленными концами, т. е. при L—^-co, неустойчивость, описан-
ная выше гидродинамически, будет развиваться с инкрементом со4 —

Y"gjl*), так как при этом изменение давления (46,1) приведет-

*) Л. А. Арцимович обратил наше внимание на то обстоятельство, что из-за
конечной проводимости материала торцов, и в особенности редкой вторичной плазмы,
через которую осуществляется контакт с торцами, система останется неустойчивой
'(но инкременты уменьшатся).
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к ускорению

α>;δζ~δζ = ^ = 4 δ*. (4б,5а)

Всякая перпендикулярная к магнитному полю сила, действие кото-
рой не зависит от знака заряда, вызовет вышеописанную неустойчи-
вость; при этом проводящие торцы, так же как и в случае гравитаци-
онного поля, оказывают стабилизирующее влияние.

Такой силой может быть, во-первых, центробежная сила, связанная
с движением частиц вдоль искривленной силовой линии; при этом сле-

дует заменить в (46,4) g на R -^ , где R — радиус кривизны силовой

линии. Во-вторых, эта сила может быть связана с дрейфом в неоднородном
магнитном поле (см. п. 3).

При этом g - ^ - η ΐ γ · Складывая оба эти эффекта, получаем.

£ £3!±^ (46,6)
Отсюда видно, что выпуклая граница плазмы неустойчива11. Если же
на торцах системы находятся проводящие пластины, то для стабилиза-
ции необходимо, как это видно из (46,5) и (46,6), чтобы было

где L — усредненное, с учетом изменения плотности плазмы вдоль сило-
вой линии, расстояние между пластинами, R — радиус кривизны сило-
вой линии, a Zrp — толщина размытой границы.

Если плазменный цилиндр находится в скрещенных электрическом
и магнитном полях и, следовательно, вращается со скоростью v = cE/H,
то к неустойчивости может привести центробежная сила. В этом случае

где г —радиус границы плазмы. По поводу этой неустойчивости
см. пп. 4д, 5а и 10в, а по поводу физических причин, приводящих
к возникновению вращения плазмы, — п. 13. Из (46,8) следует, что

<4 б '9>

Если плазма граничит с неоднородным магнитным полем в вакууме,
то, как мы уже упоминали в предыдущем параграфе, ее устойчивость
зависит от того, падает или нарастает магнитное поле в вакууме при
удалении от плазмы.

Если на границе является некоторое возмущение в виде «языка»,
пролезающего между силовыми линиями поля, то для изучения его
дальнейшей судьбы можно применить уже известные рассуждения.
Давление на*кончике языка при его медленном движении равно давле-
нию плазмы, т. е. равно Щ/8л, где # г р — напряженность магнитного
поля на границе. Окружающее же давление поля есть # 2/8π, где
Η — напряженность магнитного поля на расстоянии δζ от границы, т. е.

« = Я2(6г)—Я2(0) _ Ягр Ш ^

и из (46,5а)

(46,10)
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Для постоянного магнитного поля этот вывод лишь повторяет "вывод
критерия (46,6), но на макроскопическом языке магнитной гидродина-
мики. Однако он сохраняет смысл и для высокочастотных полей (см.
п. 4ж). Критерий устойчивости с учетом закрепленных концов силовых
линий легко получить по аналогии с (46,7).

Кроме сил, не связанных со знаком заряда, может вызвать неустой-
чивость в плазме и электрическое поле.

Рассмотрим, например, плазму вблизи проводящей границы. Если
в вакууме имеется электрическое поле Е, а на границе — поверхностный
заряд

Ε

то на смещенный участок действует сила

Поэтому

ω? JL·^ ,
У iitQld

где d— расстояние от плазмы до проводящей плоскости.
Однако вопрос об устойчивости границы не исчерпывается гидро-

динамической теорией устойчивости. Токи, текущие по границе, и рез-
кие градиенты приводят к сильному отклонению от равновесия. Поэто-
му мы вернемся еще к данному вопросу, изучая микроскопические
неустойчивости плазмы.

В заключение этого раздела укажем, что если плазма движется
ускоренно, то аналогом «g» является ускорение границы «а». Инкремент
нарастания возмущений в этом случае есть rot — Υ а/1. Такого типа
неустойчивости наблюдаются в экспериментах по сжатию плазмы акси-
альным магнитным полем («θ-пинч»).

Мы ограничились изучением плотной плазмы, в которой диэлектри-

ческая постоянная ε = 1 + •" р а > 1 (Ν — плотность частиц, а М — мас-

•са иона в плазме). Поэтому во всех формулах неявно предполагалось,

что —п2— > 1 , и в выражении для ε пренебрегалосъ единицей. Поверх-

ностный заряд σ, возникающий под действием различного дрейфа частиц

в силовом поле на искривленной поверхности, вызывает в плазме

электрическое поле Е' ~ . Следовательно, при ε — 1 электрическое
ε

поле Ε', а вместе с ним и скорость роста неустойчивости значительно
уменьшаются: ω, ~ ω, • / i n N M c 2

4в. К о н в е к т и в н а я н е у с т о й ч и в о с т ь . В отличие от преды-
дущего случая, в котором рассматривалась граница плазмы, обратимся
к вопросу об устойчивости внутренней части плазмы с замкнутыми
силовыми линиями.

Ограничимся для наглядности аксиально-симметричной конфигура-
цией плазмы. Пусть поле в плазме имеет только азимутальную состав-
ляющую Во, т. е. по плазме течет вдоль оси ток, причем плотность
тока, напряженность магнитного поля, давление и плотность плазмы
зависят только от расстояния до некоторой оси.
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Из-за натяжения изогнутых силовых линий магнитного поля каж-
дая силовая трубка (рис. 2) стремится сократиться к оси. Этому про-
тиводействует градиент магнитного и газового давлений. В стационар-
ном состоянии обе эти силы уравновешены. Если при малом радиаль-
ном смещении трубки к оси натяжение в трубке воз-
растает быстрее, чем градиент давления, то очевидно,
равновесие неустойчиво, и наоборот.

Для исследования устойчивости плазмы вычислим
полную силу, действующую на смещенную трубку. Для
этого рассмотрим тонкую силовую трубку на расстоянии
г0 от оси. Градиент полного давления уравновешивается
натяжением магнитных силовых линий трубки (см. п. 3):

(4в,1)
Рис. 2.

Найдем силы, действующие на трубку при смещении ее
на расстояние or. При таком смещении изменение поля в трубке Вт
из-за сохранения полного магнитного потока через ее сечение ST равно

ЬВТ

ВТ ~ ST ~ VT

 + гт ' ^ в ' ^

где VT — объем трубки. Но при адиабатическом движении 6VT/VT =
= —δρ/yp. Поэтому

^ = _ L * £ + £ . (4в,3)
Вт У Р Г к ' '

С другой стороны, полное давление в трубке должно равняться внеш-
нему давлению в точке г -f or:

рт + Вт/8я = ро(г + бг) + В1 (г + бг)/8я. (4в,4)

Левая и правая части (4в,4) равны соответственно

Ро(г) + Щ ('У8* + δΡ + В0ЬВт/4я

Поэтому

= (р'0 + В0В'0/4я)6г. (4в,5)

Подставляя 6ВТ из (4в,3), получаем:

6ВТ_ 1 Р'+В0(В'0~-В0/г)/Ы, Ъг
Во ~ ур0 1+В%/Ы О г + Т

Изменение натяжения в магнитной трубке есть
г.2

4л г 2лг
(4в,7)

Так как градиент полного давления в точке r-j-dr уравновешивает
натяжение тех трубок, которые находятся в этом месте, то изменение
полного градиента при смещении есть

BS(r+6r) Bl(r) _В0В^ Щ
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Полная сила, действующая на трубку, равна

6F = 6^—ьр-=*£2-(¥£-±??бА. (4в,9)
4Я7· Ыг 2пг V Во Во J ν > /

Из (4в,6) и (4в,9) найдем:

ftp_ Bl f 1 pi
6 / ί - — 2 H M F

Если bF/br > 0, то трубка ускоряется и равновесие неустойчиво.
Поэтому условие устойчивости относительно перестановки силовых
трубок имеет вид

bF/br < 0. (4в,11)

Из (4в,1) следует, что

так что плазма устойчива, если

ВЦ2ягуРе

^ г Во

или, в другой форме,

В несжимаемой жидкости (у —> ос) для устойчивости необходимо·
и достаточно, чтобы поле росло не быстрее, чем расстояние от оси.

( В2 1 \
когда -5— = -о- > 1 ) нужно,

чтобы поле падало от оси быстрее, чем i/r. Последнее условие совпа-
дает с условием, полученным в работе 1 2 . Действительно, введем

величину 11= — \ dl/B0= — g - . Тогда, как легко видеть, (4в,12) при-

нимает вид

ЧиЧр<УР

{Щ. (4в,13)

Это условие справедливоХ1> 1 2 при любой форме замкнутых силовых
линий.

Если β > 2/з7, то наиболее опасны не обладающие аксиальной сим-
метрией возмущения равновесной конфигурации—«змейки». Условие
устойчивости для них имеет вид

Условие же (4в,12) имеет вид

Отсюда, действительно, вытекает, что при β > 2/3γ устойчивость
определяется условием (4в,14).

4г. У с т о й ч и в о с т ь ц и л и н д р и ч е с к о г о п и н ч а .
Устойчивость плазмы при пинч-эффекте являлась предметом многочислен-
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ных исследований. Самые первые фотографии плазменного шнура, сжатого
протекающим по нему собственным токомг показали, что он неустойчив
относительно деформаций типа перетяжек («шеек») и изгибов («змеек»).

Теоретически неустойчивость пинча с продольным током, текущим по
поверхности, очевидна по той причине, что всюду от границы плазмы
наружу магнитное поле спадает.

Для стабилизации такого пинча почти одновременно разными авто-
рами 13~15 было предложено использовать сильное магнитное поле,
направленное вдоль оси пинча. Действительно, тогда при деформациях
пинча затрачивается работа на увеличение энергии этого магнитного поля,
что и вызывает стабилизирующий эффект. Этот эффект резче всего прояв-

В

Рис. 3. Неустойчивости пинча типа «змеек».

ляется для возмущений с большим волновым вектором вдоль оси пинча.
Напротив, в длинноволновых возмущениях изменения продольного маг-
нитного поля малы, и относительно возмущений с длиной волны, значитель-
но большей радиуса пинча, неустойчивость остается. Условие устойчи-
вости пинча относительно «змеек» и «шеек» можно получить наглядно сле-
дующим образом.

Рассмотрим сначала змейкообразные возмущения пинча (рис. 3).
Предположим, что внутри пинча радиуса а имеется вмороженное осевое
поле В, а снаружи — азимутально еполе Η тока, текущего по его поверх-
ности. Если пинч изгибается (длина изгиба —λ), то силовые линии ази-
мутального поля сгущаются с внутренней стороны и разрежаются сна-
ружи. Поэтому на внутреннюю часть пинча (обращенную в сторону центра
кривизны) действует большее магнитное давление. С другой стороны,
из-за искривления силовых линий вмороженного поля возникает сила,
действующая в обратном направлении (квазиупругая сила).

Силу, действующую со стороны азимутального поля на единицу длины
пинча, можно подсчитать следующим образом. Выделим вокруг пинча
цилиндрический объем радиуса ~ λ , срезанный плоскостями, проходящими
через целтр кривизны. Так как силовые линии азимутального поля лежат
в этих плоскостях, то полная сила, действующая в направлении смещения,
складывается из соответствующей составляющей магнитного давления
на торцах

2 S £
(где угол наклона α = λ/ZR, a R — радиус кривизны) и давления
на боковые поверхности, которым лджно пренебречь. На расстоянии
-—' λ возмущение поля исчезает.
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Поэтому действующая на единицу длины шнура сила, вызванная
возмущением поля при искривлении:

λ
Г7"2 1

4i? a '
а

где Н0 — И(а)—поле на поверхности пинча.
Объемная же квазиупругая сила

~ 4 π ϊ Γ π α 2 = = ~"4ΐΓα 2 '

так что полная сила равна

Отсюда возникает известное условие устойчивости

Так как из условия равновесия

8я

следует, что JB2 < Η2, то ясно, что пинч нельзя стабилизовать сильным
внутренним продольным полем относительно длинноволновых возму-
щений.

Если внутри и вне шнура с аксиальным током имеется продольное
магнитное поле, то полное поле оказывается винтовым. В таком поле
шнур, искривившись по винтовой силовой линии, сможет пролезть меж-
ду силовыми линиями поля, не искривляя их. Такая неустойчивость
будет иметь место, если возмущение поверхности шнура будет винтовым
и если шаг этого винта λ будет совпадать с шагом силовой линии

тт

на поверхности пинча 2па ~- или будет больше него. Следовательно, пинч

будет устойчив относительно винтовых возмущений с длиной волны

λ < 2ηα ~ϊ- .

Если длина волны возмущения ограничена сверху размерами системы
(например, длиной тороидального пинча 2л/?)/ то неустойчивость возни-
кает при токе, большем критического тока

τ ~г—Н

называемого иногда током Шафранова —Крускала.
Таким образом, в обоих случаях существует максимальная длина

волны возмущения, еще стабилизируемого магнитным полем.
Условие устойчивости относительно «шеек» (рис. 4) можно найти

следующим образом. Пусть радиус шнура изменился на δα. Тогда из-за
сохранения потока поле внутри шнура меняется на

•= -в
а

G другой стороны, азимутальное поле Η вне шнура
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где /—-полный ток; поэтому δ # = —Ηφ— . Полное изменение разности

магнитных давлений изнутри и снаружи пинча равно, следовательно,

. Д2 2бд ЮЬа
°Рт— 4л a + 4 i t ι '

так что условие устойчивости имеет вид

В2>

Итак, достаточно сильное продольное поле подавляет «шейки», но не
может стабилизовать пинч относительно длинноволновых «змеек».

Однако длинные волны можно стабилизовать, окружив плазменный
шнур проводящей коаксиальной оболочкой. При смещениях шнура
в оболочке должны наводиться индукционные токи,
взаимодействие с которыми стремится вернуть шнур
в исходное положение. Сочетание обоих этих способов
стабилизации нашло применение в ряде известных
экспериментальных установок для создания высокотем-
пературной плазмы («Зета», «Колумбус», «Альфа»,
«Токомак» и др.).

Если отказаться от идеализированной картины «по-
верхностного тока», то критерии устойчивости будут су-
щественно зависеть от профиля распределения тока
(а следовательно, и магнитного поля, давления плазмы
и т. д.) по сечению пинча.

В п. 4в было получено условие, которому должен
удовлетворять профиль распределения этих величин,
чтобы пинч был устойчивым (в отсутствие продоль-
ного поля!). Физически, однако, такой профиль
реализовать невозможно, так как он содержит особенность плотности
тока на оси.

Идеализированная картина разделенных продольных и азимутальных
полей в быстром разряде более или менее соответствует действительности
в течение лишь небольшого промежутка времени. Затем из-за конечной
проводимости плазмы поля «перемешиваются» и возникает винтовое поле
в разряде. В установках же, рассчитанных на длительное удержание плаз-
мы, как мы уже видели, для устойчивости удержания необходимо
использовать винтовое поле («Стелларатор», «Токомак»). Таким образом,
необходимо исследовать устойчивость равновесия плазмы в винтовом ноле.

В винтовом поле невозможна обычная перестановочная неустойчи-
вость, так как из-за того, что шаг силовой линии на каждой магнитной
поверхности различен, трубки «перепутываются» при радиальном смеще-
нии и возникает квазиупругая сила. Однако в каждом данном слое трубка
может передвигаться, если смещение ее однородно вдоль силовых линий.
По мере ухода от своего слоя квазиупругая сила растет, поэтому возмож-
но появление поверхностной неустойчивости, локализованной вблизи
некоторой магнитной поверхности.

Для того чтобы возмущение не искривляло силовой линии, волновой
вектор его должен быть к ней всюду перпендикулярен. Если искать воз-
мущение в виде е г т ф + Λζ, το это условие имеет вид

Рис. 4. Неустой-
чивости пинча

типа «шеек».

m
г

где В — невозмущенное винтовое поле.
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Предположим, что это условие выполняется для данных т, к при
некотором радиусе г0. Если масштаб возмущения λ — -г- < г0, то урав-
нения движения можно разложить вблизи г0, определяемого из условия
(4г,1), по %/г0. Найдем уеловия, при которых возможны медленные сме-
щения трубок, т. е. границу устойчивости. Условие равновесия трубки
имеет вид

(4г,2)

условие на В: div В = 0.
Линеаризуя эти уравнения, получим:

ф + {Β'ψ + В9/г) Ьг - ^ ф1 = 0,
\ (4г,3)

1 d

где Ь и. Фх — возмущения поля и полного давления.

Введем переменную х = 1 и разложим (4г,1) по λ/Γ0: кВ = оа;,

где
S = r o(kB)\ (4г,4)

Из системы (4г,3) получаем для Ъг следующее дифференциальное
уравнение:

Ь"т-\-{ — /с2 -{-%2jxi} br = 0, (4г,5)
где

κ2 = 2βφ(Β^ + Βφ(Γ0) WrjS* = —***,£** .

a μ = Bq/rBz — кручение (т. е. величина, обратная радиусу кручения)
силовой линии. Вообще говоря, (4г,5) неверно вблизи ж = 0, и для пра-
вильного описания этой области необходимо либо учесть инерцию, либо
учесть диссипативные процессы. Однако формальное решение уравне-
ния (4г,5) есть

где ν = |/"κ2 — 1/i. При ν2 > 0 функция имеет, как известно, бесконечно
много нулей вблизи ж = 0. Поэтому решения, затухающие на бесконеч-
ности, можно сшить с любым решением вблизи ж = 0.

При va < 0 этого сделать нельзя. Поэтому критическое значение κ2

есть 1/4. Точный учет инерции подтверждает этот результат.
Итак, условие неустойчивости плазмы в винтовом поле имеет вид

у2 ̂  ι / т е

Это условие впервые было найдено в работе16. В общем случае из (4г,6)
следует, что чем больше относительное изменение кручения силовых
линий μ'/μ Β радиальном направлении, тем больший градиент давления
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может устойчиво удерживаться магнитным полем. Необходимое и доста-
точное условие устойчивости можно получить из энергетического прин-
ципа (см. п. 4а):

если шнур устойчив для т= 1, — оо < & < оо и для к —> 0, т = 0,
то он устойчив при всех тик.

Однако и с помощью этой теоремы исследование устойчивости
шнура относительно нелокальных возмущений довольно сложно. Резуль-
таты получены лишь для некоторых частных типов распределения
полей 5 0.

4д. У с т о й ч и в о с т ь в р а щ а ю щ е й с я н е о д н о р о д н о й п л а з -
мы в м а г н и т н о м поле. В целом ряде устройств типа «Гомополяра»,

Рис. 5. Ловушка с вращаю-
щейся плазмой.

Рис. 6. Гомополяр.

плазменных магнитных конденсаторов или ловушек, в которых враще-
ние плазмы улучшает удержание, мы имеем дело с неоднородной плаз-
мой, вращающейся в осевом магнитном поле (рис. 5).

В системах типа «Гомополяра» на торцах плазма граничит с изолято-
рами (рис. 6). Поэтому, вообще говоря, возможно развитие «перестановоч-
ной» неустойчивости. Плазма может двигаться поперек поля,
не возмущая его. Однако такой тип неустойчивости осущест-
вляется только в довольно специфических условиях. По-
скольку эта неустойчивость не является уже апериодиче-
ской, мы рассмотрим ее подробнее в гл. IV. Как будет
следовать из гл. IV, если плотность плазмы не падает
при смещении от оси, то вращение неустойчиво только в том
случае, когда внутри течения существует слой, в котором
ротор скорости экстремален. Если такого слоя нет, то опас-
ны лишь возмущения с аксиальной симметрией.

Итак, получим условие устойчивости движения по от-
ношению к возмущениям, искривляющим магнитные сило-
вые линии.

Рассмотрим магнитную силовую трубку, концы кото-
рой закреплены на расстоянии 2L, а средняя часть сдвигает-
ся на Ьг от положения равновесия (рис. 7). Каждая трубка вращается с
угловой скоростью Ω (г). Ясно, что при достаточно медленном смещении
трубки угловая скорость ее сохраняется в сколь угодно слабом поле Б,
так как иначе трубка «намоталась» бы при вращении и магнитное поле
усилилось бы на произвольно большую величину (рис. 8). Как и ранее,
ограничимся случаем малых β. Силы, действующие на трубку в радиаль-
ном направлении, складываются из:

а) натяжения магнитных силовых линий в трубке:

Рис. 7.

В2

в2
бг,

знак минус означает, что эта сила — возвращающая;
9 УФН, т. L XXIII, вып. 4]
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б) центробежной силы, связанной с вращением трубки:

r) = Ω2ρτ + Ω 2

Θ6Γ, (4д,2)

изменением плотности в трубке при малом β можно пренебречь;
в) градиента полного давления в точке г -\- Ьг

V ( Ρ + Ί Γ ) = ^ Q l r + e r = Ω2ρΓ + Ω2ρ'rbr + (Ω*)' Qr or + Ω2ρδτ-. (4д,3)

Из~(4д,2)— (4д,3) получаем

так что условие устойчивости имеет вид
В2 .

>

Отличие от аналогичной задачи об устойчивости в отсутствие поля
заключается в том, что без поля сохраняется момент количества дви-

жения элемента жидкости1, а в поле —угловая
скорость. Последняя сохраняется при сколь угодно
слабом поле, пока не начнут сказываться диссипа-
тивные процессы, т. е. «отклеивание» плазмы от
силовых линий магнитного поля. Для несжимаемой
жидкости, подробнее см. 1 7 .

Если через вращающуюся плазму течет ази-
мутальный ток, то центробежный эффект наклады-
вается на магнитную конвективную неустойчи-
вость.

Рис. 8. В невязкой жидкости сохраняется момент ко-
личества движения тороидальной магнитной сило-

вой трубки при ее радиальном однородном движении (расширении или
сжатии), т. е- Μ = ρΩ^ = const.

Из (4в,5) следует, что изменение магнитного поля в трубке опре-
деляется как

6В__ 1 р'+В(В' — Б/г)1Ы . бт-
В ~~ур 1+В2/Ыур + г '

а изменение давления—

С другой стороны, при адиабатическом движении трубки
δρ 1 δρ

Поэтому полная сила, действующая на смещенную трубку ζ равная
сумме изменения центробежной силы, натяжения магнитных силовых
линий и градиента полного давления, есть

bF = 6F q - bFm - 6V {ρ + Βη8π) =

B(B' — B/r)- I 4 2nr

Первые два члена связаны со сжимаемостью трубки, третий —с изме-
нением натяжения магнитных силовых линий в трубке, а последний —
с эффектом центробежной силы.
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Достаточное условие устойчивости есть bF/6r < 0 в каждой точке
вращающейся плазмы.

4е. ' А п е р и о д и ч е с к а я н е у с т о й ч и в о с т ь н е м а к с -
в е л л о в с к о й п л а з м ы . Любопытный тип апериодической неустой-
чивости может возникнуть в однородной плазме, помещенной в постоян-
ное магнитное поле, если плазма не находится в состоянии термодинами-
ческого равновесия, т. е. распределение частиц по скоростям отлично
от максвелловского 18~20. Эта неустойчивость развивается за времена, зна-
чительно меньшие времени парных столкновений, так что при дальнейшем
рассмотрении столкновениями частиц мы будем пренебрегать.

Рассмотрим возмущения с длинами волн λ, много большими средних
ларморовских радиусов электронов и ионов (и характерным временем изме-
нения, значительно превышающим периоды обращения частиц в магнитном
поле). При этом для расчета можно пользоваться дрейфовым приближением,
в рамках которого плазма рассматривается как совокупность квазичастиц—
«ларморовских кружков» с сохраняющимся магнитным моментом μ = г^/Н.
Распределение частиц описывается функцией / (μ, ν\\), где υ\\ — ско-
рость вдоль постоянного магнитного ноля, ε̂ _ — энергия вращения.

Неустойчивость в рассматриваемом нами случае может возникать
на волнах, распространяющихся под произвольным углом к магнитному
полю. Для простоты мы рассмотрим два предельных случая: волна, рас-
пространяющаяся строго вдоль магнитного поля (альфвеновская волна)*),
и магнитозвуковая волна, распространяющаяся почти перпендикулярно
к магнитному полю.

1. Неустойчивость алъфвеновской волны. Как известно, альфвеновские
волны можно наглядно представить как колебания «упругих нитей» —
силовых линий магнитного поля. Для выяснения условий неустойчи-
вости рассмотрим силы, возникающие при искривлении силовой линии
(рис. 9). Так как частицы «привязаны» к силовым линиям, при дви-
жении по искривленному участку
силовой линии возникает центробеж-
ная сила

Рис. 9.
стремящаяся увеличить искривление.

Поскольку, кроме того, каждая «квазичастица» обладает магнитным
моментом — με0, ориентированным против магнитного поля 80Я, то
на частицу в неоднородном магнитном поле будет действовать сила,
связанная с наличием тока намагничения }μ = с rot \ μ/άν^άμ

[j Я] г ρ *ι

Γμ = — — с — = [ r o t ^ μ/(μ, пц)е?уцф, HJ . (4е,1)

Эта сила вместе с силой «натяжения» линий магнитного поля

J ^ S ^ , Η] ( 4 е,2}
стремится вернуть силовую линию в положение равновесия.

*) В действительности при выполнении приведенного ниже критерия неустой-
чивости возмущение не носит волнового характера (формально это проявляется
в том, что ω3 становится отрицательным). Тем не менее мы будем говорить
для краткости о «неустойчивости на альфвеновской волне», имея в виду, что при
уменьшении анизотропии рассматриваемый тип возмущений непрерывно переходит
в альфеновские волны.

9*
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Если Рц^> F^-^-FB, система уходит от положения равновесия,
т. е. возникает неустойчивость. В рассматриваемом возмущении отлична
от нуля лишь компонента /сц волнового вектора. Подставляя в (4е,1) — (4е,2)
V = {0, 0, ife||}, получим следующее условие неустойчивости:

Р\\ = \ mv\\

где

Поскольку при выполнении условия (4е, 3) сила все время уводит
систему от положения равновесия, неустойчивость носит апериодиче-
ский характер ехр (γί).

Инкремент γ легко найти, приравняв сумму сил Гц — Fμ — Fg
произведению массы элемента плазмы на ускорение

• __ d cE
V~~~dt Ыо '

Поскольку из уравнений Максвелла следует, что Е — Ну/ск, ускорение

равно и = уаЯ/Ы/0. Подставляя значения сил F, получим:

2. «.Неустойчивость на магнитозвуковых волнах'», распространяю-
щихся почти перпендикулярно к магнитному полю. Границу устойчи-
вости мы получим, приравняв полную силу F, действующую на элемент
плазмы при почти поперечном возмущении (kj_ > Ц\) силе

0 . (4e,4)

Здесь ρ — поправка к поперечному давлению, равная

i dv, (4e,5)

где /х — поправка к функции распределения, а Н — поправка к магнит-
ному полю. Линеаризованное кинетическое уравнение дает для поправки
/j, являющейся в дрейфовом приближении функцией μ = ?ηϋ^/2Η и оц,
следующее выражение (на границе устойчивости ω = 0):

1 - t н ι ^ н д^ *\
!ί >° Нй ^ т vndvu > ·

Представляя /3 в (4е,2) и учитывая, что в почти поперечной волне

[Но, r o t H ] 1 = ifc1HttH,

получим из (4е, 1) границу устойчивости N

°' (4е'6)

где JO°L= \ μί//0 du—равновесное значение поперечного давления.

*) При этом мы для простоты не учитываем изменения функции распределения,
обусловленного продольным электрическим полем Это справедливо, если электроны
являются «холодными» и поэтому уничтожают продольное поле.
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Для равновесной максвелловской функции распределения, которая
заведомо является устойчивой, два последних члена в (4е,3) взаимно
уничтожаются; следовательно, для устойчивости плазмы относительна
возмущений рассмотренного типа левая часть (4е,3) должна быть поло-
жительной. В частном случае «неизотропной максвелловской» функции
распределения Τ_ι > Т\\ критерий устойчивости имеет вид

Из формул (4е,3) —(4е,7) видно, что рассмотренные в этом разделе
типы неустойчивости возникают в плазме низкого давления (т. е. при
ρ •€ Н'2/8я) лишь при достаточно большой анизотропии. Так, например,
согласно (4е,7) (Т± — Т\\)/Т\\ должно достигать значения, превышающего
Н2/8яр^. для того чтобы в плазме могла развиться апериодическая
неустойчивость. В этих условиях практически гораздо раньше должна
проявиться колебательная неустойчивость, которая будет рассмотрена
ниже, в п. 7.

4ж. У с т о й ч и в о с т ь п л а з м ы , у д е р ж и в а е м о й д а в -
л е н и е м в ы с о к о ч а с т о т н о г о э л е к т р о м а г н и т н о г о
п о л я . Специфические типы неустойчивости присущи плазменным кон-
фигурациям, образующимся при высокочастотном (в.ч.) удержании плазмы,
т. е. когда для изоляции плазмы используется давление перемен-
ного электромагнитного поля. В основе возможности такого удержания
лежит тот факт, что переменное электромагнитное поле не проникает в про-
водник (каковым, в частности, может являться и плазма для частот
ω < ω0) и тем самым создает перепад давления Н2/8я у границ проводника.

Наиболее цросто рассмотреть устойчивость относительно возмущений,
мало меняющихся за время однего колебания удерживающего в.ч. поля.
В этом случае можно провести ч усреднение по быстрым осцилляциям
в.ч. поля и ввести в рассмотрение среднее давление Н2/8я.

Картина станет еще проще, если в.ч. поле квазистационарно, т. е. то-
ками смещения можно пренебречь. Действительно, тогда магнитное поле
связано с плотностью тока так же, как и в «статическом» случае, и в обла-
сти магнитогидродинамического описания плазмы справедливы все резуль-
таты энергетического подхода (см. п. 4а). Такая система будет наиболее
устойчивой, если Д2/8п возрастает наружу от границы плазмы. В отличие
от «статического» случая с помрщью в.ч. удержания гораздо легче*),
в принципе, отыскать геометрию магнитной ловушки, обеспечивающую
устойчивость.

Для того чтобы в.ч. поле могло устойчиво удерживать плазму против
действия внешней силы (гравитационной, центробежной и т. д.), необхо-
димо, чтобы «языки» плазмы не могли проникать между силовыми линиями
поля. Чтобы избежать этого, можно «вращать» поляризацию волн, «загла-
живая» языки. При этом, однако, может возникнуть увлечение плазмы
и, следовательно, дополнительная дестабилизация.

Если в удерживающем в.ч. поле существенны ток смещения и связан-
ные с ним волновые эффекты (т. е. если длина волны удерживающего
в.ч. поля сравнима с характерным размером ловушки), может проявиться
следующий «резонансный» эффект.

Рассмотрим для простоты плоскую границу плазмы, удерживаемой
давлением электромагнитной волны (например, стоячей), которая возбуж-
дается в слое толщины /, ограниченном с одной стороны поверхностью

*) На практике же создание в. ч. магнитного поля достаточно большой ампли-
туды упирается в огромные затраты энергии на питание в. ч. устройства
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плазмы, а с другой — какой-нибудь проводящей поверхностью (рис. 10).
Пусть амплитуды Ео и Но в.ч. полей Ε ж Η в равновесии распределены
в пространстве по закону

Ε°υ

rn • ω

: jfc" Sill X,

= Н° oos x,

где

si
1
ч •у,

А

Стоячая
эм волна \

ί
-L-

» .

^ Плазма —

его дав-
плазмы,
границы

При появлении волнообразного возмущения границы плазмы
exp(ifcz)) изменяется и пространственное распределение в. ч. поля,

а тем самым и распределение
ления Я2/8я; вдоль границы
Если в местах выпуклости
плазмы давление возросло, система ус-
тойчива (стремится вернуться в исход-
ное состояние). В обратном случае
плазма'будет уходить от положения рав-
новесия (имеет место апериодическая
неустойчивость). Уравнения Максвелла
для поправок к амплитуде стоячей
волны имеют вид

X

Я1 °
ω dx

Рис. 10.

а граничные условия требуют обращения в нуль тангенциальной компо-
ненты Ε на обеих границах: при ж = 0 и при ж = ί -4- ξ, где ξ — малое
смещение границы плазмы. Первое условие дает простоЕ1\х=о = 0, авто-
рое, с точностью до величин первого порядка малости, есть

dx
= 0. (4ж,3)

Решение уравнений (4ж,2) — (4ж,3), удовлетворяющее граничным усло-
виям, имеет вид

где

sin al

α = "j/oi2/c2 — /с2.

Поправка к давлению на границе плазмы пропорциональна ЕйНг ~
if02

— —\*У—actga/. Для устойчивости необходимо, чтобы при отрицат&дь-
ных ξ, τ. е. в местах выпуклости границы плазмы, давление возрастало.
Следовательно, плазма устойчива, если

0
или 2 1

JL_5l
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Отсюда видно, что неустойчивость появляется в области длинных волн
возмущений поверхности 2я/к, сравнимых с длиной электромагнитной
стоячей волны. Если же размеры плазменного образования значительно
меньше с/со, то такой неустойчивости не будет.

Рассмотренную неустойчивость качественно можно интерпретировать
как геометрический резонанс, возникающий в случае, когда длина волны
возмущения сравнивается с длиной удерживающей электромагнитной
волны.

Здесь для простоты мы рассмотрели лишь простейший тип деформации
границы плазмы (~ехр ikz) — волны вдоль направления в.ч. магнитного
поля. Учет более общих деформаций вида exp i (kzz-{-kyy) мало меняет
критерий устойчивости, а именно, система устойчива, если

5. А п е р и о д и ч е с к а я н е у с т о й ч и в о с т ь п л а з м ы
с у ч е т о м д и с с и п а т и в н ы х п р о ц е с с о в

Диссипативные процессы — вязкость, проводимость и теплопровод-
ность — могут в принципе привести к тому, что апериодическая неустой-
чивость перейдет в колебания с нарастающей амплитудой, так как задача
уже не является самосопряженной. Однако в некоторых случаях можно
показать, что и с учетом конечной диссипации граница неустойчивости
определится условием ω \= 0, т. е. система апериодически уходит от равно-
весия. В этом случае, по аналогии с идеальной плазмой, можно ввести
вариационный критерий устойчивости и воспользоваться им для числен-
ного расчета.

В настоящем разделе мы рассмотрим задачи, в которых осуществляется
такая ситуация: вращение и магнитную конвекцию в плазме при учете
диссипативных процессов.

Апериодическая тепловая конвекция в плазме подробно рассматри-
вается в п. 13. где найдены как условия возникновения конвекции,
так и «надкритическая» конвекция.

5а. У с т о й ч и в о с т ь в р а щ е н и я п л а з м ы . В этом раз-
деле мы продолжим изучение устойчивости вращающейся плазмы по отно-
шению к аксиально-симметричным воз-
мущениям. Для простоты ограничимся
моделью несжимаемой жидкости с конеч-
ной проводимостью; в настоящее время
подробно исследован только этот случай.

Как мы видели в п. 4д, влияние маг-
нитного поля на устойчивость вращения
идеальной плазмы заключается в том,
что перестает выполняться закон сохра-
нения момента количества движения
для смещения малых частей плазмы,
а сохраняется их угловая скорость. Для
движения однородной идеально проводя-
щей плазмы, вызванного вращением
ограничивающих плазму цилиндров (уг-
ловые скорости Ωχ и Ω2, радиусы Blt R%\
R2 > i?j), изменение границы устойчивости показано на рис. 11 для слу-
чая слабого магнитного поля. С учетом магнитной квазиупругой силы

Ω,

Ω,

Рис. 11.
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условие устойчивости есть

т. е. область устойчивости несколько шире, чем указано на рис. 11.
С уменьшением проводимости область устойчивости расширяется.

Это происходит из-за того, что появляется затухание, обусловленное
джоулевым нагревом плазмы и плазма «отклеивается» от магнитных
силовых линий; это приводит к смещению границы неустойчивости
по направлению к границе Рэлея ( Ω ^ = &2Щ)-

При некоторой конечной проводимости начинает проявляться ста-
билизирующий эффект магнитного поля — джоулевы потери начинают
превышать влияние «магнитного раскручивания». Рассмотрим этот эффект

В Х*2 i l l

для плохо проводящей жидкости ^г-— ^ 4 π σ < 1 . Как известно,
в этом случае движение плазмы слабо возмущает магнитное поле. Поэтому
влияние последнего сводится к появлению тормозящей силы

с с с с2 ν ' '

Найдем условия существования (т. е. границу устойчивости) ста-
ционарного движения в плазме, поддерживаемого градиентом центро-
бежной силы.

Как мы видели (п. 4д), при быстром (по сравнению с выравнива-
нием скорости) смещении элемента плазмы на него действует разность
изменения полного градиента давления и центробежной силы

5У?= _2£?(ΩΓ2)'δΓ, (5а,3)

где Ω— угловая скорость вращения слоя, из которого начал двигаться
элемент, г — расстояние этого слоя от оси вращения, а ρ — плотность.

Время смещения можно оценить, приравнивая эту силу силе
электромагнитного торможения и силе вязкого трения.

^ ^ + ^ , (5а,4)

где λ — характерный размер возмущений, откуда

С другой стороны, за это время не должна успеть выравняться ско-
рость вращения элемента и скорость окружающей плазмы. Скорость
выравнивания определяется приближенным равенством

, η s /ι- с\

Приравнивая δίχ и δί2, найдем границу устойчивости:

- ^ У ~ ( ^ + ^ У , (5..»)
пли

ткр 20(01-*)' (Д2-Д!)4 (Д2-Д!) ( . о Я Ч у (t.

где Τ — число Тейлора.
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Для твердых цилиндров Ткр—> Т£р = 1700 при Н-+0. Обозначая

где Г —число Гартмана, мы видим, что
уКр

ι π
λ 3 2 к (5a,i

Фигурирующая во всех этих выражениях длина λ есть некий сред-
ний размер возмущения

λ «= ( i? 2 ~* -^l) ^>

а точное значение численного множителя А зависит от граничных
условий.

В сильном поле (Г > 1) граница устойчивости определится безраз-
мерным параметром

Λ = (5а,9>

На рис. 12 дана зависимость Т к р от Г· Начальный участок кривой
получен численно в работе 2 2. При Τ > Τ κ ρ вращение неустойчиво.

56. У с т о й ч и в о с т ь п и н ч а. 1. Если учесть, что продольный
ток течет в реальной плотной плазме (мы рассмотрим плотную плазму,.

170Q

Heyci

Г*·

Η

Рис. 12. Рис. 13. Рис. 14.

длина свободного пробега в которой много меньше размеров прибора), то·
необходимо принять во внимание конечную величину проводимости и
вязкости плазмы.

Рассмотрим качественно два типа явлений, на которых сказывается
конечная проводимость плазмы: а) устойчивость шнура разряда как целого,
б) внутреннюю (магнитную конвективную) устойчивость шнура.

Ясно, что и с учетом конечной проводимости остаются в силе все
прежние выводы об устойчивости шнура относительно «шеек» и «змеек»,
так как ток всегда остается внутри него. Однако если включить продоль-
ное магнитное поле, то картина существенно изменится.

Рассмотрим, например, винтовое искривление всего шнура в целом.
Если при идеальной проводимости силовые линии магнитного поля увле-
кались шнуром, то при плохой проводимости плазмы можно пренебречь
искажением внешнего поля. Поэтому на φ-ую компоненту тока "со стороны
поля действует радиальная сила. Ясно, что из двух возможных винтов один
приводит к неустойчивости — прижиманию шнура к стенке (рис. 13—14).
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В шейкообразных возмущениях основным эффектом является возни-
кновение z-го момента из-за силы jTHjc. Этот момент приводит к общему
вращению шнура. Возникает центробежная сила. Если шнур помещен
в вакуум, то она оказывает резко дестабилизирующий" эффект — «разбрыз-
гивает» шнур.

Если же шнур окружен атмосферой холодного (и плотного) газа,
то центробежный эффект, каки в центрифуге, приведет к стабилизации шну-
ра. Шнур будет находиться в некотором «динамически устойчивом» состоя-
нии, вращаясь с такой скоростью, чтобы нарастание градиента давления в
холодной «шубе» из-за центробежной силы компенсировало падение ма-
гнитного давления, а работа тока во внешнем поле — работу вязких сил.

Внутренняя устойчивость шнура связана с тем, насколько велико
затухание из-за вязкости и конечной проводимости.

Действительно, рассмотрим конвективную неустойчивость, изучен-
ную в п. 4г, с учетом вязкости и конечной проводимости плазмы. Трубка
магнитных силовых линий, движущаяся ускоренно под действием разно-
сти Между градиентом полного давления и собственным Магнитным натя-
жением,

•(см. (4в, 10)), с учетом конечной вязкости движется со скоростью

^ | Л , (56,2)

•где λ — размер трубки.
Если за это время поле в трубке и вне ее не успеет выравнятъся,

т. е.

δί < — j j — , (56,3)

то конвекция развивается. Критические условия для возникновения
магнитной конвекции получим, подставив в (56,3) δί из (56,2):

( тг> ч

ι Р ' + 1 ^ ( Д О - Д ° / Г ) ι ВЛ
у ρ l + Bl/inyp + г Во J

>Τϊ£~£. (56,4)
Точное значение критического магнитного числа Тейлора Τ 55? зависит
•от граничных условий и равно 1700 для конвекции^ между изолирую-
щими стенками в тонком цилиндрическом слое радиуса кривизны ?•
и толщины d и 657 при конвекции в слое со свободными поверхностями.

Для разреженной плазмы Г β = -щ- < 1 ) это условие дает:
_8яр'а ji Snads ρ 6 Апе2 , 2 d f~M ( ls γ .

I m - ^с-гг

 a ~ C2rv Q ~ у me* a r V m Kr%i ) '

предполагается, что плазма обладает «замагниченной» вязкостью. Эта
величина обычно очень велика, так что конвекция является сильно
«закритической»г т. е., по-видимому, развитой турбулентной.

С другой стороны, в холодной и плотной плазме (ί8 "С ?\г), типа
плазмы в плазмотронах и стабилизированных дугах, конвекция может
не возникать.
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При наличии внутри шнура продольного магнитного поля могут
появиться новые эффекты, учет которых, однако, провести в общем
виде практически невозможно. Противоположный предельный случай,
«огда продольное магнитное поле настолько велико, что можно пре-
небречь азимутальным магнитным полем и давлением плазмы (по срав-

нению с - ~ ) , допускает тем не менее простое рассмотрение 4 6. Предпо-
ложим, что в равновесии вдоль ζ приложено электрическое поле Ео,
создающее ток /0 = о0Е0, причем проводимость σ0 меняется в простран-
стве вдоль координаты χ (для простоты выберем не цилиндрическую,
а плоскую геометрию). Рассмотрим возмущения вида exp {i (куу-{-kzz)+
+ tat}, развивающиеся с такими частотами ω, что искажением магнит-

ного поля можно пренебречь.

rot Ε «» 0, r o t H ^ O (56,5)

это означает, что фазовая скорость возмущений —- должны быть зна-
п

чительно меньше характерной скорости, связанной с величиной магнит-
Н \

ЛОГО ПОЛЯ, ;-
V 4 SQ

Скорость движения вдоль χ возмущенной трубки с током будет

vx = c§L. (56,6)

Возмущение же электрического поля найдем из условия

/ = σ£ 0 + σ 0 £ ζ = 0. (56,7)

Если пренебречь теплопроводностью, то изменение проводимости σ
будет связано только с движением плазмы

σ = £-°^> (56,8)

где ξ,. — смещение токовой трубы. Комбинируя (56,6) —(56,8) и учиты-

вая, что Ε = -~Εζ ИЗ (56,5), найдем связь между скоростью у и сме-

щением ξχ

v c 6

Выбирая нужный знак —-, можно построить возмущения, экспонен-

циально нарастающие во времени evt(vx направлено в сторону смеще-
ния ζχ). Инкремент нарастания такой неустойчивости будет

у, kv Е„ dinо0 I r r . n ,
ш = ν = -=^- = с -— -~~ —j—^. (56,10)

При таком идеализированном рассмотрении всякое равновесие,
в котором проводимость σ0, а значит и температура плазмы (и плотность,
если плазма не полностью ионизована) меняются в пространстве, должно
быть неустойчиво. На самом деле учет выравнивающего действия тепло-
проводности (например, вдоль силовых линий) дал бы вместо (56,10)
следующую формулу для инкремента 4 6 :

ν — k2ν -4- г к у Е° d 1п 0» (Ы 1 \ \

ν - -ЪХ + с-кГЖ—^- · (56,11)
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В связи с рассмотренной неустойчивостью интересно отметить,
при нагревании плазмы джоупевым теплом, выделяемым протекающим
по ней током, может оказаться существенной тенденция к самопроиз-
вольному нарастанию неравномерности в пространственном распреде-
лении температуры. Это обусловлено тем, что в локальном объеме
с большой температурой проводимость σ больше, тем самым и выде-
ление джоулева тепла σ£ 2 больше среднего уровня. Таким образом,
возникает своеобразная «тепловая» неустойчивость.

Ш. КОЛЕБАТЕЛЬНАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ПЛАЗМЫ

Переходя к изучению колебательной неустойчивости плазмы, мы рас-
смотрим в п. 6 неустойчивость пучков, в п. 7 — микроскопическую не-
устойчивость «немаксвелловской» плазмы, связанную с фазовым резо-
нансом между волнами возмущения и отдельными группами частиц, в пп. 8,
9—микроскопическую неустойчивость неоднородной плазмы, связанную
с фазовым резонансом между волнами возмущений и дрейфом частиц,
в п. 10 — неустойчивость течений плазмы в магнитном поле, связанную
с фазовым резонансом между волнами возмущений и отдельными слоями
потока, и в п. 11 — «периодическую конвекцию» в плазме, т. е. неустой-
чивость тяжелой плазмы, подогреваемой снизу, при условии 4πσχ/ε2 > 1,
т. е. когда магнитное поле выравнивается медленнее, чем темпера-
тура. Возникновение неустойчивости типа альфвеновских колебаний с на-
растающей амплитудой связано в этом последнем случае с конкуренцией
двух различных процессов диффузии.

6. Н е у с т о й ч и в о с т ь п у ч к о в в п л а з м е

Из-за того, что длина свободного пробега частиц в плазме во многих
случаях может быть значительно больше размеров прибора, в ней в одном
и том же месте могут существовать группы частиц с различными средними
скоростями — пучки. Эти пучки могут вводиться в плазму искусственно
(электронные пучки в электронно-лучевых усилителях, ионные пучки
при инжекции в ловушке) или возникать в плазме под влиянием внешних
полей (например, «убегающие» электроны). В ряде случаев саму плазму
можно рассматривать как несколько взаимно проникающих электронных
и ионных пучков. В этом разделе нас будут интересовать преимущественно
почти моноэнергетические пучки (разброс скоростей частиц в пучке много
меньше средней скорости). Механизм неустойчивости размытых пучков
рассматривается в п. 6а.

Интересным общим свойством почти моноэнергетических пучков
является интенсивная потеря энергии, не объяснимая с точки зрения тео-
рии парных столкновений 2 3. По-видимому, этот экспериментальный факт
в ряде случаев хорошо согласуется с теорией неустойчивости пучков.

В нашем обзоре мы не имеем возможности остановиться на всех резуль-
татах этой теории 23~25 и поэтому ограничимся изучением однородных, бес-
конечно протяженных пучков, не рассматривая эффектов, связанных с их
конечными поперечными размерами. Кроме этого, мы рассматриваем только
квазинейтральные пучки. Как известно, почти моноэнергетические лучки
хорошо описываются гидродинамическим приближением; в этом разделе
мы будем пользоваться только им.

В п. 6а рассмотрена неустойчивость двух пучков, в п. 66 кратко
разобран вопрос о характере этой неустойчивости, в п. 6в изучена
неустойчивость двух ионных пучков в плазме с горячими электронами и,
наконец, в п. 6г_ рассмотрено влияние магнитного поля на пучковую
неустойчивость.
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6а. Н е у с т о й ч и в о с т ь д в у х п у ч к о в . Рассмотрим два
пучка частиц с зарядами ех и е2, массами т1 и т2, плотностью Νί и Ν2

с разбросом скоростей сг и с2. Первый пучок покоится, а второй движется
со скоростью V.

Уравнение, связывающее комплексную частоту ω с волновым
числом к (выводится в прило-
жении I), имеет вид

-Г = А2, (6a,

где

Рис. 15.

На рис. 15 построена левая часть (6а,1) как функция ω/Α для двух
случаев: a) c1-]rc2 <^V, б) сх + с2 > У.

Если прямая А2 пересекает F f -|- j в четырех точках, то (6а,1) имеет

четыре действительных корня и возмущения являются чисто периоди-
ческими, т. е. относительно возмущений с таким волновым числом
пучки устойчивы.

На рис. 15 прямая Ауст соответствует ненарастающим возмуще-
ниям, Аду — возмущениям, амплитуда которых со временем растет.
Прямая А̂ р отделяет область устойчивости от области неустойчивости.

Из рис. 16 следует, что если cl + c2>V, то пучки устойчивы.
К неустойчивости при ^-^c^^V приводят лишь достаточно длин-

новолновые возмущения. Для мопоэнергетических пучков из (6а, 1)
следует, что

(6а,2)
Из четырех возможных

волн две волны не нарастают.
Эти две волны аналогичны
обычным ленгмюровским ко-
лебаниям. Две другие волны
не нарастают, если они до-
статочно длинные.

Рассмотрим подробнее
механизм «электростатиче-

ской» неустойчивости (так иногда называют неустойчивость системы отно-
сительно возмущений типа продольных плазменных колебаний). В качестве
примера выберем сильно различающиеся пучки — электронный пучок,
двигающийся через покоящийся ионный газ (или, совершенно аналогич-
но, плотный пучок, двигающийся через редкий). Предположим, что в
плазме в начальный момент времени создано длинноволновое возбужде-
ние (А< (Og/V, где <в2 — плазменная частота электронов). Так как нас не
днтересуют быстрые колебания, то это начальное возмущение должно
быть квазинейтральным. Предположим, однако, что в нем имеется не-
большой избыточный отрицательный заряд. Тогда в поле этого заряда

Рис. 16.
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начнут собираться ионы. С другой стороны, движущиеся электроны в нею
тормозятся и в области отрицательного объемного заряда их плотность-
также увеличивается. Поэтому начальное квазинейтральное возмущение
нарастает. Характерное время нарастания такого возмущения можно-
найти из следующих соображений.

Из сохранения энергии движущихся электронов следует, что

VvP φ = const

(константу можно положить равной нулю). Здесь ve — возмущение скоро-
сти электронов, а φ — потенциал. Из сохранения потока электронов сле-
дует, что

п.— — •

где пе — возмущение плотности электронов. Уравнение Пуассона тогда
даст следующее выражение для возмущения плотности ионов

Отсюда следует, что для достаточно длинных волн, как мы уже видел»
выше, в области отрицательного объемного заряда увеличена как плот-
ность электронов, так и плотность ионов. Из уравнения движения ионов
в поле φ и уравнения непрерывности следует, что

dv

% _ с ί φ

~~дТ~ ~М~дх~ '

дп dv д^п дг g 52ф п

-ΈΓ = — Л7", -1Г1 » т. е. - a r » L = - i 7 — а ^ - . (6а,4)
dt г дх dt2 Μ дхг ν '

\
Из (6а,4) и (6а,3) для синусоидального в пространстве возмущения·
получим

dt2 M

Характерное время нарастания

— /с2
V2

1 С Μ Υ/2 ,η. ς,

— ( — ) . (6а,5>
W ν m JΜ

Чем ближе длина волны к «резонансной» ( /срез = ~- ) , тем быстрее
V

нарастают возмущения.
Наименьшее время нарастания — нарастание в резонансе — получаем

из (6а,1), подставляя туда к = (ajV и пренебрегая ω/ωβ по сравнению-
с единицей.

Здесь шг —мнимая часть ω (инкремент).
В слабых пучках время (6а,6) значительно меньше, чем полученное

из (6а,5). Поэтому разброс скоростей в пучке значительно уменьшает
инкремент еще до полного исчезновения неустойчивости. Можно пока-
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зать, что при ce/V "^> (m/Mfte более существенным для раскачки пучка
становится механизм, описанный в следующем параграфе.

бб. А б с о л ю т н а я и с н о с о в а я н е у с т о й ч и в о с т и
п у ч к о в . Как уже упоминалось во введении, имеет смысл различать
абсолютную и сносовую неустойчивости. Система является абсолютно
неустойчивой в том случае, если малое возмущение, возникшее в ограничен-
ной области пространства в какой-то момент, неограниченно возрастает при
t —> со в той же области. Если же возмущение переносится и возрастает,
а в исходной точке уменьшается со временем, то такая неустойчивость
называется сносовой. Таким образом, сама постановка задачи имеет
смысл только в рамках линейного приближения и только по отношению
к одному частному виду возмущений — возмущениям, отличным от
нуля в начальный момент времени лишь в ограниченной области
пространства.

Абсолютно неустойчивые системы могут употребляться только как
генераторы. Системы же, в которых существует сносовая неустойчивость,
могут использоваться в качестве усилителей.

Для ответа на вопрос нужно решить задачу с начальными условиями
для систем уравнений, описывающих малые возмущения пучка. Пучок
в покоящейся плазме и пучки, движущиеся в одном направлении, оказы-
вается, не являются абсолютно неустойчивыми.

Пучки, движущиеся в противоположных направлениях, абсолютно
неустойчивы. Физические основания этого лежат в существовании обрат-
ной связи между источником возмущения и возмущением, нарастающим
при распространении.

бв. У с т о й ч и в о с т ь и о н н ы х п у ч к о в в п л а з м е . Рассмотрим
ионно-электронную плазму, в которой имеется ионный пучок. Для про-
стоты предположим, что температура ионов много меньше электронной
температуры.

Введем следующие обозначения: ω ^ — ленгмюровская частота ионов
плазмы (первый пучок), ωρ 2 — ленгмюровская частота ионов пучка
(второй пучок), ае — ленгмюровская частота электронов, V — скорость

ионов второго пучка, к — волновое число возмущений, се = I/ — теп-

ловая скорость электронов.
Дисперсионное уравнение, полученное в приложении I, имеет вид

ρ
ω Λ

Ύ J = Βΐ.
(ω/ψ + (ω/k — νγ "Γ (ω/ψ— с2

Предполагая, что V < ce, получаем зависимость левой части от ω/k,
указанную на рис. 17. Очевидно, что корни 1, 2, 3, 4, полученные
пересечением кривых с прямой «к2», параллельной оси абсцисс, пред-
ставляют собой чисто периодические возмущения, не приводящие
к неустойчивости.

Устойчивость или неустойчивость пучков зависит от того, пересе-
кает ли эта прямая ветвь F(a>/k) при 0 < ω/k < V. Для этого достаточ-
но знать, имеет ли F(m/k) в диапазоне О — V нули. Итак, пучки не-
устойчивы, если F=0 имеет два действительных корня, и устойчивы,
если этих корней четыре. Рассмотрим частный случай V <С се. Тогда
в (6в,1) можно пренебречь ω/k по сравнению с св, и мы получаем
уравнение

ω|ι , (ok _ ml ,п 9 ,
(ω/k)2 т (ω/k— V)2 с2 ' (ΌΒ,ά)
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Это уравнение в точности эквивалентно (6а,1). Поэтому из (6а,2) получаем
условие устойчивости

и р з

С другой стороны, наше рассмотрение справедливо только при Уа < с\.
При нарушении этого условия возникает электростатическая неустой-
чивость на электронной ветви. Поэтому условие устойчивости относи-

тельно возбуждения рассмотрен-
ных возмущений имеет вид

τ/2 ω | , 2 г / ω ρ 1 Ν
 2/з -ι 3

1 > — > -т&- \1 +1 тг~ ) ( "
(6в,3)

Здесь мы рассмотрели лишь
частный тип возмущений — коле-
бания вдоль направления скорости
пучка. При учете «косых»
возмущений {к Ж V) ионные пучки
всегда неустойчивы. Однако если
в плазме имеется достаточно силь-
ное магнитное поле, направленное
вдоль скорости пучка, то критерий

(6в,3) остается в силе, т. е. достаточно быстрые ионные пучки устой-
ч'ивы. Это связано с тем, что магнитное поле «подавляет» колебания,
перпендикулярные к Н, и поэтому компонента волнового вектора &j_
выпадает из уравнений

6г. В л и я н и е м а г н и т н о г о п о л я на н е у с т о й ч и в о с т ь пуч-
ков. Наличие магнитного поля, перпендикулярното к направлению
движения пучка, может существенно изменить вывод предыдущего
раздела.

Магнитное поле влияет на движение ионов в волне в гом случае,
если λ3ϊ7-λ1, где λ —длина волны, а / λ ι — ларморовский радиус

иона, для «резонансной» длины волны λ = - ^ = 2зтУ/сор,. С другой сто-
роны, Γλι̂ -Отг/Шдг. гД е иТг — тепловая скорость, а ](йнг — гирочастота
ионов.

Поэтому поле влияет на движение ионов в возмущении только в том
случае, если

Рис 17

Ш Н 1

Последняя величина очень велика для плотной плазмы. Поэтому в ней
поле влияет на движение ионов только при возмущении очень узких
пучков.

Рассмотрим пучок в достаточно слабом поле, т. е. будем считать,
что V/UTI < V^4niVMc2/H2. В этом случае поле влияет лишь на элек-
троны. Если «резонансная» длина волны возмущений больше ларморов-
ского радиуса электронов, то это влияние существенно. При этом усло-
вие (6г,1) заменяется на

ω
ρ ι

γ
— > τ· е·

γ

ν Ι Λ Η1 ι
(6r,2)
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п обратном случае > \~пг ш ι п о л е вообще не влияет на воз-
νψ1 I * г Μ J

ыущения. Если же

( 6 3 )

то электроны «замагничены», т. е. они дрейфуют под действием электри-
ческого поля волны возмущения.

Поэтому возмущение х-ж скорости электронов (ось χ направлена,
как и всюду в этом параграфе, вдоль скорости ионного пучка) сог-
ласно п. 3

с2т дЕх ,,, / ч

° ( 6 г 4 )
Из уравнения непрерывности для электронов следует, что

дпе __ _ лг dvex _ c%mNe д2Ех

dt ~~ 1Уе дх ~ е%2 d t d x .

т. е.

дх "

Электрическое поле в продольной волне определяется выражением

ЭЕХ , , , AnmN „ дЕх , .
-—-Z = — 4лел + 4пеп == у^~ с2 -~- + 4яеи{.

дх е ι г д а ^ г

Подставив ni из приложения I и пренебрегая левой частью, получим:

4л№пс2 , «'., ω?2

—5 /f2 _ _ (ОГ,О)

Качественно это уравнение полностью соответствует уравнению (6а. 1).
Поэтому по-прежнему условие устойчивости имеет вид V > ϋχι + ^тг
и кинетический механизм неустойчивости становится более существен-
ным при

y д л я

Резонансная длина волны при этом равна

т. е. резонанс происходит на «среднегеометрической» частоте.
Формула (6г, 6) перестает быть справедливой, когда скорость пучка V,

значительно превысив тепловую скорость ионов, приближается к альфве-
ТГ

новской скорости , - ^ = • При больших скоростях, как показывает расчет,
V 4πρ

пучок неустойчив относительно косых возмущений к •%• V.
Если пучки заряженных частиц двигаются вдоль поля, то при превы-

шении относительной скорости пучка фазовых скоростей волн начинается
черенковское излучение этих волн. Кроме этого, происходит интенсивное
взаимодействие частиц пучка и волн в том случае, если частота волны,
измененная из-за Допплер-эффекта, совпадает с обертонами ларморовской
частоты вращения частиц в продольном поле. Качественно картина взаимо-
действия подробно рассмотрена в п. 7.
10 УФН, т. LXXIII, вып. 4



738 \ А ВЕДЕНОВ, Ε. Π ВЕЛИХОВ, Р. 3. САГДЕЕВ

7. М и к р о с к о п и ч е с к а я н е у с т о й ч и в о с т ь
« н е м а к е в е л л о в с к о й » п л а з м ы

В п. 4е рассматривалась апериодическая неустойчивость разреженноп
плазмы с немаксвелловским распределением частиц по скоростям. Вообще
говоря, отклонение распределения частиц от равновесного распределения
(максвелловского) может привести и к раскачке волн в плазме, т. е. к появ-
лению колебательной неустойчивости. Критерий возникновения такой
неустойчивости, т. е. условие изменения знака мнимой части сог частоты
ω = <ЙГ + £ων, можно легко получить с помощью рассмотрения баланса
обмена энергией между какой-нибудь плазменной волной, возникшей в ре-
зультате флуктуации, и частицами плазмы. При очень малых сог (оог < оог)
волна с данной ω и соответствующим волновым вектором к является почти
периодической. Ионы (электроны) плазмы, осциллируя в периодическом
поле волны, в среднем не изменяют своей энергии. Исключение составляют
те частицы из распределения по скоростям, для которых выполнено усло-
вие резонанса с волной. При отсутствии магнитного поля в невозмущеннон
плазме в резонансе находятся лишь те частицы, скорость которых близка
к фазовой скорости волны ω/k (условие резонанса: ω—kv=0). При нали-
чии постоянного внешнего магнитного поля эффективно взаимодействовать
с волной будут также и те частицы, для которых в их собственной системе
координат частота волны ω'=ω—/сцУц из-за эффекта Допплера будет
близка к циклотронной частоте (uH=eH/mc (или к одной из ее гармоник
и«в): ω—k^v\\—гесон=0, п = ± 1, + 2 , . . .

Частицы, у которых составляющая скорость вдоль магнитного поля
ϋ\\ удовлетворяет этому условию, будут непрерывно ускоряться полем
волны, подобно тому как ускоряютс.я ионы в циклотроне.

Рассмотрим конкретные условия раскачки различных волн в плазме.
1. При отсутствии постоянного магнитного поля в однородной плазме

могут распространяться либо чисто поперечные, либо чисто продольные
волны. Поперечные волны мы не будем рассматривать, поскольку их фазо-
вая скорость превышает скорость света (ε=1—ω|/ω 2 ) . Что же касается
продольных лэнгмюровских электронных колебаний, их фазовая скорость
ограничена снизу величиной порядка тепловой скорости электронов
(соответствующая минимальная длина волны порядка дебаевского радиуса)
и растет с увеличением длины волны. Рассмотрим лэнгмюровскую волну
с частотой ω (и фазовой скоростью ω/Α;); в системе координат, движущейся
относительно лабораторной со скоростью ω/Zc, профиль изменения элек-
тростатического потенциала представляет собой неподвижную синусоиду
амплитуды φ0: чередование потенциальных «ям» и «горбов» для электронов.
Те электроны из распределения по скоростям, скорость которых заметно
отличается от а/к, будут свободно двигаться в этом периодическом поле,
сохраняя в среднем свою энергию. Электроны же, скорость которых υ
отличается от ω/k на величину, меньшую ]/2есро/яг, будут отражаться
от потенциальных «горбов». Эти электроны можно разбить на две группы:
скорость одних превышает ω/k, другие — имеют меньшую, чем ω/k, ско
рость. Электроны первой группы, догоняя «горбы» потенциала, отражают-
ся назад, тем самым отдавая энергию волне; электроны второй группы «под-
хлестываются» волной, получая от нее энергию. Амплитуда волны будет
расти, если в целом энергия переходит от электронов к волне, а это имеет
место, если число электронов первой группы больше, чем втопоп, т. е. если

ω

к
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Для выполнения этого условия необходимо, чтобы функция распреде-
ления электронов по скоростям имела по меньшей мере один дополнитель-
ный максимум в области скоростей, превышающих тепловую. Если же
всюду dfjdv < 0, <мг < 0, т. е. волна затухает («затухание Ландау»).
Величину <л1 можно получить (с точностью до числового множителя)
вблизи границы устойчивости (сог < ω) с помощью простого рассмотрения
обмена энергией между волной и резонансными частицами. Как известно,

dt

где Щ — плотность энергии в волне, равная в нашем случае сумме энер-
т
Ύ

гии электрического поля и кинетической энергии Ъ\1%л -\- -γ 2_ι ν*

ι
амплитуда электрического поля, vt — амплитуда скорости г-го электро-
на в волне).

Для лэнгмюровских колебаний с частотой ω, близкой к ω0, кинети-
ческая энергия равна энергии электрического поля, так что

Скорость изменения плотности энергии d%jdt складывается
из энергии, отдаваемой в единицу времени волне электронами первой
группы

=*f \
а/к

и энергии, получаелюй электронами второй группы от волны
а/к

Ф— HL С Г " 2 (2а>,к-у)* Ί ν — ω/k fn(v)dv.

° 2 2 3 L 2 2 J λ
ω/fe—J^2ecpo/m

-τ . /ffl V

Для волны малой амплитуды, е<р0 ^
 т[ ~г ) > интегралы легко вычис-

ляются с помощью разложения /0(ι/) вблизи и = а/к. При этом

v Jb=a/k

2. При наличии постоянного магнитного поля имеется много ветвей
плазменных колебаний. При частотах ω <С озЯг могут распространяться
альфвеновские и магнитозвуковые волны. Рассмотрим сначала раскачку
магнитозвуковой волны, распространяющейся под углом к магнитному
полю. При ω С ωΗι сохраняются магнитные моменты электронов
и ионов μ. В неоднородном магнитном поле волны на эти моменты
действует сила — μν#. Волна с заданными ω и А; создает периодиче-
скую картину сгущений и разрежений силовых линий магнитного поля,
движущуюся с фазовой скоростью волны ω/к. Под влиянием силы —pVH
частицы, двигаясь вдоль Н, будут отражаться от областей сгущения
силовых линий, если составляющая скорости частицы в направлении
магнитного поля не слишком сильно отличается от соответствующей
проекции фазовой скорости волны:

У|| < - - Ой//С|1.

10*
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Рассуждения, аналогичные изложенным в п. 1, приводят к почти
такому же критерию неустойчивости

С ί 9f0 Λ 7 Г,
\ μ ί •—- ι αμ > (J.

Фазовая скорость магнитозвуковых волн, как известно, по порядку
величины равна Н/у 4πρ: в достаточно сильном магнитном поле эта
скорость значительно превышает тепловую скорость частиц, так что
в целом ряде типичных экспериментальных устройств для удержания
плазмы неустойчивость относительно раскачки магнитозвуковых волн
не опасна.

3. Рассмотрим раскачку, обусловленную ц и к л о т р о н н ы м р е з о -
н а н с о м . В первых двух разделах мы рассматривали раскачку разных
типов колебаний; ответственными за неустойчивость в обоих случаях
являются частицы, движущиеся со скоростью, близкой к фазовой ско-
рости волны.

Теперь мы рассмотрим появление неустойчивости за счет группы ча-
стиц, находящихся в циклотронном резонансе с волной (ω — к\<р\\ = ηωΗ).
Следует отметить, что в случае волн, распространяющихся под углом
к магнитному полю, когда имеются как продольная, так и поперечная
(по отношению к постоянному магнитному полю) компоненты электри-
ческого поля волны, критерий устойчивости для раскачки волны опреде-
ляется обоими механизмами. Для того чтобы изучить роль циклотронного
резонанса в чистом виде, мы рассмотрим простейший тип волн, распро-
страняющихся вдоль постоянного магнитного поля (к^ = 0), с поперечной
поляризацией. Эффективно взаимодействовать с такой волной будут части-
цы, скорость которых определяется равенством

Для вывода критерия устойчивости плазмы относительно раскачки
поперечных волн с к^ = 0 оценим работу, совершаемую электрическим
полем волны над частицами плазмы:

где

а /х — поправка к невозмущенной функции распределения /0, обусловлен-
ная действием волны на частицы, линейная по полю волны и пропор-
циональная величине

' [ν, Н ] \ df0 /τ /i\
1 -,— ) ~й7г • У''1)

Здесь Ε и Η — электрическое и магнитное поля волны, связанные между
собой соотношением

Н = —[k, E].

Поскольку в рассматриваемой нами поперечной волне вектор Ε
перпендикулярен к постоянному магнитному полю Но, выражение (7,1)
можно записать в виде

Γί kA /o к a/0

(в предположении, что / о = / о ( 6 . ь уц)> гД е e± =
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Поскольку эффективно взаимодействуют с волной частицы с про-
со (с о ( й т т

дольной скоростью УЦ, удовлетворяющей условию Уц = — т -
8
— ι то в (7,2)

ω — <
нужно подставить уц = — τ — . И н т е г р и р у я затем (7,2) по ε^, получим

условие, при выполнении которого частицы отдают энергию полю волны,
т. е. имеет место неустойчивость:

^ l άε±>0. (7,3)
ω d(mv{{)

Рассмотрим, например, «неизотропное максвелловское» распределе-
ние с разными температурами Гц и Tjj

критерий неустойчивости (7,3) в этом случае будет иметь вид

LL + ^(1-ад)<0. (7,4)

Для изотропной плазмы Ί\ = Τ\\ и второй член обращается в нуль;
/

если степень неизотропии невелика т. е. 1 —τ J.
Ти « l ) , то неустойчи-

вость может возникнуть лишь для волн с частотами ω, значительно мень-
шими циклотронной частоты ω#·

Как известно, поперечные волны, распространяющиеся вдоль маг-
нитного поля Но, имеют круговую поляризацию; направление вращения
вектора поляризации в наших формулах определяется знаком частоты ω.
Поэтому неустойчивость может возникнуть при любом знаке анизотро-
пии 1 — Т±/Тц, с возбуждением право- или левополяризованной волны,
в зависимости от знака l~Tj_/T\\.

Из (7,4) следует, что неустойчивость имеет место даже при очень
\т\~т\\\малой анизотропии температур —=Ц=—^- ; при этом, однако, инкремент

сог оказывается экспоненциально малым. Действительно, частота о)г про-
порциональна

(ω — ωΗ)2"
ffl-V "

ft

При ω С ωΗ, &2 = а>2/сн, где Сн — Н2/^щ; так как согласно (7,4) неустой-

чивость имеет место для ю<гон—^Ц^—— , для наиболее «опасных» волн

инкремент ц>г будет пропорционален

m сн

Следует заметить, что в реальной ситуации при малой анизотропии
рассмотренная неустойчивость может и не возникнуть, так как в '«обре-
занном» максвелловском распределении (которое, по-видимому, реали-
зуется в эксперименте) отсутствуют частицы с большими продольными

. гр

скоростями ϋη—УТ/М— —τ .ответственные за раскачку колебаний.
[ 1 | | 1 J_ I
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Это приводит к тому, что на практике нарастание волн вследствие
подобной неустойчивости может быть заметным лишь при достаточно
большой степени неизотропии, тем большей, чем больше отношение
магнитного давления к плазменному. Пусть, например, Tj_ > Гц. Оце-

ί т ( ;τ)!
ним, при какой степени неизотропии экспонента ехр — = f \ , вхо-
дящая в выражение для инкремента, станет порядка единицы

то (ω — ω Η ) 2

1- (7,5)

Квадрат волнового вектора к? можно выразить через ω с помощью
следующего хорошо известного дисперсионного соотношения для «холод-
ной» плазмы:

Ь2С2 (Stf..

СО СОтт (СОгт·—СО)

если речь идет о волне, вектор поляризации которой вращается
в направлении вращения ионов в магнитном поле. Подставляя к2 =
= соог<»2/с2а)яг («>нг — ω) в (7,5) и учитывая, что согласно (7,4) для
неустойчивости необходимо ω^ωΗι(1 — ^Ίΐί/Γ,υ), получим Ухг/УцгЗ*
^У~Н2/8ппТ±г. При этом условии инкремент неустойчивости становит-
ся заметным. Аналогичное условие имеет место и для волны, поляри-
зованной в направлении вращения электронов: ~^ 3* }^Н2/8ппТ\е. Ясно,

что при прочих равных условиях электронная ветвь должна иметь боль-
ший инкремент. Возвращаясь к результатам п. 4е, где выводились усло-
вия апериодической неустойчивости неизотропной плазмы, заметим, что
при больших Н2/8ппТ колебательная неустойчивость должна возникать
при гораздо меньшей анизотропии.

Здесь рассматривался, по существу, самый простой случай попе-
речно поляризованной волны, распространяющейся вдоль постоянного
магнитного поля. В косой волне (k^f Но) картина возникновения неустой-
чивости усложняется, так как нужно учитывать также частицы, нахо-
дящиеся в кратном циклотронном резонансе с волной ω 4: И<ЙЕГ + &ци11 = 0,
где η — любое целое число. Подобная задача рассматривалась для весьма
идеализированных функций распределения «фона» в работе 2 7 . В работе 2 8

исследовалась неустойчивость из-за неизотропии на «ионной звуковой»
ветви. Ионный звук, как известно (см. п. 8), может существовать лишь в
сильно неизотермической плазме: Те > Тг. В согласии с этим в работе 2 8

было показано, что соответствующая неустойчивость должна возникнуть
(например, если Те\\ > 57\ц) при Тц_ > 2Тщ.

8. Р а с к а ч к а к о л е б а н и й в п л а з м е п р и н а л и ч и и
о т н о с и т е л ь н о г о д в и ж е н и я и о н о в и э л е к т р о н о в

Плазма может быть неустойчивой и в том случае, когда и электроны
и ионы имеют максвелловское распределение скоростей но движутся
друг относительно друга с некоторой скоростью и, т. е. имеется ток.
Здесь естественно ожидать появления неустойчивости типа пучковой
(см. п. 6), если, например, рассматривать движущиеся относительно
ионов электроны как «пучок». Появление неустойчивости должно быть
связано с переходом и через некоторое критическое значение, порядка
фазовой скорости соответствующей волны.

Рассмотрим, для простоты, случай отсутствия магнитного ноля
(все рассуждения легко провести и в случае, когда имеется постоянное
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магнитное поле, но колебания происходят вдоль силовых линий). Наи-
меньшей фазовой скоростью уф ~ у е

 м " обладают ионные продоль-
ные колебания (ионный звук). Однако, если ω/k не слишком превосходит
среднюю тепловую скорость ионов VTjM, ЭТИ колебания быстро (прак-
тически за несколько периодов) затухают, передавая свою энергию
ионам, движущимся со скоростью порядка фазовой скорости волны.
Для реального же существования этих колебаний необходимо, чтобы
было выполнено условие ZTe > Tv На практике это условие часто бывает
выполнено даже для плазмы с 2 - 1 (Ze — заряд иона).

Найдем критерий неустойчивости плазмы относительно раскачки
ионных «звуковых» колебаний с помощью рассмотрения взаимодействия
частиц с потенциальными «горбами» так же, как это было сделано в п. 7.

Пусть в системе координат, в которой средняя скорость ионов
отсутствует, функции распределения ионов Д и электронов /е имеют вид

Д = {2%Ti/M)-1^ exp {-М^/2Т г),

U = {2лТв1тп)-Ч* ехр {- m (ν - uf/2Te),

Д и /е представляют собой полные функции распределения, проинтегри-
рованные по поперечным скоростям. Баланс обмена энергией между
частицами плазмы и волной определяется передачей энергии за еди-
ницу времени электронами волне

и передачей энергии от волны к ионам

(8,2)

Условие неустойчивости для раскачки ионного звука принимает вид

dt ~ dt dt -^ '

т. е.

ω/k (8,3)

Из (8,3) видно, что для неустойчивости необходимо, чтобы и было
больше ω/Α:; при увеличении TjTi необходимое для раскачки ионного
звука превышение и над фазовой
скоростью ω/k уменьшается.

Для наглядности приведем
таблицу зависимости величины

У = ( ис - у JI т (где мс - необхо-

X

У

8

5

9

4

10

3

11

2

13

1

димая для возникновения неустой-
чивости скорость относительного движения) от отношения χ = Те/Тг для
плазмы с Ζ = 1 и Μ /πι = 3600.

С помощью (8,1) и (8,2) легко оценить величину инкремента
у= Щ/2Щ, поделив скорость передачи энергии частицами волне на плот-
ность энергии в волне

ψ ъ
Μ (ω/Α;)2 (8,4)

У ,
ω/k

. 3/2
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Спектр частот ионных колебаний ограничен сверху величиной
порядка ионной лэнгмюровскои частоты Ω{ = Yin.ne-/M. Фазовая скорость
(о/к остается приблизительно равной Y"Zfe + TjM во всей области
спектра. Следовательно, инкремент ω4 растет пропорционально частоте,
и быстрее всего будут возбуждаться короткие волны с длиной волны
порядка нескольких дебаевских радиусов ионов.

9. М и к р о с к о п и ч е с к и е н е у с т о й ч и в о с т и
н е о д н о р о д н о й п л а з м ы

В п. 6 мы видели, что наличие «пучка», проходящего через плаз-
му, может привести к ее неустойчивости. Специфический вид такой
«пучковой» неустойчивости может иметь место в неоднородной плазме-

при наличии тока j 0 = ^ r o t H 0 Φ 0. Электроны и ионы, участвующие

в создании тока j 0 , представляют собой в известном смысле «пучок».
1. Особенно отчетливо такой эффект может проявиться в тонком

пограничном слое между областью магнитного поля и натекающим на
нее потоком плазмы (задача Чэпмена — Ферраро). Электроны, попа-

дая в область магнитного поля, «отражаются» от
него, проникая лишь на расстояние порядка своего·
ларморовского радиуса г д. Ионы же практически
не испытывают действия магнитного поля и
удерживаются электростатическими силами.

В таком пограничном слое толщиною δ ~ гн

должен течь электрический ток, обеспечивающий
равенство давлений плазмы и магнитного поля

Я 2 . с Η

Относительная скорость ионов и электронов, переносящих ток, внутри
этого слоя имеет порядок

00 en 4jt ere δ

Таким образом, внутри слоя Чэпмена — Ферраро относительная скорость
электронов порядка средней тепловой скорости и возможна «пучковая»
неустойчивость, описанная в п. 6·

2. При малых неоднородностях (т. е. при малых плотностях тока)
скорость «пучка» будет весьма малой и он сможет взаимодействовать,
лишь с самыми медленными из волн, распространяющихся в плазме.

Рассмотрим простейший вид равновесия плазмы, удерживаемой дав-
лением магнитного поля, всюду направленного в одну и ту же сторону,,
например по оси ζ (рис. 18).

Пусть в равновесии все величины зависят только от х. Ток j 0 на-
правлен поперек осей ζ ах по оси у. Рассмотрим взаимодействие частиц
с какой-либо волной, распространяющейся поперек Но в направлении оси у.
Эффективно взаимодействовать с волной будут частицы, скорость дрейфа
которых идр близка к фазовой скорости волны ω/k. Поскольку такие
электроны (ионы) находятся все время в одной фазе с волной, на них
будет действовать постоянная сила. Под действием у-ош компоненты этой
силы частицы будут дрейфовать с постоянной скоростью с [Fy, Н0]/еЯ„
вдоль х. Те электроны (ионы), которые при этом будут попадать в бо-
лее слабое магнитное поле, будут терять энергию, адиабатически раз

2

магничиваясь (так как из условия μ = - ^ | ^ = const следует mv\-^H)·
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Наоборот, заряды, попадающие в область более сильного поля, будут
приобретать энергию. Первая тенденция преобладает, если в области
более сильного поля больше электронов (ионов) нужной энергии (одр,

·> о Еа с dHn mv2i \
зависит от ν\τη/Δ, а именно Vjm = с ~тт- -\—TJW~J~^~^T: ] > τ · е · П Р И

хх о &хх Q О Ж Zi у

Н'°(~-Л) <0. (9,1)

В этом случае в целом энергия плазмы уменьшится и соответствен-
но возрастет энергия волны (т. е. имеет место неустойчивость). Для
максвелловской функции распределения в слабо неоднородной плазме
(9,1) эквивалентно условию 2 9 ' 3 0

din Τ ,
dlnH •>

Однако п р и м а л ы х неоднородностях H'JH0 <c 1/гш средние скорости
дрейфа ч а с т и ц очень м а л ы в с р а в н е н и и с тепловыми с к о р о с т я м и . В резо-
нанс с в о л н о й могут попадать л и ш ь частицы с энергией, много большей
средней тепловой. И н к р е м е н т , п р о п о р ц и о н а л ь н ы й доле т а к и х ч а с т и ц ,
будет, следовательно, э к с п о н е н ц и а л ь н о малым.

В п р и н ц и п е , из-за я в л е н и я а н о м а л ь н о й дисперсии п р и частотах, близ-
к и х к к р а т н ы м ц и к л о т р о н н ы м , можно н а й т и волны, р а с п р о с т р а н я ю щ и е с я
со с к о л ь угодно м а л о й ф а з о в о й скоростью п о п е р е к магнитного п о л я .
Т а к и е в о л н ы могли бы эффективно взаимодействовать с частицами, пере-
н о с я щ и м и э л е к т р и ч е с к и й ток, д а ж е в слабо неоднородной п л а з м е . В р я д л и
ото я в л е н и е может, однако, привести к «универсальной» неустойчивости
в с я к о й неоднородной п л а з м ы , п о с к о л ь к у а н о м а л ь н а я д и с п е р с и я всегда
сопровождается аномальным поглощением (на к р а т н ы х ц и к л о т р о н н ы х
частотах), обеспечивающим «запас» устойчивости.

3. В неоднородной п л а з м е п р и некоторых у с л о в и я х может иметь место·
самопроизвольное н а р а с т а н и е и о н н ы х з в у к о в ы х к о л е б а н и й , рассмотренных
в п . 8. П р и ч и н у т а к о й неустойчивости н а г л я д н о м о ж н о было бы представить
следующим образом. К а к известно, в однородной п л а з м е , помещенной
в сильное магнитное поле, частота и о н н ы х з в у к о в ы х к о л е б а н и й не зависит
от компоненты волнового вектора, поперечной магнитному п о л ю , если
ω < еН/Мс (магнитное поле п о д а в л я е т поперечные д в и ж е н и я ) . Е с л и ж е
н е в о з м у щ е н н а я п л а з м а неоднородна, н а п р и м е р имеет температуру, меняю-
щ у ю с я в н а п р а в л е н и и поперек силовых л и н и й , то поперечные д в и ж е н и я
в волне будут с о п р о в о ж д а т ь с я п о т о к а м и тепла (rgvadT0). И о н н у ю звуко-
вую в о л н у можно представить себе к а к чередование областей с ж а т и я (повы-
ш е н и я температуры) и р а з р е ж е н и я ( п о н и ж е н и я температуры), перемещаю-

щ е е с я в пространстве со скоростью — I/ -rj . В зависимости от з н а к а отно-

А-ц
ш е н и я компонент волнового вектора ~ (вдоль и поперек магнитного поля)

поперечный п р и т о к тепла из-за неоднородности н а ч а л ь н о й температуры
будет п р и х о д и т ь с я либо на область с ж а т и я , либо на область р а з р е ж е н и я .
О к а з ы в а е т с я , что в первом случае, если поперечное д в и ж е н и е достаточно
велико (kj_ > /сц), ионный з в у к неустойчив. К р и т е р и й неустойчивости
(см. п р и л о ж е н и е IV) имеет вид

к\\ гВг '

Здесь гт — средний ларморовский радиус ионов, а — расстояние, на кото-
ром существенно меняется температура.
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10. У с т о й ч и в о с т ь т е ч е н и й п л а з м ы
в м а г н и т н о м п о л е

Магнитное попе двояко влияет на устойчивость движущейся плазмы.
Во-первых, оно изменяет пространственное распределение скорости те-
ченря. А от профиля скорости, как известно, в большой степени зави-
сит устойчивость. Во-вторых, поле оказывает и прямое воздействие на
возмущения, т. е. на устойчивость. Если при возмущении течения за
инерционные времена поле не успевает продиффундировать из возмуще-
ний, т. е. Re = п а Ώ у {^ т о прямое воздействие поля на возму-

С

щения заключается в появлении квазиупругой силы, связанной с дефор-
мацией магнитных силовых линий. Степень
воздействия в этом случае, естественно, опре-
деляется отношением плотности магнитной
энергии к плотности энергии гидродинрми-
ческой, т. е. безразмерным числом А =

Рис.19 ^(e^f)U = lZ-r^-j- - т а к называемым

числом Альфвена. Если же поле не возму-
щается, т. е. Rem < 1, то влияние его на возмущения сводится к по-
явлению силы электромагнитного торможения

' т ~~ с ^ с с

Отношение плотности этой силы к плотности сил инерции дает пара-
метр— число Стюарта, — определяющий степень воздействия поля на
плохо проводящую жидкость

где L — характерный размер системы.
Особенность воздействия магнитного поля заключается в том,

что оно не оказывает влияния на коротковолновые возмущения, так как
Re$ —> 0 и 4 St(B) —> 0 при £№—>0, где L(B) — характерный размер
возмущений.

Перейдем теперь к изучению устойчивости конкретных течений.
Прежде всего рассмотрим такие течения, в которых при включении
магнитного ноля распределение скорости не меняется. К таким течениям
относятся плоские слоистые течения вдоль поля.

10а. У с т о й ч и в о с т ь п л о с к и х т е ч е н и й . 1. Самым простым
примером плоского течения в продольном поле является отдельная струй-
ка в покоящейся жидкости (рис. 19).

Рассмотрим длинноволновые возмущения в струйке. При этом можно
пренебречь электрическим сопротивлением плазмы и натяжением искрив-
ленных силовых линий (HV) Η и ограничиться рассмотрением потен-
циальных членов. Вне струйки распределение давления и поле также
возмущаются мало При квазистационарном искривлении

ϋ|—\- ρ = w = const.

Для простоты ограничимся несжимаемой жидкостью. Тогда ρυ2/2 =
^ 2 ( ^ Σ 2 ) где Σ — сечение трубки. Поперечное полное давление
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при этом будет равно

2 _ |
-

Условие устойчивости заключается в том, чтобы при увеличении
сечения давление внутри трубки падало, т. е. дФ/ΘΣ < 0. Но

дФ 220

з г щЩ QV* \
8π 2 J 'd2 2g V 8π

так что условие устойчивости есть А > 1-
Для коротковолновых возмущений поверхности (λ < ]/Σ 0 ) мы при-

ходим к задаче об устойчивости тангенциального разрыва; легко видеть,
что здесь квазиупругая сила, возмущение внешнего и внутреннего маг-
нитного давления — величины одного порядка. Как показано в рабо-
те 3 1, условие устойчивости при Rem > 1 илгеет вид

где Н12, Q12 — поле и плотность по одну и другую сторону от танген-
циального разрыва. При одинаковых плотности
ρ1 = ρ2 и поле Я х = Яг это условие переходит
в А > х/2. Как показано в работе 3 1, сжимаемость | »^ ffn

мало влияет на этот результат.
Для еще более коротких волн ReOT —> О,

и поле перестает их стабилизировать при любом
А. Вопрос о том, опасны ли такие волны, свя-
зан с реальной структурой слоя, определяемой
вязкостью.

2. Рассмотрим влияние поля на устойчи- Рис_ 2 0 . Слоистые про-
вость плоских продольных течений с непрерыв- дольные течения,
ным распределением скорости. Профиль скорости
таких течений определяется вязкими и инерционными силами (рис. 20).

Как известно 3 5, в отсутствие поля устойчивость такого течения
связана с наличием точки, в которой vo(z) — 0, т. е.

Vrot t f\0 = 0.

Это условие, впервые полученное Рэлеем, допускает простую интер-
претацию. Если вихревая трубка выходит из слоя, в котором она дви-
галась, то возникает ускорение, направленное против ее движения,
пропорциональное

поэтому трубка возвращается в прежний слой.
Если же где-то в течении Vrotyv0 = 0, то ничто не препятствует

движению трубки вблизи этого слоя. По другую же сторону слоя уско-
рение меняет знак и трубка продолжает двигаться дальше. Тем самым
начальное возмущение «разбалтывается», и энергия переходит от основ-
ного течения к возмущениям.

На такие инерционно-неустойчивые течения магнитное поле должно
оказывать стабилизирующее влияние при А-^-1, если Rem > 1, и при
St— 1, если R e m < 1.

Если внутря течения ротор скорости нигде не имеет экстрелгума,
то неустойчивость течения может быть связана только с влиянием вяз-
кости, как это было показано впервые в работе 3 2. Рассмотрим взаимодейст-
вие отдельной волны возмущения с потоком. Очевидно, что при больших
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Ηο

числах Рейнольдса вязкость может сказаться только в слое, в котором
фазовая скорость возмущения равна скорости течения. Именно вблизи
этого слоя происходит обмен энергией между возмущением и потоком.
Элементы жидкости могут медленно переходить с одной стороны слоя
на другую и раскручиваться потоком. Неустойчивость имеет колебатель-

ный характер и, как мы видим, связана с
фазовым резонансом.

Наиболее подробно изучена устойчи-
вость плоского течения Пуазейля между
параллельными бесконечными пластинами.
Если Rem > 1, то фазовый резонанс возникает
между течением и альфвеновскими волнами.
В работе 3 3 показано, что с увеличением
да = Η*/Ατίςιον1 критическое число Рейноль-
дса растет и при А = 0,1 течение Пуазейля
становится полностью устойчивым (рис. 21).

С уменьшением проводимости необхо-
димое для стабилизации течения поле воз-

растает, как показано в работе 3 4. При Rem—>0 (плохая проводи-
мость) влияние поля, как мы уже видели, сводится к электромагнит-
ной силе торможения

jH/c ~ σ# 2о2/с2.

Величина этой силы не зависит от размеров возмущения. Как из-
вестно из обычной гидродинамики, быстрее всего нарастают возмуще-
ния с длиной волны порядка поперечных размеров потока. Для более
коротких волн растет стабилизирующая роль вязкости, а для более

Рис. 21. Течение Пуазейля
в продольном поле.

/г*

A

0J

Рпс. 22.

1

Рис. 23.

длинных — падает дестабилизирующая. Кривые, отделяющие область
устойчивости от области неустойчивости на плоскости (к, Re9). где
&=2π/λ, а λ —длина волны возмущений, показаны на рис. 22. Они
подобны кривым равного инкремента, полученным в работе 8 5. Критиче-
ское число Рейнольдса медленно растет с ростом числа Стюарта. Но
при St—>0,1 область неустойчивости потока стягивается в точку.

Зависимость критического числа Альфвена А =
нитного числа Рейнольдса показана на рис. 23.

от маг-

При Rem-
при Rem-

•0 А2-
- со А ·

•O,l/Rem,
• 0 , 1 .

Таким образом, при плохой проводимости Rem является как бы мерой
воздействия поля на течение.
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106. У с т о й ч и в о с т ь т е ч е н и й , п е р п е н д и к у л я р н ы х к по-
лю. Как известно, если скорость жидкости перпендикулярна к направ-
лению магнитного поля, то вблизи стенки, перпендикулярной к полю,
образуется гартмановский пограничный слой. Толщина его определяется
равенством вязких и магнитных сил:

η»

-т. е.

аН2

Если же стенка параллельна полю, то толщина пограничного слоя
~ L/f1/2, где Г = (а#2£2/т]С2)1/2 — число Гартмана, a L — характерный
размер течения.

В первом пограничном слое во всех внутренних процессах, естест-
венно, преобладают вязкие силы. Поэтому эффект влияния поля на тече-
ние ограничивается влиянием на профиль скорости. Критическое число
Рейнольдса есть

Ref = vLr/v = (vL/v) (1/Г) си 50 000,

т. е. число Рейнольдса, рассчитанное по характерному размеру течения
"порядка

R % p ~ 50 000Г-

Число 50 000 — критическое число Рейнольдса для экспоненциаль-
ного пограничного слоя, известное из обычной гидродинамики.

Во втором типе пограничного слоя

Таким образом, магнитное поле, перпендикулярное к течению, в боль-
шинстве случаев увеличивает его устойчивость, собирая градиенты вблизи
стенок. Особенно этот эффект существен для течения типа диффузора,
хде в отсутствие поля возможны обратные потоки. Однако следует отме-
тить, что поле может привести к дестабилизации течения. Действительно,
если без поля Reg лежит в области, расположенной левее области неустой-
чивости ,на рис. 22 (случай малых градиентов и большой вязкости), то
поле, увеличив градиент скорости, может дестабилизовать течение, если
Re^ попадает в область неустойчивости.

10в. У с т о й ч и в о с т ь в р а щ а ю щ е й с я п л а з м ы . В п. 4д
рассматривалась устойчивость вращающейся плазмы по отношению
к аксиально-симметричным возмущениям. Такие возмущения искривляют
магнитные силовые линии, и устойчивость зависит от соотношения квази-
упругой силы, действующей со стороны возмущенного поля, и силы,
вызванной более быстрым убыванием стационарного градиента давления
по сравнению с центробежной силой, действующей на возмущенные сило-
вые трубки.

В большом магнитном поле квазиупругая сила подавляет неустой-
чивость. Однако поле не влияет на «желобообразные» возмущения, одно-
родные вдоль оси вращения (рис. 24).

Если плотность плазмы падает от оси вращения, то возникает неустой-
чивость типа изученной в п. 46^ неустойчивости границы плазмы в поле
тяжести. Поэтому такое вращение, как показано в приложении I для

,β = 8яр/Н2 < 1, абсолютно неустойчиво.
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Если плазма вращается как твердое тело, то быстрее всего вылезают
два «языка» с противоположных сторон.

Однако если скорость вращения изменяется быстрее, чем плотность,
то неустойчивы лишь очень мелкомасштабные возмущения. Но их эффек-
тивно подавляет вязкость (или они могут быть запрещены из-за конечной

величины ларморовского радиуса в разреженной
© Η плазме), так что вращение может оказаться устой-

чивым.
Если плотность плазмы постоянна, то вопрос

об устойчивости вращения сводится к уже рассмот-
ренному в п. 10а вопросу об устойчивости пло-
ских течений. Необходимым условием неустойчи-
вости, как мы видели, является наличие в плазме
слоя с экстремальным ротором скорости, т. е. слоя,
в котором в некоторой точке

d ^ d ,

\Х

Рис. 24. Желобооб-
разная неустойчи-
вость вращающейся

плазмы.

Если же вращение инерциально устойчиво, то конечная вязкость мо-
жет, по-видимому, привести к его неустойчивости при больших числах
Рейнольдса, как это обычно происходит в плоских течениях.

11. «К о л е б а т е л ь н - а я к о н в е к ц и я » в п л а з м е

Как уже упоминалось в п. 5, в том случае, если в плазме сущест-
вует магнитное поле, диффузия которого протекает медленнее, чем тепло-
обмен, т. е.

> 1 , (11,1)

Η

где χ — коэффициент температуропроводности, то, как было показано
впервые в работе 3 6, в тяжелой плазме, подогреваемой снизу, при некото-
ром критическом градиенте темпера- j
туры возникают альфвеновские волны
с нарастающей во времени амплитудой
(рис. 25). Это связано с тем, что из-за
квазиупругой силы элемент плазмы
как бы «привязан» к силовой линии.
Под действием силы Архимеда, он ра-
стягивает ее, вследствие чего замедля-
ется и успевает выравнить свою тем-
пературу с температурой окружаю-
щей среды. При этом архимедова си-
ла уменьшается, а магнитная квазиупругая сила возвращает элемент
обратно, где он опять нагревается. Развитие такой осциллирующей неу-
стойчивости увеличивает перенос тепла, так же как и развитие аперио-
дической конвекции. Условиями возникновения периодической неустой-
чивости в плазме, подогреваемой снизу, с учетом вязкости являются:

Рис. 25. Слой плазмы, подогретой
снизу, в поле тяготения.

27
4

R a

K P = π 2

для свободной границы.

•о, (11,2)

(11,3)
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Здесь

S2 — χν + ν

ν — кинематическая вязкость плазмы, χ —температуропроводность, а α —
коэффициент теплового расширения (пп. 4 — 5). Как известно, без поля

RaKp = -r-n4 для свободной границы (1700 для твердой). Отсюда видно,

что кривая RaKp (Г) для колебательной неустойчивости в слабых полях
лежит всегда выше, чем кривая RaKp(f) для апериодической.

В сильных полях при χ > ο2/4πσ, как следует из (11,3), апериодическая
неустойчивость наступает при меньших числах Рэлея, чем колебательная,
т. е. при меньших градиентах температуры.

12. Н е у с т о й ч и в о с т ь п о л о ж и т е л ь н о г о с т о л б а
г а з о в о г о р а з р я д а в м а г н и т н о м п о л е 37=38

Наблюдая изменение коэффициента диффузии неполностью ионизован-
ной плазмы из положительного столба газового разряда в длинной трубке
при изменении внешнего магнитного поля, направленного вдоль оси раз-
ряда, Ленерт обнаружил, что при увеличении поля выше некоторого кри-
тического значения в плазменном столбе возникают колебания и одновре-
менно возрастает диффузия плазмы на стенки трубки.

Условие возникновения неустойчивости и развития колебаний в плаз-
менном столбе (более подробно рассмотренное в приложении II) можно
получить для очень длинных волн следующим образом. Наиболее опас-
ными возмущениями являются те, в которых плотность электронов почти
не меняется: dn/dt=O; такие возмущения накапливаются и растут со вре-
менем. Полная производная d/dt для рассматриваемых медленно меняю-
щихся возмущений приближенно равна vV, где v = V[| + vj_— скорость
электронов в стационарном распределении, складывающаяся из скорости
вдоль трубки »ц (создающей ток разряда) и скорости дрейфового движения

под действием электростатической силы eV<p и градиента давления элек-
тронного газа V (пТе):

F = eVcp + TeVn/n.

Если пространственная зависимость возмущения имеет вид exp [i(kz
+ пгЩ, то условие (vV)« = 0 дает:

f i = 0, (12,1)

где Ф' = TJS'jeN— радиальное электрическое поле, a 7V —плотность
электронов в стационарном распределении. Очевидно, что это условие
совпадает с уравнением (III,6) в пределе очень длинных волн А:-^0.
Однако при малых v{\ для его выполнения нужны уже большие к, для
которых необходимо учитывать влияние диффузии. Учет диффузии при
водит к появлению в (12,1) члена, пропорционального к* (см. приложе
ние II); получающийся при этом критерий устойчивости плазменного
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•столба имеет вид

Критическая скорость электронов с точностью до численного мно-
жителя равна

7,КР
Ωτ

где D — коэффициент диффузии, а α —радиус трубки, Ω — eH/mc, τ1 —
"частота столкновений электронов с молекулами.

При увеличении магнитного поля t>jjp падает и при

в плазменном столбе возникают колебания, приводящие к увеличению
диффузионного потока частиц на стенки трубки.

IV. ВОПРОСЫ НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИ

В настоящей главе рассмотрен квазилинейный подход к «надкрити-
ческому» состоянию плазмы, используемый ниже для изучения поведения
плазмы вблизи границы устойчивости. Квазилинейный подход заклю-
чается в учете обратного влияния возмущений конечной амплитуды на
средний фон, в пренебрежении взаимодействием между различными мода-
ми возмущений (т. е. переносом энергии между возмущениями с различ-
ными масштабами). Естественно, что этот подход справедлив лишь
при малой «надкритичности» и сводится, по сути дела, к теории возму-
лгений с разложением по малому параметру

(Λ —Λκρ)/Λκρ,

где Λ — безразмерный параметр, характеризующий состояние плазмы.
В п. 13 рассмотрена «надкритическая» конвекция в плазме, а в п. 14 —

«надкритическая» колебательная неустойчивость в немаксвелловскон
ллазме.

13. У с т а н о в и в ш а я с я к о н в е к ц и я в п л а з м е
и « а н о м а л ь н а я д и ф ф у з и я »

В работе 3 6 найдены условия возникновения конвекции в проводящей,
тяжелой жидкости, подогреваемой снизу. Показано, что при 4πσχ/<;2 < 1
(где χ — температуропроводность, а σ — электропроводность жидкости)
конвекция носит апериодический характер, а влияние магнитного поля
сводится к действию силы электромагнитного торможения.

Апериодическое возникновение конвекции означает то, что при
надкритических условиях (например, при градиенте температуры, пре-
вышающем некоторое критическое значение) возникает стационарное
движение жидкости — ячейки Бенара. Такое надкритическое стационар-
ное движение изучалось в отсутствие магнитного поля в работах 3 9 · 4 0 ,
а с учетом магнитного поля — в работе 4 1 . В настоящем разделе мы
оценим амплитуду скорости и перенос тепла конвективным движением
при 4πσχ/ο2 < 1.

Рассмотрим для этого упрощенную модель конвекции—движение
жидкости в тонкой трубке тока с размерами, указанными на рис. 26.
Очевидно, что скорости жидкости вдоль и гоперек магнитного поля
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связаны соотношением
O||A||~t)j

За единицу времени вязкие силы совершают следующую работу
в единице объема:

η |Δ I tf, + η ΙΔ Ι ο ! = η |Δ | tfi (1 + %\Щ), (13,1)
1 , 1

(13,1а)

Сила электромагнитного торможения совершает работу

. Η ^ σΗ2

 а __ аНг

 2 λ 2 ; . 3

/ с _ΐ_ С 2 _L С 2 II X I I '

сила Архимеда — работу

(Q — {Q))gv\\ = a(Q){T — {T))gv\\, (13,2)
где α —объемный коэффициент расширения жидкости, а (Г) —темпера-
тура, усредненная по всем трубкам на данной высоте.

5

Рис. 26. Модель конвективной ячейки.

Усредненное по всем трубкам уравнение теплопроводности дает

с другой стороны, внутри отдельной трубки

Δ ( Τ - ( Γ » = - |ν Ι |ν(? 1 >. (13,4)

Из (13,3) следует, что

(13,5)

Подставляя (13,5) в (13,4), получаем

(13,6)

Константа определится из условия:
а

Поэтому

V(T) гг -j ^ vfi dz
о

(13,7)

11 УФН, т. LXXIII, вып. 4
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и из (13,4):
(ν\\)—υ\\

Χ 2 | Δ Ι (13,*

Из (13,7) следует, что градиент температуры увеличивается около
стенок, где иц—>0 и действует молекулярный перенос, и падает в центре,
где тепло передается конвекцией, как показано на рис. 27. Такое изме-
нение профиля температуры, во-первых, уменьшает работу силы Архи-

меда, т. е. приводит к .установлению
—- конечной амплитуды конвекции, и, во-

вторых, увеличивает поток тепла.
Действительно, вблизи стенки *)

(13,9)
Рис. 27. Подставляя (13,8) в (13,2) и прирав-

нивая работу архимедовой силы работе
вязкой силы и силы электромагнитного торможения, получаем квадрат
предельной амплитуды конвекции

Здесь A = {v$/{Of{y—l, a Ra = - Щ8 ( J 2 T l ) ds - число Рэлея, критиче-

ское значение которого RaKp равно

}, (13,11)

(13,12)

Параметр А и отношение (<£/λ||) определяются граничными условиями
(вообще говоря, <2Дц — я).

Подставляя (13,10) в (13,9), получаем поток тепла

^ L р я \ вэкР мз 1Ч\

и
Ra

RaK p '
Ra < Ra K p ,

где <7кР — поток тепла в критическом режиме.
Поток тепла, переносимый конвекцией, можно записать в форме

_ 1 Ra—Ч°КР
9конв — л 2о вр

Чех

Форму ячеек Бенара и зависимость критического числа Рзлея
RaKp от магнитного поля можно найти с помощью минимизации пра-
вой части (13,11). Из нашей грубой модели

*) κ—теплопроводность плазмы.
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т. е. с ростом магнитного поля ячейки вытягиваются по вертикали и

RaKP^-^i-P — n T 2 , Г->со.

При Г—^0 для конвекции между твердыми пластинами RaKp = 1700,
Из (13,13) следует, что при Г—» со <7/<?Kp "^ Г~2, т. е. поле эффективно*

уменьшает конвективный поток тепла.
Точные значения А и RaKP в зависимости от Г приведены в рабо-

те 4 1 . При больших Г2 параметр А слабо зависит от вида границы
и приближается к 1/2. При этом RaKp—» JtT2·

С увеличением Ra вышеописанная конвекция становится неустой-
чивой, появляются новые моды, число свободных фаз увеличивается
и развивается турбулентная конвекция.

Мы рассматривали динамику жидкости с уравнением состояния
Q = Qofl — а (Т — То)}, как это обычно делается во всех работах по кон-
векции. Не представляет труда обобщить наше рассмотрение на реаль-
ную плазму. Это сводится к замене в числе Рэлея градиента температуры
Гр Гр

2 , 1 на разность этого градиента и адиабатического градиента тем-

пературы, т. е. для плазмы

Итак, наше рассмотрение справедливо при

где ср — теплоемкости при постоянном давлении.
Аналогично можно исследовать и надкритическое течение во вращаю-

щейся плазме — вихри Тейлора, поскольку задачи математически и физи-
чески весьма схожи. Разница заключается в том, что роль вязкости стано-
вится двойственной. G одной стороны, вязкость тормозит конвекцию
из-за переноса количества движения, с другой стороны, она же приводит
к диффузии ротора скорости, уменьшая тем самым центробежный эффект.
Аналогом числа Рэлея является число Тейлора. Средняя амплитуда
скорости согласно (13,10) есть:

= const (Τ - Ткр)1/2·
Как показано в п. 5,

Г4 при Г —> со .

Изменение формы вихрей Тейлора, естественно, совпадает с изменени-
ем формы ячеек Бенара — они вытягиваются по полю. Без магнитного
поля задача решена в работе 3 9.

При магнитной конвекции в плазме с замкнутыми силовыми линиями
амплитуда ограничивается из-за перераспределения тока. Аналогом числа
Рэлея является магнитное число Тейлора. Средняя квадратичная скорость
движения магнитных силовых трубок есть

Если с конвекцией связан перенос частиц π тепла, как это происхо-
дит, например, вблизи поглощающей границы или диафрагмы, то время
ухода частиц из объема в надкритическом режиме пропорционально
скорости трубок и обратно пропорционально размерам системы, а не
квадрату этих размеров, как было бы при молекулярной или развитой

11*
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турбулентной диффузии. Эта зависимость может позволить выяснить
истинную картину диффузии на эксперименте (рис. 28).

Если силовые трубки в плазме не замкнуты, то картина надкритиче-
ского движения усложняется из-за появления квазиупругих сил, которые,
очевидно, ограничивают движение трубок. Картина развития слабонадкри-
тической неустойчивости при этом сводится к следующей. Пусть в каком-
то месте плазмы нарушается локальное условие п. 4г:

Тогда поверхностные колебания в этом слое уменьшат градиент давления
и неустойчивость переместится в соседний слой. Хотя в каждом слое

неустойчивость носит локальный характер, во всей
У/////, плазме, охваченной развившимися колебаниями, резко

увеличится диффузия частиц.
К вышеупомянутым вопросам тесно примыкает

проблема «аномальной диффузии». Кавычки мы ставим
здесь для того, чтобы отметить тот факт, что во всех
описанных ниже экспериментах «аномальный» харак-
тер диффузии при некотором критическом поле связан,
по-видимому, с макроскопической неустойчивостью
основного состояния, в котором идет классическая

Рис. 28. диффузия. В случае плазмы без тока это явление на-
блюдалось экспериментально.

В п. 12 и приложении III рассмотрен вопрос об устойчивости разряда
в газе в длинной трубе в продольном поле. При некотором критическом
поле, как показано в приложении III, разряд становится неустойчивым.
Возникшие колебания искажают средний фон и уве-
личивают поток частиц поперек магнитного поля
на стенку. В этом случае неустойчивость разряда
и увеличение диффузии принципиально связапы
с наличием продольного тока.

Однако существует целый ряд экспериментов,
в которых отсутствует ток. В принципе, отвлекаясь
от способа создания плазмы, можно сказать, что
в этих устройствах имеется продольное поле, экви- Рис 29.
потенциальная стенка 1 и область, занятая плаз-
мой, 2 (рис. 29). Оказывается, что при некотором критическом поле,
зависящем от рода и давления плазмы и остаточного газа в устрой-
стве, обычная диффузия резко нарушается и поток частиц на стенку
увеличивается. Это явление объясняется следующим. Из-за большей
подвижности электронов между плазмой и кожухом возникает разность
потенциалов порядка температуры электронов в плазме. В радиальном
электрическом и осевом магнитном полях плазма вращается с некоторой
средней угловой скоростью

сЕ сср0

(Ω). </·> Я <гЪ Η '

где φ0 — потенциал плазмы, а ( г ) — среднее расстояние до оси. Так как
плотность плазмы надает от оси, то согласно выводам п. 10 вращение плаз-
мы неустойчиво. Время ухода плазмы —Α/ίΙ~Η/φ 0 — Н/Те. С другой
стороны, время выравнивания плотности (связанного с обычной диффузией)
— Н2. Поэтому существз^ет некоторое критическое поле HKV — i/Te,
в котором может развиться неустойчивость. При Η > Ηκν наступает рез-
кое увеличение скорости ухода плазмы на стенки. Собственно, развиваю-
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щийся при этом процесс уже не есть диффузия. «Языки» вращающейся
плазмы просто «пролезают» между силовыми линиями и уходят на стенку.
Электронная температура Τе и критическое магнитное поле i?Kp зависят
от давления в камере и наполняющего ее газа.

14. К в а з и л и н е й н о е п р и б л и ж е н и е п р и
р а с с м о т р е н и и к о л е б а т е л ь н ы х н е у с т о й ч и в о с т е й

в р а з р е ж е н н о й п л а з м е

В пп. 4е, 7 и 8 было рассмотрено в линейном приближении возникнове-
ние периодической неустойчивости, обусловленной отклонением функции
распределения частиц плазмы от максвелловского. Если это отклонение
мало и инкремент значительно меньше частоты, можно попытаться, учи-
тывая члены второго порядка малости, приближенно рассмотреть процесс
установления равновесия в системе и оценить время релаксации.

Мы предположим, что функцию распределения можно представить
в виде суммы быстро осциллирующей части f1 и медленно меняющейся
функции /°. При этом электрическое и магнитное поля колебаний будут
иметь вид произведений быстро осциллирующих в пространстве и времени
функций на медленно изменяющиеся амплитуды.

Рассмотрим для простоты случай продольных колебаний в плазме
в случае, когда внешнее магнитное поле отсутствует. Функция распреде-
ления имеет вид

где
/ι _ V /igifcr-i<%f /ι _ ( е / т е ) Е ь у /о

a Et — компонента Фурье электрического поля.
Подставляя это значение f1 в кинетическое уравнение и производя

усреднение по быстрым осцилляциям в пространстве и времени, получим
уравнение для функции распределения «фона» /и, который медленно
искажается под влиянием колебаний:

где

^

В соответствии с соображениями, изложенными в п. 7, колебания
эффективно взаимодействуют с частицами, движущимися в резонансе
с фазовой скоростью волны

ω = kv.

Эти частицы и ответственны за искажение «фона».
Амплитуда электрического поля волны | Ek | удовлетворяет (здесь

достаточно линейное приближение) уравнению *) '

! = 2 Y | E k p , (14,2)
dt

*) В квазилинейную схему нетрудно включить и излучение колебаний за счет
флуктуации. Для этого к правой части уравнения (14,2) нужно приписать слагае-
мое /jj. — интенсивность такого излучения. В приближении идеального газа каждый
электрон излучает независимо и поэтому для получения полной интенсивности
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где γ — инкремент, являющийся функционалом «фона» /°

(14,3)

Соответственно сок есть функция к, определяемая дисперсионным урав-
нением линейного приближения.

Следует заметить для уяснения смысла использованного приближе-
ния, что оно, в сущности, аналогично известному методу Ван-дер-Поля,
в котором движение ангармонического осциллятора представляется в виде
суперпозиции быстро осциллирующей и медленно меняющейся функций.
При этом уравнение для медленно меняющейся части получается усредне-
нием исходных уравнений с учетом квадратичных членов по быстро осцил-
лирующей функции, которая в свою очередь находится из линейного при-
ближения. Для применимости такого метода необходима не только малость
амплитуды колебаний, но и «быстрота» осцилляции. Оказывается, послед-
нее условие приводит к тому, что квазилинейное приближение неприме-
нимо к монохроматической волне сколь угодно малой амплитуды. Оно при-
менимо при рассмотрении волновых пакетов, «ширина» которых не слиш-

ком мала, Δ -у- > I/ — (здесь φ — амплитуда потенциала в волне). Это

ограничение легко понять, если перейти к системе координат, связанной
со т-,

с резонансными частицами Ό = η-. И монохроматической волне резонанс

имеет место лишь при одном значении скоро-
/ сти, а соответствующая частота в движущейся

системе координат равна нулю. Ясно, что
здесь нарушается условие «быстроты» осцил-
ляции для частиц, ответственных за искаже-
ние функции распределения.

Для оценки времени релаксации плазмы,
неустойчивой в исходном состоянии относи-
тельно раскачки плазменных колебаний, вос-
пользуемся уравнениями (14,1) — (14,2). По ис-
течении некоторого времени t после возникно-

Р и с · 3 0 - вения колебаний «фон» изменится таким обра-
зом, что дальнейший рост колебаний прекра-

тится (установится квазистационарное распределение), так что df°/dt=--O.
Интегрируя (14,1) по времени от t1 = 0 до £ 2 ~ τ , получим, исполь-

зуя (14,2), приближенное равенство

Ч 2

\ £ψ- еУ\ (14,4)

необходимо просуммировать вклады отдельных электронов / к = V Jkf° (υ) dv. Спект-

ральная интенсивность излучения плазменных волн отдельным электроном равна

= —- -|L δ (ω —to). Окончательно получим I^ — j - — е2 \ f°(vx, υυ, -γ dvx dvy.

С помощью этой добавки из (14,2) можно получить, например, стационарный флук-

туационный уровень колебаний, полагая —j- \ Е^ | 3 = 0. Естественно, что такой

уровень существует лишь в области устойчивости ( —•!— < О J . При приближении,

к границе устойчивости ( —-j > 0 ] амплитуда шума возрастает.
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где Δ/° = /ο(έ2) — /°(ί1) —полное изменение «фона», а Д, —значение А
в начальный момент.

Соотношение (14,4) определяет по порядку величины время релак-
сации 4 2

(14,5)
η cog (dfo!dv)v=(u/k

Вид «фона» в конечном состоянии (после релаксации) определяется
уравнением

ννμνν/°) = ο.
Неустойчивость возникает, как известно (см. п. 7), в случае если

(dfo/du)v=(i).k > 0, т. е. функция распределения имеет, кроме основного,

по крайней мере еще один максимум. Квазистационарное состояние
устанавливается тогда, когда этот дополнительный максимум, уменьшаясь,
превращается в «плато» (рис. 30).

15. Р а з в и т а я н е у с т о й ч и в о с т ь

Приближенные методы типа использованных в пп. 13 и 14 позволяют
исследовать «закритический режим» лишь при небольшом отклонении
от границы устойчивости. Если же исходное невозмущенное состояние плаз-
мы находится далеко за границей устойчивости, развитие неустойчивости
может привести плазму к состоянию, в котором ее движение будет турбу-
лентным; существенной его чертой является взаимодействие между различ-
ными масштабами, иначе говоря, различными к. Это взаимодействие при-
водит к «дроблению масштабов» и перекачке энергии из больших в меньшие
масштабы.

Теория турбулентности наталкивается на огромные трудности даже
в гидродинамическом приближении. Практически удается рассмотреть
лишь однородный изотропный случай. Надежные размерностные сообра-
жения удается развить и для локальной изотропной турбулентности (соот-
ношения Колмогорова—Обухова). Ясно, что магнитное поле может нару-
шить изотропию. В кинетическом рассмотрении появляется еще одна
трудность, заключающаяся в следующем. В гидродинамике спектр турбу-
лентности сверху всегда ограничен: к < -т- (точнее, минимальным масшта-

ь
бом турбулентности служит длина свободного пробега I, умноженная на
— Re~3/4, где — отношение тепловой скорости к направленной). Что же

г'о д υο

принять за минимальный масштаб турбулентности в разреженной плазме,
когда с самого начала ϊ/к принимается значительно меньшим Ζ? Вопрос
достаточно серьезен, поскольку речь идет о механизме диссипации,
ограничивающем «дробление» масштабов. Таким механизмом в разрежен-
ной плазме не может служить обычная вязкость, так как мы уже прене-
брегли парными столкновениями. Если привлечь «бесстолкновительные»
механизмы затухания (наподобие рассмотренного в п. 7), которые
опять-таки изучены лишь в линеаризованой теории, то таких характер-
ных длин будет несколько: дебаевский радиус Ότ/ω0, ларморовские
радиусы электронов ΌΤβ/ωΗβ и ионов υτϊ1'ωΗί. (Известно, что при приб-
лижении к таким значениям длин волн различных колебаний последние
аномально поглощаются.)
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Дополнительным эффектом затухания мелкомасштабных возмущений
является хаотизирующий эффект «пересечения траекторий»43.

Рассмотрим подробнее некоторые характерные черты распада спектра
плазменных колебаний из-за взаимодействия между различными гармони-
ками. Если амплитуда колебаний мала, можно воспользоваться разложе-
нием по амплитуде. В первом приближении существуют невзаимодейст-
вующие между собой гармоники

/el) -icokt+ikx

Во втором приближении (учитывая квадратичные по амплитуде члены)
рождение новых гармоник описывается уравнением типа

где L — дифференциальный оператор, спектр которого шк = ю(к). Выра-
жение в правой части можно рассматривать как «вынуждающую силу»,

действующую на осциллятор. Если сила
находится в резонансе с собственным коле-

Λ- банием осциллятора, т. е. ю2 = шк1 + юЬг

является собственной частотой, соответст-
вующей волновому вектору к =• к, -f- к2, то
под действием этой силы возбуждается (рож-
дается) новая гармоника co2(k = k1 + k2).

Если kj || к2 (одномерный спектр),
то это возможно, вообще говоря, только для
линейного закона дисперсии ω — ck. В об-

Рис. 31. щем случае возможность такого распада
зависит от вида функции ω (к) (рис. 31).

Для дисперсионной кривой 1 очевидно, что | к | < [ kj ] -t-1 k21, поэтому
из kj и к2 можно составить треугольник. Для кривой 3 этого сделать
нельзя. Поэтому распад возможен лишь для возмущений типа 1.

Лэнгмюровские колебания, например (см. п. 7), относятся к типу 3.
Поэтому распад во втором порядке для них невозможен. В третьем
порядке вынуждающая сила будет иметь вид

"^ к к к l 2 3

Легко видеть, что при любом законе дисперсии уравнения

к = кг + к3 + к3

имеют решение. Поэтому время распада произвольного спектра, вообще
говоря, обратно пропорционально квадрату амплитуды. Приведенные
соображения показывают44, что можно рассматривать распад спектра
как следствие столкновений квазичастиц-гармоник, при которых выпол-
няются законы сохранения «энергии» ω = ^ <в4 и «импульса» к = ^ к { .

Под действием электрического и магнитного полей колебаний ионы
и электроны плазмы будут совершать «броуновское» движение. Зная
спектр этих колебаний, можно было бы, в принципе, легко найти и соответ-
ствующие коэффициенты диффузии. Пока это проделано, к сожалению,
для малоинтересного случая равновесных тепловых колебаний, так как
нахождение неравновесного спектра связано с большими трудностями.
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ПРИЛОЖЕНИЕ I

УСТОЙЧИВОСТЬ ПУЧКОВ В ПЛАЗМЕ

Рассмотрим несколько пучков, движущихся со скоростями V\ и состоящих из
частиц с зарядом е,- и массой т,-. Температура частиц в пучках — Τι, плотность
частиц—iVj. Уравнение Эйлера для малых возмущений имеет вид

д7- mJVi дх

уравнение непрерывности:

уравнение для продольного электрического поля:

дЕ , χ-.
дх

(1,3)

В этих уравнениях vu га,·, рг—возмущения скорости, плотности и давления частиц
в i-м пучке, а Ε—напряженность электрического поля возмущений. Как известно,
для идеального газа частиц в каждом из пучков

-L^YilL^, ( ί (4>

где γ;—некий эффективный показатель адиабаты, который определяется из точной
кинетической теория.

Как обычно, возмущения ищем в виде е~^~*~г1ис, связь ω с к получаем из (1,3),.
подставляя в него (1,1), (1,2) и (1,4):

где

ПРИЛОЖЕНИЕ II

УСТОЙЧИВОСТЬ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ПЛАЗМЫ

Получим условия устойчивости вращения плазмы, приведенные в п. 10в.
На торцах системы могут существовать электрические поля (из-за того, что·

плазма граничит с вакуумом), следовательно, возможно появление «порестановочной»-
неустойчивости (см. пп. 46 и 4в), т. е. неустойчивости плазмы с т фО. При этом плазма
как бы пролезает «языками» между силовыми линиями магнитного поля, не искрив-
ляя их. Ниже найдены условия устойчивости вращения по отношению к возмуще-

8яо
ниям такого типа. Ограничимся случаем сильного магнитного поля ί — у

Движение плазмы в таком поле подобно движению несжимаемой жидкости. Из уравне-
ний гл. II получаем уравнение для возмущения радиальной компоненты скорости
вращения

1η'(Δ + ρ)Δ+ , VI 1π' ρ m } η / Γ τ л

ν ο "ο )

m \ m J
с граничными условиями

υτ = 0 при r =
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Заменив v
r
 на M = V Q

 r
^v

:
, получим из (II,1)

ί 1 , „, . 1
"{—2

 1η ( ρ Γ )
~Τ

ln'(QA+)A+

m

В этих уравнениях vr—радиальная компонента возмущения скорости плаз-
мы, ρ (г)— плотность плазмы, Vo (r) — скорость плазмы, направленная по азимуту,
A + = FO (r)-\-V0/r — ротор скорости плазмы, а штрих означает дифференцирование
по радиусу.

Третий член в фигурной скобке связан с обычным сохранением ротора скорости
QV2

в потоке, а четвертый содержит в числителе -^—-νρ =—VpVg, т. е. связан с тейло-
ровской неустойчивостью тяжелой жидкости, поддерживаемой легкой, в поле центро-
бежных сил.

Рассмотрим несколько частных примеров.
а) О д н о р о д н о е в р а щ е н и е п л а з м ы . Пусть вся плазма вращается

•с угловой скоростью Ω. Из (11,2) следует, что в этом случае

(И,3)

где
г 2 (ω—ιηΩ) 8 -ω 2

V 2а' ~~ ( ω - m Q ) 3

и предполагается, что ρ = ροβχρ{—ra/2a2}. Уравнение (11,3) есть уравнение Шре-
дингера для трехмерного изотропного осциллятора с 1=т—1/2. Поэтому воз-
можны локальные решения при

(П,4)

где
и = 0 , 1 . . .

Решая соответствующее дисперсионное уравнение, получим:

2 _ Qm(E-2)
ω · Ё=

( П > 5 )

Очевидно, что ω, максимально при i? = 3, m = 2. Вращение всегда неустойчиво,
причем быстрее всего вылезают два «языка» с противоположных сторон. На-

личие внешней или внутренней стенок лишь
•у! меняет распределение уровней в эффек-

тивной потенциальной яме, как показано на
рис. I.

б) В р а щ е н и е п л а з м ы п о д д е й с т -
в и е м э л е к т р и ч е с к о г о п о л я в ци-
л и н д р и ч е с к о м к о н д е н с а т о р е . Ес-
ли к электродам приложена резкость потен-
циалов φ 0, то поле между ними

Стенка р _ Фо _М
Рис. Ι.

-«ι

Легко видеть, что в этом случае Δ+ = 0 Умножая (11,1) на (гог)* и интегрируя
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-по частям, получим из условия равенства нулю действительной части интеграла:

(гоТ)'

: ТП*

I o r / m - F o |

dr

|cor/m— F o | 4

(И.7)

где предположено, что ω=ω Γ - | - ίωί .
Из (11,7) следует, что при ρ' <ζ 0 вращение неустойчиво для любых φ 0 . Это

связано с отсутствием стабилизирующей силы. Если же скорость вращения (или,
соответственно, в нашем примере электрическое поле) в силу каких-то причин
(например, пространственного заряда) изменяется быстрее, чем г"1, то появляется
стабилизирующая сила. Для простоты предположим, что плазма заключена в тонком
зазоре между цилиндрическими стенками (ширина зазора λ много меньше радиуса г).
Дисперсионное уравнение в этом случае имеет вид

Ιη'ρ

ω = -
ΙΑ — ±

^ In' (ρΔ+)]2 , V* Ιη'ρ
4A2

V» Ιη'ρ 1
"+"7 A~j '

где г—средний радиус плазменного слоя и

т а

1———I — \-
1 12 Τ „2 ~

1 !(Qn-

(11,8)

(Н,9)

(11,10)

Вращение неустойчиво, если плотность падает от оси настолько быстро
по сравнению с изменением скорости (независимо от знака), что

Если ρ'/ρ ~

неравенства

4AV'(

1

Г
ρ

(П.И)

γ-, то вращение неустойчиво при выполнении

4AL3 "
(11,12)

Из (ИДО) следует, что при то -» оо ω имеет мнимую часть, если ρ ' < 0 . В этом
случае вращение плазмы с падающей плотностью неустойчиво. Однако если дисси-
пативные процесссы (или конечный лармороЕСКИй радиус иона) приводят к ограни-
чениям размеров возмущений (так, что пг не может быть очень большим), то враще-
ние может оказаться устойчивым, если скорость вращения изменяется быстрее, чем
плотность, как это указано в тексте (п. 10в).

ПРИЛОЖЕНИЕ Ш

УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛОЖИТЕЛЬНОГО СТОЛБА3»

Рассмотрим более подробно возникновение неустойчивости в плазме положи-
тельного столба газового разряда в длинной трубке при наложении достаточно
большого постоянного магнитного поля, направленного по оси разряда.

Исходными уравнениями задачи являются уравнения баланса числа ионов пг

и электронов пе в единице объема плазмы (при этом в силу квазинейтральности

дг

dt

где а—число заряженных частиц, образуемых за секунду одним электроном

(III,la)

(Ш,1б)
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Скорость ионов γτ определяется их подвижностью 6г и электрическим полем
Е ν

что же касается электронов, то они в присутствии сильного продольного магнитного
поля Η совершают дрейфовое движение в поперечной плоскости

и, кроме того, движутся вдоль магнитного поля со скоростью
hF

l , ( Ш , 2 6 )

Фигурирующая в этих формулах полная сила F, действующая на электрон,
состоит из электростатической силы eVcp и отнесенного к одной частице градиента
давления электронного газа V (пТе):

Vre
—. (ΙΠ,3)

Мы рассмотрим случай исчезающе малой подвижности ионов £>,, когда диф
фузионный ΠΟΊΟΚ на стенки и скорость ионизации α стремятся к нулю При этом
можно опустить члены ал в уравнениях (111,1) после их линеаризации Кроме-
того, мы будем рассматривать низкочастотные колебания в плазменном столбе и
поэтому пренебрежем слагаемым on/dt в (III,16) Тогда, обозначая равновесные
плотности и потенциал плазмы через N и Ф, а скорость электронов V и сохраняя
обозначения η, φ, ν для отклонений этих величин от iV, Φ, V, получим в результате
линеаризации (111,1)

-£f — ЬгЧ (NV<p + nV<£) = 0, V (iV\-freV) = 0. (Ш,4)

Рассмотрим винтовое возмущение плотности и потенциала вида /(г) ехр (— ιωί -f-
-\-im6-\-ikz) (ζ—координата вдоль оси разряда, θ — азимут) и будем считать для про
стоты | иг. [ > 1 Подставляя возмущение в (III,4) и используя (111,2), (III,3), получим
с точностью до членов ~ 1/тп два алгебраических уравнения для η, φ:

An — Βφ = 0, —мвге-|-С<р = О, (Ш,5а)
где

i fe+^ф 4 ^
Τ

(Ш,5б)

Ω = , и—стационарная скорость электронов вдоль оси разряда, а штрих означав г
YYtC

дифференцирование по радиусу.
Находя из (III,5а) частоту ω, определим теперь границу устойчивости плазмен

ного столба из условия Im ω = 0:

Imcu = Reio) = — R e AB* = 0
с

Подставляя сюда значения А и В из (III,56), получим следующее уравнение *)
для волнового ьектора к:

Неустойчивость для вочмущения с й = А.кр и го<0 возникает, если продольная
скорость электронов становится больше и к р Значения кКр, м к р можно найти из (111,6)
и уравнения, получающегося дифференцированием (Л1,6) по &кр. Учитывая, что
rN'/N ~ 1, получим с точностью до коэффициентов порядка единицы

(ΙΙΙ,Τ)

•*) Заметим, что если пренебречь в этой формуле последним членом (рассматря
вая случай очень больших Ωτ), критерий устойчивости (III,6) совпадает с крите-
рием устойчивости при наличии градиента проводимости плазмы (58,11).
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Если выразить теперь продольную скорость электронов и через электрическое
поле Е, из (111,7) можно получить связь между значениями продольных электри-
ческого Екр и магнитного Вкр полей, при которых положительный столб теряет
устойчивость:

Yî i- « # К

α — радиус столба, λ—числовой множитель порядка единицы.
В эксперименте неустойчивость возникает, если магнитное поле И превышает

критическое значение Я к р , определяемое формулой (III,8).

ПРИЛОЖЕНИЕ IV

ИОННЫЙ ЗВУК В НЕОДНОРОДНОЙ ПЛАЗМЕ «

Выведем дисперсионное уравнение для ионных звуковых колебаний в неодно-
родной плазме. Магнитное поле На направим вдтть оси ζ и предположим, что давление

плазмы значительно меньше магнитного р0 <С °-; пусть равновесное распределение
OJt

электронов и ионов зависит от координаты х. Для возмущений вида exp i (kvy -f- kzz)
.поправки к функциям распределения /0 (ν, χ) будуг иметь вид (в предположении,
что ω <g °—дрейфовое приближение)

Электрическое поле можно с достаточной точностью считать потенциальным Е=—gradop.
Тогда дисперсионное уравнение можно получить из условия

div j яв ikjz =ь О,

i. e
(Поперечные компоненты плотности тока подавлены магнитным полем и не оказы-
вают влияния на критерий устойчивости. Однако их надо учитывать при определении
пространственной зависимости возмущения — собственной функции.)

Дисперсионное уравнение принимает вид

ky

aK,,ei,e а Ч
+

i, e

Для максвелловских функцтй распрэдэлечия ионов и электронов с температурой,
зависящей от х, нетрудно получить из (IV,3) простое выражение

имеющее место при выполнении условия

ΫΤΟΜ
х-»—т=тпгг· ( ΐ ν · 5 )

k Ϋ ^J
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