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ВВЕДЕНИЕ

Излучение Вавилова—Черенкова в средах, ограниченных поверх-
ностями раздела, обладает целым рядом специфических особенностей,
отсутствующих в случае безграничной среды. Первые работы, посвящен-
ные учету границы диэлектриков в излучении Вавилова—Черенкова,
появились в 1947 г. К тому времени теория излучения Вавилова—Черен-
кова в безграничной среде была уже достаточно разработана, и встал воп-
рос о применении этого эффекта для различных физических целей. Раньше
всего по времени было предложено использовать излучение Вавилова—
Черенкова для генерации ультракоротких радиоволн (В. Л. Гинзбург 1 8 2 ,
1947 г.). В связи с этой проблемой в последующее время был рассмотрен
целый ряд граничных задач — излучение Вавилова—Черенкова в канале,
проделанном в преломляющей среде 1 8 9, излучение заряда, движущегося
над плоской границей раздела 11в> 2 7 2· 329> 3 0 7· зм> 1 7 1 · 2 6 0 и т. д. Через
несколько лет В. И. Векслером был предложен когерентный метод ускоре-
ния заряженных частиц 4 0 7. Некоторые из вариантов этого метода основаны
на увлечении заряженной частицы сгустками электронной плазмы, т. е. на
обращении эффекта Вавилова—Черенкова. Оценки эффективности уско-
рения также потребовали решения ряда граничных задач в4> 58~вз. Гра-
ничные задачи теории излучения Вавилова—Черенкова рассматривались

*) Эффект Вавилова—Череякова в безграничной среде и кристаллах (гл. I—II)
см. УФН 62 (3), 201 (1957).
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также в связи с проблемой управляемых термоядерных реакций (ста-
билизация токов в сильноточных разрядах 3 1 0 , черенковское излучение
магнитозвуковых волн 3 0 9 ) . В теории линейных ускорителей и волновод-
ных систем был также рассмотрен ряд граничных задач теории излуче-
ния Вавилова—Черепкова 1'8'и· 3 1 7 ' 3 5 3 . 2С5> 2 0 6.

Ряд работ был посвящен непосредственному расчету черенковских
генераторов миллиметровых и субмиллиметровых радиоволн 279~2si,
52, 314 Множество экспериментов, проведенных в последние годы 52-
279-281, И4, 115, 274, 313-315, з24; Г О В О р Я Т 0 T 0 M j ч т о ч е р е н к о в с к а я г е н е р а ц и я
радиоволн все в большей степени привлекает внимание исследователей.
Разумеется, с граничными задачами излучения Вавилова—Черенкова
приходится иметь дело и при расчете черенковских счетчиков.

Из этого краткого перечня видно, что к настоящему времени решено
немало граничных задач теории излучения Вавилова—Черенкова.

Предлагаемая обзорная статья посвящена разбору тех особенностей,
которыми обладает поле излучения заряда, движущегося в ограничен-
ной или полуограниченной среде. Эта статья является продолжением
обзора в б , где рассматривалось излучение Вавилова—Черенкова в безгра-
ничной среде. Для обеих работ принята единая нумерация формул.

Задачи, возникающие при учете граничных условий, можно разделить
на стационарные и нестационарные. Стационарные задачи характери-
зуются тем, что поле, созданное зарядом; перемещается как целое со ско-
ростью заряда, т. е. все поля зависят только от аргумента χ—vt. Приме-
ром таких задач является, например, движение заряда по оси цилиндри-
ческого канала в диэлектрике.

В нестационарных задачах поле уже не перемещается со скоростью
заряда. Пример нестационарной задачи — переход движущегося заряда
из одной среды в другую и возникающее при этом переходное излучение.
Мы будем рассматривать только стационарные задачи.

III. ИЗЛУЧЕНИЕ ВАВИЛОВА—ЧЕРЕНКОВА ПРИ НАЛИЧИИ
ГРАНИЦ РАЗДЕЛА

III. 1. Г р а н и ч н ы е у с л о в и я

При движении заряда в преломляющей среде поле определяется извест-
ной системой уравнений Максвелла:

= - l - - ^ , divB = 0,

^ + j
С

(111,1)

= μΗ.

Здесь, как обычно, мы считаем, что ε и μ в координатном представ-
лении являются операторами, которые в представлении Фурье сводятся
к функциям от частоты волны ω и ее волнового вектора к. Иными словами,
если

(Е; D; Н; В) = ^ (Ekffl; D k , ω; Нк, ω; Вк, ω) e««-*·' dk dm,

то
Dk,co = ε (к, a>)Ekju) '

(Ш,3)
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При этом ε и μ по разные стороны от границы раздела между средами
являются различными функциями частоты ω (и волнового вектора к).
Ниже, если это не оговорено особо, мы будем считать ε и μ функциями
только частоты ω.

Поля на каждой границе раздела должны удовлетворять известным
граничным условиям.

Пусть имеется граница раздела двух сред. Обозначим одну среду
номером 1, вторую — номером 2. Нормаль к поверхности раздела η
направим из среды 1 в среду 2. Тогда электрическое поле Ε и магнитное
лоле Η на поверхности раздела удовлетворяют следующим условиям:

[η, Ε 2 - Ε χ ] = 0, [ η , Η , - Η ^ Ο (111,4)

(мы считаем, что поверхностные токи на границе раздела отсутствуют).
•Эти условия выражают непрерывность тангенциальных компонент Ε и Η
при переходе через границу раздела. Кроме этих условий, имеется еще
условие непрерывности нормальной компоненты векторов индукции:

(η, ϋ ,-ϋ^Ο, (η,Βϊ-Β1) = 0. (111,5)

Как будет показано ниже, когда поверхности раздела имеют простую
геометрию, нет нужды пользоваться всеми этими условиями. Однако для
сложных кривых поверхностей необходимы все шесть граничных условий.
В ряде случаев удобнее пользоваться приближенными граничными усло-
виями М. А. Леонтовича. Использование граничных условий М. А. Леон-
товича в теории излучения Вавилова—Черенкова было предложено
А. И. Морозовым, оценившим также точность этих условий при опреде-
лении поля движущегося заряда 3 0 8.

Условия М. А. Леонтовича *) применимы для сред, у которых комплек-
сный показатель преломления п=У ε μ имеет большие по абсолютной вели-
чине значения (либо за счет большой комплексной диэлектрической постоян-
ной ε, либо за счет большой комплексной магнитной проницаемости μ).
На границе такой среды с вакуумом приближенно выполняется условие

V^E t =|/7# t I (Ш,6)
где ε и μ — диэлектрическая и магнитная проницаемости среды, а Е,
и //( — тангенциальные составляющие электрического и магнитного
полей.

Удобство пользования - этими граничными условиями, помимо их
простоты, заключается еще и в том, что они позволяют избежать опреде-
ления поля внутри среды с большим значением п, а само наличие этой
среды учитывать граничными условиями, задаваемыми на поверхности
раздела.

Условие (III, 6) является точным для волн, падающих нормально
на границу раздела. Для волн, падающих на границу под углом φ, это
условие является приближенным, причем поправки имеют относительный

sin2q> , . ' — . ,

порядок малости ——• , гдел = у εμ — коэффициент преломления среды.
Нетрудно показать, что в задаче о черенковском излучении 8 ΐ η φ

2 — - — .
τι /ι ρ

Действительно, рассмотрим точечный заряд, движущийся равномерно
в пустоте параллельно плоской границе среды с большим значением
показателя преломления п, который мы будем считать действительным.
Пусть в среде возбуждается черенковское излучение. Волновой вектор

*) См., например, Л . А. В а й н ш т е й н , Электромагнитные волны, М.,
«Сов. радио», 1957.
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излучения направлен внутрь среды и составляет с нормалью к поверх-
ности угол Θ, определяемый соотношением

\
sin θ = --5- .

/ιβ

Зная θ, можно определить угол φ (угол падения излучения на границу

раздела). Легко видеть, что sin φ = -^ . Тот факт, что sin φ оказывается

больше единицы, говорит о том, что излучения в пустоте нет. Это значе-
ние sin φ дает относительную величину поправочного члена при поль-
зовании приближенными граничными условиями (III, 6),

sin2 φ Ι
Я 2 β 2 7 1 2 '

Таким образом, применимость условий Леонтовича в задаче об излуче-
нии Вавилова—Черенкова ограничена условием

1 1 « 1. (Ш,7)
β2 | η |2 [ εμ Ι β2

В случае, если движение происходит около кривой поверхности,
ошибка, связанная с применением (III, 6), будет порядка

где h — расстояние источника поля от поверхности, Rt и i?2 — ее глав-
ные радиусы кривизны.

Как следует из критериев (III, 7) и (III, 8), граничные условия Леон-
товича справедливы при скоростях заряда, значительно превосходящих
фазовую скорость света в среде, мимо которой движется заряд (или, если
среда непрозрачна, условие (III, 6) справедливо при наличии большого
поглощения).

В нерелятивистской области решение задачи о поле движущегося
источника еще более упрощается благодаря возможности разложить

поле по степеням β = — :
с

Ε = Е<0) + βΕ ( 1 ) + βΈ<

Для определенности рассмотрим движение заряда около некоторой
поверхности, на которой выполнено условие (III, 6). В этом случае можно
показать, что на этой поверхности

β/|, (ΙΙΙ,ΙΟ)

где Е'п и Е1т — нормальная и тангенциальная компоненты вектора Е.
Как видно из (III, 10), электрическое поле при μ > ε «выталки-

вается» из среды, а при μ < ε входит в среду практически нормально.
Это позволяет взять за основу решение уравнения Лапласа с граничными
условиями Е„(°> = 0 или Е/ 0 ) = 0, а затем, используя (III, 6), найти
и Η(*> и рассчитать тем самым мощность излучения.
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III. 2. И з л у ч е н и е з а р я д а , д в и ж у щ е г о с я п о о с и
ц и л и н д р и ч е с к о г о к а н а л а , з а п о л н е н н о г о

д и э л е к т р и к о м

Пусть в изотропной среде с диэлектрической постоянной ε2 и маг-
нитной проницаемостью μ2 имеется цилиндрический круглый канал,
заполненный другой средой — с диэлектрической постоянной εχ и маг-
нитной проницаемостью μι (рис. 1). Задача о движении заряда по оси
такого канала была решена в 1947 г. в работе В. Л. Гинзбурга
и И. М. Франка 1 8 9. За семь лет до этого, в 1940 г., вопрос о прохождении
заряда по оси канала в диэлектрике был поднят Л. И. Мандельштамом
в его выступлении на защите докторской диссертации П. А. Черенковым.
Л. И. Мандельштам отметил, что если заряд движется по оси пустого
канала в плотной среде, причем радиус канала достаточно мал (меньше
длины волны черенковского
излучения в этой среде), то
заряд может терять энергию / \/г' г »
на черепковское излучение. [ ft' '\
Это замечание оказалось весь-
ма важным, ибо оно пока-
зывало, что в образовании
черенковского излучения с Рис. 1.
длиной волны λ принимают
участие области среды, удаленные от пути заряда на расстояние, сравни-
мое с λ, области же среды, вплотную прилегающие к пути заряда.^е
дают существенного вклада.

Пусть в некоторой прозрачной среде движется заряд и при этом
выполняются условия черенковского излучения. Удалим среду с пути заря-
да, так что заряд движется теперь в узком канале, в пустоте. Утвержде-
ние, что заряд, движущийся в пустоте вблизи границ среды, излучает
практически так же, как если бы он двигался в среде, является очень
важным для практических целей, ибо открывает возможность для
генерации черенковского излучения без побочной генерации поляриза-
ционного, или боровского, излучения, составляющего основную часть
потерь энергии заряда в сплошной среде.

а) Перейдем теперь к количественному рассмотрению задачи. Пусть
точечный заряд величины q движется со скоростью ν по оси цилиндра
радиуса а. Цилиндр заполнен средой εν μ1, а внешнее пространство — сре-
дой ε2, μ2. Электромагнитное поле, созданное зарядом, определяется
системой уравнений Максвелла (III, 1). Мы будем исходить из уравнения
для потенциалов А и φ (Ι, 6). Это упрощает расчеты, так как симметрия

задачи допускает и в этом случае соотношение Α = ?^νφ (Ι, 9). Можно

воспользоваться также системой уравнений для потенциалов (I, 8), где
продольное поле отделено от поперечного, но при этом расчеты услож-
няются 6 4. Введем цилиндрическую систему координат τ-, φ, ζ с осью ζ,
направленной по оси цилиндра. Представим φ (г, ζ—vt) в виде (I, 33):

e » Φ(ω,τ)άω, Α = -1·εμφ. (Ш,11)

Тогда для Φ (ω, г) получаем уравнение



300 Б. м. БОЛОТОВСКИЙ

При этом внутри канала {г < α) ε и μ соответственно равны sx ж μ1(

вне канала— ε2 и μ2. Решение уравнения (111,12) имеет вид

Φ (ω, г) =
ω>0

I при г < a,

I при г > а.

Здесь Ко ш IQ — функции Бесселя от мнимого аргумента. При изменении
знака ω все выражения переходят в комплексно сопряженные. При г<а
коэффициент при Ко определяется особенностью в правой части уравне-
ния (III, 12). Коэффициенты α, η и γ нужно определить из граничных
условий при т=а. Сразу ясно, что коэффициент у следует принять рав-
ным нулю, так как функция / 0 экспоненциально растет с ростом г.
Два остальных коэффициента определяются с помощью двух граничных
условий, за которые удобно взять условия непрерывности Εζ и Ηψ лгри
переходе через границу раздела. При выполнении этих условий все осталь-
ные граничные условия выполняются автоматически. Условия непре-
рывности составляющих Ег и Я ф сводятся к условиям непрерывности
двух величин :

(1-βμβ·)Φ(»,Γ) и ^

при г = а. Введем обозначения

ii ^ (111,14)

Тогда сшивание полей приводит к следующим формулам для Φ](ω, г):

* . * ι + · ' . < ν > ] . ( Ι Ι Μ 5 )

где
г (kia) Ko (k2a)~k2K0 (kta)

α =

η = —1 α .

^Koikzay-^kiloihaJKilkza) '

1

'ε, 1 —
β ε2 1 -

Формулы (III, 11, 14—16) вместе с (I, 9) полностью определяют поле
в среде, созданное движущимся зарядом. В таком виде они были запи-
саны А. Г. Ситенко з в 0 .

Поле в рассматриваемой задаче можно определить также прибли-
женно, воспользовавшись граничными условиями Леонтовича (III, 6).
При этом мы избавляемся от необходимости вычислять коэффициент η,
определяющий поле вне канала. Граничное условие (III, 6) сразу дает
уравнение для коэффициента а, и мы получаем

i (klu)-i / ε (1 -β 2 ) /„ (*1в)
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Здесь для простоты положено ε χ = 1 , μ 1 = 1 , ε 2 = ε , μ 2 = μ · При εμβ2—>οο
точное выражение (III, 16) для α совпадает с приближенным, получен-
ным с помощью граничных условий Леонтовича. Таким образом, в об-
ласти, лежащей далеко за порогом черенковского излучения, примене-
ние граничных условий Леонтовича является оправданным.

Как видно из формул (III, 15), характер поля определяется величи-

ной fc],2 = —У1—εμβ2. В той среде, где эта величина действительна,
условия черенковского излучения не выполняются, и поле разлагается
по монотонно меняющимся, но не осциллирующим гармоникам. Если же
выполняется условие черенковского излучения внутри или вне канала,
то в той среде, где оно выполнено, поле представляет собой сумму цилинд-
рических волн, на излучение которых заряд должен терять энергию.

Перейдем к определению потерь энергии заряда. Потери энергии
заряда на единицу длины равны тормозящей силе, действующей на заряд
со стороны порожденного им поля:
dW_ E _ _ ^ ы _

dz г г-»0

оо

= ^ " R e [ν-ι Ν ( ί - r V f i O [^o(Ai rmin) + α-ΜVmin)] "od<B, (И1.17)

где α определяется выражением (III, 15). Величина rmin есть то минималь-
но допустимое в классической электродинамике среды расстояние до
источника поля, при котором еще справедлива классическая электроди-
намика. Для простоты будем считать, что обе среды — внутри и вне
канала — являются прозрачными.

б) Из анализа выражения для потерь (III, 17) следует, что потери
энергии заряда имеют место в следующих спектральных интервалах.

Потери энергии происходят на тех дискретных частотах, при кото-
рых диэлектрическая постоянная среды внутри канала обращается
в нуль. Это — боровские, или поляризационные, потери энергии, пред-
ставляющие собой потери на излучение продольного поля. Величина их
дается формулой

dW а2
 УГУ 2ω,

dz,Бор
(us

de(co) ν j *ο\· ν j

V ν J \
(111,18)

Сумма распространяется на частоты <BS, при которых 8t(ros)=0. Второе
слагаемое в квадратной скобке отражает наличие границ. При увеличе-

нии радиуса канала а это слагаемое стремится к нулю как е " и фор-
мула (III, 18) переходит в выражение для боровских потерь частицы в без-
граничной среде. По отношению к боровским потерям среду внутри канала
можно считать безграничной уже при радиусе канала порядка или боль-
ше максимального значения — . Среда экранирует продольное поле, и за-

ряд как бы «не чувствует» границы.
в) Потери энергии происходят также при наличии черенковского

излучения. При этом поле и спектр потерь существенно зависят от того,
в какой из двух сред выполнено условие излучения Черенкова. Рассмот-
рим возможные случаи.

Начнем со случая, когда внутри канала не выполняются условия
черенковского излучения, а вне канала — выполняются. Этот случай

7 УФН, т. LXXV, вып. 2
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соответствует выполнению неравенств

к\ > 0; к\ < 0 ( E rf < 1; e r f > 1). (111,19)

Этот случай, непосредственно связанный с соображениями Л. И. Ман-
дельштама, и был рассмотрен В. Л. Гинзбургом и И. М. Франком. Дви-
гаясь по оси канала, заряд излучает во внешнюю среду. Потери энергии
определяются выражением

dW 2 9 * п „ ? . . Г, 1 V.,..v ........ ( Ш ; 2 0 )
dz JXC2

Интеграл берется по области, определяемой неравенствами (111,19).
Эта формула получена из (111,17) следующим образом. Первое слагаемое
в квадратных скобках под знаком интеграла в (111,17) можно в случае
(111,19) зачеркнуть, так как оно не дает вклада в действительную часть
интеграла. Во втором слагаемом можно положить 7-min = 0. Это дает фор-
мулу (111,20).

Интегралу (111,20) можно придать другой вид. В действительную
часть интеграла дает вклад только мнимая часть коэффициента α (ω).
Нетрудно показать, что Im α (ω) следующим образом связана с коэф-
фициентом η (ω), определяющим поле вне канала (см. (111,15, 16)):

Im α (со) = γ Ι η (ω) | 2 .

Это дает

dW а2 С /", 1 Λ Ι / \ Ι " > ι /τττ nnn

—ι—• = — -^γ- \ (χ2 ( 1 Ο2 11 η (ω) | ω αω, (111,20 )

Формула (111,20') отличается*от выражения для черенковских потерь
в безграничной среде ε2, μ2 только наличием под интегралом множителя
| η (ω) | 2 . В рассматриваемом нами спектральном интервале, где выпол-
няются неравенства (111,19), коэффициент η (ω) (111,16) является ком-
плексной величиной, так как величина к2 — мнимая. Поэтому функции

К0(к2а) и К^к.а) переходят в Щ*> (*,о) и #<»(*.«)· где < = - ^ l / e r f - l ,
а Н™ и Н™ — функции Ганкеля.

При стремлении радиуса канала к нулю коэффициент η стремится
к единице. Поэтому черепковское излучение заряда, движущегося в до-
статочно узком канале, ничем не отличается от излучения в безгранич-
ной среде ε2, μ2. Условием того, что наличие канала не сказывается
на спектре излучения, является выполнение неравенств

Рассматриваемый случай (к\ > 0; к\ < 0) очень важен в принци-
пиальном отношении. Всегда, когда заряд движется в среде, где не выпол-
няются условия черенковского излучения, он излучает в среду, где эти
условия выполняются, причем интенсивность излучения резко падает
с ростом расстояния от пути заряда до границы между двумя средами.

Величины s t 2 представляют собой радиальные компоненты волновых
векторов излучения Черенкова соответственно в первой и второй средах.
Если условие черенковского излучения не выполняется, то s — мнимая
величина и поле затухает по экспоненте с декрементом — is = k =
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С ростом а функции / 0 (А а̂) и /, (&χα) растут по экспоненте (как"
efti°). Поэтому множитель | η ( ω ) | 2 падает как е~2к^а, и излучение, для

которого радиус канала а значительно превышает величину т̂г > целиком

обрезается (рис. 2). Это обстоятельство использовал М. Шонберг, при
согласовании теории черенковских потерь в прозрачной среде с экспе-
риментом 2 1 1. Шонбергу и Хьюбрехтсу осталась неизвестна работа
В. Л. Гинзбурга и И. М. Франка, выполненная пятью годами ранее,
и они повторили вычисления В. Л. Гинзбурга и И. М. Франка (правда,

Функция /η (ω)Ιζ при μ , ε, βг* I, μ 2 ьгр
2*1

0,5

V
\

n-W/
ρ-ι

п-10 ^ Ч ^
Χβ-0.5 ^ Ч - ^

- _ π-1.5

, 1 1

π-1,5
/р-09
*—
— -,

Ряс. 2.

с иной целью). Отметим, что в 1958 г., через 11 лет после появления
работы В. Л. Гинзбурга и И. М. Франка, появилась еще одна работа350,
где автор провел те же расчеты, что и в работе ш .

Если кг = 0, что, например, имеет место, когда заряд движется
в пустоте со скоростью света, то множитель | η ( ω ) | 2 с ростом радиуса
канала затухает не по экспоненте, а пропорционально

Отметим одну аналогию. Если в сплошной среде движется протяжен-
ный сгусток зарядов, то его потери на излучение Вавилова — Черепкова
записываются в виде (111,20'), с той разницей, что вместо | η (ω) j 3 стоит
квадрат модуля форм-фактора, описывающего распределение заряда
в сгустке. Таким образом, можно сказать, что введение канала экви-
валентно размытию точечного заряда, излучающего в сплошной среде.

г) Рассмотрим теперь случай, когда условия черенковского излуче-
ния выполняются и внутри и вне канала. В этом случае

к\ < 0, к\ < 1 1, e r f > 1)

(определение кг и к2 см. (111,14)).
Интеграл потерь на черенковское излучение (111,17) в этом случае

имеет вид

^ S (^)[ ] (111,22)

где интеграл берется по всем частотам, для которых одновременно вну-
три и вне канала выполнены условия черенковского излучения.

7*
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Интеграл (111,22) получается из (111,17) следующим образом. Так
как kt = — islt то

(Ш,23)Ко (кг г) = ψ Я"» К г) = | [/„ (Sl г) + ίΝ0 (8ι τ)],

где Я' 1 ' — функция Ганкеля, / 0 — функция Бесселя, NQ — функция Ней-
мана. Поскольку нас интересует действительная часть интеграла (111,17),
мы можем не учитывать член N0(s, r), но тогда можно формально про-
вести переход rmin —>0, что сразу дает (111,22).

Выражение (111,22) можно упростить, воспользовавшись соотноше-
нием

(111,24)

справедливым в рассматриваемом спектральном интервале. Тогда инте-
грал потерь принимает вид

(Ш,25)

Это выражение внешне похоже на (111,21), т. е. на выражение для потерь
в другом спектральном интервале, где ε1μ1β

2 < 1, ε2μ2β
2 > 1. Однако это

сходство — кажущееся, ибо в спектральном интер-
вале (111,19) коэффициент |η(ω) | 2 зависит от ра-
диуса канала а иным образом. В частности, при а—> оо
|η(ω) | 2 не стремится к нулю.

Физическая картина явления такова (рис. 3).
В первой среде возникает черенковское излучение.
Оно распространяется в направлении, составляющем

со скоростью угол ·θ1( причем созОх = —g. Это

излучение падает на границу канала под углом

9 t = -^—•&!, и поэтому

Рис. 3.
(111,26)

При переходе через границу черенковская волна преломляется
по известному закону

sin φ! _ JH_
sin<p2~ nx '

откуда

sin φ2 = ;
1

(Ш,27)

(111,28)

Следовательно, преломленное излучение распространяется в направлении,

составляющем со скоростью заряда угол Ф2, причем cos # 2 = ^-g. Мы

видим, что если излучение в первой среде распространяется под черен-
ковским углом, то после преломления оно и остается черенковским уже
во второй среде.

ППриведем выражение для множителя | β (ω
канала велик

1

в случае, когда радиус
S l a»l, s2a>l):

(Ш.29)
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Этот множитель осциллирует вблизи значения

2Sl \

»ϊε§ '

Подбирая радиус канала или параметры обеих сред, можно добиться
интенсивного излучения в узком спектральном интервале.

д) Рассмотрим теперь случай, когда внутри канала выполняются
условия черенковского излучения (А̂  <; 0; ε1μ1β

2 >> 1), а вне канала —
не выполняются (к\ > 0, ε2μ2β

2 < 1). В этом случае выражение (111,17)
для потерь энергии принимает вид

^ Х 4 > <ΙΠ·30>
В рассматриваемом интервале частот, где

выражение (III, 16) для коэффициента α (ω) можно записать в виде

яг Г . BsiNj (Sja) Ко (А2а) — k2N0 (^g) Kt (Луг)
2 L Bs1J()K(k) + k r ( ) K ( k )

Подстановка (111,31) в выражение (111,30) для потерь дает

dW_ _ £ » , Д . . f* 1 "\ Bs1N1 (s1a) Ko (k2a)~k2N0 faa) Кг (k2a) • ,
dz с2 л е ] μ ι ^ X ε ι μ ι β ν Bs^ (Sla) Ko (k2a) + k2J0 (S]a) Kx (k2a) ш uw·

(111,32)

Из последней формулы видно, что вклад в выражение для потерь
могут дать только полюсы подынтегрального выражения. Действительно,
подынтегральное выражение является чисто мнимым, и вклад в действи-
тельную часть могут дать только вычеты в его полюсах.

Полюсы подынтегрального выражения определяются уравнением

D (ω) = S s / i (sia) ко ( V ) + V o foe) Кг (Α:2α) = 0. (Ш,33)

Частоты, удовлетворяющие этому уравнению, образуют дискретный
спектр излучения Вавилова — Черенкова.

Почему имеет место дискретный спектр черенковского излучения,
можно понять, воспользовавшись соображениями, высказанными
И. М. Франком 1 4 9 (см. также 6 4).

Если и внутри и вне канала выполнены условия черенковского излу-
чения, то, как следует из (111,27, 28), черенковская волна, испущен-
ная зарядом, после преломления на границе канала, удовлетворяет усло-
виям излучения и во второй среде. Пусть теперь во второй среде не выпол-
няются условия черенковского излучения. Тогда, как следует из (111,28),
синус угла преломления должен быть больше единицы. Это — хорошо
известный в оптике случай полного отражения. Поскольку во внешней
среде не выполняются условия черенковского излучения, черенковская
волна, испущенная зарядом, подойдя к границе раздела, отражается
обратно во внутреннюю среду, снова доходит до границы раздела, снова
отражается и, таким образом, многократно отражаясь, «путешествует»
внутри канала. При этом ранее испущенные волны интерферируют с вол-
нами, излученными в последующие моменты. Представим себе, что заряд,
находясь в точке А на оси канала, излучает черепковскую волну (рис. 4).
Излученный свет доходит до точки В, отражается, доходит до точки С
снова отражается и пересекает путь заряда в точке D под тем же углом
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под которым был испущен. За это время заряд доходит до точки В и в ЭТОЙ
точке испускает еще одну черенковскую волну. Эти две волны будут уси-
ливать друг друга, если разность хода для них составляет целое число
длин волн. В противном случае волны будут гасить друг друга. Поэтому
спектр излучения является дискретным.

В случае, когда радиус канала велик (s^a > 1, к%а > 1), уравнение
(111,33), определяющее частоты излучения, принимает сравнительно
простой вид

Ч т £ > £ / Щ ^ . (ΠΙ.34)
или

в _-arctg-g- / g j g . (ΠΙ.35)
Первое слагаемое слева пропорционально изменению фазы черенков-

ского луча на пути ABCD, правая часть дает скачок фазы луча при пол-
ном отражении от границы канала.

_в Из дисперсионного уравнения
(111,33) следует одна интересная осо-
бенность излучения Вавилова — Че-
ренкова в канале. Рассмотрим два
случая излучения частицы в канале.

• В обоих случаях скорость частицы
близка к скорости света (β = 1) и внут-

Р и с · 4· ри канала выполнены условия черен-
ковского излучения. Но в первом

случае внешней средой является пустота ( ε 2 = 1 , μ 2 =1), а во втором —
идеально проводящий металл (е2=гоэ). Как видно из дисперсионного
уравнения (III,33), спектр излучаемых частот определяется в обоих
случаях одним и тем же условием

= 0. (111,36)

Поэтому в цилиндрических черенковских счетчиках при регистрации
релятивистских частиц (β=1) нет надобности серебрить поверхность
счетчика: и без того испущенный свет практически нацело отражается.
Разумеется, это замечание справедливо при том условии, что траекто-
рия излучающей быстрой частицы в цилиндрическом черенковском
счетчике близка к его оси.

Потери энергии частицы на излучение Вавилова — Черенкова в рас-
сматриваемом случае определяются вычетами в полюсах подынтеграль-
ного выражения (III,32). Обозначим числитель дроби под интегралом
в (111,32) через Α (ω):

Α (ω) = Bs1N1 (Sla) Ко {кга) - k2N0 (sxa) К, (fc2a). (111,37)

Тогда потери энергии частицы на излучение Вавилова — Черенкова в рас-
сматриваемом интервале частот имеют вид]

dW
dZ = - n - (111,38)

где D' —производная функции D (ω), определенной равенством (III, 33);
ω8—s-й корень уравнения (111,33); μΐ3, ε]δ — значения μχ (ω) и ε2 (ω)
при ω=ω 8 . Сумма распространяется на те значения частот, при которых
внутри канала возможно излучение, а вне канала невозможно.
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Так как во внешней среде не выполнены условия черенковского излу-
чения, поле вне канала затухает по экспоненте (см. (III, 15)). Поэтому
поток вектора Пойнтинга через цилиндрическую поверхность, располо-
женную во внешней среде коаксиально с каналом, равен нулю. Это,
конечно, не означает того, что заряд не теряет энергию на излучение.
Просто излучение не выходит во внешнюю среду. Таким образом, при
наличии границ раздела определение потерь энергии по потоку излучения
становится гораздо более сложным, чем в случае однородной среды. Сле-
дует учитывать возможное отражение света от границ раздела и преломле-
ние на границе. Неучет этих обстоятельств может вести к ошибочным
заключениям. Поэтому неточно утверждение, содержащееся в работе з в 0, что
потери энергии частицы на излучение могут быть определены по потоку '
излучения вне канала. Такой метод определения потерь привел авторов 1 8 9

к неправильному выводу об отсутствии потерь на излучение в случае
ε , β 2 > 1 , ε 2 β 2 < 1 .

Разобранные возможные случаи черенковского излучения в канале
являются характерными для всех стационарных задач с граничными
условиями.

III.3. Д в и ж е н и е т о ч е ч н о г о з а р я д а п а р а л л е л ь н о
о с и к а н а л а в д и э л е к т р и к е

Случай, когда заряд движется внутри канала, но не по оси, а парал-
лельно оси на расстоянии г0 от нее, был рассмотрен в работе 63. Поле
частицы в этом случае уже не является аксиально симметричным. Условия
излучения оказываются точно такими же, как и в предыдущем случае,
когда заряд движется по оси канала. Именно, если и внутри, и вне канала
выполняются условия черенковского излучения, то излучение возникает
в первой среде и затем, преломляясь на границе канала, выходит
во вторую среду. Спектр излучения при этом непрерывный. Если условия
излучения выполняются только внутри канала, излучение возникает
в первой среде и испытывает на границе канала полное отражение. Поэтому
излучение не выходит во вторую среду, распространяясь вдоль оси канала.
Спектр излучения в этом случае дискретный. Наконец, в том случае, когда
внутри канала не выполнены условия черенковского излучения, а вне
канала они выполнены, излучение существует только во второй среде,
причем интенсивность его экспоненциально падает с ростом расстояния
частицы от поверхности раздела. (Если радиус канала а, расстояние час-
тицы от оси г0, то расстояние частицы от границы канала равно а—г0.)

Как видно из сказанного, основные качественные черты излучения
не меняются, если траектория частицы смещается от оси канала. Рассмо-
трим теперь то новое, что появляется при движении частицы в стороне от оси
канала. Прежде всего, угловое распределение излучения в этом случае
не является изотропным. Поле частицы разлагается по гармоникам вида

°° ? · ω ,

т Г ° ° ~ « l ± t v t №39)
А = 2 е 1 т ф \ е% V (Z Ы) &т С''- ω ) Й а > .

т——со —со

где т — целые числа, φ — угол между радиусом-вектором частицы
и радиусом-вектором точки наблюдения (рис. 5). Выражения для Ф т

и а т мы не приводим, отсылая читателя к оригинальной работе63. Из гео-
метрии задачи следует, что поле симметрично относительно плоскости,



308 Б. М. ВОЛОТОВСКИЙ

проходящей через ось канала и линию движения частицы. Поэтому
в (111,39) фактически входят только cosmcp.

Отсутствие аксиальной симметрии приводит к тому, что на заряд дей-
ствует теперь не только тормозящая сила, но и сила, отклоняющая
заряд от его прямолинейного движения. Из характера симметрии поля
ясно, что эта сила может иметь только радиальную составляющую,
а составляющая по φ должна равняться нулю.

Рис. 5.

Радиальная сила, возникающая при отходе заряда от оси канала,
может привести к фокусировке заряженной частицы, т. е. к возвращению
ее на ось канала.

Анализ поля (111,39) показывает, что возможно определить такие
спектральные области, в которых заряженная частица, движущаяся
по оси канала, испытывает фокусирующую силу. Как показано в работевз,
радиальная сила, действующая на заряд, определяется следующим выра-
жением ( μ ^ Ο , μ 2 =1):

т—0 —оо

χ/Λ^Κΐ-β^ζ-^ωώο, (111,40)

где a m = l п р и т = 0 , ат=2 при т=1, 2, ...; К1т— сложная функция, зави-
сящая от свойств внешней и внутренней сред и от радиуса канала а. В неко-
торых интервалах частот радиальная сила может быть фокусирующей,
в других — дефокусирующей. Окончательный знак радиальной силы
зависит от интеграла по всем частотам, и для его определения необходимо
задание дисперсионных свойств обеих сред.

Рассмотрим несколько подробнее случай, когда внутри канала выпол-
нены условия черенковского излучения, а вне канала — не выполнены.
В этом случае, как уже сказано, спектр излучения является дискретным.
Частоты, на которых идет излучение гармоник с номером т (угловая зави-
симость такой гармоники определяется множителем e imtp), определяются
следующим дисперсионным уравнением:

ε#-1) (1-ε2β
2) [εχ VT^J* Km (± yTTiJi a) J'm (2- VW

J'm (± Ϋϊ^=ϊ a) Kn ( f VT=^ a) ] -

- (Ξ-)'y™ ("T V^W^ «) Kb ( v У Т 3 ^ " 2 « ) (εχ - 4? β2 = 0. (111,41)
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При т=0 это дисперсионное уравнение совпадает с уравнением (III,33)
для случая движения частицы по оси канала. Это значит, что при смеще-
нии пути частицы от оси канала излучаются те же частоты, что и при
движении по оси, и к ним еще добавляются новые частоты, на которых
излучаются гармоники поля с т Φ 0.

Спектр излучения заряженной частицы, движущейся параллельно
оси канала, обладает той же интересной особенностью, что и спектр
излучения при движении по оси. Именно, если скорость частицы близка
к скорости света (β=1) и в одном случае внешней средой является пустота
( ε 2 = 1 , μ 2 =1), а в другом — металл (е2=гоо), то в обоих случаях полу-
чается одинаковый спектр излучения. Поэтому спектры излучения реля-
тивистских частиц в посеребренном и непосеребренном черенковских
счетчиках одинаковы. При этом предполагается, что счетчик имеет цилин-
дрическую форму и частица в нем движется параллельно его оси.

Смещение линии движения заряда относительно оси канала ведет
к изменению величины потерь. Это явление становится особенно суще-
ственным в тех случаях, когда длина волны излучения сравнима с радиусом
канала. Если же, как это бывает в черенковских счетчиках, длина волны
излучения много меньше радиуса канала, то зависимость величины потерь
на излучение от смещения частицы начинает сказываться лишь тогда,
когда расстояние от линии движения частицы до границы канала по
порядку величины становится равным длине излучаемой волны.

III.4. И з л у ч е н и е д и п о л е й , д в и ж у щ и х с я п о о с и
ц и л и н д р и ч е с к о г о к а н а л а

Излучение точечного заряда, движущегося по оси пустого канала
в диэлектрике, обладает важным свойством: при достаточно малом радиусе
канала излучение Вавилова — Черенкова оказывается таким же, как
и в сплошной среде.

Излучение более сложных систем, например электрического или маг-
нитного дипольного момента, не обладает этим свойством. В работах
В. Л. Гинзбурга и В. Я. Эйдмана191 и Л. С. Богданкевич60 было показано,
что, как бы ни был мал радиус канала, в котором движется диполь, излу-
чение диполя может существенно отличаться от излучения в сплошной
среде. Это обстоятельство можно пояснить следующим образом.

На заряд, движущийся по оси цилиндрического канала, действует
сила qEz(z=vt,%r=0). Работа, которую заряд совершает против этой
силы, и дает потерю энергии на излучение Вавилова — Черенкова.
Поскольку Ег на границе раздела является непрерывной функцией,
то при достаточно малом радиусе канала величина Ez на оси канала
мало отличается от величины Ez в точках, лежащих вблизи границы
канала, но уже во внешней среде. Это и значит, что при достаточно малых
значениях радиуса канала излучение заряда, движущегося по оси канала,
целиком определяется свойствами внешней среды.

Пусть теперь вместо заряда по оси канала в диэлектрике движется
точечный электрический диполь, величина и направление которого заданы
вектором р. Потери энергии диполя на излучение определяются, как
и в случае заряда, силой, действующей на диполь со стороны созданного

им поля. Эта сила равна '(pV)Ez = рт -—^ + pz -~ , где Ег — составляющая

поля диполя по оси канала, а рг и рт — проекции дипольного момента
на ось ζ и плоскость, перпендикулярную к оси канала. Нетрудно видеть, что

Е, и -—• непрерывны на границе канала. В то же время -— испытывает
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на границе канала скачок. Отсюда видно, что если дипольный момент
ориентирован по оси канала, то потери энергии диполя на излучение
в узком канале оказываются такими же, как и в сплошной среде с ε2.
Если же дипольный момент имеет радиальную составляющую, то при
стремлении радиуса канала к нулю потери на излучение не стремятся
к тому значению, которое они имеют в сплошной среде с ε2.

Рассмотрим это явление более подробно.
Пусть в среде с диэлектрической постоянной ε(ω) движется точечное

образование, обладающее электрическим дипольным моментом ρ и магнит-
ным моментом т . Сначала мы будем считать среду сплошной, а затем
рассмотрим движение диполей в узком канале и сравним эти два случая.
Ниже мы будем считать, что магнитный момент m и электрический момент
ρ перпендикулярны к скорости диполя, имея в виду, что именно в этом
случае при стремлении радиуса канала к нулю поле не переходит в поле
движущегося диполя в сплошной среде. Для определенности будем также
считать, что векторы ρ и m перпендикулярны друг к другу.

Для отыскания поля в среде, созданного источником, обладающим
электрическим моментом Р=ρδ(χ—νί) и магнитным моментом М=тб(х—\t),
нужно решить уравнения Максвелла, где внешний ток j и плотность заря-
да ρ определяются известными соотношениями

j = c r o t M + ~ , Q=-divP. (Ш,42)

Решение системы уравнений Максвелла с такими источниками проводится
обычным методом. Отыскав поле, можно найти потери энергии диполя
на излучение Вавилова — Черенкова. Вычисление потока вектора
Пойнтинга через цилиндрическую поверхность, окружающую путь
диполя, дает для потерь энергии на единицу длины выражение

(Ш.43)

Пусть источником излучения является диполь, обладающий в системе
покоя магнитным моментом /п0. В лабораторной системе движущийся
диполь будет обладать уже не только магнитным, но и электрическим
моментом. Если не учитывать влияния среды, то электрический дипольный
момент, возникающий при движении магнитного диполя тп0, записывается
в виде

р = | [ у , т о 1 . (111,44)

Подстановка этого соотношения в (111,43) дает

Это выражение было получено И. М. Франком в 1942 г. 1 4 4 ; оно обладает
той особенностью, что подынтегральное выражение, дающее интенсивность
излучения на частоте ω, не обращается в нуль на пороге излучения.
Однако полные потери энергий по мере приближения к порогу излучения

β2—>— стремятся к нулю вместе с областью частот излучения,ε
Учет влияния среды, т. е. того обстоятельства, что магнитный момент

«пронизывается» средой, приводит к тому, что движущемуся магнитному
диполю отвечает электрический момент

p=4[v,m]. (111,46)
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Подстановка этого соотношения в (111,43) дает выражение для потерь
на излучение Вавилова — Черенкова, отличающееся от (111,45):

ί* < ш · 4 7 '
Две разные формулы (111,45) и (111,47) для потерь магнитного диполя
на излучение не противоречат друг другу. Как следует из сказанного,
они имеют разные области применимости.

Излучение точечных дипольных моментов, движущихся по оси круг-
лого канала конечного радиуса, было рассмотрено Л. С. Богданкевич60.
Мы здесь ограничимся лишь предельным случаем малого радиуса канала.
Если выполняются условия кпа < 1, kria <ζ 1, где а — радиус канала,
а кг1 и кг2 — радиальные компоненты волновых векторов излучения внутри
и вне канала, то поле излучения во внешней среде получается из поля
диполя в сплошной среде заменой

^ - (ΠΙ.48)

Соответственно потери энергии на излучение теперь записываются в сле-
дующем виде:

dW _ 1
dz ~ 2 Л 2

"-

Из этой формулы видно, что излучение электрического диполя (те=0)
в узком канале возрастает в кг\1{ъх-\-г^г раз по сравнению со сплошной
средой. Напомним, что все сказанное относится к случаю, когда диполь
ориентирован перпендикулярно к оси канала. Для продольной ориентации
диполя излучение в тонком канале является таким же, как в сплошной
среде.

Величина потерь на излучение диполя, движущегося в узком канале,
может быть легко получена с помощью теоремы взаимности (Гинзбург
и Эйдман т ) .

Пусть по оси канала в диэлектрике движется точечный электрический
диполь р. Поле этого диполя вне канала обозначим через Е. Поместим
вне канала в точке х0 вспомогательный точечный диполь p1e- i (Oi. Его поле
внутри канала обозначим через Ег. Теорема взаимности утверждает, что

^ Ε 1 ω ( 0 , 0, z)e - ώ = Ρ ι Ε ω (χ 0 ) , (111,50)
. ω

—г — z
где ре " — Фурье-компонента плотности движущегося дипольного
момента p8(x)6(y)6(z—vt), Ε\ω и Εω — компоненты Фурье полей Еа и Е.
Если диполь ρ ориентирован по оси канала, то в выражение под интегра-
лом входит только Elz. Эта величина в тонком канале имеет такие же зна-
чения, как в сплошной среде, в силу непрерывности тангенциальных ком-
понент Ε на границе раздела. Следовательно, весь интеграл имеет в случае
тонкого канала такое же значение, как в случае сплошной среды. Это
означает, что поле Εω, стоящее в правой части равенства, в случае тонкого
канала такое же, как в сплошной среде.

Пусть теперь диполь ρ ориентирован перпендикулярно к оси канала.
Тогда в выражение под интегралом в (111,50) входит компонента поля Е г,
перпендикулярная к оси канала. В тонком канале эта величина отли-
чается в —~— раз от поля во внешней среде *) , или, что то же самое, от поля

8 + 82

*) См., например, В. См'айт, Электростатика и электродинамика, М., ИЛ, 1954.
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в отсутствие канала. Поэтому наличие канала увеличивает левую часть
2ε2равенства в —~— раз, где εχ и ε2— диэлектрические постоянные сред

ε1~Γε21Γ2

внутри и вне канала. Следовательно, во столько же раз увеличивается при
наличии тонкого канала и правая часть равенства, т. е. поле движущегося
диполя Εω. Поскольку в волновой зоне магнитное поле пропорционально
электрическому, излученная энергия возрастает в -.—-^ раз.

Ш.5. Э ф ф е к т В а в и л о в а — Ч е р е н к о в а в л и н е й н ы х
п е р и о д и ч е с к и х с т р у к т у р а х

а) О б щ а я т е о р и я . Для того чтобы равномерно движущаяся
частица могла стационарно излучать, необходимо, чтобы ее скорость
превышала фазовую скорость излучаемой волны. Это условие может быть
выполнено лишь в том случае, если фазовая скорость электромагнитной
волны оказывается меньше, чем скорость света в вакууме. Такие электро-
магнитные волны называются медленными. Рассмотрим в качестве примера
простой волновод круглого сечения. В пустом волноводе фазовая скорость
распространения электромагнитных волн вдоль оси волновода превышает
скорость света в пустоте. Поэтому эффект Вавилова — Черенкова в пус-
том волноводе невозможен. Если волновод заполнить диэлектриком,
то в области частот

*>ИЬ ( Π Ι · 5 1 )

(ω0 — граничная частота пустого волновода, ε — диэлектрическая постоян-
ная вещества, заполняющего волновод) фазовая скорость волн оказывается
меньше скорости света в пустоте. Тогда эффект Вавилова — Черенкова
становится возможным. Не обязательно заполнять волновод диэлектриком
полностью. Можно оставить вблизи оси волновода пустой цилиндриче-
ский канал. Получится волновод, частично заполненный диэлектриком.
В таком волноводе также могут распространяться медленные волны,
и если скорость заряженной частицы, движущейся в волноводе, превосхо-
дит скорость медленных волн, появляется излучение.

Существует ряд сложных волноводов, в которых и без применения
диэлектриков, специальным расположением металлических перегородок,
созданы такие условия, когда фазовая скорость распространения волн
оказывается меньше скорости света в вакууме. При равномерном движении
вдоль такой системы заряженной частицы, скорость которой превосходит
фазовую скорость распространения волн, так же как и при движении
заряженной частицы в диэлектрике, возникает излучение электромаг-
нитных волн.

Это излучение может быть просто определено в случае линейных
периодических структур, представляющих собой совокупность одинаковых
периодических ячеек, связанных друг с другом отверстиями, через кото-
рые движется заряженная частица. Поле заряда, проходящего через
линейную периодическую структуру, было впервые определено в работе
А. И. Ахиезера, Г. Л. Любарского и Я. Б. Файнберга 8 · 9 . Ниже мы будем
следовать их изложению.

Рассмотрим линейную периодическую структуру с длиной периода I.
Это может быть волновод, нагруженный диафрагмами, гофрированный
волновод или просто гладкий волновод (в последнем случае I—» оо).

При отсутствии заряда уравнения поля в структуре имеют решения,
которые могут быть представлены в виде А^{г)е1<йх1 (А — вектор-потенциал).
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Индекс λ обозначает набор параметров, определяющих различные элек-
тромагнитные волны, которые могут распространяться в периодической
структуре в отсутствие заряда.

Пусть структура периодична вдоль оси ζ (по которой располагаются
ячейки) с длиной периода /. Тогда уравнения для Αχ являются уравне-
ниями с периодическими коэффициентами (по оси ζ). Удобно представить λ
в виде совокупности двух параметров κ и s, где κ — непрерывный пара-
метр, связанный с распространением волны вдоль структуры и опреде-
ляемый из известного соотношения, которому удовлетворяют решения
уравнений с периодическими коэффициентами

, (λ = κ, *); (Ш,52)

ая, — периодическая функция координаты ζ (вдоль которой расположены

ячейки) с периодом /, а величина κ заключена между — ~ и + -у-·

Индекс s обозначает остальные (дискретные) параметры, характеризую-
щие волну. Функцию ая будем считать нормированной так, что

\\&x\*dV = bnc\ (111,53)

где Vi — объем одной ячейки. Функции с разным набором параметров
λ Ξ (κ, s) взаимно ортогональны и образуют полную систему.

Поле, возникающее при движении заряда вдоль структуры, естест-
венно искать в виде разложения

Α = Σ?λ(*)Α λ(Γ), (ΠΙ.54)
λ

где q% (t) — функции времени, которые предстоит определить. Поскольку
Αχ (г) — решения для поля в структуре при отсутствии зарядов, это раз-
ложение описывает только поперечную часть вектор-потенциала. Но
этого для наших целей достаточно, так как нас интересует поле излучения.

Для коэффициентов qx (t) получаем уравнение

4- \ iUdV = h, (ΙΠ.55)
с VN

где /Vc —общее число ячеек, VN — ИХ объем. При равномерном движении
точечного заряда q покоси ζ со скоростью ν выражение для «силы» /я
в правой части уравнения (111,55) упрощается и принимает вид

/л = ?4Ь(О, 0, vt), (111,56)

где положено χ = у = 0, z = vt.
С помощью (111,52) формулу (111,56) можно переписать в виде

Я = ? «-"«"<& (0, 0, vt), (ш,57)

причем функция αλ ζ (0, 0, vt) периодична с периодом / по своему един-
ственному, отличному от нуля аргументу. Разложим αλζ в ряд Фурье:

2 л т g I 2nin

η = -τ\)αλζ{ζ)β ί zdz. (111,58)
n=—oo 0

Окончательно, подставляя в уравнение (111,55) выражение для f% в случае
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равномерно движущегося точечного заряда, получаем уравнение для
амплитуды поля qx(t):

°° . / 2лта \
" 1 2 4V X I U* ~% И ' Ϊ I /ТТТ СП\

9λ + ω λ7λ = -^~ 2л οηλ6 ν ' . (111,ОУ)
η=—оо

Мы получили уравнение линейного осциллятора, возбуждаемого внешней
силой. Спектр частот Ω κ η этой внешней силы определяется соотношением

ν. (111,60)

Амплитуда поля qx (ί) возбуждается лишь в том случае, если имеет место
резонанс, т. е. если в спектре возбуждающей силы fx есть частоты,
совпадающие с собственной частотой осциллятора ωχ. Рост амплитуды qx
говорит о том, что излучается гармоника поля Ад,. Таким образом, усло-
вие излучения имеет вид

Условие (111,61) может выполняться при различных комбинациях вели-
чин s, η, κ. Смысл этого условия ясен. Разложение (111,58) дает пред-
ставление электромагнитного поля (111,52) в виде суммы волн с волно-
выми векторами &κη = κ + —^ . Условие (111,61) дает связь между вол-
новым вектором кхп и частотой ω^ излучаемой волны. Из этого условия
сразу вытекает, что проекция на ось системы фазовой скорости излучае-
мой волны, равная отношению -~- , должна в точности равняться

рости частицы.
Условие излучения (111,61) принимает простую форму в случае

излучения заряда в периодической слоистой среде, если чередующиеся
слои имеют близкие значения диэлектрической постоянной392"394. В этом

случае можно приближенно положить κ = — у ε cos О, где ε — среднее по

периоду значение диэлектрической постоянной, и мы получаем

Случай ?г = 0 дает излучение" Вавилова — Черепкова, при η Φ 0 имеет
место излучение высших порядков.

Энергия электромагнитного поля равна

Если происходит излучение, то при £—> оо Η(ί)пропорциональной. Общая
формула для интенсивности излучения (потерь энергии частицы на излу-
чение в единицу времени) имеет вид

η, λ'
"λ

dx
V

λ=λ'
η, λ"

άω,
λ=λ"

где λ' — совокупность величин κ', s', удовлетворяющая уравнению·
ωλ — Ωκη = 0, а λ" — совокупность величин, удовлетворяющих уравнению

Ω κ η = 0.
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Потери энергии на излучение можно определить и другим способом.
Именно, определив ςχ из уравнения (111,59), мы тем самым определим
вектор-потенциал А (111,54) поля, созданного в периодической структуре
движущимся зарядом. Потери энергии на излучение определяются силой,
действующей на заряд со стороны излучаемого поля. Интенсивность
излучения равна

L — \ q(Ev)z=vldt,

где
;). (111,63)

τί ' ϊ ' Π

При определении потерь на излучение не нужно знать все компоненты
векторов Αχ, описывающих свободное поле. Достаточно определить проек-
цию А}, на скорость частицы.

б) И з л у ч е н и е з а р я д а в в о л н о в о д е , н а г р у ж е н -
н о м д и а ф р а г м а м и . В качестве примера применения этой теории
рассмотрим черенковское из- _ _ _ _ _ _
лучение в волноводе, нагру- . 1 I I
женном диафрагмами. Возь- 4 J L 1 1 1 и 1 ί
мем волновод круглого сече- —> ••• ·» *
ния радиуса а (рис. 6). Пусть
в этом волноводе на расстоя-
нии I друг от друга помеще-
ны тонкие диафрагмы с от- \ \
верстиями радиуса b по оси Рис. 6.
волновода. Такой волновод
можно рассматривать как цепочку, составленную из цилиндрических резо-
наторов длины / и радиуса а. Резонаторы приставлены один к другому свои-
ми торцами и связаны друг с другом отверстиями радиуса Ь, проделанными
в торцах. Определение волн, которые могут распространяться в такой
линейной периодической структуре, представляет собой сложную задачу.
Эта задача была приближенно решена В.В. Владимирским*) для случая
слабой связи между резонаторами, когда радиус отверстия Ъ много меньше,
чем радиус резонатора а (или, что то же самое, отверстие диафрагмы
гораздо меньше радиуса волновода). В этом случае грубо можно считать,
что в каждом отдельном резонаторе происходят колебания, близкие к соб-
ственным колебаниям замкнутого резонатора. При этом колебания каждого
последующего резонатора сдвинуты по фазе относительно колебаний
в предыдущем резонаторе на одну и ту же величину ψ. Таким образом,
при наличии связи (отверстий между резонаторами) появляется электро-
магнитная волна, бегущая вдоль цепочки резонаторов; длина этой волны
просто выражается через сдвиг фазы колебаний в соседних резонаторах:

λ = ΐ = ΊΓ / ' Ψ = κ/' ( Π Ι · 6 4 )
где I — длина резонатора (расстояние между диафрагмами), κ — волновой
вектор возникающей волны. При этом, для того чтобы можно было гово-
рить о волне, должно быть λ > I.

В действительности нельзя считать, что в каждом резонаторе цепочки
происходят собственные колебания. Наличие связи между резонаторами
приводит к тому, что область пропускаемых такой системой частот состоит
не из узких линий, а из полос. Нижняя граница каждой такой полосы

*) В. В. В л а д и м и р с к и й , ЖТФ 17, 1269, 1277 (1947).
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частот совпадает с собственной частотой отдельного замкнутого резонатора.
Таким образом, из-за связи между резонаторами каждая собственная
частота переходит в полосу частот. Ширина каждой полосы тем больше,
чем больше радиус отверстия. Полосы могут перекрываться.

Нижняя полоса частот, которая начинается с минимальной собствен-

ной частоты замкнутого цилиндрического резонатора ωο = -£--!- (μ2— пер-
вый корень функции Бесселя /0(х)), определяется приближенным равен-
ством

где величина

k ^ - <ш'66>
является мерой связи между резонаторами. Величину α будем считать
настолько малой, чтобы нижняя полоса частот не перекрывалась со сле-
дующей полосой. Это сводится к условию a < 1.

Дисперсионное уравнение (111,65) для волны, распространяющейся
вдоль цепочки связанных резонаторов (или, что то же самое, для волны,
бегущей по волноводу с диафрагмами), представляет собой разложение

в ряд по степеням — и справедливо с точностью до более высоких сте-
пеней этого параметра. С этой же точностью можно говорить о фазовой
и групповой скоростях волны, описываемой уравнением (111,65). Фазовая
скорость этой волны определяется равенством

^ = ^- = -^-[l + a ( l - c o s κ/)]. (111,67)

Так как κ по абсолютной величине не превышает -у-, фазовая скорость

волны в волноводе, нагруженном диафрагмами, заключена в следующих
пределах:

^ < и ( р < о о ; (111,68)

чем больше длина волны, тем больше ее фазовая скорость. Групповая
скорость волны

£>гр = -^р- — %al sin κΖ. (111,69)

G ростом κ групповая скорость сначала растет, затем, начиная с κ = ~- ,
ill

падает.
Пусть теперь по оси волновода, нагруженного диафрагмами, дви-

жется заряженная частица. Потери энергии на возбуждение волны, лежа-
щей в нижней полосе частот, можно определить, воспользовавшись
изложенной в предыдущем разделе общей теорией. Условие излуче-
ния (111,61) записывается в рассматриваемом случае так:

а>1 = а>; [1 + a (1 - cos κΖ)]2 = Ω£η = κ2ο2 (ΠΙ,70)

(в полосе частот η = 0). Считая α малой величиной, получаем сразу

Так как | κ | < ~, то для того, чтобы удовлетворялось условие излуче-
ния, должно быть

υ > ^s. . (Ill,72)
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С точностью до α это неравенство означает, что скорость частицы ν
должна лежать в интервале возможных фазовых скоростей волны; этот
интервал определяется неравенством (111,68). За нормированную функ-
цию а\х для нижней полосы частот можно взять

2с - Н ^ Т ) -ixz
\ е ' (И1.73)

(Это — собственная функция замкнутого резонатора радиуса а, длины /,
отвечающая нижней частоте ω.) При κ/<1 излучение определяет коэф-
фициент Ь^о:

2с 2^е~
1Т (Ш,74)

Β ] / Ι · Ί (μι) κ/ 2

Эту величину следует подставить в формулу (III,62), определяющую
интенсивность излучения заряженной частицы в волноводе, нагруженном
диафрагмами. Для того чтобы воспользоваться этой формулой, нужно

еще вычислить выражения вида -= ν. С помощью (111,65) легко пока-

зать, что
d(l) f» (ΜϋηΙ . /λ / Τ Τ Τ Γ Τ ί - Ч

= t ) i l ^-smxl). (111,75)

При подстановке всех этих выражений в окончательную формулу сле-
дует вместо κ писать то значение, которое удовлетворяет уравнению

(111,70), т. е. κ = — . При этом получается следующее выражение9 для

интенсивности излучения (мы исправили опечатку работы9, где ошибочно
вместо 8 стоит 16)

„ „ „ sin2 -
W* 2v

При α = 0 (цепочка из не связанных между собой замкнутых цилиндриче-
ских резонаторов) это выражение дает величину потерь энергии на излу-
чение частоты соо в одном резонаторе, умноженную на число проходимых

в единицу времени резонаторов -̂ -.

III.6. Э ф ф е к т В а в и л о в а — Ч е р е н к о в а в в о л н о в о д а х

Как уже было сказано выше, заряженная частица, равномерно дви-
жущаяся в волноводе, может взаимодействовать лишь с медленными
электромагнитными волнами, т. е. с такими волнами, фазовая скорость
которых меньше скорости света. Простейшим примером волновода с мед-
ленными волнами является волновод, заполненный диэлектриком. С рас-
смотрения этого примера мы и начнем.

а) В о л н о в о д , з а п о л н е н н ы й и з о т р о п н ы м д и -
э л е к т р и к о м . Предварительно сделаем одно замечание. Поле заряда
в цилиндрическом волноводе можно определить, воспользовавшись мето-
дами предыдущего раздела, ибо гладкий волновод представляет собой
частный случай линейной периодической системы (с бесконечно большим
периодом). Однако для нас будет удобнее воспользоваться результатами
раздела III.2, где рассматривалось движение заряда по оси канала, про-
деланного в среде ε2 и заполненного средой ε2. При движении частицы
8 УФН, т. LXXV, вып. 2
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в волноводе внешней средой является металл, т. е. ε2 = >ico, так

как мы для простоты считаем металл идеально проводящим. Проводя
в формулах (111,11, 13, 15, 16) предельный переход ε2—>ioo, получаем

оо ω

φ = ^ е~{1~Ы)Ф(а>, г) dm, Α=εμ^-φ, (Ш,77)

где

f — q — [Ko{kr) + alo{kr)}, r < a,
Φ (ω, r) = { nRiv

I 0, r>a,

й-- * = —/ΐ-βμβ*. (111,79)
(Λα) ν " ^ r v '

Приведенные выражения показывают, что условием черенковского излу-
чения в волноводе, заполненном диэлектриком, является обычное усло-
вие εμβ2 > 1. Спектр частот излучения определяется дисперсионным
уравнением

( f ^ Ο , (111,80)

откуда

^-•/εμβ 2 -1α = μ08, (111,81)

W^' (Ш'82)

где μοβ — s-й корень функции Бесселя / 0 . Интеграл потерь на черенков-
ское излучение имеет вид

'• — l a )

(111,83)

Подынтегральное выражение имеет полюсы на пути интегрирования,
возникающие на тех частотах, на которых выполнено условие излучения
(111,81). Беря полувычеты в этих полюсах, получаем выражение для потерь
энергии в виде суммы по всем излучаемым гармоникам в 4:

dW
dx

_ Δι γ ^os l П И 841
- α* ZJ в(щ,)(йЛД(и м )1 а d ω . / — ^ — ; _ ' v l > ^

dm v

Суммирование ведется по всем гармоникам, для которых выполняется
условие излучения εμβ 2 >1. При отсутствии дисперсии, когда ε и μ не зави-
сят от частоты, выражение для потерь энергии упрощается:

™L = _ Ц- V τπ1-—. . (111,85)
s = l

Это выражение было впервые получено Ахиезером, Любарским и Файн-
бергом8. Если радиус волновода много больше, чем длины излучаемых
волн, выражение (111,85) переходит в обычную формулу Франка и Тамма.

Нетрудно получить поле в случае нецентрального движения заряда
в волноводе, заполненном диэлектриком. Пусть заряд движется парал-
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лельно оси цилиндрического волновода на расстоянии г0 от нее. Поле
заряда имеет при этом такой же вид, как и при нецентральном движении
в канале (111,39). Условием возбуждения гармоники с номером т в волно-
воде является условие

= 0, (111,86)

ИЛИ
ω

ν
(111,87)

где μτη3 — корень номера s функции Бесселя Jm. Потери энергии частицы
в волноводе на черенковское излучение записываются следующим
образом 6 3:

dx α* Δί ™ ш т з ε (О),пь) ] J ^ ( μ ί η β ) | 2 I _d_ ω_

(111,88)

В этой формуле α = 1 при /и = 0 и а — 2 при m =£ 0; шт(5 — частота,
удовлетворяющая условию излучения (111,87). При г0 —> 0 формула (III,88)
переходит в выражение (111,84), дающее потери энергии при движении
по оси волновода. Если диэлектрик, заполняющий волновод, не обладает
дисперсией, формула (111,88) принимает вид

dW V ^, 1 "Ч™ 3 ~а J , хт " '«V i i m 5 V
dx

=: 4 g V
α2ε -έ-Ι

m = l

(111,89)

Это выражение было получено Ч. Музикаржем317. При /"0-^0 оно пере-
ходит в формулу (111,85).

Как видно из формул (III, 88, 89), при г0—>а потери энергии заряда
стремятся к нулю. Это обстоятельство объясняется просто. При малых
расстояниях заряда от стенки волновода можно считать, что заряд дви-
жется над идеально проводящей плоскостью. При этом поле представляет
собой сумму полей исходного заряда и его зеркального изображения,
взятого с другим знаком. Приближение «истинного» заряда к стенке сопро-
вождается одновременным приближением изображения. Так как знак
заряда изображения противоположен знаку «настоящего» заряда, поле
этих двух зарядов взаимно гасится и потери энергии на излучение стре-
мятся к нулю. Это происходит тогда, когда расстояние от заряда до стенки
волновода становится меньше, чем длина излучаемой волны.

Формула (111,89) дает возможность оценить характер зависимости
потерь от смещения г0 (расстояние между траекторией заряда и осью
волновода). Оказывается, что потери максимальны при го=О, т. е. при
движении заряда по оси волновода. В этом нетрудно убедиться, вычислив
значение первой и второй производных выражения для потерь (111,89)
в точке го=О. Первая производная по г0 равна нулю, вторая — отрица-
тельна.

Если заряд движется в волноводе, заполненном диэлектриком без
дисперсии и скорость заряда превышает скорость света в диэлектрике,
то заряд не испытывает силы, отклоняющей его от прямолинейного дви-
жения. Заряд как бы «не чувствует» стенок волновода, так как все поле
заряда отстает от него. В действительности среда, заполняющая волновод,
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всегда обладает дисперсией. Всегда есть волны, фазовая скорость которых
превосходит скорость заряда, и за счет таких волн может возникнуть
радиальная сила, действующая на заряд. Эта сила может быть как фокуси-
рующей, направленной к центру, так и дефокусирующей.

б) В о л н о в о д , ч а с т и ч н о з а п о л н е н н ы й и з о т р о п -
н ы м д и э л е к т р и к о м . Волновод со сплошным заполнением диэлект-

риком неудобен в том отношении,
что частица в нем теряет энергию
не только на черенковское излу-
чение, но и на поляризационное,
или боровское, излучение. Поля-
ризационные потери составляют

Р и с · 7 · основную долю потерь, и частица
поэтому быстро тормозится. Го-

раздо удобнее изучать излучение Вавилова — Черенкова в волноводе,
частично заполненном диэлектриком. Соответствующее теоретическое рас-
смотрение впервые провел Абель1.

Рассмотрим круглый волновод радиуса а, заполненный веществом
так, что по оси волновода имеется пустой цилиндрический канал радиуса Ъ
(рис. 7). Вещество, частично заполняющее волновод, будем считать изо-
тропным, с диэлектрической постоянной ε и магнитной проницаемостью μ.
Поле заряда, движущегося со скоростью ν по оси волновода, имеет вид
(111,11), где

«1

ht

{ *

_i _

M4vV^20+<vVT^vj], г<ь,

1 r>b.

(111,90)

Коэффициенты α, η и γ определяются из трех граничных условий,
за которые удобно взять непрерывность Εζ и Ηφ на границе пустого
канала (r = b) и обращение в нуль Εζ на поверхности волновода (г = а).
Мы определим коэффициенты α, η и γ при более общих предположениях,
чем только что сделанные. Именно, будем считать, что при г < b волно-
вод заполняет среда ev μν а при г >& — среда ε2, μ2. Тогда в (111,90)

при г < b поле зависит от аргумента кхг — — У~1 — s^JiV, а при г > b — от

аргумента к2г = — у 1 — ε2μ2β
2τ\ Определение коэффициентов α, η и γ

для этого случая дает:
Вк^! (kjb) Ko (k2b) fl (α, b, ku к2) — кгК0 (кф) Кх (кф) /2 (а, Ь, кг, кг)

п K0(k2b) h (а, Ъ, къ к2) + к210(к1Ь)К1(кф){2(а, Ъ,кх, к2) '

_
b Вкг1г {кф) К» (кф) h (а, Ъ, къ А2) + /с2/0 (hb) Кг (кф) /2 (а, Ъ, къ ft,)

где

II — "Ό \К2а) ~
(Ш,92)

— •'о ("-2а) + & о (^г а) ^о ("-2а) + & о (^га) ^ (кф) '

при а —> оо функции /х и /2 переходят обе в /0(/с2а) и коэффициенты а и ή
совпадают с коэффициентами (111,16), определяющими поле в канале ви μ1 ;
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помещенном в среду ε2, μ2. Этот переход имеет место при сколь угодно
малом поглощении во внешней среде.

Анализ поля частицы в волноводе, частично заполненном диэлектри-
ком, дает картину, сходную с излучением в канале. Условия излучения
Вавилова — Черенкова могут выполняться либо только в среде ε15 μ1?

либо только в среде ε2, μ2, либо в обеих средах сразу. В первых двух слу-
чаях поле экспоненциально затухает с ростом расстояния от границы раз-
дела в той среде, где условия излучения не выполнены.

Во всех трех случаях спектр излучения дискретный.
Рассмотрим более подробно случай, с которого мы начали,— пустой

волновод, частично заполненный диэлектриком ( ε α = 1 , μ 1 =1). Этот слу-
чай наиболее интересен с точки зрения генерации радиоволн. Если в среде
ε2, μ2 выполнены условия черенковского излучения, заряд теряет энергию
на возбуждение волн. Волновое поле при этом сконцентрировано в области

Потери энергии частицы на излучение в волноводе, частично запол-
ненном диэлектриком, определяются обычным образом — как реакция
поля излучения на частицу:

dW , т α(ω)ΐωάω. (111,93)

При этом коэффициент α (ω) при е1 = 1, μ! = 1, ε2μ2β
2 > 1 принимает вид

где

с. U L 1 / β II R2 Ί L· ω ~\f\ R2 /ТТТ О,Ч\
9 — V 2г^2г * Ί — ' У г^ У \lXijiJtJl

a ijjj и ψ0 — функции, введенные Абелем:
ι Τ t /ι\ 1\1 I \ Τ ( \ J\T ( /Ϊ\

° τ , 2\χ „7° / 2 ч Γ ° / , ' / , , ' (111,96)
,ψ _ j Is b) IV (s a) J (s П) IV (s b).

Подынтегральное выражение имеет полюсы на пути интегрирования
в точках, где знаменатель α (ω) (111,94) обращается в нуль. Соответствую-
щие значения частоты определяют спектр излучения в волноводе,
частично заполненном диэлектриком. Выпишем уравнение, определяющее
частоты излучения в случае (111,95):

при кф < 1 уравнение (111,60) переходит в уравнение

ψο = Ο. (111,98)

Если еще s2b < 1, то спектр излучения определяется уравнением

J0(sta) = 0, (Ш,99)

таким же, как в волноводе, целиком заполненном диэлектриком ε2, μ2-
Это означает, что если пустой канал по оси волновода является доста-
точно узким, то спектр излучения оказывается таким же, как в волноводе,
целиком заполненном диэлектриком. Картина здесь во многом напоми-
нает излучение в пустом канале, окруженном безграничной средой (111,2).
Там Также оказывается, что при достаточно малых значениях радиуса
канала излучелие такое же, как если бы канала вообще не было. Различие



322 Б. М. БОЛОТОВСКИЙ

между этими двумя случаями заключается в том, что в волноводе спектр —
дискретный. При кгЪ > 1 уравнение (111,97) принимает вид

Ь (IIU00)

В случае, когда kxb, кха, s2b и s/i по величине все много больше еди-
ницы, уравнение (111,97) принимает простой вид:

a-b). (111,101)

Из уравнения (111,97), если пренебречь дисперсией, получается спектр
частот в виде неограниченно возрастающей последовательности значений
ω ,̂ причем разность между двумя соседними значениями ω^ стремится
к постоянной величине, как это видно из (111,101). Наличие дисперсии
приводит к обрезанию спектра со стороны больших значений ω.

Интегрируя выражение для потерь (111,93), получим

dW 2g2 ,. ai\ V [<!2#ι(λ·ιί»)'Ψι + *ιΜ4>(*ιδ)'Ψο1ω /TIT ιηο\
-gj-= --jr(l-P ) Ζ -3 · (111,102)

λ

Из (111,102) следует, что интенсивность излучения в волноводе, частично
заполненном диэлектриком, зависит от радиуса пустого канала качественно
так же, как интенсивность излучения в пустом канале, проделанном в без-
граничной среде. Именно, если радиус пустого канала b стремится к нулю,
формула (111,102) переходит в формулу (111,85), справедливую для цели-
ком заполненного волновода. Следовательно, в волноводе, как и в безгра-
ничной среде, узкий канал не сказывается на интенсивности излучения
заряженной частицы.

Если радиус канала настолько велик, что kxb > 1, интенсивность излу-
чения, как видно из (111,102), экспоненциально падает (как e~2feib), опять
в полной аналогии со случаем пустого канала в безграничной среде.
Однако следует помнить, что в отличие от случая безграничной среды
канал в волноводе дает дискретный спектр излучения.

Отметим еще одну особенность излучения в волноводе, частично
заполненном диэлектриком. Если заряд движется в пустом канале парал-
лельно оси волновода, на расстоянии r0 < b от нее, то, как показал С. Н. Сто-
ляров, потери энергии на излучение всегда больше, чем при движении
по оси. При движении заряда по оси волновода, частично заполненного
диэлектриком, потери оказываются минимальными.

в) В о л н о в о д , з а п о л н е н н ы й а н и з о т р о п н ы м
д и э л е к т р и к о м . Для замедления электромагнитных волн в волно-
воде могут быть применены анизотропные диэлектрики. Ниже мы рас-
смотрим излучение в круглом волноводе, который заполнен оптически
одноосным кристаллическим диэлектриком. Пусть оптическая ось диэлек-
трика направлена по оси волновода. Если ось волновода принять за ось ζ,
то тензор диэлектрической постоянной вещества, заполняющего волновод,
можно записать в виде

/е г 0 0^

ε = ί θ εΓ 0 | . (111,103)

\0 0

Уравнение для потенциалов поля в волноводе можно получить из (11,4),
предположив, что отличны от нуля только A r H f , и наложив на эти
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функции дополнительное условие

\ (ШД04)

,105)

Тогда для Αζ получаем (индекс ζ опущен):
РА 1 ЗА (, 1 Λ εζ

При выводе этого уравнения мы учли, что поле, созданное равномерно
движущимся зарядом, зависит от ζ и t в комбинации ζ — vt. С помощью
(111,104) нетрудно получить уравнение для φ. Плотность тока /, входя-
щая в правую часть уравнения (111,105), определяется точечным зарядом,
движущимся со скоростью ν:

} = qvb {χ) δ {у) б (z-vt) = qv-^r δ (ζ - vt). (111,106)

Для б (г) удобно взять представление

n = l " г '

где а — радиус волновода.. Для δ (ζ — vt) возьмем известное разложение
в интеграл Фурье. Решение уравнения (111,105) получается в виде

со j („ JL) со i±(z-vt)

Из этого выражения легко определить потери энергии заряда на излучение

™- 4"2 У ' Re [ ^ - P > d m

 α π 1 0 9 )

α 2 г;2 e r

Как видно из этого выражения, излучаемые частоты можно получить,
приравнивая нулю знаменатель подынтегрального выражения в (111,109).
Это дает (М. И. Каганов 2 3 2)

Условие излучения имеет вид

- ^ (εΓβ2 - 1) > 0. (111,111)

Оно совпадает с условием излучения в безграничном одноосном кри-
сталле (11.23).

Поскольку εΓ и εζ зависят от частоты ω, одному значению μη в урав-
нении (111,110), определяющему частоту излучения, может соответство-
вать несколько значений ω. Интегрируя (111,109), получим 2 3 9

Г 1 - — )

2 er

 ( r P ~ )

Если εΓ и εζ не зависят от частоты, это выражение упрощается, и мы
получаем для потерь энергии на единицу пути заряда выражение

dW _ 2q* у 1
rfz α 2 ε ζ ώ



324 Б. М. БОЛОТОВСКИЙ

Эта величина расходится точно так же, как потери энергии заряда на
излучение Вавилова — Черенкова в среде без дисперсии. Однако пользо-
вание этой формулой приводит к правильным результатам, если оборвать
суммирование на некоторой частоте. Напомним, что каждое слагаемое
в (111,113) дает интенсивность излучения на частоте ωη, определяемой
равенством (111,110).

Сравним формулу (111,113) с выражением (111,85) для потерь энер-
гии на черенковское излучение в волноводе, заполненном изотропным
диэлектриком. Как видно из сравнения, применение анизотропного
диэлектрика позволяет изменить интенсивность излучения в отношении

—, не меняя ни скорости частицы, ни радиуса волновода.

Представляет интерес вопрос о том, как зависят потери энергии на
излучение в волноводе, заполненном анизотропным диэлектриком, от
ориентации оптической оси заполнителя по отношению к оси волновода.
Этот вопрос был рассмотрен Л. С. Богданкевич 5 9 для случая прямо-
угольного волновода.

Рассмотрим волновод прямоугольного сечения. Стороны сечения
обозначим через 2а и 2Ъ. Пусть волновод заполнен анизотропным диэлек-
триком. Как и в предыдущем примере, мы будем рассматривать частный
случай анизотропного диэлектрика — одноосный кристалл, характеризуе-
мый двумя параметрами: диэлектрической постоянной вдоль оптической
оси (ε0) и диэлектрической постоянной в перпендикулярном к оси напра-
влении (ejj.

Уравнения для потенциалов поля, возникающего при движении заряда
в прямоугольном волноводе, заполненном анизотропным диэлектриком,
имеют вид (11,4) с дополнительным условием diveA=0. Если заряженная
частица движется по оси волновода, плотность заряда имеет вид

i^
Snvab ^-1

m, n=—oo

cos^±^nx-cos^^ny\ei^iz''vt) άω. (111,114)

Потенциалы поля могут быть определены тем же методом, что
и в гл. II. Они имеют вид

г ̂  (.z-vt) 1
Φ = "Η Г" Л COS —= ЯХ -COS — к г — Я?/ \ -τι—=-г ,
Ύ 2vab 4-i 2a 2b J J (kek) '

m, η

А = - о ^ Л с о з - ^ я а ; . с о 8 - ^ - я 2 / х /(Ш.ИО)
2rca6 ZJ ~"° 2а " 26

m, η

л - 1 Г s - (keA"IS)

J e v d<o, j

где ε —оператор диэлектрической постоянной, Л —оператор, который

связан с ε соотношением Л = ε — — kz, k — вектор с компонентами

, _ 2п +1 , _ 2 т + 1 , _ ω
ν

ι ωs = ν — εκ τϊ—гт .(kek)
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В системе главных осей кристалла операторы Λ и ε являются диаго-
нальными, и в этой системе

+ t ffi8" + *f8: - (111,117)

Выражения для потенциалов поля в волноводе (111,115) и соотношений
(III, 116,117) отличаются от аналогичных выражений для неограничен-
ного кристалла (II, 16—19) только тем, что компоненты волнового век-
тора кх и к , перпендикулярные к стенкам волновода, могут принимать
лишь дискретные значения.

Л. С. Богданкевич 5 9 определила потери энергии заряда на излучение
в прямоугольном волноводе, заполненном анизотропным одноосным
диэлектриком. При этом были рассмотрены два случая. В первом случае
оптическая ось заполнителя параллельна оси волновода, а следовательно,
и скорости заряда. Во втором — оптическая ось заполняющей среды-
перпендикулярна к оси волновода.

О с ь к р и с т а л л а п а р а л л е л ь н а о с и в о л н о в о д а .
В этом случае излучение имеет место при выполнении условия

| 5 - [ ε ± β 2 - 1 ] > 0 , (111,118)

такого же, как условие излучения в безграничном одноосном кристалле
при движении заряда по оптической оси (11,22). Излучаются только
необыкновенные волны. Обыкновенные волны не излучаются даже в том
случае, если их фазовая скорость меньше, чем скорость заряда. Это объяс-
няется тем, что электрический вектор обыкновенной волны перпендику-
лярен к оптической оси одноосного кристалла, а следовательно, и к ско-
рости заряда (см. § 11.4). Отметим, что точно такая же ситуация имеет
место и в разобранном ранее примере излучения заряда в круглом волно-
воде. Там также излучаются только необыкновенные волны, и условие
их излучения (111,111) тождественно условию (111,118). Это объясняется
тем, что в обоих случаях ось кристалла, заполняющего волновод, парал-
лельна скорости заряда.

Потери энергии на излучение необыкновенных волн можно найти
с помощью выражений для потенциалов поля (111,115)

dWK π<72 Ν
dz ~ ab *-*

m, η

где ωΓηΒ — частоты излучения, определяемые равенством

Формула для потерь энергии (111,119) принимает очень простой вид, если
предположить, что вещество, заполняющее волновод, не обладает диспер-

^ не зависят от частоты. Тогда

где N — число возбуждаемых в волноводе гармоник. Как видно, в случае
прямоугольного волновода без дисперсии заряд теряет одну и ту же энер-
гию на возбуждение каждой гармоники.
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О с ь к р и с т а л л а п е р п е н д и к у л я р н а к о с и в о л -
н о в о д а . В этом случае могут излучаться как обыкновенные, так и
необыкновенные волны. Условия их излучения такие же, как и при дви-
жении в неограниченном кристалле (см. II,6 б), с тем отличием, что в вол-
новоде компоненты кх и ку могут принимать лишь дискретные значения.

Частоты излучения обыкновенных волн определяются из уравнения

U [ ε ι ( ω ) β 2 - 1] = (Ш.122)

частоты необыкновенных — из уравнения

где кх и ку определены равенством (111,116).
Потери энергии на излучение обыкновенных и необыкновейных волн

записываются следующим образом:

~~dz~~ " " S i b 2л

dWf — π ? 3 ν
~ v4b £i

τη, η

ω*»(β,ρ»-1)
(111,124)

Значения ш т п для обыкновенных волн определяются из (111,122), а для
необыкновенных — из (111,123).

Как видно из выражений (111,124), в случае, когда можно пренебречь
дисперсией, члены под знаком суммы не зависят явно от ©m n. Этим.обстоя-
тельством можно воспользоваться, чтобы получить простое выражение
для суммарных потерь на излучение. Пусть ε0 и ε^ не зависят от частоты,
и пусть, кроме того, для некоторого набора значений т, η выполнены
условия излучения одновременно обыкновенных и необыкновенных волн.
Тогда сумма потерь энергии заряда на излучение обыкновенных и необык-
новенных волн запишется в виде

ί
dz

lab в ,
где JV' —число пар (т, п), для которых одновременно выполнены условия
излучения обыкновенных и необыкновенных волн. Как видно из послед-
него равенства, суммарные потери на каждой гармонике (т, п) одинаковы.
При этом потери на излучение обыкновенных волн в каждой гармонике
пропорциональны

I (Ш'126)
а потери на излучение необыкновенных волн пропорциональны

1.2 .
уг/(т, п) \х 1

Г
г±

•с тем же коэффициентом пропорциональности. Полное излучение на дан-

яой гармонике пропорционально —, как это видно из (111,125). Из
81
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(111,126, 127) видно, что в сечении волновода но плоскости xz ( ^ = 0 )
излучаются только необыкновенные волны, а в сечении волновода по пло-
скости yz(kx=O) излучаются только обыкновенные волны. Аналогичное
явление имеет место и для неограниченной среды (II, 66). Оно объясняется
характером поляризации электрического вектора.

III .7 . П о л е з а р я ж е н н о й ч а с т и ц ы , д в и ж у щ е й с я
п а р а л л е л ь н о г р а н и ц е р а з д е л а д в у х с р е д

Рассмотрим поле точечного заряда, который движется с постоянной
скоростью параллельно плоской границе раздела двух сред. Простейшим
случаем такого рода можно считать движение заряда в пустоте параллельно
плоской границе раздела полубесконечного диэлектрика. Эта задача

V///////////////. У////////////////////////////////

Заряд движется
от наблюдателя

Рис. 8. На левом рисунке ось χ направлена но вертикали,
а ось у—по горизонтали.

является в то же время и наиболее интересной для различных радиофизи-
ческих приложений, в первую очередь для вопросов генерации сверх-
высоких частот. Именно с этой целью и были сделаны первые качественные
оценки возникающего при этом излучения 1 8 2 · 1 8 3 и затем проведено более
подробное рассмотрение.

Задачи о движении заряда над плоской границей раздела во многом
аналогичны рассмотренной ранее задаче о движении заряда в канале.

а) Рассмотрим общий случай движения заряда вдоль границы раз-
дела. Обозначим величину заряда через q, его скорость через υ, а рас-
стояние заряда от границы раздела через d. Пусть заряд движется в
среде 1 (ε1} μ^ на расстоянии d от плоской границы раздела со средой
2 (ε2, μ2) (рис.8). Решение такой задачи было получено В. Е. Пафомо-
вым 3 2 9 , который затем подробно исследовал ряд случаев*). Случай,
когда среда 1 представляет собой вакуум (εΙ = 1, μ1 = ί), был рассмотрен
ранее рядом авторов: Даносом 1 1 6 , Линхартом 2 7 2, Мотцем. Исследо-
вания различных сторон этой задачи содержатся в работах Ситенко и
Ткалича3 6 4, а также Гарибяна и Мергеляна 1 7 1. Метод рассмотрения, ис-
пользованный Даносом, оказался наиболее простым, и ниже мы будем
им пользоваться.

Введем прямоугольную систему координат с осью ζ, направленной
по линии движения заряда. Ось χ направим нормально к границе раздела,
так чтобы уравнение граничной плоскости было х = —d. Поле заряда
в рассматриваемой задаче складывается из поля заряда в безграничной
среде и из полей, вызванных наличием границы.

*) Автор благодарен В. Е. Пафомову за частное сообщение.
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Уравнение Максвелла для потенциалов поля в первой среде запишем
в следующем виде:

•^S)?»--^· ^ = «ЛРФ.· (И1.128)

Во второй среде, расположенной по другую сторону от границы раздела,
выберем Фо = AOz = 0.

Решение уравнения (111,128) удобно записать в виде

= qi С ^ ^

0 2 2яс> **<*»· ω> ' (Ш,129>

где

- 1) -$- - К = К (Ш,130>

— проекция волнового вектора к на ось х.
Нетрудно видеть, что решение (III, 129) совпадает с выражениями

для Αζ, φ, приведенными в первой главе (см. (1,49 — 52)). Различие в форме
записи объясняется тем, что на этот раз необходимо удовлетворить гра-
ничным условиям в плоскости χ = — d, параллельной плоскости yz, по-
этому удобно все коэффициенты Фурье представить в виде функции только·

fcu и fe, = — .
V ζ ν

Потенциал, описывающий решение однородных уравнений Максвеллаг

будем искать в виде
. . iqc С С ,, , ,, , i [ ^ }

А = Αχ = ~ - \ \dky dti>ах{ку, ω) е

при χ > — d,
. . iqc С С ,. , , , ч i\dg1+g2(x+d)+ky+^-{z-vt)\

A = A2 = - ^ j - \\аку-а<лаг(ку, ω)β ι χ % ν ν '
при χ < — d.

Здесь Ах описывает поле в первой среде, обусловленное наличием гра-
ницы, А2 —поле во второй среде. На потенциалы Ах и А2 естественно-
наложить дополнительное условие

divAx = 0, divA2 = 0. (111,133)
Далее, поскольку Ах и А2 представляют решение однородных урав-
нений Максвелла, мы можем положить φ 1 = φ2 = 0.

Из граничных условий получаются следующие выражения для век-
торов a^fe^, ω) и a2(fty, ω):

1
l x but

^

28 1 (μ 1 g 1 +μ 2 g i i )

/7 ^ ^
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Б работах 3 6 4 и 1 7 1 поле излучения отыскивается другими методами. Полу-
ченные формулы полностью определяют поле в обеих средах, созданное
движущимся зарядом. В первой среде поле определяется потенциалами
<р0 и Ао +А Х (см. формулы (111,129—134)), во второй среде — вектор-
потенциалом А2.

Структуру решения легко понять, воспользовавшись аналогией со слу-
чаем падения световой волны на границу раздела двух сред. Потенциалы
Ао, φ описывают «падающее» поле, вектор-потенциал Ах—«отраженное
поле», а вектор-потенциал А2— преломленное поле.

Если в этом решении положить &1 = ί, μ1 = 1, μ2 = 1, то мы получим
решение Даноса для случая движения заряда в пустоте*).

Рассмотрим теперь кратко некоторые частные случаи движения
заряда над границей раздела двух сред. При этом мы будем считать обе
среды прозрачными.

б) Рассмотрим, прежде всего, такой интервал частот, когда в первой
среде не выполнено условие излучения Вавилова — Черенкова, а во
второй среде выполнено условие

< l , ε2μ2β
2 > 1. (111,136)

чЭтот случай наиболее интересен для генерации радиоволн с помощью
излучения Вавилова — Черенкова.

Выражения, описывающие поле, представляют собой сумму плоских
Г ω Ι

г \gx+kyy+- (2-υί)|

волн вида е ν , причем в первой среде g = gt =
= у (ειμιβ2 - 1) ̂  - К> а в 0 второй среде g = g2=y (ε2μ2β

2 - 1) ^ — к\.
В рассматриваемом случае величина g1 является чисто мнимой. Это
означает, что при достаточном удалении от границы раздела в первой
среде, волны затухают экспоненциально, т. е. в первой среде излучения
нет. Во второй среде есть излучение для тех значений ω и ку, для
которых проекция g2 волнового вектора на ось χ действительна. Это
условие дает

^ < $ - ( ε 2 μ 2 β 2 - 1 ) · (111,137)

Волновые векторы излучения заданной частоты ω, как и в случае
сплошной среды, лежат на поверхности конуса, угол раствора которого
определяется условием излучения Вавилова —Черенкова. Однако в отличие
от случая безграничной среды электрический вектор излучаемой волны
не лежит в плоскости, содержащей скорость частицы и волновой вектор.
Действительно, проекция волнового вектора на плоскость ху составляет
с отрицательным направлением оси χ угол φ, определяемый формулой

Проекция же электрического вектора Е2 (ку, ω) на плоскость ху соста-
вляет с отрицательным направлением оси χ угол φ' Φ φ:

Поскольку gt в рассматриваемом случае является мнимой величиной,
равенство (111,139) указывает, что волна эллиптически поляризована.

*) В работе Даноса 116 имеется очевидная опечатка: в формуле (66) в числи-
теле выражения для Bz должен быть вычеркнут множитель I.
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При этом направление поляризации меняется на противоположное
с изменением знака ку. Так и должно быть, ибо поле симметрично·
по отношению к отражению от плоскости χζ. При стремлении к к нулю·
эллиптически поляризованная волна вырождается в линейно поляризован-
ную. Волна, волновой вектор которой лежит в плоскости xz (ky = 0),
поляризована также в плоскости xz(Ey — 0). Это видно из формул (111,135).

Найдем теперь потери энергии заряда, движущегося параллельно
границе раздела. Потери энергии заряженной частицы на единицу пути
могут быть записаны как работа движущегося заряда против сил реак-
ции со стороны поля

dW

dz ' ' ~ х=о ' [ и ' с tit V ~ u i ' iL J J ж=0

:=οί 2=ti(
со

dkn da> ί , ο ο ι ч ω ,

1 "
ω e 2 i g ' d

ω

кУ ι ρ eig2—e2 g l-j) ( Ш 140>
gi δ ι Zigi + ^gi J J V '

В рассматриваемом нами случае область интегрирования по ω опре-
деляется одновременным выполнением двух неравенств: ε 1μ 1β2 < 1
и ε2μ,β2 > 1. Область интегрирования по к определяется неравенством
(III, 137).

В рассматриваемом случае мы можем зачеркнуть первое слагаемое
в фигурных скобках под интегралом. Это слагаемое описывает потери
энергии заряда в безграничной среде ε1? μ1 и не дает вклада в потери на
излучение Вавилова — Черенкова, так как условие излучения в первой
среде не выполняется (поляризационные потери мы рассмотрим ниже).
Поэтому в рассматриваемом интервале частот интеграл потерь имеесг вид

e 1 g ! t — 1dW = ___?1д е Г f dkydu) c2ij7,d Г 2вгк1 (μ^ + μ^) ку e 1g ! t

dz π J J ω 1-(μι£2+μ2£ι)(ει£2+ε2£ι) gi S l 4gi

(111,141)

Здесь область интегрирования по ω ограничена положительными значе-
ниями ω и, кроме того, неравенствами ε2μ2β

2 > 1, ε ^ β 2 < 1,

fty < ^(ε 2 μ 2 β 2 —1). При выполнении этих неравенств в первой среде

нет излучения, а во второй — оно имеется. Знак Re, как обычно, озна-
чает действительную часть.

Рассмотрим потери энергии на излучение в простом частном случае
8j = l, μ 1 = 1 , μ2 = 1, ε2 = ε. Β этом случае формула (111,141) после
выделения действительной части подынтегрального выражения прини-
мает вид

Λ? = _ ? £ С d.dk
dz n J ω У

где

Вместо переменной ку мы можем ввести другую переменную — угол φ,
который составляет с отрицательным направлением оси χ проекция
волнового вектора излучения на плоскость ху. Очевидно,

=lsincp. (111,144).
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Тогда формула (111,142) может быть переписана в виде
я
2

dW 2q* С , ββ 2 — 1 Г 2 , (ε + 1 ) ( β β 2 — I ) s i n 2 9 + e ( l — β 3 )dW 2q* С

α » 0

Формула (111,145) дает энергию излучения Вавилова—Черенкова частицы,
движущейся в вакууме над диэлектриком. Подынтегральное выражение
пропорционально интенсивности излучения на частоте ω под углом φ
в плоскости ху. Неравенства определяют область интегрирования.

Разберем подробнее особенности излучения в этом наиболее простом
случае. Волновые векторы излучаемых волн расположены, как и в сплош-
ной среде, на конической поверхности. Ось этой поверхности парал-
лельна скорости заряда. Угол между осью и образующими конуса опре-

„ 1
деляется хорошо известным условием cos и- = . Однако излучение

может иметь место лишь во второй среде, т. е. поверхность волновых
векторов излучения Вавилова — Черенкова образует только половину
конической поверхности. Далее, интенсивность излучения неодинакова
на разных образующих этого конуса.

Выпишем интенсивность излучения частоты ω на азимуте φ,

— — < φ < -у- (напомним, что φ — угол, который составляет с нормалью

к границе раздела проекция волнового вектора на плоскость ху, пер-
пендикулярную к скорости заряда):

, 1(β

X cos·2 φ-e v

(111,146)
и сравним ее с интенсивностью излучения в безграничной среде, где
излучение может иметь место на всех азимутах и интенсивность его
на всех азимутах одинакова,

ΌΚφΗ^ω^ρΙ. (Ш,147)

Будем считать, что скорость заряда велика, так что можно поло-
жить β = 1. Тогда при φ = 0 интенсивность излучения / (ω, φ = 0) обра-
щается в пуль. (Точнее, эта величина пропорциональна 1 — β2,
т. е. обратно пропорциональна квадрату энергии частицы.) Это означает,
что с ростом скорости частицы интенсивность излучения в плоскости,

перпендикулярной к границе раздела, стремится к нулю. При φ = ± -—

интенсивность излучения точно равна нулю при любых скоростях

заряда. Где-то в промежутке между φ = 0 и φ = ± •§• интенсивность

излучения достигает максимального значения. Это максимальное значе-
ние может оказаться гораздо большим, чем интенсивность излучения в слу-
чае сплошной среды / 0(ω, φ). Для иллюстрации рассмотрим Ι (ω, у) при
φ = 45° (мы снова будем считать β = 1 ) :

} ^ ^ (ШЛ48)
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0,1 0,2

При достаточно малых расстояниях d заряда от поверхности раздела,

когда можно считать экспоненту равной единице, величина / С со, q> = -j-j

может значительно превосходить /о(со, φ). При ε = 1,5 отношение /// 0

для φ = 45° близко к четырем. Функция /(ω, φ) по формуле (111,146)
с точностью до постоянного множите-
ля, не зависящего от φ, изображена
на рис. 9а —9г. (Предполагается,
что заряд движется к наблюдателю
и излучает в нижнее пространство,
заполненное диэлектриком.)

Для получения суммарной ин-
тенсивности излучения на частоте ω
•следует проинтегрировать / (ω, φ) по
всем углам, под которыми происходит

излучение ( — F < ^ 4 ) < - ~ 2 ~ ) " Из-за

φ

„„. * ЦП W № „.

-ft?'·

0,01 0,02 0,03

30' ЗГ

ο,οοι 0,002 am

"•» •///////////////.

ж

наличия экспоненциального множителя такое интегрирование представ-
ляется затруднительным. Если ограничиться теми длинами излучаемых
волн, при которых экспоненциальный множитель можно считать равным

единице ( d •— У г — 1 < 1 V интегрирование проводится легко и дает

—n
2

1 N ι

ε-εΒ 2" )\ '

(111,149)
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Эту величину следует сравнить с интенсивностью излучения на частоте ω
в сплошной среде

' = - L r ω
εβ 2—! (111,150)

Отношение ///„ на пороге излучения, при εβ2 = 1, имеет значение,
равное единице:

(εβ^Ι). (111,151)

;JTO значит, что вблизи порога излучения (п при достаточно малых рас-
стояниях заряда от границы раздела) излучение имеет такую же интен-

сивность, как и в безграничной среде.
Ц! 02 0,3 . Следует иметь в виду, что хотя / = 10

" при скоростях, близких к пороговым,
п~5 обе эти величины пропорциональны
ήΰ)η ε β 2 — 1> τ · е · обращаются в нуль на

-Ж

При дальнейшем росте скорости частицы / (ω) становятся меньше
/0 (ω), и при β = 1 отношение /// 0 принимает значение

Хотя эта величина и меньше единицы, интенсивности излучения при
наличии границы и в безграничной среде, как мы видим, пмеют
сравнимую величину.

Я УФН, т. LXXV. вып. 2
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В нашем рассмотрении мы предполагаем, что частица движется
близко от границы, т. е.

с ' - ^ -·
Если это условие не выполнено, то спектр излучения Вавилова — Черен-
кова частицы, летящей в вакууме и излучающей в среду, обрезается
из-за наличия множителя

S 2 (111,152')

в подынтегральном выражении (111,145). Спектр излучения на данном
азимуте растет пропорционально ω до тех пор, пока можно пренебречь
экспоненциальным множителем (III, 152). Затем спектр резко обры-
вается. Частота, при которой спектр излучения под углом φ начинает
резко падать, определяется по порядку величины равенством

(О = -
(εβ2 — l)sin 2cp + l — β2

Эта картина во многом напоминает случай излучения в пустом канале
и является типичной для подобных граничных задач.

Напомним, что в случае излучения в пустом канале граничная
частота определяется аналогичным соотношением

ω =
α/εβ 2—1 '

где α —радиус канала.
Полные потери энергии на излучение можно оценить, предположив,

что среда не обладает дисперсией (ε не зависит от ω). Тогда, проведя
в формуле (111,145) интегрирование сначала по частоте, а потом по
углам, получим полную потерю энергии на единицу пути 3 0 7 (μ2 = 1)

dW 8

 R a ~ У ( в - 1) ( 1 — β 2 ) - βΊ · (111,153)
-t-ε—ей 2 -Jdz 2β£ί2ε—1 L / l + e—εβ

Интересно, что в ультрарелятивистском случае, при β = 1, выражение
(111,153) значительно упрощается, принимая вид

&

Разумеется, при наличии дисперсии эта формула, строго говоря, непри-
менима. Однако если показатель экспоненты (111,152') становится боль-
шим вдали от полос поглощения (т. е. растет за счет множителя ω,

а не за счет множителя ΐ/(ε§ 2 - 1) sin2 φ + 1 - β2), формула (111,154) вер-
на с хорошей точностью, и излучение заряда, движущегося в вакууме
вдоль границы со средой, не зависит от особенностей поведения ε, если
скорость заряда близка к скорости света. Очевидно, что чем больше
расстояние d от линии движения частицы до границы раздела, тем
точнее формула (111,154).

Мы уже говорили, что волны, излученные частицей во вторую среду,
поляризованы по эллипсу. При этом вектор поляризации у волн с ку > О
вращается от оси χ к оси у, а у волн с ку < 0 — в обратном направлении.

При движении заряженной частицы около поверхности диэлектрика
на частицу действует не только тормозящая сила, вызванная реакцией
излучения, но и боковая сила, вызванная реакцией со стороны диэлек-
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трика. Выражение для этой боковой силы имеет вид

F = _X^ I v > r otAjJ |
х С \ dt l и х ) \х=у=0, z=vt

где Aj определяется формулами (111,131) и (111,134). Вычисления, про-
веденные А. И. Морозовым в пренебрежении дисперсией, показывают,
что сила Fx при любой скорости заряда направлена к границе раздела

г? dW

и имеет тот же порядок величины, что и сила торможения гх = —т- •
dz

в) Разберем теперь вкратце другие возможности. Может оказаться,,
что в обеих средах выполнены условия излучения Вавилова — Черенкова,
т. е. ε ίμ1β

2 > 1 и ε2μ2β
2 > 1. Тогда излучение имеет место по обе сто-

роны от границы. Потери энергии заряда на излучение Вавилова —
Черенкова выражаются формулой (111,140), где интервал интегрирования
определяется неравенствами ε ^ β 2 > 1 и ε 2 μ 2 β 2 > 1 . При этом может
оказаться, что для некоторых значений ку излучение имеется лишь
в одной из сред, а в другой —поле экспоненциально затухает. Пусть
для определенности εχμχ < ε2μ2, т. е. вторая среда оптически плотнее
первой. Тогда, если ку заключено в пределах

поле в первой среде является затухающим (g2 < 0), а во второй

среде — волновым (g f>0) . Если ку <.—2 (
ειΗ<ιβ2 — 1), то поле в обеих сре-

дах является волновым, а если &у > —Г (ε2μ2β
2—1), поле в обеих средах

затухает по экспоненте. Определим азимут φ равенством

К = τ V ^ A P 8 - ί s i n φ·

Тогда если

поле в обеих средах волновое. При этом во второй среде поле имеет
линейную поляризацию. Если же

то поле во второй среде волновое, а в первой — затухающее. При этом
во второй среде поле имеет эллиптическую поляризацию. Излучение
частоты ω распределено во второй среде по конусу и имеет различную
интенсивность на разных образующих.

г) В первой среде выполнено условие излучения Вавилова — Черен-
кова, а во второй —не выполнено (ε1μ1β

2 > 1, ε2μ2β
2 < 1, g2 > 0, gl < 0).

В этом случае излучение Вавилова — Черенкова, возникающее в первой
среде, испытывает полное внутреннее отражение на границе раздела и не
попадает во вторую среду. Излучение представляет собой суперпозицию
линейно и эллиптически поляризованных волн.

д) Наконец, рассмотрим поляризационные потери заряда, движуще-
гося параллельно границе раздела двух диэлектриков. Поляризационные
волны излучаются зарядом на частотах ω$, на которых диэлектрическая
постоянная εζ обращается в нуль. Величина потерь энергии на излучение

9*
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поляризационных волн определяется формулой

dz поляриз е' К)

где ε'(ω6) = -' и сумма взята по всем корням ωδ. Так как поляри-

зационные волны затухают во все стороны от пути заряда, то с ростом
d эта формула быстро переходит в выражение для поляризационных

потерь в безграничной среде. При d — > 1 экспоненту под интегралом

можно зачеркнуть, и получается обычная формула для потерь энергии
на поляризацию в безграничной среде. При этом следует оборвать инте-
грирование на некотором максимальном значении /сшах. Отметим, что
подынтегральное выражение в формуле для потерь (III. 140) может
иметь полюса в точках, где

Соответствующих этому случаю потерь мы не рассматриваем.
Для различных приложений часто бывает нужно рассмотреть излу-

чение не точечного, а протяженного заряда, например излучение пло-
ского модулированного электронного пучка, который движется в вакууме
параллельно границе раздела с диэлектриком. Плотность заряда в таком
пучке можно записать в виде

ρ =. Q0 δ (χ) [1 + α cos (κζ — ωί)], (111,156)

где — — длина волны модуляции, ω —ее частота, а —глубина модуля-
ции. Поле, созданное такими протяженными источниками, можно полу-
чить, умножив Фурье-компоненты решения (III, 129— 135), найденные для
точечного заряда, на Фурье-компоненту плотности протяженного источника.
В рассматриваемом нами примере этот множитель оказывается равным

%, ку, kz= ^ [δ(ω) + αδ(*ϊ—g-)]5(Au).

Этот множитель оставляет в излучении только ту волну, у которой ку=0

и к, = ± —- · Излучение распространяется в плоскости х%. В той же пло-

скости лежит и электрический вектор излучаемой волны (так как ΚΌΜΠΟ-

нента а2 у пропорциональна ку, то Ь%у = — а2у = U).

Выше мы считали, что среды по обе стороны от границы абсолютно
прозрачны, т. е. εχ, μλ и ε2, μ2 действительны. Если одна из сред или обе
являются поглощающими, выражения для поля заряда (111,129—135)
остаются справедливыми. Сохраняет свою силу и выражение (III, 140)
для потерь энергии частицы. Все вычисления в этом случае следует про-
водить с учетом комплексности ε и μ. Соответствующие вычисления для
плоского модулированного пучка электронов были проведены Лашин-

В литературе имеется несколько работ, где рассматривается излуче-
ние зарядов и токов при движении в плоской щели, проделанной в диэлект-
рике З о 4 · З о 5 . Мы не будем здесь их обсуждать. Отметим только, что
при стремлении ширины щели к нулю излучение заряда, движущегося
в щели, переходит в излучение заряда в сплошной среде. Излучение
же диполя в узкой щели совпадает с излучением в сплошной среде,
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только если диполь ориентирован параллельно плоскости щели. Излуче-
ние электрического диполя, перпендикулярного к плоскости щели,
при стремлении ширины щели к нулю отличается от излучения диполя

в сплошной среде множителем (— \ , где ег и ε2— диэлектрические

постоянные сред внутри и вне щели 1 β 1 .
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