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I. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ

1. О с н о в н ы е у р а в н е н и я т е о р и и

Электроны больших энергий**), проходя через вещество, теряют свою
энергию на столкновения, т. е. на ионизацию и возбуждение атомов среды.
Кроме того, тормозясь в кулоновском поле ядер атомов ι реды, электрон
с некоторой вероятностью может испустить фотон. Подавляющая часть
энергии электрона, расходуемая на столкновения, теряется малыми пор-
циями, напротив, энергия, теряемая на излучение, равномерно распреде-
ляется между фотонами всех энергий от 0 до Ей—энергии первичного
электрона. Радиационные потери быстро растут с энергией (для больших
энергий пропорционально Ео), ионизационные—практически не зависят
от Ел. Поэтому при Д,, превышающих некоторую характерную для дан-
ного вещества критическую энергию β ~ 1600 m^Z1, где с—скорость
света, те—масса электрона, Ζ—атомный номер вещества, главную роль

*) Настоящая статья представляет собой сокращенный и дополненный новыми
результатами вариант статьи покойного С. 3. Беленького и И. П. Иваненко,
написанной в 19όΰ г.

**) Мы называем частицами больших энергий частицы, при прохождении которых
через вещество существенны процессы радиационного торможения и образования пар.
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в потерях энергии играют процессы радиационного торможения. При тор-
можении в поле атомных ядер электрон может испустить фотон энергии,
близкой к Εг Фотон такой энергии с определенной вероятностью может
родить электрон — позитронную пару либо претерпеть комптоновское
рассеяние. Вновь рожденные заряженные частицы, в свою очередь радиа-
ционно тормозясь, испускают фотоны больших энергий и т. д. Таким обра-
зом, на некоторой глубине вещества вместо одного первичного электрона
энергии Д, будем иметь несколько электронов и фотонов, суммарная
энергия которых близка к Ег

Процесс размножения и одновременно дробления энергии продол-
жается до тех пор, пока энергия большинства частиц не станет близка
к критической; тогда заряженные частицы большую часть своей энергии
станут терять на ионизацию и лавина начнет постепенно затухать. Вероят-
ности процессов, происходящих с электронно-фотонным излучением в ве-
ществе, даются квантовой электродинамикой. Теория ливней должна опре-
делить вероятность появления на некоторой глубине в энергетическом ин-
тервале (E,E-\-dE) Nl электронов и N2 фотонов (на границу слоя вещества
при / = 0 падает пучок электронов или фотонов с заданным угловым и энер-
гетическим распределением), идущих через плоскость, перпендикулярную
оси*) ливня, на расстоянии (r,r-\-dr) в элементе телесного угла (ω,ω+ί/ω).
Математически эта задача очень сложна, а для получения многих важных
характеристик каскадного ливня достаточно лишь знать среднее число
электронов и фотонов на данной глубине. Поэтому мы будем рассматри-
вать средние характеристики ливня.

Во всех элементарных процессах при больших энергиях углы, под
которыми испускаются вторичные электроны и фотоны, чрезвычайно малы:
порядка т,сг/Е, где/?—энергия первичных частиц. Розерфордовское рас-
сеяние заряженных частиц ливня, по крайней мере в веществах с малым Ζ,
тоже мало, поэтому ливень развивается в основном в направлении движе-
ния первичной частицы. Это позволяет рассматривать развитие ливня
с глубиной и его угловое и пространственное распределение как две раз-
личные задачи. Сначала определяется функция, описывающая развитие
ливня с глубиной (без учета увеличения пути частиц из-за рассеяния),
на основе которой решается задача об угловом и пространственном рас-
пределении частиц в ливне.

Запишем основные уравнения одномерной каскадной теории, учиты-
вающие процессы образования пар фотонами, радиационного торможения
и ионизационных потерь электронов:

j-Q^2 \ V(t, E')Wp(E', E)dE[~ { P{t, E')W,,(E', E'-E)dE'-
i; к

κ
- [ Ρ (t, Ε) We (Ε, Ε') dE' - β --Йг^ , (1.1а)

дЩг~ ---- \ P(t, E')\VJE', E)dE'-~ \j Г (г, Ε)νν,,(Ε, E')dE'. (1.16)
Ε Γ)

Подробный вывод этих уравнений можно найти в монографиях С.З. Г>е-
ленького2 и Б. Росси3. Здесь P(t,E) и Г (t, E)— функции, дающие среднее
число электронов и фотонов соответственно в интервале энергий
(E.E+dE) на глубине t рассматриваемого слоя вещества; Wp(E', Ε) —диф-

*) Остло линия считается прямая, продолжающая направление движения пер
вичной частицы.
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ференциальная вероятность фотону энергии Е' произвести на единице пути
электрон — позитронную пару с энергией позитрона Ε и электрона
Е' —Е; We{E, Ε') —дифференциальная вероятность излучения электроном
энергии Ε фотона энергии Е' на единице пути; β—средние ионизационные
потери заряженных частиц на единице пути вещества2.

Уравнения (1.1а) и (1.16) образуют систему двух линейных однород-
ных интегро-дифференциальных уравнений. Они внешне похожи на урав-
нения, получающиеся в теории диффузии, поэтому их часто называют диф-
фузионными уравнениями. Они связывают число электронов и фотонов на
глубине t с числом электронов и фотонов на глубине t -f- dt. Линейные
интегро-дифференциальные операторы в правых частях (1.1) действуют
только на текущую переменную Ε—энергию частиц на глубине t, энергия
первичной частицы или граничная энергия спектра первичных частиц Ео

входит в уравнения в качестве параметра. Для данной первичной энергии
Ео можно вычислить величины P(Eu,t,E) и Г (Е0Л,Е) лишь в том случае,
если известны функции Ρ и Г (En,t,E) с энергией Е', большей Е, так как
частицы с энергией Ε на глубине t образуются частицами бс'лыиих энер-
гий. Этому физически очевидному обстоятельству соответствует тот факт,
что интегро-дифференциальный оператор в правой части уравнения
(1.1) действует только на энергию, большую или равную Е.

Иногда удобнее использовать уравнения с текущей координатой EQ,
переменная Ε в этом случае входит в уравнения в качестве параметра4 '5.
Тогда для некоторой вторичной энергии Ε можно вычислить функции
Р{ЕаЛ,Е) и Υ(ΕηΛ,Ε)θΊ первичной энергии Ёо в том случае, если известны
функции Ρ и Г (ЕцЛ,Е) от всех энергий Е'о, лежащих между Ео и Е, потому
что частица энергии Ео может образовывать вторичные частицы энергии Ε
либо непосредственно, либо через промежуточные частицы с энергией Е'о,
лежащей между Ео и Е. Соответствующий интегро-дифференцпальный
оператор действует на переменную Е'о, меньшую или равную Е, вплоть
до Е'а = Е.

Уравнения (1.1) с граничными условиями, задающими число
и энергетический спектр электронов или фотонов на границе слоя
вещества при t = 0, являются основными уравнениями одномерной теории
ливней. Случай одного первичного электрона энергии Е{) соответствует
граничным условиям:

Р(Е0,0,Е) = 6(Е-Е0); Г (Еа, О, Е) = 0. (1.2)

Случай одного первичного фотона энергии Еп соответствует граничным
условиям:

Р(Е0, 0, £) = 0; Г(£ ,„0 ,Е) = δ ( £ - £ „ ) , (1.2')

где 5 —функция Дирака. Вообще говоря, уравнения (1.1) могут быть
разрешены при произвольных начальных условиях:

Ρ (Ео, 0, Е) = φ ρ {Ео, Е)\ Г (Еп, 0, Ε) = φ Γ (£,„ Ε),

где φ r — некоторые произвольные функции.

2. В е р о я т н о с т и о с н о в н ы х п р о ц е с с о в

Вероятность излучения электроном энергии Ε фотона с энергией Е'
при прохождении слоя вещества толщиной в 1 см имеет по Бете
и Гайтлеру г следующий вид:

e (Ε, Ε') dE' = 4naZV(? ψ- [ { 1 + ( l - ^J J Φ χ
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—заряд ядра, a = e2/hc—постоянная тонкой структуры, г1 —
«классический» радиус электрона, η—число атомов в 1 см3 вещества.
Формула (1.3) выведена в предположении Е^> тс2. Функции Ф1 и Ф2 учи-
тывают экранирование поля ядра полями атомных электронов. Уравне-
ние (1.3) получено в борновском приближении, поэтому считалось, что
оно не пригодно для тяжелых элементов. Поправка на неточность борнов-
ского приближения была исследована в работах Бете с сотрудниками 6.
Оказалось, что для процесса радиационного торможения она пренебре-
жимо мала и формулы (1.3) пригодны при любых Ζ. Л. Ландау и Ю. Ру-
мер показали, что излучение в поле атомных электронов можно прибли-
женно учесть, заменив в выражении для вероятности излучения множи-
тель Ζ 2 на Ζ (Ζ+1) 7 . Теоретический расчет радиационного торможения
в поле атомных электронов без учета экранирования был проведен в
работе8, а также в 9 · 1 0 > и ; учет экранирования был произведен врасчетах1 2.
Найдено, что излучение в поле электрона приближается с ростом энергии
к излучению ядра с зарядом единица, но еще даже при £=100 тс2 оно на
15% меньше последнего. С другой стороны, в 12 показано, что экранирова-
ние меньше влияет на излучение в поле электрона, чем в поле ядра. Таким
образом, замена Ζ2 на Ζ (Ζ+1) достаточно точно учитывает излучение в поле
электронов.

Вероятность образования фотоном с энергией Е' в поле ядра пары —
позитрона с энергией Ε и электрона с энергией Е' —Е, при прохождении
слоя вещества толщиной в 1 см дается по Бете и Гайтлеру * выражением

Формула (1.4) выведена в предположении Е'^тс2. Функции Ф 3 и Ф4

учитывают экранирование поля ядра полями атомных электронов.
Подробный вывод и обсуждение сечений We и Wp можно найти в
работе 13.

Как и в случае излучения, образование пар в поле атомных электро-
нов можно приближенно с достаточной точностью учесть, заменив в выра-
жении Wр(Е',Е) множитель Z2 на Ζ ( Z + l ) . Теория этого явления подобна
теории тормозного излучения в поле атомных электронов. Теория без
учета экранирования была развита в работах 8,9,ιο,ιι,ΐ'<; экранирование
было учтено в расчетах 1 2.

Выражения (1.4) получены в борновском приближении. Отклонения
от сечений в борновском приближении изучались в работах 1й>16 при
малых энергиях в случае тяжелых элементов, где авторы использовали
точные дираковские волновые функции и получили, что в свинце точное
сечение на 25% больше при энергии квантов Ътс1 и на 100% больше при
энергии 3 тс2, чем сечение в борцовском приближении. При этих энер-
гиях была получена следующая зависимость поправки от атомного номера:

а7/- -f bZK

Бете и Максимой 17 выполнили точные расчеты дифференциального
сечения образования пар для очень больших энергий, пренебрегая экра-
нированием; Бете и Девис получили полное сечение 1 3. Поправка состав-
ляет 11,8 о к сечению в свинце при 88 Мэв и 10,0% нри 280 Мэв. Если
учесть экранирование, поправку к сечению можно записать приближенно
I! форме 0,11 (Ζ/82)2.
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Д л я б о л ь ш и х энергии, к о г д а э к р а н и р о в а н и е м о ж н о считать полным,
вероятности процзссов р а д и а ц и о н н о г о т о р м о ж е н и я и о б р а з о в а н и я п а р на
одной р а д и а ц и о н н о й и л и л а в и н н о й единице д л и н ы з а п и с ы в а ю т с я следую-
щим образом:

1 4- 1 - -
Ε' (4-26 1 - - = τ - (1.5

ν Λ;' '-£)' (\~
(1.6)

Величина й = 1/18 1η(191Ζι·3) мала по сравнению с 1 и мало изменяется
с изменением Ζ; поэтому Ъ с хорошей точностью принимают равным сред-
нему значению Ъ =0,0135.

Если учесть излучение и образование нар в поле атомных электронов,
а также поправку на неточность борновского приближения в тяжелых
элементах, получим следующее выражение для «радиационной» единицы
длины:

A- = 4naZ (Z + 1) τ-ΪΕ,Γ" [ 1 + я ( - | г ) ' ] · d·?)

Коэффициент «α» для процесса образования нар равен 0,11. В случае пер-
вичных частиц большой энергии, где роль электронов и фотонов в развитии
ливня примерно одинакова, получим хорошее приближение, считая
a = 0,06. Выражение £Рад учитывает эффект полного экранирования. По

Таблица 1

Λ. Кирпичову и И. Померанчуку 19 значения ЬРаД примерно на 10% больше
величин, полученных из модели
Томаса —Ферми.

В таблице I приведены значе-
ния лавинных единиц в различ-
ных веществах, вычисленных по
формуле (1.7). Коэффициент а при-
нимался равным 0,Об.

При меньших энергиях суще-
ственную роль в потерях энергии
электронами начинает играть про-
цесс ионизации и возбуждения
атомов среды. Мы будем пользо-
ваться величинами ионизационных
потерь, усредненными по «равно-
весному» энергетическому спектру
электронов2. Величина иониза-
ционных потерь релятивистских
электронов на лавинной единице
длины β носит название «крити-
ческой энергии».

В области меньших энергий
процесс образования нар для фо-
тонов сменяется комптон-эффек-
том, т. е. упругими столкновениями фотона со свободными электро-
нами. Дифференциальное сечение для комптон-эффекта было вычислено
И. Е. Таимом20, Клейном π Ыишиной21. Предполагая Е'/тс2^>1, вероят-
ность фотону энергии Е' на пути в одну радиационную единицу соуда-
ряться с электроном, оставив себе энергию Ε", получим в следующей

В о д о р о д . . . .
У г л е р о д . . . .
А з о т
К и с л о р о д . . .
Алюминий . . .
А р г о н
Ж е л е з о . . . .
Медь
С в и н е ц . . . .
В о з д у х . . . .

Иода

ζ

1
6
7
8

13
18
26
29
82

Состав по
весу

76,4%
21,8%

1,3%
Состав по

весу
11,1%
88,9%

(=едини-
ца в s/cw2

62
40
35,4
32,1
22,7
18
12,6
11,6

Г), 55

34,2

33,9
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форме:

И'номл (Е\ Е") dE" = g [ 1 -f ( | ^ У ] | ^ i , (1.8)

где ί? - Γ)Γ>ν j// iZ i/E i« ;Z l (Z( + 1) Ц'ля Μθβ.
Величину g для различных веществ можно найти в работе 3. Интегри-

руя (1.8) по Е" от Е' до минимального значения Ε", получим эффектив-
ное сечение поглощения фотонов вследствие комптон-эффекта:

σ " 0 Μ Π =
рад

«комптоновский» логарифм LK0Mn = ln (22?'/7wc2)-f — .

Сечения основных процессов в легких элементах мы будем использо-
вать в форме полного экранирования —формулы (1.5) и (1.6). Использова-
ние асимптотического значения коэффициента радиационного торможения
не должно приводить к большим ошибкам по двум причинам: во-первых,
потому, что в легких веществах точная величина Wв (Е,Е') вплоть до энер-
гий порядка одной десятой критической отличается от своего асимптоти-
ческого значения не более чем на 20%. Кроме того, электроны малых энер-
гий (порядка критической и меньше) основную часть своей энергии тра-
тят на ионизацию; потери на излучение играют роль небольшой поправки.
Поэтому даже очень грубый учет радиационных потерь электронов при-
водит к небольшой ошибке. Формула (1.6) для Wр (Е',Е) является худшим
приближением к точному выражению сечения образования пар фотонами.
Однако в основных уравнениях не был учтен комптон-эффект, влияние
которого существенно при малых энергиях. Между процессом образова-
ния пар и комптон-эффектом имеется известное сходство в отношении обра-
зования вторичных электронов. Энергетическое распределение вторичных
комптон-электронов до энергии Е^^тс2 весьма похоже на распределение
электронов в процессе образования пар. Комптон-эффект идет с заметной
вероятностью в той энергетической области, где основным процессом для
электронов являются ионизационные потери, а радиационные потерн
малы. Поэтому не играет уже существенной роли, на что будет тратить
свою энергию фотон: на образование электрон-позптронной пары или
нескольких малоэнергичных комптон-электронов. А для веществ с малым
атомным номером суммарный коэффициент поглощения фотонов остает-
ся примерно постоянным до очень малых энергий ̂ -5-10° эв. Поэтому
если не интересоваться судьбой малоэнергичных электронов и при-
нять, что процесс образования пар идет с сечением (1.6) вплоть до
очень малых энергий, то тем самым мы приближенно учтем комптон-эф-
фект. Отклонение действительных потерь энергии от вычисленных по
формулам (1.5) и (1.6) в области энергий, близких к критической, не
превышает в воздухе для торможения электронов 8%, а для поглощения
фотонов 18%2 2.

Приведенные здесь формулы сечений процессов тормозного излучения
и образования пар применимы до сколь угодно больших энергий, если
рассматривать процессы па одном изолированном атоме 3 3. Однако картина
меняется существенным образом, если рассматривать ири больших энер-
гиях процессы излучения и образования пар в среде. Влияние много-
кратного рассеяния электронов атомами среды на процессы тормозного
излучения и образования пар подробно разобрано в обзоре Е. Л. Фейн-
берга в УФК (58.193 (1956)).
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U. РЕШЕНИЕ ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ ТЕОРИИ. МЕТОД ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ
ПРЕОБРАЗОВАНИИ

3. Ρ е ш е н и е м е τ о д о м д в о й н ы х ф у н к ц и о н а л ь н ы χ
π ρ е о б ρ а а о в а н и й

Асимптотические выражения сечений процессов радиационного тор-
можения электронов (1.5) и образования пар фотонами (1.6) являются одно-
родными функциями энергии первичной и вторичной частиц. Основные
уравнения каскадной теории (1.1а) и (1.16) линейны относительно функ-
ции Ρ и Г и, с сечениями основных процессов в форме (1.5) и (1.6), одно-
родны относительно переменных Ε и Е'. Вследствие этого уравнения (1.1)
сравнительно легко удается решить методом функциональных преобра-
зований. Используя преобразования Лапласа—Меллиыа по энергии,
Л. Д. Ландау и Ю. Б. Румер 7 в 1938 г. решили уравнения (1.1) без учета
ионизационных потерь. С учетом ионизационных потерь, основываясь
на методе функциональных преобразований, уравнения (1.1) решил Снай-
дер 2 1 . Однако в ряде работ 2>2·' метод решения Снайдера был подвергнут
критике. Было показапо, что его решение не точно удовлетворяет гранич-
ным условиям: оно описывает ливень, вызванный первичным электроном
энергии Е:) и добавочным распределением электронов и фотонов, обладаю-
щим заметной интенсивностью вблизи критической энергии β. Поэтому
решение Снайдера точно только πри условии Εη/β > 1 и / > 1, где оно заметно
не отличается от ливня, вызванного одним первичным электроном энер-
гии Е(). Кроме того, в решение Снайдера входит некоторая функция, опре-
деленная только при целых значениях аргумента, для нецелых значений
аргумента она определяется графическим интерполированием. Заметим,
что Слайдер нашел лишь зависимость от глубины полного числа частиц
с энергией больше нуля, не решив задачи об энергетическом спектре частиц
на произвольной глубине. В 1939 г. И. Е. Тамм и С. 3. Беленький 2 в , решив
проинтегрированные но глубине уравнения с учетом ионизационных
потерь, нашли усредненный по всей каскадной крнвой«равновесный»
энергетический спектр. В 1941 г. С. 3. Беленький 2 7 применением преобра-
зования Лапласа—Меллина по переменной Ε и преобразования Лапласа
по переменной t свел основные уравнения теории к уравнениям в конеч-
ных разностях, которые ему удалось решить. Некоторая входящая в это
уравнение функция заменялась выражением, хорошо ее апроксими-
рующим в существенной для задачи области изменения переменных. После
этого удалось провести все вычисления и получить аналитические выра-
жения зависимости числа частиц в ливне от глубины н энергии. Исследова-
ния показали, что введенная апроксимация не вносит заметной ошибки
при описании одномерной стадии развития ливня. Подробно разработан-
ная на этой основе теория наиболее полно изложена в монографии 2 .

Баба и Чакрабарти гъ в 1942 г. развивают теорию с учетом ионизацион-
ных потерьн приходят к выражениям для полного числа частиц, отличаю-
щимся от полученных Снайдером и Беленьким. В работе 2 было показано,
что решения, полученные Баба и Чакрабарти, значительно недооценивают
число частиц малых энергий. Поэтому полученные ими выражения для
полного числа частиц неточны, а выражения энергетических спектров
частиц становятся правильными при энергиях частиц / ? > β .

Снайдер в 1949 г.28, усовершенствовав метод решения 2 4 , получил
точное решение уравнений в форме ряда, строго удовлетворяющее гранич-
ным условиям. Однако, несмотря на значительное усовершенствование
математических методов, Снайдеру не удалось найти полного решения
задачи. Он нашел зависимость полного числа частиц от глубины и
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энергетический спектр в области 2?/β<1. Баба и Чакрабарти 2 9 в 1948 г.,
усовершенствовав метод решения 2 5 , также получили точное решение уран-
нений в форме ряда, строго удовлетворяющее граничным условиям. Однако
физически новых результатов им получить не удалось. По-прежнему их
решение значительно отличалось от результатов Беленького и Снайдера.

В 1952 г. Нишимура и Камата 3 0, исходя из решения 2 5>2 9 и заменив
в нем ряд интегралом, который равен ряду в области его сходимости и яв-
ляется аналитическим продолжением вне области сходимости*), получи-
ли решение уравнений с учетом ионизационных потерь. Их способ решения
несколько проще методов, использованных в работах 2 8

>

2 9 · . полученное
решение совпадает с решением Снайдера28.

В 1956 г. Чакрабарти и Гупта 3 1, используя метод решения, анало-
гичный предположенному в работе 3 0, получили точное решение основных
уравнений в форме ряда. Их ряд, в отличие от ряда2 5, сходится хорошо,
и первый член ряда при условии £,/β > 1, как в 2 π 28, представляет
решение с хорошей точностью. Применив при вычислении интегралов
метод двойной точки перевала, им удалось получить точное решение пол
ной одномерной задачи, т. е. найти аналитическое выражение зависи-
мости числа частиц в ливне от глубины и от энергии. Их результаты
с хорошей точностью совпадают с результатами С. 3. Беленького,
полученными в 1941 — 1946 гг.

Применим при решении основных уравнений (1.1) к функциям P(i, E)
π Γ (ί, Ε) преобразование Лапласа — Меллина по энергии Е:

6 + гэо сю

Ρ(Ζ,£) = ~ ^ £ Г ( з И ) Р ( / , s) ds, P(t, s)= ^E'P{t, E)dE (2.1)

P(t, s) = ~ ^ euP(K,s)dl, Ρ(λ, s)= ^ e-u P(t, s)dt (2.2)

и преобразование Лапласа по переменной V.

1

Έα
ci—гею О

(аналогично преобразовывается функция Г (г, Е)). Переменные s и λ —
комплексные величины, контур интегрирования по s — прямая, парал-
лельная мнимой оси, причем R e s > 0 . Контур интегрирования по λ —
прямая, параллельная мнимой оси, причем Re λ > — σ0. Преобразования
(2.1) и (2.2) позволяют перейти от переменных Ε и I к переменным s, λ
и обратно. Умножим уравнения (1.1) на Ese~M и проинтегрируем по Ε
и t от нуля до бесконечности:

λΡ(λ, s)-cpp(s)- -A(s)P(\, s) + B(s)T(k, s)-$sP(k, s- 1),

λΓ (λ, s) - φΓ(β) = С (s) Ρ (λ, s) - σ,Γ (λ, s),

где Фр(s) и φΓ (s)—соответствующим образом преобразованные гранич-
ные условия. Функции A(s), В (s), С (s) и σ0 можно найти в 2. Член
f>sP(k, s— 1) учитывает ионизационные потери; его присутствие значи-
тельно усложняет уравнения, превращая их из алгебраических в урав-
нения в конечных разностях. Исключим из уравнений (2.3) функцию
Г (λ, А·):

Ρ (λ, s) ψ (λ, s) + βδΡ (λ, .ν— 1) = φ (δ,λ),
, ., . h + A(s)-B(s)C{s) _ [ λ - λ , ( 8 ) Η λ - λ ,

λ+σ0

(2.4)

*) Заметим, что впервые подобный прием при вычислении энергетического
спектра частиц с учетом ионизационных потерь был использован в работах С. 3. Бе-
ленького (см., например,2).
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где функции λχ (s) и λ2 (s) являются корнями уравнения ψ (λ, s) = 0.
Функция φ (λ, s) определяется равенством

φ (λ, s) --

когда I s j —^ со, функция ψ (λ, s) ~ q In s, где сх — некоторая постоянная.
Функция Г (λ, s) определяется равенством

Пусть π (λ, s) — решение уравнения (2.4) без правой части. Будем искан,
решение уравнения (2.4) с правой частью в форме

Ρ (λ, ί) = Φ(λ, α) π (λ, s). (2.5)

Подставив (2.5) в (2.4), получим следующее уравнение для функции
Φ (λ, s):

Нетрудно убедиться, что последнее уравнение имеет следующее решение

in/! \ _ f ν φ(λ,Η-η-Μ)

η=0

Таким образом:

ρ η Λ _ J ν φ(λ, s + " r - i ) n (λ, s)

Из уравнения (2.4) без правой части можно найти, что

η (λ, s) _ ( —1)ηιψ(λ, ^ + 1)'Ψ(λ. я + 2) • • • Ψ (λ, s + n)

I [осле этого легко получить окончательное выражение функции Ρ (λ, .ν):

Ι> {χ s\ = у (-1)" φ (λ, s + n + i) Ψ (λ, я + l) ψ (λ, .9+2) . . . ψ (λ, д+n) 6

Уравнение (2.6) дает формальное решение проблемы. Выражение функции
Ρ (λ, s) допускает соответствующее преобразование Меллина по s, и ряд
(2.6) может быть проинтегрирован почленно. Но как функция λ п-а член
ряда ведет себя как λ η и к нему непосредственно не может быть приме-
нено обратное преобразование Лапласа (необходимо, чтобы преобразован-
ная функция исчезала как λ""1 при Re λ—> ос). Следовательно, мы
должны просуммировать ряд (2.6) или получить для него иное представ-
ление.

4. М е т о д С. 3. Б е л е н ь к о г о

С 3. Беленьким было показано 2, что получить иное представление
ряда (2.6) можно следующим образом.

Нетрудно показать, что наиболее существенную роль в теории играет
область изменения переменных .У от 0 до 2 и λ от 2 до —0,6. В этой
области функция ψ (λ, s) имеет две существенные особенности:

1. Она имеет простой полюс при s = 0 {С (s) —> со),
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2. Она обращается в нуль при значениях λ и s, определяемых со-
отношением λ = λ1 (s) или s = s1(X). Следовательно, в этой области изме-
нения переменных функцию ψ (λ, s) с хорошей точностью можно апрокси-
мировать выражением

Ш J*i2™!!=!!L. (2.7)
Ота апроксимация аналогична, но не совпадает с апроксимацией, впер-
вые примененной в работе28. Было показано, что апроксимация (2.7)
приводит к функции Ρ (Ε, ί), практически совпадающей с точной в случае
больших энергий, когда ионизацией можно пренебречь. Апроксимация
(2.7) влияет на члены, учитывающие в уравнении процессы образования
пар и радиационного торможения. Поскольку ионизационные потери урав-
нениями (1.1) учитываются точно, можно надеяться, что и в рассматри-
ваемом случае применение апроксимации (2.7) дает хорошие результаты.
Подставляя (2.7) в выражение (2.6) получим, для граничных условий (1.2):

71=0

(2.8)

Отсюда, используя (2.1) и (2.2) и интегрируя по Е, получим следующее
выражение интегральной но Ε функции Ν (Ε, I):

Ν {Ε, t ) = L, С С ds dlP (λ, s) /.-»ew 1
4π2 ) }, v >L s · (2.9)

Ряд (2.8) представляет разложение решения по степеням Ед/$\ нам нужпо
представить решение в форме ряда по степеням малого параметра β £
Используя соотношение

1

Ρ7^ΤΚ=ΤГ (s-f-n+l) n\
о

представим (2.8) в форме

где

v V ' ' " " 1 С Пу-f.-Ч- 1 - ί_ 1 С Г(у-г«4--1 -5ι)Γ(-ν) у,, ,
"" ΙΗΓ J Γ (s+v + 2) '^'„ f ο η! Γ

Здесь контур интегрирования выбран таким образом, что полюса функ-
ции Г (у-\- s -\- 1 — s-,) лежат слева от пути интегрирования, а полюса
функции Г ( — у) — справа. Замыкая контур интегрирования С полуок-
ружностью бесконечно большого радиуса и беря вычеты подынтеграль-
ной функции в точках у — п, нетрудно убедиться в справедливости (2.10).
Вместе с тем, контурный интеграл (2.10) служит аналитическим про-
должением ряда Рг в области (J/£o < 1. Замыкая контур интегрирования
налево полуокружностью бесконечно большого радиуса и беря вычеты
подынтегральной фупкции в точках у--= sx— s— η— 1, получим разложе-
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ние F\ по обратным степеням Z. Ограничиваясь первым членом разло-
жения, получим:

τρ

Интегралом по замыкающему контуру, который, как можно показать,
- g o

будет порядка е 0 , пренебрегаем. 7Лаким образом, подставляя выраже-
ние для Ρ (λ, s) в (2.9) и проведя интегрирование по s n J , (делая замену
K = K1(s) после интегрирования но s), получим:

Is, (2.11)

где

G (s, ε) = e-

Интегрирование в (2.11) проведем методом перевала. В результате
получим:

^ ,)}Р = _ Д 1 ( . ) Д м с ( ^ р М ^ , (2.12)
s К 1л%\ (s) I

где ,s- определяется из уравнения t— —y/K[(s), a

Функция G (*·, ε) описывает энергетический спектр электронов на различ-
ных глубинах. При значении s=l, соответствующем максимуму ливня,
G(s, ε) совпадает с выражением «равновесного» спектра частиц при условии
ε() > ε 2 6 . Величина функции G(s, ε) для различных значений переменных
*· и ε приведена в таблице П.

Отметим, что выражение (2.12) справедливо при выполнении следую-
щих условий: а) величина у должна быть больше единицы, б) энергия Ε
порядка критической энергии β и меньше. Глубина t должна быть больше
единицы, потому что при вычислении N{E,t) мы пренебрегли членом,
пропорциональным ex*(s)l, и в методе перевала разлагали функцию в ряд
по степеням \jt и членами порядка \/t и выше пренебрегали.

Проведя аналогичные вычисления, получим следующие результаты
для различных частных случаев:

а) первичный электрон энергии Еи:
1. С учетом ионизационных потерь
{Np (Ёо, i, E)f определено (2.12),

г о ι J? t π\\ρ - я ' ^ D ^ ( G ' (*' ε~> - E G (•"•

sEV 2nX{(s)t
CO

λ / o\ '!_, fl (о p^ . /)S \ /э""·1- / \ ] (γ G\ rl γ
1 Ι Ο / -̂ — ^ — ^ j ^ I ' ' * / " t^ \ t ' I X J I **̂  Ο / (Χ ι-ϋ ·

э

Если воспользоваться 3 приближенным выражением для функции С (s) = — ,

отличающимся от точного всего на несколько процентов, то можно получить

5 УФН, т. LXIX, вып. h
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,51
,86
,04
,65
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,10
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и м еч а н

0,4

0,937
0,901
0,846
0,751
0,692
0,634
0,592
0,559
0,499
0,459

0,4

0,982
0,960
0,939
0,876
0,829
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0,708
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2,88
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и е. Заметим,

Функция G(s, e) ι

0 , 8

0,891
0,830
0,744
0,597
0,511
0,436
0,384
0,345
0,273
0,232

1 ,0

0,870
0,798
0,701
0,538
0,447
0,369
0,316
0,277
0,214
0,175

Функция Gi (s

0 , 8

0,965
0,930
0,885
0,775
0,700
0,621
0,566
0,519
0,433
0,399

1,0

0,956
0,920
0,860
0,731
0,642
0,557
0,494
0,445
0,357
0,301

Функция Ga (s

0 , 8

2,95
2,35
1,82
1,19
0,930
0,738
0,620
0,547
0,412
0,3^7

1,0

2,59
2,01
1,49
0,923
0,691
0.525
0,427
0,361
0,262
0,205

что функции G
ную гипергеометрическую функцию W

где

ДлГ

μ =

κ =

= 0
\

G(8,8) =

G

G

(s, ε) =

(s, ε) =

для G(s,
- s

ι значений ε

<μ-

я..г(

= Γ(μ

ε ) ; μ ~~

κ -

> 4 величины

1

= 1

= — s —

Λ - ( ,

- κ j e

κ)Γ(
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ι
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0,515
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Ό
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1,73
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0,745
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0,304
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0,181
0,132

можно

•τ>.
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*> ν

1

а

Т а б л и ц а

,6

,815
,720
,598
408

,313
,238
,186
,153
,112
080

1,6

929
879
794
620
516
422
343
297
226
162

,6

96
43
968
515
351
247
177
141
091
069

1,8

0,799
0,698
0,569
0,376
0,280
0,207
0,160
0,129
0,095
0,062

1,8

0,920
0,865
0,773
0,588
0,479
0,382
0,306
0,262
0,196
0,133

1,8

1,83
1,31
0,871
0,447
0,292
0,199
0,140
0,108
0,066
0,048

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

1
1,
о,
0
0,

о,
0,
о,
о,
0,

через вырояу
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формулами для Wy (ε).
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следующие выражения для функций распределения фотонов:

ГГ (Е t EW = Ηχ ^ Ό ^ G ^' в ) е х р ^ 5 + λ ι ^1 ^ J> ' " sE Υ2яК'[ (s)t

Н[ (s)D(s) G2 (s, ε) ехр (ys+кг (s)) t
{^(^o. *, W ^ Щ р ·

Здесь

G2 (s, ε) = e · J e~* (a; - ε) ̂  ^ ^ , H[ (s) = ̂ ^ A ^ , ) ί Μ (*) = --7- .

Можно написать следующие соотношения между функциями:

Здесь всюду

2. Без учета ионизационных потерь:

1 sY2kk'f(s)~i

/Г С/Г /

Здесь

Можно написать следующие соотношения между функциями:

{Р(Е0, ί , £ ) } Ρ = Η ^ 1 ;

Здесь всюду г/ = 1п-^ .
.β

б) Первичный фотон энергии Ео:
1. С учетом ионизационных потерь. Если воспользоваться прибли-

женным выражением для функции В (s) = 2ao/(s ~\- 1) 3, отличающимся от
точного всего на несколько процентов, то можно получить следующие
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выражения для функций распределения:

Ях (s) D2 (s)G(s, ε) οχρ(2/ϊ + λχ (я) t)
{Νρ(Ε0, t,

s Υ2ηλ'1 (s) t

- , p u r Я, (s) D2 (s) {Gi (s, ε) -EG., (s, s)}exp (j/s + λ, (?) t)

° " V ° ' E

Здесь

s\> 2π\'[ (s) t

X)[/(Ms))] s . r, , ν ΰ2(«)

Можно написать следующие соотношения между функциями:

(Е t

р{ьй, ι,

О, г, ̂ » - е

2. Без учета ионизационных потерь

Ш (Е t E)V- *{s)exv(ys+ l {

s У 2:πλϊ (s) ί

s γ
(s) t)

s γ 2πλί (κ) t

( S ) = - T - . Можн

тения между функциями:

Здесь Я 4 (s) = ΐ- '-Ц- ' ^ ! ( S ) = - T - . Можно написать следующие соотно-

{Γ (Е„ t, Ε)Υ = δ (До _ £) е - 1 -
pi S ( Л 2 '

На рис. 1, 2 приведены каскадные кривые {Νρ(Ε), ί, 0)}р и {7V0 (2?0, г, 0)}Г

для различных значений переменных £,, ί и £ с учетом ионизацион-
ных потерь. Эти данные, вместе с данными таблицы II, где приведены
также величины Gx{s, ε) и G2(s, ε), могут быть полезны при проведении
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16 18 20 22 24 26 282

Рис. 1. Зависимость от глубины числа электронов с энергией больше нуля
{Np{E0, t, 0)\Р в ливне, вызванном первичным электроном энергии Ео. Цифры
около каждой кривой обозначают энергию первичного электрона в вв. Расчеты

проводились с учетом ионизационных потерь с точностью до членов 1/г2,

Рис. 2. То же, что и на рис. 1, но в ливне от первичного фотона.
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различных расчетов. Таким образом, метод двойных функциональных
преобразований с дальнейшей апроксимацией (2.7) дает возможность
получить полное описание одномерного развития каскадного ливня в лег-
ких веществах.

5. Метод Скотта, Снайдера, Баба и Чакрабарти

Напомним, что выражение Ρ (λ, s) допускает обратное преобразова-
ние по s и ряд (2.6) может быть проинтегрирован почленно. Но как
функция λ Π-ΪΪ член ряда ведет себя как λη, и к нему не может быть
применено обратное преобразование Лапласа.

Таким образом, мы должны просуммировать ряд (2.6) или записать
его общий член в форме, в которой целое число η можно заменить
комплексной переменной σ и представить ряд в форме контурного инте-
грала (см., например, 2). Знаменатель η-го члена (2.6) содержит η мно-
жителей (s + 1).. .(s-\~n-\r 1); запишем их как отношение двух гамма-
функций. Числитель п-то члена (2.6) содержит (п— 1) множителей
•ψ (λ, s-f 1) . . . ψ (λ, s + η). В работе 3 3 В. Скотт вводит и в числителе
отношение двух новых функций, определенных через бесконечные про-
изведения, избавляясь тем самым от переменного числа множителей
в п-м члене ряда. Введем новые функции

ψ (λ, s + 1) φ(λ, g + 2) . • . ψ (λ, s + η) =

где функция L(k,s) должна удовлетворять рекуррентному соотношению

L{X, β)ψ(λ, s)==L(k, s+i) или L{%, δ) = ψ(λ, s-i)L(k, s-i). (2.13)

Можно показать 3 4, что уравнение (2.13) имеет решение

λΜΖ ТТ Г Ч>(«, λ + и) / τ|)(,ν, λ + nJ- I) \Z\

(2.14)

при условии, что а) бесконечное произведение в (2.14) сходится и что
б) lim [ψ (s, λ + ΛΟ/ψ (s, iV)l = 1.

JV-i-oo

Используя асимптотическое выражение A (s), легко показать, что
эти два условия выполняются. Функция L{s, λ) удовлетворяет краевому
условию L(s, 0) = 1. Равенство (2.14) справедливо при любых Z; при
Z = l имеет L{s, λ -f 1) = ^(s, K)L(s, λ), что совпадает с (2.13) при
замене λ на λ + l. L(s, λ) — аналитическая функция. Из выражений для
функции \|)(δ,λ) (2.4) и величин A(s), В (s) и С (s) видно, что функ-
ция ψ (λ, s) имеет конечные неисчезающие значения для всех конечных λ,
исключая нули в точках λ = — s — η, η = 1, 2, . . . Следовательно, L (s, λ)
есть аналитическая, не равная нулю функция для всех конечных λ,
исключая изолированные полюсы в точках λ = — s — n. Бесконечное про-
изведение в (2.14) сходится медленно, оно неудобно для численных рас-
четов. Поэтому при проведении численных расчетов использовалась
удобная апроксимация этой функции:

L {s, λ + ζ) = L (s, λ) lim [ψ (s, λ + Ν + 1)]α ( Ζ ) [ψ (s, λ + Ν)γ ( Ζ ) Χ
Ν

(2.15)

5, λ + Λ'-f 2 ) ] δ ( Ζ ) Π
η = 0
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г д е

7 Z ( Z - j l ) ( Z - l ) ( Z - 2 ) , Z(Z + l)(Z +
α ( Ζ ) = ^ , γ (Λ) = 24

Ζ(Ζ-1)(Ζ-2)(3Ζ-7) . , , 7 . Ζ(Ζ-
4̂ , Ο (Ζ) =

Полиномы α, β, γ, О выбирались так, чтобы (2.15) совпадало с (2.14)
для всех Λ' при Ζ = 0, ± 1, + 2. Условие α (Ζ) 4- β (Ζ) + γ (Ζ) -)- δ (Ζ) = Ζ
гарантирует, что (2.15) сходится при тех же значениях λ, что и выраже-
ние (2.14). В то же время для данного числа членов N в произведении
при малых Ζ выражение (2.15) точнее (2.14). Полезное асимптотическое
выражение функции L (λ, s) можно получить, написав для больших s

In ψ (λ, s) = In L (s-\-1, λ) — inL (s, λ) s i -3— In £(λ, s) и используя соотноше-

ние ·ψ (λ, s) s^ Cj In s. После интегрирования получим:

L (λ, s) ̂  (cx In sf, когда | s | —> со.

Ряд (2.6) функции Ρ (λ, s) можно теперь переписать следующим
образом:

. _ Ξ, ( - 1)" φ ( S + n + 1, λ) Г (,s + l) L (s + i,'n, λ)
^ 1Λ- s) ~ Zi β«Γ (s + n + 2) ·

n=0

Легко убедиться, что последнее выражение можно записать в форме
контурного интеграла:

' " ^ g - n ^ t g + ' + l . λ)£(*+1,ο, λ) „ fi

где контур интегрирования — прямая, параллельная мнимой оси, причем
— l < R e Y < 0 . Функция L ( s + l , σ, λ) ведет себя при больших значе-

ниях | λ | как λα; следовательно, интеграл по всем σ (2.16) должен
вести себя как λγ, где — 1 < γ < 0. Поэтому теперь мы можем приме-
нить к выражению ^ (λ , s) обратные преобразования Лапласа и Меллина:

χ φ ( ί + η + 1 , λ ) . (2.17)

6'λ, s,3 — прямые, параллельные мнимой оси в плоскостях λ, s и σ справа
от всех полюсов подынтегральной функции. Таким образом, мы нашли
решение уравнений (1.1) в форме тройных комплексных интегралов.
Вычисление этих интегралов — дело не простое. Разные авторы вычис-
ляли их различными способами; часто неудачный способ вычисления
интегралов сильно снижал точность численных результатов или приво-
дил к серьезным ошибкам.

Из формулы (2.17), полученной методом двойных функциональных
преобразований, можно вывести результаты Снайдера 8 8. Рассмотрим
ливень, вызванный первичным электроном энергии Е}. Изменив порядок
интегрирования, вычислим сначала интеграл по λ. Взяв вычеты подын-
тегральной функции (2.17) в точках λ = λχ (s + n + σ+ί) и λ = λ2 (s+n +
проведя все необходимые упрощения и сделав замену переменных

= —у, s-\-σ + и + 1 = s (справа s — снайдеровское),
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получим уравнения (26) и (27) работы 2 8:

n=0 D С

т О ' ( l ) s + y + n + 1 · μ η (* + η) [ λ ι («+ η) + σοΐ* λ ι (* + η, у) Λ (5+">' -

a0]K^(s + n,y)-e>-*(s+n)i} (2.17')

и аналогично для функции Г (/?, t). Здесь введены следующие обозначе-
ния:

А' (.9, у)

L ( 1 1 λ 1)) £ 1 λ ( ) ) ή

Величины Лп и Bn(s + y) определяются из условий:

Σ ~ 1)"+1 Г (s + Λ' -f-1) {[λ, (s -I- ΛΓ - A) - λ2 (s + ΛΤ)] A", (s + N - к, к) X
/ 4 = 1

X .̂v-k (* + Λ ? - /£) - ίλ2 (* + -̂ Γ - Λ) - λ2 (s + Λ')] ΛΓλϊ (s + Λ7 - fc, /c) BiV_h >;

Χ (β + Ν - ft)} / Γ (/с + 1) Γ (я + Ν -к+ 1) [λχ (s + ̂  - ^) _ λ2 (s + ΛΓ - к)],

= 2 ( - i)" ' 1 Γ ( s + Λ > + 1) P i (s+N- к) - λ2 (s + Λ·)]Α·λ (s + Λ' - к, к) χ
fel

χ AN-k{s + N -k)-[X2{s + N - fy-K^s + NftK^is + N - к, к)у,

χ BN^h{s + N-k)}/r (к ~\-1)Г (s + N~ к+ l)[ll(s + N-k)-X2(s + N^k)].

(2.18)

Если на границу вещества падает первичный фотон энергии Ео, то

A,(s) = Ba(s) = \,

если первичный электрон, то

В случае 'спектра первичных [фотонов вида 1/Е с максимальной энер-
гией Ео

Выражения (2.18) дают возможность последовательно выразить величины
AN (s + N) и BN(s + N) через рациональные функции s — K1(s + N),
%2(s+N) и величины A0(s) и 5 0(s).

Чтобы представить решение в наиболее удобной форме для получе-
ния численных результатов, мы исследуем характер поведения функций
AN(s) и BN(s). Функции λ1(&

1) и %2(s) имеют точки ветвления в полу-
плоскости Re s < 0. При обходе вокруг точки ветвления функции λχ (s)
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и λ2 (Α·) чередуются. Точно теми же свойствами обладают функции Κλι (s, у)
и Кч (s, у).

Исследование (2.18) показывает, что An(s) и Bn(s) являются анали-
тическими функциями в области Re s > 0 и что они имеют точки вет-
вления только там, где их имеют функции Хг (s) и λ2 (s). При обходе
вокруг точки ветвления функции Ап (s) и Вп (s) чередуются. Аналитич-
ность функций Ап (s) и Вп (s) при Re s > 0 дает нам возможность пере-
мещать контур интегрирования на η единиц влево в п~ы члене (2.17).
В результате получаем:

f ,7, f

>ι=0

β
if

X й » (*·) [К (s) + σ0] · Α'λι (s, у) βλΐ(i) ' - Bn (s) f λ2 (s) + σ0] **,(*, y) ex*(s)'}·

(2.19)

Аналогичное выражение можно написать для функции Г (Е, t). Первый
член разложения решения в ряд по степеням β//?,, использовался в ран-
них работах Снайдера 2 4 и Сербера 3 5. Подынтегральные выражения
(2.19) не имеют точек ветвления как функции s и у.

Напомним, что функции KXl (s, у), Κλ2 (.у, у) и С (s + у) имеют полюсы
при у=—s — n. Это дает возможность вычисления интеграла по s
в (2.19) при Ε С β по вычетам. Вычислим функцию Ν (Ε, t) — число частиц
с энергией больше Ε на данной глубине /:

со

Л (Е, /)= У ( -

где

Cf) -:

Входящие в (2.20) функции /(г/) и g(y) приведены в работе 2S.
Первый член в (2.20) определяет N(0, г)—полное число частиц с энер-
гией больше нуля на данной глубине t. При г > — ч л е н с Kl(s) много

больше члена с Я2 (s) (см. также работы 2δ и 3 6 ) . Интеграл, зависящий
от λι (s), может быть приближенно вычислен методом перевала
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Здесь t = (ys — a(s))/( — s\[(s)); h (s) = s2X{ (s);

TT, . [K (s) + o0]
 K^ (s> —s)

=

Входящие сюда функции / (s) и α, β(β) были определены ранее. Вели-
чины kl(s), a(s), b(s), II (s), M(s), A(s) и т. д. для различных значе-
ний s приведены в таблице 1 работы 2 8. Аналогично для Г (Е, t) полу-
чается следующее соотношение:

iV(0, г) (2.21')

Дифференцируя выражение (2.21), мы находим, что

2o0iV (О, Ε) [ In I - + / (s) - 1

т. е. при 25, стремящейся к нулю, дифференциальный спектр электро-
нов расходится как 1пЕ, а дифференциальный спектр фотонов—как 1/1?.
Заметим, что метод перевала может быть использован только при вычи-
слении N0(t), Λ'ο(ί), iV* (ί) и N*(t). Для вычисления остальных
величин iVrj (г), Nn(t) и т · Д· метод перевала не применим, так как
функции Ап (s) обращаются в нуль при s = 1,2, 3, ...,п. Можно вычис-
лить интеграл по s (2.20) через вычеты полюсов в левой полуплоскости.
В результате мы получаем ряд по степеням ί, которым можно пользо-
ваться при численных расчетах только на очень малых глубинах (см.
также 2 5 ) . Автор вычислил N (Е, t) = NU(E, t) от первичного электрона
фотона и спектра фотонов энергии у = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Используя
таблицы 1 и 2 работы 2 8, можно вычислить отношение 1\\/1\\ в случае
первичного электрона как функцию глубины при некоторых значениях у.
В таблице III приведены результаты вычислений для у = 2 и 3. Из

таблицы видно, что, напри-
Т а б л и ц а III Мер, при у =• 2 на глубине

в 4г-единицы, где интенсив-
ность кривой N/Nmax ~ 1/3,
точность кривой Снайдера
порядка 10 — 20%, а с уве-
личением глубины ошибка
растет. Площади под кри-
выми при у > 2 не более
чем на 3 — 5% отличаются
от £0/β, что автор считает

критерием применимости метода перевала для оценки интегралов.
Однако при малых у первый, второй и высшие моменты кривых
Снайдера значительно отличаются от точных, т. о. кривые дефор-
мированы. Они дают несколько больше частиц до максимума и не-
сколько меньше частиц на больших глубинах. На рис. 3 приведена
кривая Снайдера 1 для у = 2 и кривая 2, вычисленная по моментам 3 7 .
Из сравнения кривых видно, что первые моменты по t у кривых Снай-

4 4

дера меньше точных значений. Так, ί = \Ntdt I \ N dt (*),

S

ί
t

NJN0

1

1
3
0

,05

,91
,14
,3

1

4
6
0

,55

,49
,75
,7

2,

9
14

1

15

,4
,1
,3

2,

17

1

65

,3

,9
у = з

вычис-

ленные по кривой 1, на 9% меньше точного значения, t2= \Nt2dt I \Ndt{*)
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на 13% меньше точного значения. Из рис. 3 видно, что разница между
со со

моментами tn = \ Ntn dt / \ N dt по Снайдеру и точными будет больше,
о 5

чем для моментов (*). Таким образом, кривые работы 2 8 достаточно
точны, начиная с г/>4 —5.

Используя данные таблиц 1 и 2 работы 2 8 , где приведены значения
функций Н, М, / , . . . , можно показать, что при Ε/β = 0,01 член

/ (7 \ 2 β

0{-гг ) IN 3 77 В (2.21) составляет примерно 3% от первых двух, при
Ε/β =0,05— уже примерно 20%, т. о., пользуясь (2.21), энергетический
спектр частиц при Ε/β > 0,05 вычислить невозможно. Метод Спайдера
дает воз.можность детально вычислить энергетический интегральный
спектр от 0 до 0,05 Ε/β. Но деталь-
ный расчет спектра в этой области
энергий в рамках исходных предположе-
ний не имеет физического смысла.
Таким образом, метод Снайдера позво-
ляет найти полное число частиц как
функцию глубины при энергии пер-
вичных частиц у > 4 — 5, но практи-
чески не дает возможности вычислить
энергетический спектр. Поскольку при
вычислении интегралов в (2.20) членом
с βλ2(«)( пренебрегаем, то полученные
выражения достаточно точны только
с глубины t > 1. В работе 3 8 было
показано, что метод перевала, если
представить выражение для Ν (Ε, t)
в форме

2.5

ΙN = т Ι Ε) ώ ·
δ-too

можносхорошеиточностью()
менять для вычисления /V (Е, t)not =

Д б

ΛΓ\(Ι/\ Рис- 3. Зависимость от глубины
10%)при- п ш ш о г о ч и с л а электронов {NV(EO,

0 0)
р {V

t, 0)p в ливне, вызванном пернич-
17

( )p р
Для того чтобы получить резуль- ным электроном энергии ε0—17.

таты работы Баба и Чакрабарти 2 Э, ! ?Р и в а * J построена по данным ра-
/о лп\ о ' боты -8, кривая 2—по моментам 37,

мы положим в (2.17) s+a + 2 = s, кривая 3-по 2 9.
ds= ds' (справа s' идентично с s
работы 29) и, зафиксировав контур интегрирования по λ, перемещаем
контур интегрирования cs вправо, а са влево. Вычисляем сначала
интеграл по σ через вычеты в полюсах σ = — т — 1, т = 0, 1,2, . . .
Получающийся ряд расходится, но если мы возьмем только конечное
число полюсов, пренебрегая остатком, и к каждому члену ряда приме-
ним обратное преобразование Лапласа, то результирующий ряд будет
сходиться. Результат интегрирования по σ запишем в форме

ρ IF t) - У Е'П { ds i ^ y T(s+n) < - IV — Ν
71=0

X С (s + n, n - i , λ). (2.22)

Неоднократно используя рекуррентное соотношение (2.13) и краевое
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условие для функции L(X, s), мы можем получить, что

Функция

4\ + " · - η ~ *. λ)

может быть найдена из выражения

φ (s, t) = ——τ \ e w г:—г—т~u 2яг j Ιλ — λι (s

Проведя интегрирование (2.25), получим:

— выражение, совпадающее с формулой (8) работы29. Нетрудно убедиться,,
используя (2.23) и (2.25), что (2.24) можно записать в форме

Ό
или ;- (2.24')

J
совпадающей с уравнениями (11) и (13) работы29. Нетрудно показать,,
используя (2.25) и (2.24), что (2.22) можно переписать в форме

n = 0

совпадающей с уравнением (14) работы29. В работе эв было показано, что

Следовательно, ряд (2.22') равномерно и абсолютно сходится при Ε > βί^
поэтому в (2.22') можно менять порядок суммирования и интегриро-
вания. (2.22') есть точное решение основных уравнений теории при
условии Ε > βί.

Введем новые функции

(2.26)

Запишем подынтегральное выражение (2.22'), заменив Е^п на
{(Е -\-$G(s, t))— $G{s, t)}s*n, и разложим последнее выражение в ряд
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по степеням βΟ/(Ε + ρΌ). В результате получим:

Κ Σ (-β)η
Г(.ч)

r(s) ψ " l ' I (E+fiC)"** Zj
?n=0

Двойпой ряд абсолютно сходится по (2.26), поэтому его члены можно пе-
реставлять. В результате получим следующее выражение функции Р(Е, t):

Из условия аналитичности и непрерывности (2.27) следует, что оно
является точным решением (1.1) для всех Е:>0. Для Λ '(Ε, t) получим:

JV (E, t) = 2 Νη (Ε, t), где ΝΗ (Ε, ή =

ι г ι / £ , γ - ν β γ "'-ι г (.
) )

7 n l ' j '

Введем функцию (см. также 39)
СО p-j-lJO

Ф„ (5, λ) = ξ e-w/n (,?, ζ) Λ, тогда /„ (s, 0 = ГЙГ $ £ λ ' Φ " ( S ' λ ) d K ( 2 · 2 9 )

•где ρ — большое действительное число такое, что все полюсы Ф.„ лежат
•слева от пути интегрирования. После этого интеграл (2.28) можно
.вычислить методом двойной точки перевала. В результате получим:

jy (Е t) охр(фп(-'п, Ю ) / 2 зо)

"Точку перевала определяем из уравнений:

β dG

+ ~ {In Γ (ί + п.) - In Γ (*•)} + - | In Ф„ (ί, λ) = 0.

Необходимые для численных расчетов величины приведены в 2 9 .
При условии Ε > β второй член в квадратных скобках (2.31) пренеб-
режимо мал по сравнению с первым. Это приводит к тому, что изме-
нение G(s,t) с s практически не меняет точку перевала. Следовательно,
для высокоэнергичной части спектра учет ионизационных потерь при-
водит только к понижению энергии частиц на βϋ($η, t). Для малых
энергий Ε/β 'ζ 1, вторым членом в квадратных скобках нельзя прене-
бречь. Однако точка перевала меняется с Ε очень медленно, так что
с хорошей точностью ее можно определить при Ε = 0. При малых Ε
Л'огда получаем следующее выражение для функции Nn{E, t):

^"»®,*). (2-30')
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Заметим, однако, что использовать (2.30') можно лишь при условии
£0/β > 1, при £0/β ~ 1 следует использовать более точное выражение
(2.30). .Из (2.30) легко получить выражение дифференциального энерге-
тического спектра электронов:

»-i j

Методом двойной точки перевала можно практически вычислить лишь
первые два члена ряда. Таким образом, для P(E,t) получаем выра-
жение:

(2.32)

Из (2.32) видно, что вклад второго члена становится больше, чем
первого, начиная с энергии, меньше

Так, например, при г/ = 10 и t = 20 N2 вносит больший вклад в спектр
электронов с энергией, меньше 0,1β. Дифференциальный спектр электро-
нов по (2.32) остается при £ = 0 конечным, тогда как согласно резуль-
татам работ 2> 3>2 8 и др. он расходится как \х\Е. При Е = 0 первые·
два члена ряда дают значение N (t, 0), заниженное в максимуме кривой.

СО ОО

на 30-40%. Заметим, что по2 9 \Νάί = ψ, тогда как \(iVi(0, ί) +
0 0

+ Λ"2(0, t))dt^O,T —. Это различие вызвано тем, что выражение (2.32)

недоучитывает электроны малых энергий Ε < β. Известно, что с ростом
глубины увеличивается относительное количество мягких электронов;
поэтому неточность кривых работы 2 9 быстро растет по мере развития
ливня. На рис. 3 приведены: кривая 3 для у = 2 по данным 2 9 и кривая 1
по данным 2 8 . Разница между кривыми в максимуме 25%, а на 4^едини-
цах —уже 60%. Очевидно, что ряды (2.28) и (2.32) сходятся тем быстрее,,
чем больше Е; поэтому решение Баба и Чакрабарти удобно при вычис-
лении спектра электронов энергии порядка критической и больше.

Таким образом, в работах указанных авторов за последние годы
были развиты новые, более совершенные математические методы. Однако
им не удалось получить физически новых результатов. Физически новые
результаты были получены в работе 3 1, к изложению основных резуль-
татов которой мы сейчас переходим.

6. М е т о д Ч а к р а б а р т и и Г у н та

Будем исходить из выражения функции Р(Е, t), даваемого форму-
лами (2.22') или (2.27). Далее, как и в работе 3 3 , проводя преобразова-
ние Лапласа по t уравнения (2.25), авторы получают:

ОО
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где

Φ η (s, λ) = Φ η _ χ (s, λ) Φο (s + η, λ); Φ ο (6·, λ) = ^—^

Следуя 3 1, нетрудно написать решение разностного уравнения в форме

Фр (,, λ) = lim {Фо (,+ ΛΓ+ 1, λ)?« Π φ - S
о

i=0
где уэ — произвольное число. Ряд в уравнении (2.33) сходится при условии
Ε > β/. Наша задача —найти решение уравнений, пригодное при любых Е.
Как и в работе 3 4, представим ряд (2.33) в форме контурного интеграла,
который при Ε > βί совпадает с рядом (2.33) и является его аналити-
ческим продолжением в области Ε<βΙ*). Мы имеем:

п=0
Y+too

γ—гсо

где — 1 < γ < 0. Замыкая контур интегрирования направо полукругом
бесконечно большого радиуса и беря вычеты подынтегрального выра-
жения в точках р = п, нетрудно убедиться в справедливости написан-
ного равенства. Подставляя предыдущее равенство в выражение (2.33)
и проводя интегрирование по λ, получим после некоторых упрощений:

оо

P(E,t)= 2 Pm(F, t), где Рт(Е, t) =

σ-J-ioo

= — —*~ \ d
a—i χι

-1

a
Gm (s, p) = Γ {ρ + 1) lim {Φο (s + /V + 1, λχ (ί + т ) ) Г '

JV Λ1

X ПФ„ (* + /,λ1(«+ηι))Π·
t=0 i=0
ίψτη

m (s,p) = Γ {ρ + 1) lim {Φο (S + 7V + 1, λ2 ( s + m))f+1 χ

>: Π Φ (s + i, К (s + w)) I I • 1/Ф0 (s + /> + i + 1, λ8 (s + то)).
i=0 i=0

Выражение (2.34) существенно отличается от (2.27). Напомним, что
HeK1(s) растет с ростом Res. Следовательно, вклад члена, содержащего

*) Заметим, что впервые подобный прием при вычислении энергетического
спектра частиц с учетом ионизационных потерь был использован в работах
С. 3. Беленького (см. 3 ) . В работе 3 0 этот способ получения решения, пригодного
для любых Е, был проведен непоследовательно.
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expX1(s-f 1)ί, много меньше вклада члена, содержащего o.x-pK1{s)t, и
так далее. В выражении (2.34) член Рт{Е, t) пропорционален οχρλ^-ί-
+ m)t, тогда как в выражении (2.27)— пропорционален β χ ρ λ , ^ .

Таким образом, ряд (2.34) значительно быстрее сходится, чем (2.27).
При у0 > 1 в (2.34) вклад первого члена много больше вклада всех
остальных для энергий Ε > 0. Легко видеть, что (2.34) с точностью
до обозначений совпадает с выражением Снайдера (2.19). Из (2.34)
легко получить выражение N (Е, t). Далее, интегралы в выражениях
Р(Е, t) и Ν (Ε, t) вычислялись способом двойной точки перевала. В пре-
дельном случае (s + ρ) —> 0, что соответствует Ε —> 0, получаемые выра-
жения совпадают с соответствующими формулами Снайдера. Когда

1,4 \

0,6

и*

02

[
\

1
2

\

f

•—,
»—,
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— ———-

1
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1
Рис. 4. Энергетический равновесный спектр
И. Е. Тамма и С. 3. Беленького 2 в (сплошная

6 8 Ю 12 Η 16 'Я

Рис. 5. Зависимость от глуби-
ны полного числа электроновИ. Е. Т (

кривая). Крестиками нанесен спектр электронов в {Νν (Εο, ί, 0)}ρ в ливне от
максимуме лавины по данным Чакрабарти и первичного электрона энергии

Гупта 3 1 . 1/0—6· Сплошная кривая по-
строена по данным работы 2,
крестиками обозначена кри-

вая, взятая из S 1.

— р_ч>0, что соответствует Е—>со, получаемые выражения совпадают
с решением основных уравнений теории без учета ионизационных потерь.
Величины Р{Е, t) и N (Е, t) для промежуточных значений Ε легко
получить, используя таблицы 1 и 2 работы 3 1. Попытки авторов 3 1 оправ-
дать использование в тяжелых элементах (РЬ и другие) решения Баба
и Чакрабарти29 д л я £ = 0 на том основании, что оно близко к N (Ev t),
полученному в 3 1 при у ~ Ι η ^ / β = — 2 (в свинце это значение Ег ^ 2тес

2),
нам представляются неудовлетворительными по следующим соображе-
ниям. Из основных уравнений теории легко получить «закон сохра-

оо

пения энергии» в каскадной теории \ N (0, t)dt~-^-. Этому соотноше-
о

~ - . - • - " с о

нию удовлетворяет решение N (0, 0 = Σ N

m{°> 1) (СР· (2·28))> получен-
m=0

ное Баба и Чакрабарти, и не удовлетворяют его первые два члена,
которые недоучитывают подавляющее количество электронов малых энер-
гий. Считать же, что их решение при £ = 0 описывает каскадный
процесс в тяжелых элементах при Ех > 2т ес

а (из-за неточности основ-
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пых физических предположений в области энергий Ε = (0 ~ 2) тес
2),

не представляется возможным, потому что их решение не учитывает
изменения с энергией суммарного коэффициента поглощения фотонов
и резерфордовского рассеяния заряженных частиц, играющих опре-
деляющую роль в развитии лавины в тяжелых веществах. Таким об-
разом, метод Чакрабарти и Гупта позволяет вычислить каскадные кри-
вые и энергетические спектры частиц на разных глубинах с учетом
ионизационных потерь в легких веществах при у > 1. То есть, он
позволяет получить точное полное решение одномерной задачи каскад-
ной теории. Представляет интерес сравнить полученные результаты
с результатами С. 3. Беленького и других авторов. Как уже отмеча-
лось, решение, полученное Баба и Чакрабарти без учета ионизационных
потерь, совпадает с результатами других авторов. Зависимость полного
числа частиц от глубины, полученная и:il, совпадает с результатами
Снайдера и Беленького. На рис. 4 приведен энергетический равновесный
спектр 7 и спектр в максимуме лавины 2, построенный но данным ра-
боты 3 1. Кривые 1 и 2 достаточно близки между собой, исключая об-
ласть £ ^ - 0 , 1β, где различие достигает 20%. Однако, в этой области
энергий основные физические предположения теории не точны. На рис. 5
приведена зависимость числа частиц с энергией больше Ε от глубины
и ливне, вызванном первичным электроном энергии г/,, = 6 по данным31

(кривые 1) и по данным работы2 (кривые 2). Из рисунка видно, что
кривые 1 и 2 очень хорошо совпадают друг с другом. Проведенное
сравнение показывает, что приближенное полное решение одномерной
задачи, полученное С. 3. Беленьким (см., например,2), очень хорошо
совпадает с точным.

7. Р е ш е н и е о б о б щ е н н ы х у р а в н е н и й т е о р и и

Рассмотрим обобщенные основные уравнения каскадной теории,
учитывающие генерацию электронов и фотонов непрерывно вдоль
всего пути развития каким-либо проникающим излучением. Пусть
S (Е, t) dEdt — число электронов, a ST{E, t)dEdt — число фотонов
энергии (Ε,Ε + άΕ), рожденных внешним излучением в слое dt. Тогда
основные уравнения каскадной теории запишутся в форме:

8 r ( f ' ° =L2[P, T] + Sr{E,t). f

Здесь Lx и L2 —линейные интегральные операторы, учитывающие
процессы радиационного торможения и образования пар; в области ма-
лых энергий операторы приближенно учитывают комптон-эффект. Пред-
ставляет интерес рассмотреть уравнения (1.1'), выбрав функции источ-
ника в форме:

a) $Р {Ε, t) = 0, Sr (£, 0 = δ (Ео - Е) е-»1

ι Е-ч-^е-*1 для Е>Ек,
б) ST (Ε, t) = η τ? ̂  τ?

I 0 для Ь < Eh,
Проделав все необходимые преобразования, аналогично § 4, получим
И УФН, т. LXIX, вып. 4
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первый член разложения Ρ (λ, s) по степеням β/i?,, и форме

Переходя от переменных λ и s к переменным t и Е, получим следующие
выражения функции Np (t, E):

δ+ioo
Nr (Ζ· E) = ~4пГ ) H1{S)

S

D2{S) G (s, ε) exp (λ, (s) t + ys-ln (λ, (s) + μ)) ds,
8-ico

где D2 (s) = 2σ0 f/ (λχ (5))]7(λ1 (s) + σ0) Γ (s+2), функция G (s, ε) определяется
уравнением (2.11). Если ε > 1, то G(s, e) = V(s+i)/es и

γ η Ε ) = Ηι ^ Ώ>ΐ ^ е х Р ^ ж + я д (д) *—1 η

где ^'2(s) = В(s)/(K1(s) + o0), a y = lnE0/E; выражение (2.35) совпадает
с решением уравнений (1.1') без учета ионизационных потерь. При усло-
вии у > 1 (здесь у — In ί?0/β) и энергии £ порядка критической энергии β
и меньше, получим следующее выражение для Np (t, E):

р ( > ) = =

( λ ι ( χ ) + μ ) 2 )

где е = £/(λχ(ί·))/β. Параметр s в (2.35) и (2.36) определяется из урав-
нения

λί (s) = ^ · (2.37)

Из уравнения (2.37) видно, что при стремлении t к бесконечности s
не растет неограниченно (как в случае уравнений без источника),
а стремится к λχ (s) — — μ. Таким образом, начиная с некоторой глубины,
начинает устанавливаться равновесие электронно-фотонной компоненты
с генерирующим его излучением, поглощающимся по экспоненциально-
му закону с коэффициентом поглощения l/μ. На глубинах, больших
максимального пробега электронно-фотонной лавины, будет достигнуто
равновесие между генерирующей и ливневой компонентой. Случай рав-
новесия рассматривался в работах 3 · 4 0 . Полученные результаты можно
обобщить на функцию генерации степенного вида. Аналогично (2.36)
получим для N (Ео, t, E) выражение в форме суммы двух членов
Npl{E0, t, Ε) и Λ" ρ 2 (£ 0 , t, E). Для Npl(E0, t, E) при Е < Eh получим
следующее выражение:

(Εο, t.E)-- ( 2 ) ) / > { к м ш ш ^ ^ Ш у Г ш (s. ε).

(2.38a)

где
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Параметр s определяется из уравнения (2.37). При Ε > Eh, учитывая
полюс s = у, получим

Npl {Ео, t, Ε) = _ *™»™*{у+*1 , еМ < -±- . (2.38'а)р1К ° ' Ύ(λι(γ)+σο)(λ1(γ) + μ) £V х '

Для второго члена получим:

/V (F ι р\- Н ' (*> D

Здесь

Λ ι VW — г г«_1_'.л fc 3 τ2 ZJ I τ Ι «ι ' l ~ " ~
0 n=0

, , 1 *>

n=0

D(s)= " ' ; s определяется из уравнения

ί = Γ _1 .

Таким образом, формулы (2.38) определяют Np (Eo, t, E) в случае сте-
пенного вида функции генерации. Заметим, что член Λ'ρ 2(ί, Ε) значи-
тельно меньше Npl (t, E).

Все разобранные до сих пор методы решения основных уравнений
теории основывались на использовании функциональных преобразований.
Напомним, что успех метода функциональных преобразований связан с
использованием в теории асимптотических выражений сечений процессов
радиационного торможения и образования пар, являющихся однородны-
ми функциями энергий первичной и вторичной частиц. Если опираться
в теории на более точные сечения, не обладающие свойством однородности,
то аппарат функциональных преобразований становится весьма громоздким
и непроходимым. Даже для легких элементов использование асимптотиче-
ских выражений сечений вместо точных приводит к некоторым ошибкам
при определении функции /V (Е,, t, E)*1. В работе41 основные уравне-
ния теории решались методом возмущений. Первым приближением слу-
жило решение Снайдера28, полученное в приближении «β». Поправка
к нему вычислялась при использовании более точной апроксимации
бете-гайтлеровского сечения

1+* -,Е(Е~Е')

отличающейся от точного сечения не более чем на 2%. Здесь
^ т е 2 255 D

К -- -=γ- , a /tn — сечение в случае полного экранирования.1/3 15,6-4 lnZо
Результаты, полученные точными численными расчетами, справедливы
только в случае легких элементов и высоких энергий \пЕл/$ > 1 пер
вичных частиц. По сравнению с кривыми Снайдера, у формально более
точных кривых максимум несколько ниже и лежит на большей глубине.
Немного, на 10—15%, уменьшается число частиц на первых 2-единицах
поглотителя и соответственно увеличивается число частиц на больших
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глубинах. Численные результаты даны в такой форме, что можно вычис-
лить поправки к решению в случае полного экранирования в любом
легком веществе. В работе41 не учитывается комптон-эффект. Напомним,
что в легких веществах суммарный коэффициент поглощения фотонов
за счет процессов образования пар и комптон-эффекта с хорошей точно-
стью остается постоянным вплоть до энергий ~ 10е эв. Поэтому резуль-
таты теории с асимптотическими сечениями более точны в легких ве-
ществах. Можно ожидать, что они отличаются от точных не более
чем на 10%.

8. Д р у г и е с п о с о б ы р е ш е н и я

Баба и Гайтлер42 развили другой метод решения основных уравне-
ний теории. Он заключается в следующем. Пусть на границу слоя ве-
щества при t = 0 падает электрон энерии Ео. Сначала вычисляется ве-
роятность /„(/?„ Ε, ί) этому электрону дойти до глубины г с энергией,
большей К. Затем определяется число фотонов энергии больше Е,
испущенных электроном в различных точках его пути и подсчитывается
число электронов первого поколения j i (Ζί,, Ε, ί), образованных фотона-
ми и достигающих глубины t с энергией больше Е. Аналогично вычис-
ляется число электронов следующих поколений, приходящих на глубину
t с энергией больше Е. Полное число электронов определяется в виде
суммы электронов различных поколений

Ν(Ε,, Ε, t) = 10(E0, E, f) + / i ( £ o . Ε, t) + U(E0, E,t)+...

Ряд сходится достаточно быстро, если Ε порядка энергий первичной
частицы Ео и I не больше нескольких лавинных единиц. Во всех расче-
тах по методу последовательных столкновений используют упрощенные
сечения процессов радиационного торможения и образования пар в фор-
ме полного экранирования. Ионизационными потерями и эффектом
Комптона пренебрегают. Используют формулу Бете — Гайтлера 1 3 для раз-
броса в потерях энергии при излучении, полученную без учета потерь
электронов на ионизацию. В работах4 2·4 3 были вычислены величины
{/Vp (Ej, Ε, t)}p. В работе 4 4 были вычислены величины {Nр (Ео, Е, t)}r,
Тр(Е)у Ε, t) и ГГ(.ЁО, Е, t). В работе45 на электронной счетной маши-
не методом последовательных столкновений были рассчитаны функции
распределения Ν, Ρ и Г от спектра первичных фотонов вида Ϊ/Ε при
Ε < Ео и 0 при Ε > Еа. В работах 42~~44 функции распределения рассчи-
таны в интервале глубин I = i/lri 2 от 0,2 до 5 и энергий In EjE от 2 до
10. В работе 4 5 —в интервале глубин t от 0,125 до 20,0 и энергий
Ео/Е от 0,9 до 0,00675. В 4 в были на электронной счетной машине рас-
считаны интегральные спектры электронов и фотонов в ливне от пер-
вичного электрона и фотона в интервале энергий lg Ео/Е от 1 до 10 и
глубин t от 0,1 до 5,0. Авторы решали задачу без учета ионизационных
потерь с точными выражениями сечений в форме полного экранирова-
ния. Как обычно, решение было получено в форме интеграла в комп-
лексной плоскости, который авторы рассчитывали на электронной маши-
не. Оказалось, что эти же величины в более ранних работах 42~44 были
сосчитаны с ошибкой ~ 10%. Эту неточность можно объяснить двумя
причинами: использованием упрощенных сечений и приблгокенностыо
применяемых численных методов*).

В работах 4 7 были написаны уравнения для функции распределения
числа частиц, рожденных в слое вещества между t и t^-dt с энергией

*) Нами были проведены методом перевала расчеты тех же функций примерно
в тех же интервалах энергий и глубин. Оказалось, что применение метода перевала
«носит ошибку не более 10%.
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в место рождения между Ε, Ε -f- dE. В этих работах было получено
решение уравнений для среднего числа частиц ε{Ρ(Ε0, Ε, t)}, рожден-
ных в слое dt с энергией в месте рождения в интервале dE без учета
ионизационных потерь. Так же было получено в форме абсолютно схо-
дящегося ряда решение проинтегрированных по t уравнений с учетом
ионизационных потерь. Правда, последнее решение почти но исследова-
но и не доведено до численных результатов. Отметим, что величина
s.{P(E0, E, t)} более удобна для сравнения с экспериментами, выполнен-
ными с фотопластинками и диффузионными камерами. В 4 8 было полу-
чено решение этих уравнений с учетом ионизационных потерь. Кроме
того, в 4 8 показано, что без учета ионизационных потерь число частиц,
рожденных в слое от tx до t2 с энергией Ε (или больше Е) в месте?
рождения ε{Ρ(Ε, t)} равно площади под соответствующей каскадной
кривой от ti до t2. С учетом ионизационных потерь первая величина
всегда больше второй. В предельном случае при Ε—>0 и tl = (),
a t2 = со, ε {Νρ (Ео, О, t)}—> со, тогда как вторая величина остается огра-
ниченной. Получено аналитическое выражение для средней энергии,
приходящейся на дайной глубине на одну заряженную частицу ливня.
Приведены подробные таблицы величины ε {Νρ (Ε, I)} с учетом иониза-
ционных потерь.

9. К а с к а д н а я т е о р и я д л я т я ж е л ы х в е щ е с т в

В тяжелых веществах, где образование ливней происходит особенно
интенсивно, каскадная теория встречается с некоторыми специфически-
ми трудностями. Первая из них: в тяжелых веществах суммарный ко-
эффициент поглощения фотонов сильно зависит от энергии. До сих
пор мы считали этот коэффициент постоянным, что следует из асимпто-
тического выражения дли вероятности образования пар. Вторая труд-
ность: рассеяние лавинных частиц в тяжелых веществах весьма велико.
Например, в свинце критическая энергия β = 6,4 Мэв. Известно, что в
районе максимума лавины больше двух третей частиц имеют энергию
меньше критической, для них средний квадрат угла многократного рас-
сеяния и·2 = ( -£-j 2> 1> где Ек=21 Мэв. Поэтому в тяжелых веществах

необходимо рассматривать уравнения с учетом рассеяния, которые в при-
ближении многократного рассеяния (приближении Л. Д. Ландау) 4 а выгля-
дят так:

дР

(2.39)

cos θ ~ = L2 [Ρ (t, Ε, θ), Γ (ί, £,

Здесь А» = ^ - ( sin'fl'-r-s ) /sin ΰ1 — оператор Лапласа, Eh = E [ γ^2 ~ ) ,

iJs = тес21/^4я-137 = 21 Λ/эв. Если па слой вещества при t = 0 верти-
кально падает электрон или фотон энергии Ео, то граничные условия
запишутся в форме:

Ρ (О, Е,Ъ) = δ(Ε0-Ε)δ (θ), Г (О, Е, fl) = О

или

Ρ (О, Е, #) = 0, Г (О, Ε, $) = δ(Ε — Εη)δ(&).
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В ряде работ делались попытки преодолеть указанные выше трудности
теории для тяжелых веществ и получить решение уравнений (1.1) с перемен-
ным σ (Ε) или найти решение уравнений (2.39), учитывающих рассеяние,
с переменным σ (Ε). В работах 5U вычислялись каскадные кривые в свинце.
Зависимость о(Е) от энергии грубо апроксимировалась прямыми линия-
ми в различных областях энергий. Функция N (Ег, t) при Е1 столь
больших, что можно считать σ = σ0 (в работе Ελ принималось равной
3-108 эв), бралась из работы 3 и вводилась в уравнения для функции
Л'(Е, t), соответствующей Ε < Ех, как ИСТОЧЕШК. Полученные для
N(E, t) уравнения решались очень сложными получисленными методами.
Авторы получили правильный качественный вывод о большей проникаю-
щей способности ливня в тяжелых веществах за счет большой прони-
кающей способности фотонов, энергия которых близка к критической в
1дН данном веществе. Однако вычи

слепия авторов внутренне про-
тиворечивы, так как получен-
ные ими кривые не удовлетво-
ряют закону «сохранения энер-
гии» в каскадной теории —

го
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Рис. 6. Каскадные кривые в свинце от пер-
вичных электронов энергии £ 0 =10 9 и 1010 эв,
построенные по моментам (2) 5 1 и по данным

работ 5 0 (1).

под их кривыми от первичных
электронов энергии 10° и 1010 эв
равны примерно 0,7Ε0/β. Кроме
того, спектры электронов в мак-

I симуме лавины в воздухе и
10 г о & свинце, по данным s 0 , значи-

тельно отличаются друг от дру-
га и от «равновесного» спектра,
который в максимуме лавины
почти одинаков при любой зави-
симости коэффициента поглоще-

ния фотонов от энергии 2 6 . Каскадные кривые, полученные в 5 0, недо-
учитывают значительное количество электронов малых энергий. Они более
правильны на небольших глубинах, с ростом глубины быстро растет
относительное число мягких электронов и, следовательно, неточность
кривых. На рис. 6 приведены кривые от первичных электронов энер-
гии 109 и 1010 эв по 5 0 и построенные по моментам 6 1 . Каскадные кри-
вые отличаются друг от друга более чем на 40%. Заметим, что на
самом деле различие несколько больше, так как в 5 0 и 5 ) использова-
лись различные значения критической энергии для свинца. Учитывая
все сказанное, эти каскадные кривые количественно но представляются
удовлетворительными.

В работе б 2 методом, аналогичным использованному в 6 3 , была выве-
дена приближенная формула для Ν (Ε, t), причем утверждается, что эта
формула пригодна при любых Ζ и отношениях Ε0/β > 1. При выводе
была использована апроксимация сечений Бете—Гайтлера, предложенная
в 4 1 . Ионизационные потери учитывались приближенно:

N(EQ,E, t) =
-Κι

=• охр ( - t + Λ'2)), (2.40)

^ ; у = In {Е0/{Е + β/2, 3)}; β ̂  700/(Ζ+ 1 , 2 ) - кри-где Кп = -

тическая энергия. Величины Кп0 и Кп1 приведены в таблице IV. На
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Таблица IV

•Коо

— 1,22

•К οι

-°·β ΐ η(Ι+0 0,02 0,13 In Г л^+l")

к .

—0,9

рис. 7, 8 приведены кривые N (Ео, Е, t) в воздухе и свинце, построен-
ные по формуле (2.40) при Ео/$ = 100. При ί = 0 Ν (Ε, t) в воздухе ме-
няется от 2,29 до 2,35, причем растет с ростом Е, в свинце N(E,t)\t^o

f-̂

£./р-О0

β

Рис. 7. Зависимость от глубины чи- Рис. 8. То ;же, что и на рис. 7, по в
ела электронов с энергией больше Ε свинце,
в ливне, вызванном электроном энер-
гии £ 0 /β = 100 по данным 5 2 . Кри-
вая 1—{NP(EO, t, О)}*1— построена по

данным 2 8.

меняется с ростом Ε от 1,15 до 1,33. dN (0, t)/dt | i =o = 4,8 в свинце и
равно 2,5 для воздуха, тогда как точное значение dN/dt | ( =o = 0. На том
же рисунке приведена кривая 1 для воздуха, построенная по формулам
Снайдера, она отличается от кривых 52 за максимумом на 25 — 35% и
более. Кроме того, каскадные кривые в свинце от первичных электро-
нов больших энергий порядка 1010—1011 эв, построенные по (2.40), зна-
чительно отличаются па больших глубинах от кривых, построенных по
методу моментов.

На рис. 9 приведен равновесный спектр электронов 1 и спектры в мак-
симуме лавины в воздухе и свинце 2 по данным62. Спектры в максимуме
для воздуха и свинца совпадают друг с другом, но значительно, на 30%
и более, отличаются от равновесного спектра. В 3 показано, что равновес-
ный спектр, полученный И. Е. ТаммомиС. 3. Беленьким, при Е> 107 эв
не более чем на 4% отличается от точного, тогда как спектр, полученный по
данным 6 2, при /?=107 эв отличается от равновесного на 28%. Кроме того,
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авторы 5 2 не учитывают рассеяние, которое велико в тяжелых веществах.
На том же рисунке приведены энергетические спектры электронов 3 и 4 по
данным работ2 и 5 2 соответственно, на глубине 8 ί-единпц (каскадный
параметр s = l,4) в воздухе, эти спектры значительно отличаются друг от
друга, например при £=10 7 эе па 22%.

В 6 2 развит итерационный метод решения основных уравнений теории.
Сложными численными методами вычислялась первая поправка к реше-

ниям N(Et), 0, t), полученным при ис-
пользовании асимптотических сече-
ний. При вычислении поправки ис-
пользовалась апроксимация сечений
Бете—Гайтлера, предложенная в 4 1 .
Автором были рассчитаны только две

кривые для значений In -^- = 3,69 и

5 от первичного электрона в свинце.
Рассеяние не учитывалось. Развитый

метод применим при условии In—'- >

> J, причем получить энергетиче
ские спектры частиц, по-видимому,
не представляется возможным из-за
чрезвычайной сложности метода.
В Ь 4 численными методами, как и
в "2, были получены каскадные кри-
вые в свинце в энергетической обла
стиЮ9—1О11Э(?. Однако в этой работе
рассеяние учитывалось некорректно,
что приводит к замотпым. ошибкам,
особенно на больших глубинах.

Таким образом, с помощью ра
зобранных выше методов решения
основных уравнений теории, боль-
шинство из которых основано на ме
тоде функциональных преобразова
ний, удается получить довольно пол-
ное описание усредненной одномер

ной картины ливня в легких веществах. Особенно полно эта задача
решена в 2, а также 3 1 при условии 1η -Ε',,/β > 1 и ί > 1. Однако разобран
ные методы не позволяют получить решения в энергетической области
.Ε,/β^Ι в легких веществах и удовлетворительного решения с возможно
более точным учетом рассеяния в тяжелых веществах при любых Ео, осо-
бенно в энергетической области /ί^/β^Ι. Возможен иной подход к реше
нию задачи, а именно можно определить функцию по ее моментам. Приме-
нению метода моментов и каскадной теории посвящена следующая глава.

III. РЕШЕНИЕ ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ ТЕОРИИ. МЕТОД МОМЕНТОВ

Рис. 9. Кривая 1—равновесный спектр
электронов2 В, кривая 2 и крестики
около нее—спектр в максимуме лавины
в воздухе и свинце соответственно
по 5 2 , кривые 3 и 4—спектры электро-
нов на глубине 8 ί-единиц по данным 2

и 5 2 соответственно.

10. О в ы ч и с л е н и и м о м е н т о в ф у н к ц и и р а с п р е д е л е н и я
л а в и н н ы х ч а с т и ц

Напомним еще раз, что вычисление каскадной кривой и энергетических
спектров частиц встречает значительные трудности в тех случаях, когда
использование асимптотических выражений сечений процессов образова-
ния пар и радиационного торможения незаконно, когда необходимо
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учитывать рассеяние лавинных частиц, а также когда энергия первичной
частицы сравнима с критической. Все эти случаи представляют большой
практический интерес. Вычисление моментов является многообещающим
методом решения поставленной задачи.

Определим моменты функции распределения следующей формулой:
« со

I / (/•„, ί, Ε) tn dt

t*(E(>, £) = - ^ . (3.1).

/(£„, t, E)dt
υ

G. 3. Беленьким были получены рекуррентные формулы, позволяющие
последовательно вычислить все моменты каскадной кривой55:

_ Ео

{tn

p(En, 0)Г^~ [ [РР(ЕО,Е) [%-1{Е, 0)}» + Гр(Я„ Е){1ГЧЕ, 0ψΕdE
о

(3.2)
и аналогичная формула для {г?(2?0, 0)}г. Здесь {tp1 (Ео, 0)}р'' — п-с мо-
менты функции распределения электронов с энергией больше нуля и
ливне, созданном первичным электроном или фотоном. Рр (Ε(ί, Ε) и
Гр (Ео, Е)—равновесные спектры электронов и фотонов в ливне, создан
ном первичным электроном энергии Ео. Функции Рр и Гр входят в ре-
куррентную формулу в качестве нулевых моментов. В 5 эта формула
была обобщена на случай произвольного спектра первичных частиц.
В тяжелых веществах, где образование ливней происходит особенно ин
тенсивно, велико рассеяние лавинных частиц. Влияние рассеяния на
величину моментов и форму кривой в тяжелых веществах исследовалось-
в 5 6. Там была получена рекуррентная формула, позволяющая последо-
вательно вычислить все моменты функции с учетом зависимости σ (Ε)
от энергии, рассеяния и ионизационных потерь в случае 6-образного
спектра первичных частиц:

•+- Γρ. ο, η (Е.„ Ε) {Ц-1 (Ε, 0)}Γ} Ε dE, 3 )

{tn

v (En, 0)}Γ = -^ ξ {ΡΓ, o, n (£„, E) {tV (E, W +
о

+ ΓΓ> ο, η (Eo, E) {/Г (Ε, Ο)}1) Ε dE,
CO

где PVt ο, η (JE0, E) = \ \ Pp (t, Eo, Ε, ϋ·) cos n $ άω dt. Аналогичные формулы
ϋ (Го) _

были получены для моментов {Ιΐ(Ε0, 0)}ρ·Γ. Заметим, что (3.3) определяет
моменты функции распределения по глубине полного числа частиц с уче
том рассеяния, идущих в пределах телесного угла φ = 4π, поэтому вы-
воды теории должны сравниваться с опытами, в которых измерительный
прибор помещается внутри свинца (см, например, 5 8 ), так как при этом
исключаются неучитываемые (3.3) краевые эффекты. Кроме того, при
выводе (3.3) пренебрегали обратным током частиц через границу слоя
вещества при t = 0. В работе ьа показано, что число обратноидущнх
электронов через границу слоя вещества при 2 = 0 менее 5% от интен-
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сивности падающего пучка, поэтому обратным током можно пренебречь.
Приведенные формулы для моментов можно обобщить. Можно получить
рекуррентные формулы для моментов функции распределения числа
частиц с энергией больше данной Е°, а не только полного числа частиц
с энергией больше нуля 5 9 :

Ео Е'
η J [{tp~

l (Ε", Е°)Р I Pp (Ео, Ε) dE-Pp(E0, E')-\-
Έο ΕΟ

Ε'
__ +{1ρ~1 (Ε', £°)}Γ Ι ΡΓ (£ 0 . Ε) dE-Tp (Εο, Ε'}] dE1

пп ι ν сомР E'o

j.£°)} =

\ РР(ЕО, E)dE

(£', £·»)ρ \ PP(EU, E)dE-Pv(E0,E') +
ЕО

Ε'
Φ'1 (Ε1, £°)}Γ I Pr(Ea, E)dE-Tr(E0, Ε')

ЕО

Ео

Г РГ{Е„, E)dE

\ (3.4)

J
Аналогичные формулы были выведены для моментов {t%(E0, E

{;)}v'v. Как
и в 5 6, обобщим формулы (3.4) на случай произвольного спектра пер-
вичных частиц. Так, для граничных условий вида Р(Е, 0) = О, Г (Е, 0) =
= ΦΥ (Ео, Е) (где Ел— верхняя граница спектра), которые ничем по суще

ству не отличаются от произвольного спектра, получим:

Е о Ε
РТ(Е, E')dE'dE

во ЕО

P(E0,E)dE

Ео

где

Φ (£0 > Е) {£г (Е, Е»)У ] Г г (Ε, Ε') dE' dE

\'°Γ(£·0, E)dE

Ρ(Ε0, Е)=\ФУ (Εο, Ε') Ρτ (Ε', Ε) dE', Γ (£,„ Ε) =
Ε
Εο

(3.5)

Таким |̂ ке образом можно обобщить рекуррентные формулы с учетом

раесеяния
5 9 .

Εο ___, Ε'
1'[\ΐΊ'ι(Ε', / ιΌΡ Ι Ρν,ο,ο(Ε0, E)dE-Pp,0,n(E0, Ε')Α-
πα ΕΟ

Ε'
" ' (Ε', /ίθ)}Γ Ι Ρ Γ Ι Ο Ι Ο ( £ Ο . E)dE-Tp,0,n(E0, Ε')] dE'

и т. д.
Ρρ,0,ο(Ε0, E)dE

Έο
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Следовательно, полученные рекуррентные формулы позволяют, исходя
из известной функции для равновесного спектра, являющегося нулевым
моментом, вычислить все последующие моменты функций распределения

ливневых частиц. Впервые приближенно моменты t и t% были рассчита-
ны для свинца в в 0 . Там же была сделана попытка связать величины
первых моментов с положением и числом частиц в максимуме ливня.
•Следуя 6U, запишем каскадную кривую в форме

Предположим, что число частиц в ливне имеет острый максимум в неко
торой точке £Макс· Разлагая функцию φ в ряд вблизи максимума и огра-
ничиваясь только двумя первыми членами, вычислим интегралы

СО

\ N (Ein t, 0) tn dt (ιι = 0, 1, 2), которые связывают первые моменты с по-
δ
ложением и числом частиц в максимуме. Однако этот прием вычисления
интегралов эквивалентен методу перевала, применяемому обычно в тео-
рии ливней. Поэтому полученные формулы справедливы только при
условии 1π/? 0 /β>1. Проведя несложные вычисления, получим:

* _7· ,\/
' м а к с — ь ι J ' макс — β V 2π(/2 — г2)

Результаты расчетов зависимости гм а к с и Л*макс от Ел для свинца можно
найти в работах 2-3. Однако эти соотношения являются приближенными
и становятся справедливыми только при очень больших энергиях
/ ? 0 ~ Ю11 эв bi·74. Заметим, что при наличии рекуррентных формул, в
принципе, задача вычисления функций распределения электронов и фо-
тонов в ливне или их важнейших характеристик сводится к нахожде-
нию проинтегрированного по глубине равновесного спектра, который
входит в качестве нулевого момента во все рекуррентные формулы. При
этом нужно учитывать, что небольшая ошибка в выражении для нуле-
вых моментов будет последовательно увеличиваться при вычислении
высших моментов. Поэтому для применимости метода моментов к реше-
нию основных уравнений каскадной теории очень важно оценить точ-
ность равновесного спектра.

11. О р а в н о в е с н о м с п е к т р е э л е к т р о н о в и ф о т о н о в

Проинтегрируем не учитывающие рассеяние уравнения (1.1) по t от
О до со с учетом граничных условий (один первичный электрон энергии
Еп). Исключив функцию Гр (Ео, Е) из второго уравнения, получим:

- δ(Ео -F) = L [Рр (Ео, Е)] + 3 ILv^iIL , ( 3 . 6 )

где L [Рр (Ео, Е)] — интегральный оператор, действующий на переменнуюЕ,
связанный с процессами радиационного торможения и образования
пар. Решение уравнения (3.6) для равновесного спектра дано в работе
И. Е. Тамма и С. 3. Беленького20. Авторы заменили оператор L следу-
ющим приближенным оператором:

ЬЛР(Е0, ^ ^ l ^ I l

где N (Ей, Е) = \ Р(Е0, E)dE, (7 = 2,29. Было показано, что при Ь'/β > 1,
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когда последним членом в (3.6) можно пренебречь, решении уравнении
(3.6) и уравнения (3.6) с Lx [Ρ] вместо L(P) практически не отличаются.
Однако замена оператора L на Ьг влияет только на процессы радиаци-
онного торможения и образования пар. Поскольку ионизационные потери
уравнение учитывает точно, то можно надеяться, что решение (3.6) с L,
и с учетом ионизационных потерь также приведет к хорошим результа
там. Решение приближенного уравнения (3.6) нетрудно найти:

N(E0, £) = ^ ( l _ £ e ' - ( E i ( - s 0 ) - E i ( - £ ) ) - | e
s " e o } : (3.7)

здесь ε=ςΕ/$, β — критическая энергия, Ei( — ε) = — \ —dx—экспонеп-

циальный интеграл. Апроксимация (3.6'), как следует из результатов
работы 61, эквивалентна тому, что принимается не зависящей от энергии
следующая величина:

Ε

где функция / (х) слабо зависит от аргумента х:

f (χ) = - 1,36 + 0,327а; + 1,21.x2 •+- 0,68а;3 - 1,36 In ^ -

— 1,17х21пж — 1,76а; In x.

Численные расчеты показывают, что при изменении Ε от E/f> > 1 до
.Ε/β s= 0,1 функция q (E) меняется всего на 2,5%. В работе3 уравнение
(3.6) решалось методом присоединенных уравнений. Полученное прибли-
женное решение совпадает с (3.7). Это, по-видимому, связано с том, что
в основе двух разных методов решения лежит одно и то же предполо
жение, а именно, что в области очень больших энергий £/β > 1 функ-
ция Ν (Ε) ~ ί/Ε.

Математические приближения, сделанные при решении уравнении
(3.6), были оценены методом последовательных приближений, развитым
в 3. Было показано, что при ε0 = 1 поправка к решению И. Е. Тамма
и С. 3. Беленького не превышает 4,5%, причем с ростом ε0 поправка
уменьшается. Следовательно, в рамках исходных предположений прибли-
женный равновесный спектр Тамма и Беленького отличается от точного
решения уравнений (3.6) меньше чем на 4,5%.

Ошибку, вносимую в спектр Тамма и Беленького неточностью исход-
ных предположений, т. е. тем, что в уравнениях используются асимптоти-
ческие выражения для сечений процессов радиационного торможения
и образования пар, строго справедливые лишь для очень больших энергий,
приближенно учитывается комптон-эффект, пренебрегается электронами
отдачи больших энергий, получающимися при столкновении электронов
ливня с электронами среды, можно оценить только сравнением с резуль-
татами вычислений, свободтшх от этих упрощающих предположений.
Росси и Клапман3, численно интегрируя уравнения (3.3), получили функ-
цию N (Еп,Е) для фиксированной величины Ε от первичной энергии Е1Г

Вычисления проводились для воздуха (t = 43 г/см2, β = 98 Мэв);Е=\0Р э·:.
В расчете учитывались все происходящие в веществе процессы с излуче-
нием. Для сечений элементарных процессов брались точные формулы.
Не учитывалось только рождение пар и излучение в поле атомных элек-
тронов и влияние эффекта плотности на ионизационные потери. Спектр
Тамма и Беленького не более чем на 4% отличается от спектра, рассчи-
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танного Росси и Клапманом. Таким образом, можно считать, что, начиная
с энергии Ε > 107 as, в легких веществах приближенный равновесный спектр
отличается от точного не более чем на 4%. Отметим, что математически
точное решение уравнений (3.6) на 8,5% отличается от спектра, рассчитан-
ного Росси и Клапманом. Следовательно, приближенный равновесный
спектр лучше апроксимирует реальный каскадный процесс, чем формально
более точное решение уравнений.

Ричарде и Норд гейм в2 разработали другой численный метод опреде-
ления равновесного спектра электронов. Их метод применим при условии
/?(1/β>1 \\Ε'ΖΕα и дает значения iV (EVE) для данной величины £0 как функ-
цию энергии вторичных частиц. Они использовали точные выражения для
вероятностей всех процессов, происходящих в веществе с излучением.
Из хорошего совпадения равновесного спектра с численными расчетами
можно сделать вывод, что комптоп-эффект достаточно хорошо учитывается
приближенными уравнениями (3.3), а процессы соударения с образованием
электронов большой энергии мало влияют на развитие ливня.

β 2 было получено выражение равновесного спектра фотонов. Автор
исходил из того, что выражение (3.7) достаточно точно представляет рав-
новесный спектр электронов. Далее было написано уравнение для функции
распределения фотонов Г (Еп, Е) с учетом комптон-эффекта, радиацион-
ного торможения и образования нар. Сечение комптоновского рассеяния
определялось следующим приближенным выражением:

Wh(E', E)dE=j^,

где g—некоторая постоянная, ранная в случае воздуха 1,32 Мэв. Напи-
санное для Г (Ео, Е) уравнение легко решается. В результате для рав-
новесного спектра фотонов было получено следующее выражение:

Г (Я,„ Е) = Щ^щ1 + Г2 (Ео, Е), (3.8)

где Г2(Еп,Е)—сложного вида поправочный член. Анализ этого выраже-
ния показал, что вплоть до энергий 0,07 β в воздухе поправка, вносимая
вторым членом в дифференциальный спектр, не превышает 18%. Инте-
гральный снектр изменяется из-за учета второго члена всего на несколько
процентов. В работе63 вычислялся равновесный спектр фотонов в воздухе
с более точным выражением сечения комптон-эффекта

Проведенные расчеты показали, что основные выводы, полученные в 2,
остаются в силе. В работе 6i был рассчитан равновесный спектр фотонов
для углерода, алюминия, железа, меди и свинца. Поправку к выраже-
нию (3.8), получающуюся при точном учете комптон-эффекта, можно счи-
тать небольшой для энергий -^Ο,ΐβ вплоть до Ζ = 30. Однако для свинца
поправка к дифференциальному спектру при Е= 0,5 β достигает 70%, но
здесь уже нельзя говорить о пригодности метода расчета, применяемого
в в 4, где поправка считается малой. Выражение для интегрального спектра,
получаемое из (3.8'), даже в свинце при Е>2 Мэв незначительно
отличается от точного. Таким образом, законность замены коэффициента
поглощения фотонов из-за процесса образования пар суммарным коэф-
фициентом поглощения подтверждается еще тем, что выражение

Г(Е0,Е)="Ш%£- (3 .8 )
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достаточно точно описывает равновесный спектр фотонов в легких веще-
ствах.

В случае тяжелых веществ необходимо учитывать зависимость суммар-
ного коэффициента поглощения фотонов от энергии и резерфордовское рас-
сеяние ливневых электронов. Уравнения с переменным коэффициентом
поглощения фотонов были решены только для случая равновесия. Про-
интегрировав уравнение (2.39) по t от 0 до со с учетом граничных
условий (один первичный электрон энергии Ео) и исключив Гр(Ер, Ε, ϋ·)
из второго уравнения, получим:

- cos θ • δ (Ео - Ε) δ (β) = L [Ρρ {Εο, Ε, β)] + §, Δ δ Ρ ρ (Εο, Ε, θ) + β % ,

(3.9)

где L [Ρ ρ (Εο, Ε, Ό·)] — интегральный оператор, связанный с процессами
образования пар и радиационного торможения. В 6 а было найдено реше-
ние приближенного уравнения (3.9) (как и при решении (3.6), оператор
L заменялся на Lt) без последнего члена:

оо

Νρ (Εο, Ε, θ) = Σ U (е0, ε) Ρη (cos θ),
η=0

ε§ 1
г , при ε < εη,

/«(«ο. ε ) = 4 π ? V*%+< Ve* + < F °
Ι 0 при ε > ε0,где αη = 2 eh Υπ (η +- l)/g, i? b = 21 Мае, jPn (cos θ ) — полиномы Лежандра.

В работе 5 7 было найдено приближенное решение уравнения (3.9) с уче-
том рассеяния и ионизационных потерь:

Np(E0,E,u)=
n = 0 (3.10)

где

Методом Присоединенных уравнений 6 было найдено точное решение
уравнений (3.9) в форме ряда nq полиномам Лежандра:

Рп (Ео, Ε,ϋ)=Σ φη (£„, Ε) Рп (cos θ).

Подставив в (3.9), получим следующее уравнение для функции φ η (Ео, Е):

где L — некоторый оператор, связанный с процессами радиационного тор
можения и образования пар и действующий на переменную Е. Опреде
лим оператор L*, такой, что

ип (Е, Ег) L 9 n {Eo, E)dE=\ φ η {Εο, Ε) L*un {Ε, Ε,) dE,
El El

где ип{Е, ΕΎ) — произвольная функция, удовлетворяющая условию

ип (Е, Ел) = 0 для Ε < Ελ.
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Из уравнения для функции φ η (Ео, Е) можно получить следующее соот-
ношение:

[L*-$±]un(E,E1)dE= -'±

Если функция ип(Е,Е1) задана, то предыдущее соотношение можно рас
сматривать как интегральное уравнение для функции ψη(Ε0,Ε). Προΐι;ί
вольность выбора функции ип можно использовать для того, чтобы уран
нение (*) легче решалось, чем первоначальное уравнение для функции φ?1

Предположим, что ип (Е, Ег) удовлетворяет уравнению

Последнее уравнение называется присоединенным к уравнению для функ-
ции <рп. Операторы в этом уравнении действуют на переменную Ео

(в обозначениях первоначального уравнения для φη), а не на Е. Из
уравнения (#) следует, что ип (Ел, Ег) = φ η (Ео, Ег)'. Решение присоеди-
ненного уравнения, а следовательно и уравнения для φ η (Ео, Е), удается
найти в форме

= 2Н-1 £ у ^ ( ^±_

(3.10')

При αη = 0 (3.10') совпадает с выражением для равновесного спектра без
учета рассеяния. Отметим, что решение (3.10') все же является прибли
женным, так как приближенными являются исходные уравнения. Однако
в 2 6 из этих уравнений, только без учета рассеяния, было получено
выражение для равновесного спектра, которое не более чем на 4% отли
чается от точного. Многократное рассеяние уравнением (3.9) учитывается
точно, так что, по-видимому, (3.10) отличается от точного выражения
также· не более чем на 4%. Эта ошибка, связанная с приближенностью
исходных уравнений Тамма и Беленького, неоднократно оценивалась 2 ' 8 · 4 .
С другой стороны, согласие между значениями функции Νρ(Ε, #), дава
емой формулами (3.10) и (3.10'), вполне удовлетворительное— они совпа
дают в пределах 6%. При ε < аа (3.10') переходит в

f$(E0, £") = Η^+_1 £ο —1 ( Я = = 1 2, 3, . . . ) ,

в то же время для f$(E0, E) получаем следующее асимптотическое раз-
ложение:

Из выражений для /£ и /Р при малых энергиях следует, что любой при
бор, регистрирующий частицы, идущие вперед в пределах телесного угла
φ < 4π, будет регистрировать в энергетической области £ < 2 — 'о Мэн
меньше частиц, чем по равновесному спектру. В 6 б был получен эксие
риментальный спектр заряженных частиц в максимуме лавины, который
сравнивался с равновесным спектром. Примерно до 3 Мьв спектры сов-
падают. Различие между теоретическим и экспериментальным спектрами
можно объяснить тем, что авторы недосчитывают значительное количе
ство обратноидущих медленных электронов. Обратный ток в макси-
муме лавгтны в свинце примерно равен 0,41: и камере Вшгьсона стоят
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пластины по 1,5 ί-единицы свинца. Примерно половину частиц малых энер-
гий, идущих под углом больше 30° от оси ливня, авторы могли про-
смотреть. В °7 исследовали энергетический спектр электронов в районе
максимума лавины в свинце, созданной спектром первичных фотонов
нида \/Е. Авторы отмечают хорошее согласие с равновесным спектром
в энергетической области от 3 до 180 Мэв. Расхождение и области
0 — 3 Мэв они объясняют большим рассеянием назад.

Таким образом, проведенное обсуждение равновесного спектра частиц
позволяет заключить, что он с хорошей точностью порядка 4% справед-
лив как для легких, так и для тяжелых веществ, начиная с энергии
частиц порядка 2—3 Мэв, что позволяет с нужной точностью вычислить
несколько первых моментов функции распределения лавинных частиц.

12. Р е г у л я р н ы й ш'е τ од п о с т р о е н и я к а с к а д н ы х к р и в ы х
по м о м е н т а м

Напомним, что для ливней большой энергии £0/β > 1 знание только
двух первых моментов каскадных кривых позволяет судить о положении
и числе частиц в максимуме ливня. Для ливней малой энергии, когда
/?η/β—величина порядка единицы, подобных соотношений получить не
удается, так как применяемый при выводе соотношения £маис и
Ломаке ~ / (-k'o/β' >̂ ̂ 2) м с т о д эквивалентен методу перевала, применяемому
обычно в каскадной теории. Можно поставить задачу вычисления кас-
кадной кривой по ее известным моментам. Зная все моменты tn, прин-
ципиально можно найти и саму функцию распределения (проблема мо-
ментов Стильтьеса 6 8 ). Если функция N (I) при очень больших t зату-
хает быстрее, чем е~'и /г, где к — положительное число, то справедливо
следующее соотношение С8:

λ

Υ/ν (У2) = - lim [( 1 - 4 ^ φ (s) cos (sY) ds,

где
CO

φ (s) = V ( —i) До1 s _
iK ' L· β(2η)!

-)ти соотношения позволяют вычислить функцию Ν (ί) по ее моментам.
Рассмотрим для примера несколько предельных случаев 56. Пусть энер-
гия первичной частицы е0 > 1, причем ε0 настолько велико, что и 1η ε0 > 1.
В этом случае легко получить следующие выражения для первых момен-
тов:

{Ь (ε0, 0)}р = —^ In ε0; {tv (ε0, Οψ = - - ^ 1η ε0

и для η,-го момента:

Таким образом, в этом приближении tn — tn. Функция φ (s) тогда равна

1

φ (s) = -y- cos (si 2).
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'.Уто значение φ (s) соответствует следующей"функции распределения Л7 (t):

Таким образом, и предельном случае очень больших энергий функция
распределения приближается к б-фуикции. Заметим, что в работе О0

функция распределения была анроксимировапа функцией Гаусса

Нетрудно видеть, что при стремлении In -jr- к бесконечности предыду-
щее; выражение переходит в б-функцию. Пусть энергия первичной части-
цы ε0 <С 1. Допустим, что при таких малых энергиях поглощение фото-
нов несущественно. Тогда легко получить следующее выражение для
/г-го момента: tn = (Ε0/β)η (η-\-1). Функция φ (s) в этом случае равна

»<·> - f Σ ' - = 4 Ш ^ - * {(tr···- [(f r··]+

а функция распределения /V (t) равна

1, если t < -^-,

О, если t > -^- .

Это распределение соответствует первичной заряженной частице, теряю-
щей энергию при прохождении через вещество только на ионизацию.
Наконец, рассмотрим последний предельный случай. Допустим, что
R0 < 1, но поглощение фотонов играет существенную роль. Этот случай
соответствует прохождению электронов энергии порядка критической в
тяжелых веществах. Можно показать, что в этом случае для η > 2

;.)то означает, что для t~>t функция распределения имеет вид

-νχι{Β0, ε)σ(ε)άε.
о

Однако во всех практически важных случаях удается вычислить
только первые несколько моментов. Поэтому практически целесообразнее
апроксимировать функцию /V (t) некоторой другой функцией, первые
несколько моментов которой совпадают с точными моментами функции
N (t). Это значит, что нужно подобрать такие апроксимационные фор-
мулы, которые по двум-трем первым моментам позволяют достаточно
точно описать искомые функции распределения. В 2 каскадные кривые
от первичных частиц очень больших энергий апроксимированы выраже-
нием вида

ι
ехр { + afi — yt].

7 УФН, т. LXIX, вып. 4
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Коэффициенты α и γ подбирались таким образом, чтобы эта апроксима-
ция давала правильное значение площади под каскадной кривой (закон
сохранения энергии) и первого момента. Каскадные кривые от первич-
ных частиц меньших энергий апроксимированы выражением вида

exp {at2 — yt} + χ exp (— yt).

Коэффициенты α, γ и χ подбирались таким образом, чтобы получить
правильные значения площади двух первых моментов каскадных кри-
вых. В работе69 были получены каскадные кривые в свинце с учетом
зависимости σ (Ε) от энергии и с приближенным учетом рассеяния. Кривые
от первичного электрона апроксимированы выражением вида (1 -f- β)

exp {αί2 — yt}—β exp (— 2yt), аналогичным предложенному в 2 . Однако
эта апроксимация неудовлетворительно! описывает каскадный процесс
при энергии первичных частиц Ео < 108 эв и на глубинах i < гмакс ла-
вины. На больших глубинах это выражение ведет себя как е"ы, причем
коэффициент к меняется примерно в два раза при изменении Ео от 1ОЧ

до 1011 эв, тогда как точные кривые на больших глубинах ведут себя
как е~"мин , где омин—минимальное значение суммарного коэффициента
поглощения фотонов. Чтобы определить коэффициенты, входящие в
апроксимационную формулу, необходимо решить систему трех трансцен-
дентных уравнений, что сильно затрудняет вычисления. Заметим также,
что для построения кривой по трем моментам нужно подбирать дру-
гой вид апроксимационной зависимости, причем без детального исследо-
вания его невозможно определить. Чтобы в этом случае определить коэф-
фициенты, нужно решить систему уже четырех трансцендентных урав-
нений, что само по себе представляет сложную вычислительную задачу.

Можно предложить регулярный метод построения каскадных кривых,
используя системы полиномов, ортогональных на промежутке (0, со) 7".
Известно, что в легких и тяжелых веществах пробег для поглощения
фотонов остается порядка одной лавинной единицы вплоть до
энергий порядка 10е эв. Пробег электронов при энергии Ε
меньше критической по порядку величины равен Е/§. Поэтому естествен-
но считать, что каскадные кривые при больших значениях t ведут себя
как е-»мин« t Г д & О м и н — минимальное значение суммарного коэффициента
поглощения фотонов. Кроме того, нам известны значения каскадных
кривых при £ = 0, даваемые граничными условиями; известны из основ-
ных уравнений (1.1) величины производных каскадных кривых по глу-
бине при t — Ο; известны численные величины нескольких первых момен-
тов каскадных кривых. Используя эти сведения о поведении каскадных
кривых, мы сконструируем весовую функцию w (χ) (с которой ортого-
нальна используемая система полиномов на промежутке (0, оо)), прибли-
женно передающую основные черты искомых каскадных кривых. С вы-
бранной весовой функцией, используя обычные методы теории ортого-
нальных многочленов, мы построим нужную систему ортогональных по-
линомов.

Апроксимируем функцию φ {χ) с помощью суммы полиномов:

Полиномы L\{x) ортогональны на промежутке (0, оо) с весом w(x).
Апроксимация будет тем лучше, чем меньше средняя квадратичная
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ошибка

Μ = J w (χ) {Ао + AXL\ {χ) + АЛЛ (ж) + . . . - φ (х))2 dx.
о

Коэффициенты Ап, определяемые из условия минимальности средней

квадратичной ошибки -^-г- = О, равны

с о <х>

^«=лГ *\ w(x)(f{x)L\i(x)dx, здесь 7Vn = {w {x)L\(x)dx.

Заменим в разложении φ (χ) переменную χ на γί (где у — любое положи-
тельное число) и умножим обе части равенства на w (γί). Введя обозначе-
ние κ)(γί)·φ(γί, i?0, E) = N(E0, E, t), перепишем его в форме

У(Е0, Е, t) =
п=0

Коэффициенты Ап равны в нашем случае
N

Ап {Ео, Е) = А ^ Л' (£ 0 , Ζί, ί) Lj,

(3.11)

(3.12)

Пусть ш (.к) > 0 и моменты любого порядка функции w (х) существуют:
со

ап = \ xnw (x) dx,an = 1.
о

Тогда полиномы L^^), следуя обычным методам теории ортогональных
многочленов 71, определим следующим образом:

, здесь Dn =

ax ... an

ao . . . ύ^

1 χ ... xn

Условие ортогональности полиномов запишем в форме

(3.13)

<? [ 0, п# к,
\ L\l{x)Ll{x)w{x)dx= д„ (3.14)

Выражение (3.11) с соответствующим образом определенной функцией
w(yt), дает удобную апроксимацию каскадпых кривых, причем коэффи-
циенты Ап (Ёо, Е) просто связаны с моментами искомых функций рас-
пределения.

*) Коэффициенты Ап можно определить из условия ортогональности полиномов
Ll

n{x). Умножив (3.11) на Ll

k (χ) и проинтегрировав по χ от 0 до со, найдем для
Лп (£'θ, Ε) выражения, совпадающие с (3.12).

7*
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13. К а с к а д н ы е к р и в ы е и э н е р г е т и ч е с к и е с п е к т р ы
в л е г к и х в е щ е с т в а х

Для того чтобы, пользуясь формулами (3.11) и (3.12), рассчитать
каскадные кривые и энергетические спектры частиц в легких веществах,
необходимо вычислить несколько первых моментов функции N (Ел, Е, t).
В 3 7 были получены явные аналитические выражения двух первых мо-
ментов каскадных кривых. В таблице V приведены значения трех пер-

-0

0,2
0,4
0,6
0,8
1,0
1,2
1,4
1,6
1.8
2,0
3,0
4,0
5,0
6,0
7,0
8,0
9,0

10,0

ι 7 Г1
V V)

0,096
0,188
0,273
0,353
0,429
0,500
0,568
0,633
0,694
0,752
1,006
1,213
1,386
1,536
1,666
1,782
1,886
1,979

I

1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2
2
2
2
2
2
2
2

7 ['
/>l

,357
,421.
,480
,536
,590
,641
,691
,740
,785
,829
,027
,195
,340
,468
,582
,685
,778
,862

0
0
0
0
0
0
1
1
1
1
2
3
3
4
5
5
6
7

Ι ι>\

,148
,301
,459
,619
,780
,943
,107
,271
,434
,599
,392

132
,845
,503
,192
,691
,233
.140

г

Ι ν)

3,694
3,899
4,119
4,375
4,609
4,850
5,083
5,313
5,540
5,762
6,803
7,746
8,625
9,429

10,26
10,87
11,53
12,53

J

I

1

2

6
9

13
16
20
29
32
42
48

ι и л и ц а

—, ' '
.'S ι

1>\

,240

,364
,817
,37
,84
,29
,53
,73
,83
,16

17
1

•19

26
32
38
44
50
61
65
77
86

V

Я1'р\

,79

,51
,78
,79
,52
,02
,29
,86
,59
,07 |

вых моментов электронной каскадной кривой для значений первичной
энергии ε0 от 0,2 до 10. Третий момент был вычислен с помощью чис-
ленного интегрирования по рекуррентным формулам. При Ε0/β > 1 формулы
для t и t2 с точностью до членов порядка 1/ε0 можно переписать сле-
дующим образом:

' P ( 7 V 0)}"=1п у-+0,41; 0, 0)}р=1,76 1п ̂  —0,21,

{tp(E(), 0)}·' = 1η -f +1,2; {fp(E0, O)Y-{?P(EO, 0)}' = 1,76 In ^ + 2 , 3 2 .

В таблице VI приведены значения этих моментов для ε0 от 15 до 2290,
а также значения моментов, вычисленных по формулам из 3 . Из табли-
цы видно, что первый и второй моменты отличаются друг от друга не
более чем на 1% в широком диапазоне энергий. Таким образом, выра-
жения для моментов, полученных в 3 ?, в области больших энергий не-
значительно отличаются от моментов, полученных исходя из решения
основных уравнений теории методом Снайдера. Лапомним, что прибли-
жения, сделанные нами при вычислении моментов, относятся к процес-
сам, играющим основную роль именно при больших энергиях.

Полученные значения моментов использовались при построении кас-
кадных кривых. Апроксимируем каскадные кривые от первичных фото-
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Τ а б л и ц а VI

..

15
20
25
30
40

63,6
229

2290

но з

is/

2,290
2,577
2,800
2,983
3,270
3,734
5,015
7,318

НО 3

{ ' ;>("

2 298
2,598
2,814
2,999
3,289
3,757
5,051
7,377

По ; i

I1

3,080
3,367
3,590
3,773
4,060
4,524
5,805
8,108

ПО 2

I7/

3,098
3,389
3,614
3,799
4,089
4,557
5,851
«,177

ЦП : 1

l ' / '

8,343
10,24
11,84
13,22
15,52
19,58
33,04
65,5

по '2

8,108
9,992

11,56
12,94
15,22
19,27
32,73
05,34

но з

\Ί\ν

13,40
15,74
17,66
19,32
22,06
26,84
42,64
78,78

ПО 2

Г?" ί

13,52
15,87
17,81
19,47
22,22
27,02
42,55
78,78

пол с помощью суммы полиномов Лагерра />,\(./'):

I:

(3.1Г))

п = 0

Коэффициенты Л(1 просто связаны с моментами искомой функции рас-
пределения:

Ео, О)}1')\ ινAi\J!O>

As (E0,0) =
\t0 (3 — ay χι,, (/i0,

\'~i'P (l'«>

-
Η Ί ' . Д. (3.16)

Коэффициент γ полагаем равным минимальному значению суммарного
коэффициента поглощения фотонов. Каскадные кривые от первичных
фотонов апроксимировались также с помощью суммы полиномов Лагер-
ра L°n(.r):

{Νμ(Ε0, (3.17)

Постоянную с, определяем, требуя, чтобы для апроксимированных кривых
(3.17) величина Л р (Eo,t,0) при t = 0 была равна своему точному значению.
В37 и 7 2 показано, что апроксимащтя каскадных кривых (3.17) полностью
эквивалентна апроксимации (3.16). Так как мы хотим получить каскад-
ные кривые от первичных частиц энергии порядка критической, где число
частиц в максимуме лавины порядка единицы гт максимум лежит на глу-
бине порядка одной лавинной единицы, то особенно важно, чтобы апро-
ксимационная кривая точно удовлетворяла граничным условиям, т. е.
была возможно более точной на первых г!-еднницах поглотителя. Каскад-
ные кривые от первичного электрона апроксимпровались с помощью
суммы (3.17). Было показано, что я энергетической области £'0/β>1 апро-
ксимированные каскадные кривые неболеечем на 5% отличаются от точных.
Каскадные кривые, рассчитанные но (3.17) с использованием двух первых
моментов, не более чем на 10—15% отличаются от кривых, полученных
с использованием первых трех моментов, в то время как они значительно
отличаются от кривых, построенных с использованием только одного первого
момента. Это свидетельствует о том, чторяд (3.17) быстро сходится. Кроме



«38 С. 3. БЕЛЕНЬКИЙ и И. П. ИВАНЕНКО

lNp(Eo,t.O))r

ε ΊΟ

того, точность полученных кривых при очень малых значениях энергии
первичных частиц специально исследовалась. Учитывая все это, можщ!

утверждать, что только nepL

вых три члена ряда (исполь-
зуется два первых момента)
апроксимируют точное ре-
шение с ошибкой порядка
10%. На рис. 10 изображены
функции распределения элек-
тронов {Np(E0,t,Q)Y с энер-
гией больше нуля в ливне,
вызванном первичным фото-
ном энергии ε0 от 0,2 до 10.
На рис. 11 изображены функ-
ции распределения электро-
нов {Np(E(),t,0)}v с энергией
больше нуля в ливне, вызван-
ном первичным электроном с
энергией ε0 от 1 до 10. Заме-
тим, что каскадные кривые
от первичного электрона или
фотона энергии ε ο > 1 отлича-

ются друг от друга не сильно, тогда как при ε ο ^ 1 различие между кри-
выми велико. Это не трудно понять: электроны больших энергий, как и

Рис. 10. Зависимость от глубины полного числа
электронов {iVp(i70,i.0)}r в ливне, вызванном

первичным фотоном энергии ε;) от 0,2 до 10.

2 '3

Рис. 11. То же, что и на рис. 10, но в лив-
не от первичного электрона.

Рис. 12. Кривая 1—эксперименталь-
ная каскадная кривая в углероде от
тормозного спектра первичных фотонов
с максимальной энергией 330 Мае58,
кривая 2 получена усреднением по
спектру первичных фотонов каскад-
ных кривых, рассчитанных по момен-
там 3 7 . Кривые 1 и 2 нормированы

при г=0,1.

фотоны, большую часть своей энергии тратят на· рождение вторичных
частиц, способных продолжать ливень. Электроны же малых энергий
большую часть своей энергии необратимо тратят на ионизацию.
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В 5 8 получена экспериментальная каскадная кривая в углероде от
спектра первичных фотонов вида i/ЕприЕ < Еыакс- Усредняя кривые (3.17)
по спектру ί/Ε, можно рассчитать соответствующую теоретическую кривую.
Результаты расчетов приведены на рис. 12. Кривые совпадают в преде-
лах 5%, некоторое различие в «хвосте» можно объяснить тем, что при
расчете считали коэффициент поглощения фотонов равным асимптоти-
ческому, тогда как в рассматриваемой области энергий он пример-
но на 15% меньше, что приводит к большей проникающей способности
лавины.

Изложенным выше способом можно получить не только зависимость
лолного числа частиц от глубины, но и зависимость от глубины числа
частиц с энергией больше некоторой Е, т. е. получить энергетические
спектры частиц на любой глубине. В "л были получены рекуррентные
формулы для моментов {ίΐ(Ε0, E^f и {/?}г функции распределения фо-
тонов с энергией больше Ех в ливне, вызванном первичным электроном
или фотоном энергии Еп. Результаты расчетов t и Ρ для значений ε0

от 0,6 до 50 и t-j от 0,1 до 1,0 приведены в таблице VII.

χ
0,6

1
;;

11
20
30
50

0,11

1,386
1,480
2,207
2,806
3,323
3,692
4,171

1 t (Ко, Ji) 1 Τ
! 1' 1

0,2

1,361
:! .445
2,092
2,705
3,212
3,576
4,050

0,6

1,294
1,410
1,942
2,467
2,939
3,287
3,753

1

1,294
1,847
2,318
2,774
3,109
3,557

{if, (So, £)}*>

0.6
1
,r)

11
20
30
5 0

0,11

3,95
4,22
7,63

11,66
15,74
19.05
23,63

0,2

3,82
4,05
7,03

10,92
14,96
17,92
22,48

0,6

3,35
3,67
6,03
9,24

12,70
15,51
19,66

1

3,35
5,41
8,23

11,38
14.02
17,89

0,11

1,451
1,664
2,816
3,496
4,047
4,432
4,927

{',, №

0 , 2

1,358
1,514
2,624
3,347
3,905
4,293
4,791

Τ a 6 л π

..*>}'•

0,6

1,294
1,312
2,216
2,958
3,536
3,933
4,444

да VII

1

1,294
1,946
2,694
3,293
3,698
4,210

{if,(Eo, Щ\г

0,11

4,22
5,36

12,18
17,40
22,40
26,29
31,74

0,2

3,70
4,54

10,99
16,24
21,11
24,91
30,28

0,6

3,35
3,44
8,44

13,37
18,01
21,58
26,35

1

3,35
6,79

11,53
16,01
19,46
24,35

Функции {Νν (Ег, t)}r и {Nv(Elt t)}/ апроксимировали с помощью
суммы полиномов ^(х) и Lo

n{x). Результаты расчетов для воздуха при-
ведены на рис. 13 — 19. Значения рассчитанных кривых в пределах 10%
совпадают со значениями, рассчитанными по точным формулам теории
при ε0 > 1. Энергетический спектр в максимуме у апроксимированных
кривых в пределах 10% совпадает с равновесным спектром. В 7 3 тем
же способом, что и были вычислены энергетические спектры
электронов в ливнях, вызываемых первичным электроном или фото-
пом. Результаты расчета первых двух моментов приведены в
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Рис. 13. Зависимость от глубины числа фотонов с энергией больше ε (от 0,05 до 1)
{iVr(ii0, ί, £) } ρ ''' в ливне, вызванном первичным электроном а) или фотоном б) энергии е„

от 0,0 до 50 7 2 .
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Рис. 14. To же, что и на рис. 13.
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Рис. 15. Τυ ;κο, что и на рис. 13.
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Рис. 16. То же, что и на рис. 13.
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Рис. 17. То же, что и на рис. 13.
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Рис. 19. То же, что и па риг. 13

•

/
/
г

/ /

¥
I

ψ

Г '

I—1

№

\

\

А

Л

{ \
\

\
\

\\
\\
V\

ч
\

\

\

\\

1 I



КАСКАДНАЯ ТЕОРИЯ ЛИВНЕЙ 648

w

η ,

0,2
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—
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• ^

0.2 at w W Те

Рис. 20. Зависимость от глубины числа электронов с энергией больше ε (от 0,03 до 2)
{Νρ{Εα, t. Е)}р'г в ливне, вызванном первичным фотоном а) или электроном б) энергии

ε0 от 0,6 до 15 7 3 .

as

0,6

0,4
•08

=14

S ? "S* t2 Ц4 Ц6 0 (в IJ 1,4 U

Рис. 21· То же, что и па рис. 20.

2,0'

2 J

Рит. 22. То же, что и на рис. 20.
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таблице VIII. Полученные по моментам каскадные кривые {λτ

ρ(Ε1, t)}p·r

изображены на рис. 20—26. Точность полученных кривых порядка 10%.
Т а б л и ц а VIII

0,6
1,4
3,0
5,0
8,0
10
15

0,6
1,4
3,0
5,0
8,0
10
15

0,03

0,189
0,493
0,934
1,299
1,706
1,90
2,27

0,03

0,335
0,873
2,09
3,55
5,16
6,65
8,47

0,06

0,160
0,435
0,886
1,259
1,654
1,85
2,22

0,06

0,197
0,753
1,90
3,35
5,00
6,05
8,27

У Е «

0,1

0,147
0,408
0,838
1,208
1,60
1,80
2,17

V

0 , 1

0,145
0,615
1,73
3,11
4,81
5,15
7,90

Ε) Ι 7·1

0,2

0,098
0,311
0,746
1,130
1,54
1,73
2,08

. * > } "

0 , 2

0,065
0,415
1,41
2,72
4,33
5,28
7,30

0,4

0,043
0,237
0,620
0,978
1,37
1,56
1,94

ϋ , Ί

0,0084
0,202
0,997
2,10
3,63
4,52
6,45

0 , 8

0,126
0,316
0,660
1,03
1,23
1,63

0 , 8

0,082
0,479
1,28
2,52
2,74
4,98

2,0

0,061
0,230
0,63
0,82
1,19

2,0

0,030
0,31
1,12
1,72
3,05

0,03

1,393
1,62
1,96
2,25
2,61
2,78
3,13

0 , 0 3

3,83
4,74
6,40
8,13

10,4
11,9
14,2

0,06

1,387
1,57
1,92
2,22
2,56
2,74
3,08

0 , 0 6

3,69
4,53
5,04
7,90

10,0
11,4
14,0

\l >l

0 , 1

1,385
1,56
1,88
2,17
2,51
2,69
3,03

\T>- (

0 , 1

3,55
4,38
5,85
7,6o
9,77

11,0
13,5

0,2

1,335
1,50
1,80
2,10
2,46
2,62
2,93

* „ . * ,

0 , 2

3,49
4,17
5,52
7,15
9,19

10,3
12,7

0,4

1,321
1,44
1,70
1,97
2,29
2,46
2,80

I 1 '
0,4

3,42
3,84
4,94
6,33
8,22
9,15

11,6

0 , 8

1,38
1,42
1,68
1,98
2,15
2,48

0 , 8

3,67
3,94
5,05
6,61
7,56
9,7

2,0

1,07
1,26
1,63
1,79
2,07

2 , 0

2,68
3,42
4,76
5,53
7,1

Таким образом, с помощью метода моментов на основе равновесного
спектра Тамма и Беленького можно вычислить каскадные кривые и энерге-
тические спектры частиц в легких веществах в ливнях, вызываемых
первичными электронами или фотонами в энергетической области ε0 от
0,2 до ~100.

14. К а с к а д н ы е к р и в ы е и э н е р г е т и ч е с к и е с п е к т р ы
в т я ж е л ы х в е щ е с т в а х

Напомним коротко основные трудности, с которыми встречается кас-
кадная теория ливней в тяжелых веществах: 1. Суммарный коэффициент
поглощения фотонов сильно зависит от энергии. 2. Рассеяние ливневых
частиц в тяжелых веществах весьма велико. Поэтому в теории не удается
получить выражений дляЛ^-Е^-Е, t), так как неприменим метод функцио-
нальных преобразований, успех которого связан с использованием асим-
птотических выражений для сечений основных процессов.

В работах 2 6 · 5 5 ' 6 7 был развит метод решения проинтегрированных по
глубине основных уравнений с переменным σ и с учетом рассеяния, позво-
ливший получить выражение для равновесного спектра электронов и фо-
тонов и, используя равновесный спектр, в принципе, вычислить все
моменты функции распределения ливневых частиц. Судить о точности кас-
кадной теории для тяжелых веществ можно, сравнивая вычисленные момен-
ты с опытом. В 5 в была выведена рекуррентная формула, позволяющая
последовательно вычислить все моменты функций распределения от произ-
вольного спектра первичных частиц и вычислены первые два момента
функции распределения электронов в свинце от спектра первичных фото-
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Таблица IX

'тсор.

5,89+0,12

'эксп.

5,9+0,2

' 2 теор.

53,4+2

( 2 энсп.

55±4

нов вида 1/Е. Полученные моменты сравнивались с опытом; поскольку
в этой работе не учитывалось рассеяние, она нуждается в уточнении.

В 3 7 была выведена рекуррентная формула, позволяющая последо-
вательно вычислить все моменты функции распределения с учетом рас-
сеяния и вычислены первые два момента функции распределения электро-
нов в свинце от спектра первичных фотонов вида 1/Е. Результаты расчетов
приведены в таблице IX. Средние значения первого момента, эксперимен-
тальные и теоретические, от-
личаются на 1 %, второго
момента—на 4%. Однако
различие лежит в пределах
ошибок опыта и расчета. В то
же время без учета рассеяния
величина первого момента
при σ = σ0 меньше экспери-
ментального значения примерно на 30%, а при σ = σ(Ε)—больше примерно
на 10%. Следовательно, первые два момента функции распределения, вы-
численные с возможно более точным учетом рассеяния и ионизационных
потерь, находятся в очень хорошем согласии с опытом.

Отметим, что в легких веществах метод моментов необходим для расчета
каскадных кривых и энергетических спектров при энергии первичных
частиц ε ο ~ 1 . При ε ο > 1 там хорошо работает метод функциональных
преобразований. Иное положение в теории для тяжелых веществ, где необ-
ходимо вычислить каскадные кривые и энергетические спектры в возмож-
но более широком диапазоне энергий первичных частиц. Поэтому при
выборе весовой функции необходимо использовать больше сведений о по-
ведении каскадной кривой. Ранее мы выбирали весовую функцию, учиты-
вая поведение кривых при больших t и граничные условия при 1=0.
Теперь же мы будем использовать для построения весовой функции и вели-
чину первого момента. В а 1 вычислены первые два момента функции распре-
деления электронов в свинце в ливне, вызванном первичным электроном
или фотоном энергии Ео. Результаты приведены в таблице X. Каскад-
ные кривые от первичного фотона аироисимированы с помощью суммы

Τ a G л и ц а X

t ^ ^ \ ^

{ h (£'o, 0)}' '

{Гр(Е0,0)}р

{ 4,(^0,0) }Р

{Тр(Е0,0)}г

{/|(£-0,0)} г

{Тр(Е0,0)}р

1

4,32

36,1

0,343

1,43

50

6,30

58,5

4,25

32,0

3

4,34

34,8

1,14

6,88

СО

6,53

61,8

4,43

34,1

5

4,37

34,8

1,65

10,7

70

6,74

64,7

4,60

36,1

l i . '

4,63

37,1

2,34

16,2

90

7,08
70,3

4,88
39,2

20

5,22
43,8

3,18
22,3

118,1

7,43

74,6

5,17

42,7

30

5,69

50,3

3,67

26,4

Ю 9 эв

7,00
70,8

4 0

6,04
54,3

4,01
29,0 1

Ю 1 0 эв

9,20
110,0
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полиномов, ортогональных на промежутке (0, со) с весом 7 4

w № = ттгЬу ·
Здесь у — минимальное значение суммарного коэффициента поглощения
фотонов, i определяется из условия равенства первого момента несовой
функции первому моменту искомой функции распределения

Отметим, что при ε0 ~ 1 мы получаем значения г < 1. В этом случае
-(JJ- = со, поэтому удобнее считать ι = 1 и из соответствующего усло-
вия определять γ. Таким образом, при εο·^-1 используемый здесь способ
апроксимации автоматически переходит в способ, использованный ранее
при вычислении каскадных кривых в легких веществах. Каскадные кри-
вые от первичных электронов апроксимировались с помощью полиномов,
ортогональных на промежутке (0, со), с весом

W (\t) = -
u ' Γ ( ί

Мдесь величины i и а определяются из условия равенства первого мо-
мента весовой функции величине t(Eo,O) искомой функции распределения
и из граничного условия {Νρ (ε0, 0, 0)}р = 1. При ε ο ~ 1 получаются зна-
чения 0 < ί < 1. Чтобы избежать бесконечной производной при 2 = 0,
мы считаем у нескольких первых кривых ί равным ближайшему целому
числу и после этого определяем величину а. Отметим, что путем неболь-
шого усложнения можно рассчитать этим способом каскадные кривые,
более точные при малых значениях t. Для этого достаточно в весовую
функцию соответствующим образом ввести еще один параметр, значения
которого можно определить из граничного условия для производной по t
каскадной кривой. Электронные каскадные кривые в свинце, рассчитан-
ные этим способом, от первичного фотона и электрона приведены на
рис. 27 и 28, а также и таблице XI, где приведены {Np(E0, t, 0)\'' при

Τ а б л υ ц а XI

109 эв

101 0 эв

Ео

109 эв

101° эв

ί

сГ

о

ί

о

_ р,

0 , 5

5,77

16,3

6 , 0

13,8

125,8

1 ,0

9,35

33,3

8,0

10,64

119,3

2,0

13,76

65,4

10,0

7,66

101,4

3,0

15,6

91,8

1 2 , 0

5,26

79,9

3,5

15,9

102,2

14,0

3,48

59,5

4 ,0

15,8

110,6

16,0

2,23

42,3

ό,Ο

15,1

—

2С

Г

5,5

М,5

125,2

,0

,84

,9
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эв. Коэффициент γ полагался рапным 0,24. Величины
моментов яри Ео = 1С)9 эв брались из
Заметим, что у всех полученных
каскадных кривых коэффициент
поглощения в «хвосте» близок к
экспериментальному значению 0,24".
Точность полученных кривых, как
и и случае легких веществ,^ 10%.

а при = Юи> ос,— из 69

! г 3 9 10

Рис. 27. Каскадные кривые \NV{EO, t, 0)} r

в свинце от первичных фотонов энергии в0

от 1 до 118,1 " .

K([cxof
7,

5 6 7 Я

Рис. 28. То же, что и на рис. 27, но
от первичного электрона.

На рис. 29 приведена экспериментальная каскадная кривая в свинце 7,
полученная в 5 8 от спектра первичных фотонов 1/Е. Кривая 2—резуль-
тат усреднения по тому же спектру фо-
тонов каскадных кривых, приведенных
па рис. 27 и 28. Расчетная и экспери-
ментальная кривые в пределах 5% сов-
падают.

Таким образом, приведенные кривые
удовлетворительно описывают каскадный
процесс в свинце.

В 7 5 методом случайных испытаний
для отдельных частных случаев на спе-
циальной машине были получены ка-
скадные кривые в свинце. Однако в 7 6

приближенно учитывались электроны от
фотонов энергии ниже 10 Мэн и резер-
фордовское рассеяние заряженных частиц.
Авторы получили число электронов иа
данной глубине t в виде суммы двух чле-
нов η = пл-: п2, где пх— число электро-
нов от фотонов энергии больше 10 Μου,
полученное методом случайных испыта-
ний, п2 — число электронов от фо-
тонов энергии ниже 10 Мэв. Для опре-
деления п„ автор использовал следующую

Η У Ф Н , т. LXIX, вып. ·'•

Рис. 29. Кривая 1—эксперимен-
тальная каскадная кривая в свин-
це от тормозного спектра первич-
ных фотонов с максимальной
энергией 330 Мэв, кривая 2 по-
лучена усреднением по спектру
фотонов каекадных кривых, рас-
считанных по моментам37. Кри-

вые нормированы при Ζ=0,5.
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где w(t') — средняя энергия, теряемая фотонами энергии ниже 10 Мэь-
на излучение в одном акте, σ,η—средний коэффициент поглощения фото-
нов в энергетической области 1 — 10 Мэв, β — критическая энергия и свин-
це. Такой выбор п2 основан на предположении, что электроны, получен-
ные от фотонов энергии ниже 10 Мэв, теряют свою энергию на иониза-
цию на пути, много меньшем среднего свободного пробега фотонов,
что заведомо неточно (см. рис. 28). Заметим,что в большинстве-
случаев при комптоновском рассеянии вторичные электроны [уносят

о 2.5 5 7,5 Ю 12,5

Рис. U'iO. Каскадные кривые для меди от
первичного фотона, цифры около кривых

энергию первичного
единицах β/<7.

обозначают фотона

значительную (больше половины) часть энергии падающего фотона.
Учет рассеяния производится следующим образом. Все точки каскад-
пых кривых, полученных без учета рассеяния, сдвигаются влево па
расстояние

At = r(i-e-1). (3.18)

Такой учет рассеяния приводит к практически постоянному смещению
исей кривой на At = г для t > 2, что заведомо неточно. Кроме того,
такой учет рассеяния не меняет высоты максимума кривой *), тогда
как согласно 5 7 даже при Еп = 10° эе учет рассеяния приводит
к увеличению высоты максимума 2,5%. На рис. 30 приведены вычислен-
ные методом моментов каскадные кривые от первичного электрона энер-
гии Еп = 108 эв: кривая 1 с учетом, кривая 2 без учета рассеяния. Ил
рисунка видно, что учет рассеяния приводит к более сложной деформа-
ции всей кривой и, кроме того, приводит к увеличению высоты макси-
мума примерно на 10%. Поэтому каскадные кривые, полученные и 7 \
представляются удовлетворительными при условии Ε0/β > 1. В этой обла-
сти энергий они совпадают с кривыми, приведенными на рис. 27 и 28,
в пределах 10—15%.

*) Заметим, что после применения к каскадной кривой преобразования (3.18,)
автор затем пер с пор ми ρ уст ее площадь к /ίο/β. что может несколько изменить высоту
максимума.
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В работе 7 4 методом моментов были рассчитаны электронные каскад-
ные кривые для меди от первичного электрона и фотона в интервале
энергий 107 < Еп < 1012 эв. Расчет проведен с учетом зависимости сум-
марного коэффициента поглощения фотонов от энергии и резерфордовского
рассеяния заряженных частиц. Коэффициент γ полагался ранным 0,38.
Результаты расчета первых двух моментов приведены в таблице XII. Кас-
кадные кривые приведены на рис. 31—33. Точность полученных кртт-
ных -—-10%.

ΐ а б л и ц а XII

6
10
14
35
56
/ 7
98

1,4-ΙΟ2

-

ί
0,96
2,02
2,64
3,06
4,13
4,66
5,01
5,27
5,66

8
12
15
24
30
34
37
42

ί

„a

99
22

,1
Ι

,9
,6
,6
,9
,9

ι

3
3
4
, Ϊ

5
5
6
6

=

,13
,61
,94
,24
,11)
, 65
.97
,22
,58

•-,

i

17,
2 1 ,
23,
26,
.'16,
42,
46.
50.

8
2
8
2
3
3
7
1
' *

3,5·
5,6 ·
7,7-
9,8-
•1,4-
7,4·
1,4-
7,4·
1.4·

Ο2

ΙΟ2

ΙΟ2

ΙΟ2

ΙΟ3

ίο3

ΙΟ1

Ι (Η

10»

S.

ο

,?
a

6,62
7,10
7,42
7,66
8,01
9,68

10,3
12,0
12,6

ρ.

S

56,
64,
69,
73,
79,

112
126
166
183

/ι
0

2
3
5

ь.

;~

.?

7,48
7,92
8,22
8,47
8,83

10,5
11,1
12,8
13,1

-

•ζ

69
77
82
87
94

129
144
187
205

а.

,7
,1
,7
t2
,1

Таким образом, с помощью метода моментов удается рассчитать
функцию N(Ео, t, 0) в широком диапазоне энергий и глубин и в тяже-
лых веществах. В работе й9 были вычислены первые два момента функ-
ции распределения электронов \NV(EO, t, Ε0)}1' с энергией больше Е"
в свинце. Результаты расчета моментов приведены в таблице XIII.

Τ а б л и ц а XIII

0

0,183
0.738
1,292
2,402
3,511
5,175
6,839

6
6
.">
• 1

4
4
3
3

з„=50

о •") ' '

,30

, 12
,59
, 18
,66
,30
,90

58,5
54,9
45,4
40,2
31,3
26,7
22,0
18.6

0
0 .
0 ,

ι,
2,
4,
6,

183
932
680
428
674
919

ί
ι

7
6
6

4

7 И'

,08
,89
,22
.74
,10
,79
,33

70,3
66,6
53,6
45,4
38,9
31,6
27,:,

0

0
0

ι
4
6

, 183
,838
,493
,476
,114
, 734

'(,'--= 1 1 8 ,

/ 7 ιΐ'
t 'ρ ι

7,43
7,25
6.57
6, 12
5,67
5. 19
4,54

ι

ι Γ ; Ι Γ

Ι 'ν ι

74,6
70,9
59,5
50.8
43,9
30,3
29. Ι

Функция {:Vp}
1' апроксиАшровалась с помощью суммы полпнолюв L), (х). Ре-

зультаты расчетов {.Ур)
г для различных значений Ео и Е" приведены "на

рпс. 34 — 36. На рис. 37 приведен равновесный спектр 7 п· энергетиче-
ский спектр в районе максимума лавины. Из рисунка видно, что спектры
в районе максимума лавины при ε0 = 50: 90; 118,1 в пределах 2% совпа-
дают друг с другом и в пределах 10% — с равновесным спектром,
точность которого неоднократно оценивалась. Величина средней
энергии, приходящейся на данной глубине на одну заряженную'•частицу,

8*
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определенная по вычисленным спектрам, в пределах 20% совпадает с то-
чным значением. Кроме того, было показано, что за максимум лави-
на в тяжелых веществах затухает медленнее, чем в легких. Все это

lg{Np(eo,0,t)}

-I 30'

Рис. 31. То же, что и на рис. 'Л1).

Рис 32. То же, что и на рис. 30, но от первичного
электрона.

позволяет утверждать, что энергетические спектры в тяжелых веществах
сосчитаны в ь 9 с ошибкой порядка 10%.

Проведенный обзор работ по одномерной каскадной теории ливней
показывает, что метод функциональных преобразований вместе с методом
моментов позволяют получить практически полное решение одномерной
задачи о среднем поведении электрошго-фотонных лавин в легких и тяже-
лых веществах.
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Применимость метода функциональных преобразований ограничи-
вается требованием однородности функций, описывавших вероятности
всех процессов, относительно энергий первичной и вторичной частицы.

Рис. 33. То же, что и на рис. .42.

Рис. 34. Зависимость от глубины числа электронов
энергии больше ε (от 0 до —7), в свинце в ливне,
вызванном первичным фотоном энергии εο = 5ΰ, 90 и

118,1 соответственно.

Для того чтобы практически получить решение уравнений ,\]етодом функ-
циональных преобразований, необходимо выполнение еще одного усло-
вия: 1η£"0/β>1. Кроме того, этим методом практически очень трудно полу-
чить решение уравнений с учетом рассеяния.

Методом моментов удается получить решение уравнений для легких
веществ в энергетической области ε ο ~ 1 , а также решение уравнений
в тяжелых веществах с учетом зависимости суммарного коэффициента



2 4 6 & Ю t2 П 16 18 20

Рис. 35. To же, что и на рис. 34.

2 4 β 8 Ю 12 14 16 18 ВО
Рис. 36. То же, что и на рис. 34.

4nt

2 3
Рис. 37. Кривая 1— равновесный спектр, кривая 2 и треугольнике
и квадраты около нее — спектр в максимуме лавины от первичного

электрона энергии εο = 50, 90 и 118,1.
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поглощения фотонов от энергии и с учетом резерфордовского рассеяния за-
ряженных частиц лавины. Метод моментов позволяет получить с хорошей
точностью решение в довольно широком диапазоне глубин и энергий пер-
ничных частиц. Однако он является приближенным методом. Приведенные
в обзоре таблицы и графики могут быть полезными при различного рода
численных расчетах по каскадной теории.
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