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1. ВВЕДЕНИЕ

1. Объясняя и предсказывая огромный круг явлений, квантовая
электродинамика приводит, однако, к целому ряду характерных трудно-
стей—бесконечным собственным энергиям электрона и фотона и расходя-
щимся выражениям для высших приближений теории возмущений.
Эти расходимости возникают при учёте взаимодействия электрона
и фотона с нулевыми колебаниями электромагнитного и электроннсь
позитронного полей. • ' . . - ' , . .. ',....,,

Развитая в последние годы новая релятивистски-инвариантная фор*
ма теории возмущений привела к значительному прогрессу квантовой
электродинамики. Она дала возможность произвести классификацию
встречающихся в теории расходимостей и привела к выводу, что не-
зависимо от степени приближения теории возмущений существуют,
только три основных типа расходимостей, связанных с собственными
энергиями электрона и фотона во втором приближении теОрвд воз-
мущений и с рассеянием электрона во внешнем поле, сопровождаю·;
щимся испусканием и последующим поглощением виртуального фотона,

В достаточно высоких приближениях теории возмущений :мо,гут
появляться очень сложные бесконечные выражения, но чрезвычайно
существенно то, что всегда эти расходимости можно представить
в виде. комбинации указанных выше, трёх простейших типов расхог
димостей. . " . ; .

Возможность классификации расходимостей представляет·, собой
очень важный результат теории, но новый этап в развитии кванто?
вой электродинамики связан не только ,с установлением классифит
кации расходимостей, но и с установлением, общих правил,, дающих
возможность однозначным образом устранять эти расходимости....

Формулировка этих правил —-.так называемых правил регуляриза-
ции— основывается на новой идее о перенормировке массы и,заряда
электрона. ™ •* и · '< . . · • • • - • • *
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Эта идея заключается в следующем. Взаимодействие электрона
с нулевыми колебаниями электромагнитного и электронно^позитрон-
ного полей*) приводит к расходящейся добавке к энергии элек-
трона. Эта добавка к энергии эквивалентна некоторой добавке
к массе электрона, которая называется электромагнитной массой
электрона.

Процесс регуляризации состоит в том, что мы не учитываем этой
добавки, считая, что она для свободного электрона уже включена
в его массу. Таким образом, мы как" бы производим перенормировку
массы, электрона. - . , . · • . , . . .

Энергия взаимодействия связанного в атоме электрона с' нуле-
выми колебаниями электромагнитного и электронно-позитронного по-
лей также оказывается бесконечной, но её уже нельзя отбрасывать.
Напротив, оказывается, что разность энергий взаимодействия связан-
ного и свободного электронов с нулевыми колебаниями электромаг-
нитного и электронно-позитронного полей представляет собой конечную
величину. Эта разность, которая может быть однозначным образом
определена, представляет собой радиационное смещение уровней
энергии электрона в атоме,

Аналогичным образом обстоит дело с. зарядом электрона. Благо-
даря взаимодействию заряда · с нулевыми колебаниями электронно-
позитронного и электромагнитного полей**) он приобретает беско-
нечную добавку. Процесс регуляризации состоит в том, что мы не
учитываем этой добавки, считая, что она неотделима от самого за^
ряда. Таким образом мы как бы производим перенормировку заряда
электрона.
' Важнейшим результатом теории является то, что'устранение всех
встречающихся в квантовой электродинамике расходимостей дости-
гается, в сущности говоря, перенормировкой двух констант—массы
и заряда электрона.

Установление правил регуляризации сделало возможным вычисле-
ние высших приближений теории возмущений —• так называемых ра-
диационных поправок. Таким образом нашли объяснение обнаруженные
на опыте радиационное смещение уровней атома водорода и аномаль-
ный магнитный момент электрона. В этих эффектах замечательным об-
разом проявляется взаимодействие электромагнитного поля с «вакуумом»
электрошсЯ'Позитронного поля и взаимодействие электронов с «ваку-
умом» электромагнитного поля.

Радиационное смещение атомных уровней, дополнительный маг-
нитный момент электрона и радиационные поправки к рассеянию
Электрона показывают, что «вакуум» обладает физическими свойствами
й? 'что -его нельзя рассматривать как метафизическое «пустое» про-

• .::-. *). В первом приближении следует учитывать только взаимодействие
Эдект-ρ. она с нулевыми колебаниями электромагнитного· поля- •,.. . . :
" " * * ) В первом приближении следует учитывать только взаимодействие
заряда с нулевыми колебаниями электронно-позитронного поля:
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етранство. Развитие представления о физическом вакууме "является
существенным результатом современной квантовой электродинамики.

В эффектах,, связанных с взаимодействием электронно-иозитрон-
ного и электромагнитного полей с «вакуумом», нашёл новэе под-
тверждение ' известный тезис Ленина о неисчерпаемости свойств
электрона. . ,

Правила регуляризации не могут быть пока строго выведены
из основных уравнений, описывающих электромагнитное и электрон-
но-позитронное поля. Однако можно сказать, что аппарат современной
квантовой электродинамики даёт ' возможность однозначно выделять
из расходящихся выражений конечные значения, имеющие физический
смысл. . . . . . • ' '';

В настоящей статье излагаются идеи и методы устранения рас-
ходимостей в квантовой электродинамике. Так как вероятности раз-
личных процессов естественнее всего определять с помощью' матрицы
рассеяния, то далее излагаются методы устранения расходимостей
из матрицы рассеяния. ' · . : .- · . ' . . · ;•

2. Напомним прежде всего некоторые общие свойства матрицы
рассеяния*). '

Матрицу рассеяния S можно ' разложить в ряд по степеням'· за-
ряда электрона е: ., ,.

ti-Ά член в этом разложении, пропорциональный еп , описывает ж е
процессы я-го порядка. Матричный элемент S(n>, отвечающий какому-
либо процессу i -—>'/, может быть представлен в виде ' ;

S i ^ , = £ A e . / f (1.1)
η ·

где отдельные члены в сумме отличаются друг от друга расположе-
нием операторов испускания и поглощения частиц. Эти члены можно,
как 'известно, изображать графически, причём графики, соответствую ^
ющие Mi—,f, топологически эквивалентны и отличаются друг от γ
друга только поргдком распслэжения электронных и фотонных линий1.

Чтобы определить величину MfL·,}, соответствующую какому-
либо графику, нужно, помнить следующие правила3:

1) Каждой внешней электронной лини<и соответствует ,спинор·
одного из типов и, и, ν, ν, причём и и "и" соответствуют поглоще-
нию и испусканию электрона, а ν и ν — поглощению и испусканию
позитрона.. Четырёхмерный имп>льс позитрона равен взятому с об?
ратным знаком четырёхмерному импульсу, определяющему спинор 'ν
(ν соответствует плоской волне с отрицательной частотой). ; ' ,

*) См. обзор'.
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: 2) Каждой внешней фотонной линии, изображающей фотОН с ча-
'•••'•"; л л .

* стотой ω и поляризацией е, соответствует оператор — f—- *). Каж-
у 2ω

дой внешней фотонной линии, изображающей внешнее электромаг-

нитное поле Ар(х), соответствует оператор „ „ а (д), где

л . f л
a(q)=\ А (х)е~1чх^х.

3) Каждой внутренней электронной линии соответствует оператор
А . ' : ' • • • • • ' • ' ' • ·

~-_. т

г , где ρ — четырёхмерный импульс, связанный с линией,

и т—масса электрона. I Внутренней электронной линии соответ-

' • " ' " ' • ' • ' · л

ствует функция - | SF = — -~^- ^-j~~*z

4) Каждой внутренней фотонной линии с импульсом k соответ*

ствует множитель ——, а её концам — операторы γν . (Внутрен-

ней фотонной линии соответствует функция -^ DF = — ~pry~W · )

5) Каждой вершине графика соответствует δ(Σ/?), содержа-
щая импульсы всех линий, сходящихся в эту вершину (импульсы на
обоих концах внутренней. линии следует брать с противоположными
знаками).

6) Все операторы (действующие на спинорные индексы) распо-
лагаются справа налево в такой последовательности, в которой они
встречаются, если двигаться по направлению электронной линии.

7) Если график содержит замкнутую электронную петлю, то
в выражение Μ{β->/ входит след. (шпур) произведения матриц

• А ' τ

jp — т и относящихся к отдельным линиям петли и её вер-
ρΐ-\-η& ' ' г

шинам.

Λ
*) Если я„,(а, ία0) —некоторый четырёхмерный вектор, то а=а γ

где γ μ — дираковские матрицы, удовлетворяющие условиям γ μ γν -j-
-f- j 4 γ μ = 2S^V. Под скалярным произведением двух векторов, а и b мы
понимаем величину ah = ab — аф§. Скорость света с и постоянная План-
ка % считаются всюду равными единице.
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Матричные элементы графиков, содержащих одну или несколько
замкнутых электронных петель с нечётным числом электронных линий,
равны нулю (теорема Фарри).

8) По четырёхмерным импульсам внутренних линий, изображающих
виртуальные *) частицы, и по переменным q производится интегри-
рование, а по четырёхмерным поляризациям виртуальных фотонов —
-суммирование..

9) Численный множитель, стоящий перед общим выражением для

М"^-/, равен ^Ьп{— ΐγφπγ^-ν, где £ = -~р F—общее чис-
ло внутренних линий, г — число подобных членов, соответствующих
М".l^tf в S(") (знак следует находить в соответствии с правилом
перестановки электронно-позитронных операторов).

В качестве иллюстрации этих правил определим матричный эле-
мент для рассеяния электрона во внешнем поле с испусканием .и по-
глощением виртуального фотона. Этот процесс изображается графи-
ком. 2 на рис. 1.. В общую формулу (1:1) для S¥L,f входит в этом

p+q

Рис. 1.

случае только одно слагаемое м\ i-,f, которое согласно изложен-
ным правилам может быть представлено в виде

/л л\ л
\ " 2 / *У' \у

Λ

Α

где иу и м2 — спинорные амплитуды, относящиеся к четырёхмерным
импульсам ру и р2 электрона до и после рассеяния,.q = p2 — Ρι· Βχο-

*) Импульс виртуального электрона в отличие от реального электрона
не удовлетворяет соотношению ръ -\- т2 . = О, а импульс виртуального фо-
тона в- отличие от реального, фотона не удовлетворяет, .соотношению
Ρ2=0 " ' " • · · • • • · ' : - - • • •
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дящие в выражение для Щ L.»/ три четырёхмерные δ-функции мы
устранили интегрированием по q и по импульсам внутренних элек-
тронных линий и заменили при этом q на р2 — р\ и импульсы внут-
ренних электронных линий на рх — к и р2 — к. По этой причине
интегрирование в (1.2) производится только по четырёхмерному им-
пульсу виртуального фотона k. В (1.2) производится также сумми-,
рование по состояниям поляризации виртуального фотона, т. е. по·
четырём значениям индекса ν.

3. Можно показать, что в общем случае ΜψΙ^.-* определяется
следующим интегралом в импульсном пространстве:

ι

' Λ \ s A F? ί• А
х п (a(pf)v(PfY-ef-) · π a{q)^ π

ΧΠτν^-ν, (1.3).
1

где интегрирование производится по 4Fe переменным pv p2,.. .,pFer

происходящим от множителей типа -к- SF, 4F переменным

k\, k2, .. .,kF , происходящим от множителей типа -„ DF, а также

по 45" переменным qlt.. .,qs, происходящим от разложения внешних
потенциалов в интеграл Фурье. Можно сказать, что> интегрирование
производится по четырёхмерным импульсам виртуальных частиц (Fe

и Fp — числа внутренних электронных и фотонных линий, т. е. числа
виртуальных электронов и фотонов; Fe -J- Fp— F), а также по пере-
менным q. Суммирование производится по четырём значениям, инде-
ксов ν, обозначающим различные поляризации виртуальных фотонов,
причём каждому виртуальному фотону, соответствует определённый
индекс ν, принимающий значения v = l , - 2 , 3, 4. •

Отдельные множители в (1.3) имеют следующее значение..

.,.•/ _ ' £ V
П v'u (pt)v(Pi)•—/.

l=rj- обозначает произведение спиноров . и, ν

и операторов —rfi^> описывающих электроны, позитроны и фотоны

в начальном состоянии i (pt — четырёхмерный импульс электрода или
позитрона, е1 — единичный вектор поляризации, фотона с изапульсом
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/ ; Λ \ .

k,, е "= ву. Υμ.); Π ! и (р/) ν (pr) —,-^ j обозначает аналогичное про-
\ γ 2u>f/ . • ,

изведение для конечного состояния /.

Множители 1Р

гТ™г' \P — PV- Тн·/ и 7μ "р" V происходят от свя-

зей электронных и фотонных операторов, причём число первых равно Fе,

а вторых — Fp. .

Численный множитель ί = —ρ учитывает наличие г эквивалент-
ных, нормальных (Ν) произведений интересующего нас типа в'раз-
ложении 5<™> на Л/-произведения *). Все они, как легко показать,,
имеют одинаковый знак и вносят поэтому одинаковый вклад.

Отдгльные слагаемыэ в (1.3) могут иметь разные знаки. Зна'к -^-,
стоящий в правой части (1.3), может быть просто определён в каж-
дом конкретном случае в соответствии" с правилом переста'нЬвки
электронных операторов.

Наконец, символ О служит для обозначения определённого по-
рлдка в расположении операторов в (1,3), а именно, операторы
(действующие на спинорные индексы) должны быть расположены,
считая справа налево, в такой последовательности, в какой они
встречаются, если двигаться по направлению электронной линии
графика,

2. СТРУКТУРА ГРАФИКОВ

1. Импульсное представление матрицы рассеяния даёт возмож-
ность произвести общее исследование особенностей её матричных
элементов. Переходя к рассмотрению этого вопроса, мы сделаем,
предварительно несколько общих замечаний о структуре графиков,
изображающих матричные элементы. , .

Если график содержит несколько не связанных между собой
частей, то. он изображает, очевидно, такое же число не связанных
между собой процессов рассеяния. Соответствующий графику мат-
ричный элемент распадается при этом на ряд, отдельных множите-
лей, которые представляют собой матричные элементы, соответ^- •
ствующие отдельным процессам рассеяния. Ясно, что достаточно
ограничиться изучением таких матричных элементов и графиков,
которые не распадаются на отдельные, не связанные между собой
части.

*) В N -произведении справа стоят операторы поглощения, а слева —
операторы испусканяя частиц. . -' - • -• >
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Во .многих случаях график может содержать одну или несколь-
зко частей, которые связаны с остальными частями графика только
двумя однородными (т. е. электронными или фотонными) линиями.
Такие части мы будем называть частями собственной энергии*).

Часть графика, связанную с остальными частями только двумя
электронными линиями, будем называть частью собственной энергии
.электрона.

Часть графика, связанную с остальными частями только двумя
электронными линиями, будем называть частью собственной энер-
гии электрона.

Часть графика, связанную с остальными частями только двумя
фотонными линиями, будем называть частью собственной энергии
фотона.

Если в .графике может быть выделена часть, которая связана
с остальными частями только двумя электронными и одной фотон-
ной линиями, то такую часть . мы будем называть вершинной или
угловой частью. , .

Схематически эти части графиков изображены на рис. 2, на

A A

i

We

β

j

Wp

t

I

ι

β
ρ/

д

V
η ί
рг

Рис. 2. Рис. 3.

«котором они обозначены соответственно через,.We, Wp, V (квадра-
тиками А, В, С обозначены остальные части графика). Простейшие
•структуры We, W и V представлены на рис. 3.

Мы будем различать две группы частей графиков, соответствую-
щих собственной энергии, вершинным частям и другим внутрен-
ним частям графика: приводимые и неприводимые части.

Неприводимой будем называть такую часть, . которая не может
-быть разделена на части, соединённые между собой только одной
.линией и которая не содержит, внутри себя частей собственной
энергии и вершинных частей, В противном случае мы называем

*) Это название связано с тем, что части собственной энергии опи-
ывают взаимодействие электрона с нулевыми колебаниями электромаг-
итного поля- и взаимодействие фотона1 с нулевыми колебаниями элек-
онно-позитронного поля; см. ниже. ;. . . .
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часть собственной энергии, вершинную часть или другую внутрен-
нюю часть графика приводимой.

На рис. 4 изображены части собственной энергии электрона
второго и четвёртого порядков.

График / является неприводимым, остальные графики приводи-
мые. Из них график 2 разделяется на две части собственной энер-
гии, которые соединены между собой одной электронной линией;

Рис. 4.

график 3 содержит часть собственной энергии электрона W'e; гра-
фик 4 содержит часть собственной энергии фотона W'; график 5
содержит вершинную часть Va в вершине а и вершинную часть Vb

в вершине b (к Vа относятся внутренняя фотонная линия ka и внут-
ренние электронные линии ра и р; фотонная линия k\ и электрон-
ные линии рь и рг являются внешними по отношению к Va; анало-.
гичным образом к Vb относятся внутренняя фотонная линия kb

и внутренние электронные линии рь и р; фотонная линия ka и элек-
тронные линии ра и р2 являются внешними по отношению к Vb).

Легко убедиться, что график 1 представляет собой единствен-
ный неприводимый график собственной энергии электрона.

На рис. 5 изображены части собственной энергии фотона вто-
рого и четвёртого порядков.

График 1 является неприводимым, остальные графики — при-
водимые. Легко убедиться, что график' /, изображённый на рис. 5,
представляет собой единственный неприводимый график собствен-
ной энергии фотона.

2. Целесообразность выделения частей собственной энергии
и вершинных частей и отдельного- их изучения связана с тем, что
в общем выражении (1.3) для 1Щ%, частям собственной энергии
и вершинным частям соответствуют отдельные множители, которые
не зависят от структуры остальных частей графика (т. е. от струк-
туры квадратиков А, В, С на рис. 2) и поэтому, если их вычис-
лить заранее, то ими можно пользоваться при определении матрич-
;ных элементов многих процессов.

При этом графики могут быть заменены некоторыми «эквива-
лентными» графиками-скелетами, не содержащими частей собствен-.
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ной энергии и вершинных частей, но с модифицированными выра-
жениями для связей операторов и, других величин, относящихся.
к линиям и вершинам графика, из которых удалены части собствен-
ной энергии и вершинные части. .

Скелетные графики изображены на рис. 6. " -
Электронной линии, соединяющей А и β, из которой удалена.

часть собственной энергии электрона, соответствует теперь не — SFz,

2 !

9
О

Рис. 5.

а некоторый другой оператор -- bSF, . зависящий . от импульса р>

электронной линии и от конкргтного вида части собственной энер,-
гии электрона Ψе. Если Wе представляет собой неприводимую·

2

в
Рис. 6.

3

в

А

л .
μ

с

часть собственной энергии электрона, изображённую на., рис. 3,

то 7j- bSF (p) согласно (1.3) можно прэдставить в виде

л л л -
т [ С ϊ (р — к) — т

(Ρ-

Таким образом *),

*) Напомним, что

Σ (We, p) i

•Λ

/ ip — m

(2π)4 ръ Л- nfi '

Α
ip — т "

' ^ '
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я-де

(We, р) = j ^

"Эта формула -справедлива для неприводимой части собственной

энергии электрона, но -=• SS^ всегда можно представить в виде (2.3),

где Σ (Wе, р) будет определяться более сложной, нежели (2.3), форму-
лой, зависящей от конкретной структуры собственной энергии
электрона We.

Обратим внимание на то обстоятельство, что интеграл (2.3)
.линейно расходится в области больших импульсов k.

Если часть графика А отсутствует, т. е. электронная линия,
соединяющая We с А, изображает свободный электрон или позит-
рон, то электронной линии с изъятой частью собственной энергии
электрона будет соответствовать - не спинор а (р), а модифициро-
ванный спинор 8и(р), имеющий вид

bu{p) = \sF{p)l(We,p)u{p), (2.4)

где Σ(Ψβ, ρ) — тот же оператор, который входит в (2.2). Анало-
гичным образом, спинор и (р) должен быть заменён на скелетном
графике спинором

ϊα(ρ)=Μ(ρ)Σ(ΨΒ,ρ)±3Γ(ρ). (2.4')

Такие же формулы справедливы для спиноров ν и ν.
Фотонной лин,ии, соединяющей А и В, на скелетном графике

соответствует не -„- DF, а некоторая другая функция -~ oDF, зави-
сящая от импульса k фотонной линии и конкретного вида части
собственной энергии фотона W .

Если Wр представляет собой неприводимую часть . собственной

энергии фотона, изображённую на рис. 3, то -=- bDF можно согласно

(1.3) представить в виде
А ' л л · '

Таким образом*),

-i 8D*(*)= ±DF (k)U(Wp, k)±:iy.(k), (2.5)

*) Напомним, что
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где

'л л л
— с2 Г Sour ίν ip-~m-! '(l-f-ft) -m ) 4 ; ,

Эта формула справедлива для неприводимой части собственной

энергии фотона, no-^bDF(k) всегда можно представить в виде

(2.5), где Π (Wр, k) будет определяться более сложной, нежели
(2.6), формулой, зависящей от конкретной структуры ч.асти собствен·^
ной энергии фотона W .

Обратим внимание на то обстоятельство, что интеграл (2.6)
квадратично расходится в области больших импульсов р. < :

Если часть графика А отсутствует, т. е. фотонная линия, соеди-
няющая Wр с А, изображает свободный фотон или внешнее элек-
тромагнитное поле, то фотонной линии с изъятой частью собствен-

' ' ", Λ
ной · энергии фотона будет соответствовать не оператор A(k),

А
а модифицированный оператор 8Л(&), имеющий вид }'· •

bA{k)=A{k)U{Wp,k)^DP{p), (2.7)

где Π та же величина, которая входит в (2.5).
Наконец, если график содержит вершинную часть, то точке /

скелетного графика (см. график 3 рис. 6) будет соответствовать
не матрица γμ, а некоторый другой оператор А^ зависящий от
вида вершинной части V и импульсов электронных линий рх и р2,
подходящих к точке /.

В случае неприводимой вершинной части третьего порядка, изо-
бражённой на рис. 3, оператор Α{ί согласно (1.3) может быть пред-
ставлен в виде

^ , р2) =

Δ • > _Д . -• • • Λ Λ

., i{fr-k)-m ·• i{Pl-7k)~rn d*k_
1^ l ' Ь2 ·

' .'Мы видим, что Д-μ. выражается интер-ралом, который логарифми-
чески расходится в области больших k.

Итак, если график содержит части собственной энергии и .вер-
шинные части, то его матричный элемент может быть получен
из матричного элемента скелетного трафика, если в соответствую-



УСТРАНЕНИЕ РАСХОДИМОСТЕЙ В КВАНТОВОЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ 1 5

щих местах последнего сделать замену:

u,v —* Ьи, lv;. и, ν—* Ьи, Ъо, (2.9)

Л β

ι

«

3. Естественно, что изучение внутренних, вставных частей
графика не следует ограничивать рассмотренными только что·
частями собственной . энергии и вершинными частями: нужно изу-
чать также части графика, которые связаны с остальными частями
большим числом линий, чем в рассмотренных случаях. При этом
следует, однако, иметь в виду, что если график содержит некото-
рую часть, связанную с остальными частями только нечётным
числом фотонных линий, то соответствующий
ему матричный элемент равен нулю (теорема
Фарри).

-При анализе особенностей матрицы рассея-
ния существенны, помимо частей собственной
энергии и вершинных частей, те части графика,
которые связаны с остальными частями только
четырьмя фотонными линиями. Простейший вид
такой части графика изображён на рис. 7.

Мы будем называть её частью рассеяния
фотона фотоном, так как если части А, В, С, D
отсутствуют, то этот график изображает рас-
сеяние фотона фотоном.

Части собственной энергии и вершинные ча-
сти приводят к расходящимся матричным элемен-

А _
там, так как операторы ISF, Αμ, ЬА^, а также спиноры ОЙ И 8К
и функция $DF выражаются интегралами, которые расходятся в
области больших импульсов виртуальных частиц*).

Наша основная дальнейшая задача состоит в устранении этих
расходимостей, возникающих при интегрировании в области больших
импульсов виртуальных частиц,, и выделении из расходящихся мат-
ричных элементов конечных величин., имеющих физический смысл.

Заметим, что в ряде вопросов возникает расходимость в области
малых, импульсов. Эта расходимость, известная под названием
инфракрасной катастрофы, связана, с неприменимостью теории воз-
мущений и может быть сравнительно просто устранена. Поэтому
мы ниже рассматриваем только расходимости, в области больших
импульсов виртуальных частиц. ,

Рис. 7.

•*) Напомним, что виртуальные чар.тицы, связаны с внутренними лини-
ями ..графиков и что временная часть их четырёхмерного «импульса*
не связана с пространственной частью. .• .
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3. КЛАССИФИКАЦИЯ РАСХОДИМОСТЕЙ

1. Прежде чем переходить к решению поставленной задачи,
мы выясним характер возникающих расходимостей. Заметим, что
при достаточно сложной структуре частей собственной энергии
и вершинных частей в матричном элементе появятся, расходящиеся
множители, которые могут, вообще говоря, привести к бесконеч-.
ндсти сколь угодно высокого порядка. Если, например, часть, соб-
ственной энергии, изображённая на графике / рис. 4, приводит
к некоторой бесконечности^ которую мы будем условно считать
бесконечностью первого порядка^ то часть собственной энергии,
изображённая на графике 2 рис. 4, приведём очевидно, к беско-
.нечности второго порядка.

Отсюда следует, что прежде всего надлежит изучить расходи-
мости, которые возникают от неприводимых внутренних частей
графика (т. е. неприводимых частей собственной энергии и вершин-
ных частей). Мы покажем сейчас, что неприводимые внутренние
части графиков приводят всего к четырём видам расходимостей
матричных элементов.

Обозначим через η число вершин неприводимой внутренней
части графика, через F—число её внутренних линий и через
N— число внешних линий этой части, соединяющих её с осталь-
ными частями графика .(т. е. с квадратиками А> Bt С на рис. 2).
Пусть Ne обозначает при этом число внешних электронных, a Np—
число внешних фотонных линий, N= Ne-\-Np< Рассмотрим часть
общэго матричного элемента, связанную с переменными, относя-̂
щимися к рассматриваемой внутренней части графика* Эта часть
матричного элемента представляет собой, очевидно, интеграл по 4Z7

переменным — импульсам внутренних линий неприводимой внутрен-
ней части графика. Импульсы N внешних линий будут входить
6 этот интеграл как постоянные параметры.

Так как подинтегральное выражение содержит η четырёхмерных
δ-функций, то не все из 4F переменных интегрирования будут
независимыми. Мы можем, очевидно, устранить только к — 1 из
этих δ-функций интегрированием по 4 (га— 1) переменным, но
должны сохранить одну четырёхмерную о-функцию, которая, будет
выражать закон сохранения четырёхмерного импульса для рассмат-*
риваемой части графика. Этот закон сохранения выражает связь
Между импульсами линий, соединяющих части собственной энергии
We, Wp и вершинные части V с остальными частями графика.
Поэтому можно утверждать, что независимых переменных интегри-
рования будет 4(/7—-n-^-l").

Подинтегральное выражение представляет собой, очевидно, ра-
циональную функцию, причём согласно (1.3) степень числителя
будет Fe, а знаменателя 2F(Fe — число внутренних электронных
линий). · ' - .'•-•
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Так как наш график является неприводимым, то подинтеграль-
ное выражение не распадается на отдельные множители, содержа-
щие не связанные между собой переменные, и сходимость интеграла
в области больших импульсов определяется разностью степеней
числителя и знаменателя или, выражаясь точнее, величиной

К= 2F — Fe — 4 {F — η + 1).

Если К^> 1, то интеграл сходится; при К=0 интеграл расходится
логарифмически; при К= — 1 линейно; при К== — 2 квадратично
и т. д.

Так как через каждую точку графика проходят две электрон-
ные и одна фотонная линии, то, очевидно,

2Fe + Ne = 2n, 2Fp+Np = n,
откуда следует, что

K=-^Ne + Np-4. (3.1)

2. Соотношение (3.1) даёт возможность перечислить все воз-
можные случаи расходимости неприводимых внутренних частей
графиков. Существует, очевидно, семь типов расходимостей, возни-
кающих при следующих значениях чисел Ne и Np:
1) Ne = 2, Np = 0, K=—\,—линейная расходимость;

2) Ne = 2, Np = l, K=0, — логарифмическая расходимость;
3) Ne = 0, Np = \, K= — 3, — кубическая расходимость;
4) А/й = 0, Np = 2, ΛΤ= — 2, — квадратичная расходимость;
5) Ne = 0, Np = 3, K=—1,—линейная расходимость;
6) τνβ = Ο, Νρ = 4, /С=0, — логарифмическая расходимость;
7) Ne = 0, 7Vp = 0, K~—-4, — расходимость четвёртого порядка.

На рис. 8 изображены простейшие неприводимые графики,
соответствующие этим расходимостям.

Напомним, что существует только один неприводимый график
собственной энергии электрона и один неприводимый график
собственной энергии фотона; неприводимых графиков вершинной
части и части рассеяния фотона фотоном может быть сколько
угодно (на рис. 8 изображены простейшие графики этих типов).

Пользуясь теоремой Фарри, мы можем сразу исключить из рас·,
смотрения случаи 3) и 5), так как в этих случаях внутренние
части графиков соединяются с остальными частями нечётным чис-
лом фотонных линий и соответствующие графикам матричные
элементы равны нулю.

Далее, не имеет, очевидно, физического смысла случай 7), так
как здесь внутренняя часть графика вообще не связана с его
остальными частями. График 7 описывает, очевидно, переход вакуум—
вакуум в отсутствии внешних полей во втором приближении;,

2 УФН, т. LI, вып. 1
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а соответствующий ему матричный элемент определяет поправку
второго порядка к амплитуде этого перехода. С другой стороны,
очевидно, что вероятность перехода вакуум — вакуум в отсутствии

Ne = 2, N = 0 -— линейная расходимость

2 !

Ns = 2, N = 1 — логарифмическая -расходимость

= 0, Np ~ 1 — кубическая расходимость

Ne = 0, Np = 2 — квадратичная расходимость

Ne = О, NB = 3 — линейная расходимость

Ne=d, Np = 4 логарифмическая расходимость

Ne — 0, Ν ρ = 0 —расходимость 4-го порядка

• Рис. 8.

полей равна единице и поэтому все поправки к ней следует счи-
тать равными нулю.

Что касается рассеяния фотона фотоном, то, как можно пока-
зать непосредственным расчётом, по крайней мере в наинизшем
(четвёртом) приближении сумма матричныд элементов, соответству-
ющих различным графикам рассеяния фотона фотоном (они отли-
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чаются порядком расположения фотонных линий), не содержит
расходимости. Поэтому можно утверждать, что реально существует
только три типа: расходимостей, связанных с неприводимыми частями
собственной энергии электрона и фотона и неприводимыми вершинными
частями. К исследованиям этих расходимостей мы теперь и перейдём.

4. УСТРАНЕНИЕ РАСХОДИМОСТЕЙ ИЗ МАТРИЦЫ РАССЕЯНИЯ

1. Поставим теперь следующий вопрос: можно ли устранить
расходимости из матрицы рассеяния и однозначным образом выде-
лить из расходящихся матричных элементов конечные выражения,
имеющие физический смысл.

Заметим предварительно, что процессы, изображаемые частями
собственной энергии, приводят к бесконечным собственным энер-
гиям свободного электрона и фотона*). Чтобы убедиться в этом,
рассмотрим взаимодействие свободного электрона с нулевыми коле-
баниями электромагнитного поля, т. е. с вакуумом электромагнит-
ного поля. Этот процесс изображается, очевидно, графиком /
рис. 3, т. е. частью собственной энергии электрона. Отличие
от общего случая, изображённого на "рис. 2, состоит в том, что
здесь отсутствуют части А и В и импульс ρ представляет собой
импульс реального электрона, удовлетворяющий соотношению

р*-\-т2 = 0.
Пользуясь общими правилами написания матричных элементов,

мы получим следующее выражение для матричного элемента,,
соответствующего рассматриваемому процессу:

χ 8 (ρ _ А _ / ) ί(ρ -k-рГ) dYtfku (ρ)}. (4.1)'

Устранив одну 8-функцию интегрированием по ρ', мы заменим
вторую δ-функцию интегралом по четырёхмерному пространству:

Так как q — О, то здесь следует считать область интегрирования
ограниченной. Предполагая, что пространственный объём равен
единице, а интервал изменения времени, т. е. времени взаимодей-
ствия электрона с электромагнитным полем, равен at, получим сле-

*) По этой причине эти части графиков к называются частями
собственной энергии. . .. ,

2*
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дующее выражение для матричного элемента

( р _ _ й ) — т

С другой стороны, мы можем считать, что взаимодействие элек-
трона с нулевыми колебаниями электромагнитного поля приводит
к изменению энергии электрона. Если это изменение равно Δε,
то за время Δί волновая функция электрона изменится на
{е-'1кШ — 1)и(ру. Чтобы найти матричный элемент перехода
электрона из начального состояния с энергией ε, когда электрон
ещё не взаимодействовал с полем, в конечное состояние с энер-
гией s-j-Δε, нужно это выражение умножить на и*(р) (напомним,
что спиноры и\р) и и*{р) связаны условием нормировки и*и = 1).
Предполагая, что Δ ε Δ ί < 1 , найдём, что матричный элемент рав-
няется

Сравнение этого выражения с полученным выше показывает, что
.собственная энергия электрона равна*) - -

Λ Λ
i(p — Щ — т d

Ы

? t Это выражение легко привести к эквивалентному изменению
массы электрона А.т:

εΔε = тЬ>т. '

Замечая, что из уравнения Дирака вытекает соотношение

ев (р) и (р) =' отк* (р) и(р)=т,

иолучим следующее выражение для изменения массы Δ#τ.

Λ Λ
)

Эта масса может быть названа электромагнитной массой элек-
трона. Мы видим, - что выражение (4.2) линейно расходится в области
больших импульсов виртуального фотона, что находится в соответ-
ствии с полученными выше результатами о классификации, расходи-
мостей**). :

Рассмотрим теперь взаимодействие фотона с нулевыми колеба-
ниями, т. е. с вакуумом электронно-позитрониого поля. Этот про'

*) е измеряется здесь в хевисайдовских единицах.
.; **)..Выдрлнцв сперва интегрирование по углам, можно показать,
что это выражение в действительности расходится логарифмически. \
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цесс изображается графиком 2 рис. 3, т. ё. частью собственной
энергии фотона. Отличие от общего случая, изображённого на
рис. 2, состоит в том, что здесь отсутствуют части А и В
и импульс k представляет собой импульс реального фотона, удов*
летворяющий соотношению Ь? •== 0.

Пользуясь общими правилами написания матричных элементов
и повторяя предыдущие рассуждения, получим следующее выра>
жение для собственной энергии фотона частоты ω, обусловленной
его взаимодействием с вакуумом электронно-позитронного поля

Λ Λ Λ

Δ ε _ е2 \ Snnr у 1Р~т ~ ι (Р ~ У \ tL·.

Это выражение квадратично расходится в области больших
импульсов виртуального электрона, что находится в соответствии
с полученными выше результатами о классификации расходи-
мостей.

2. Итак, части собственной энергии действительно привот
дят к бесконечным собственным энергиям свободного электрона и
фотона.

Наличие этих бесконечных энергий является существенным поро-
ком теории. Однако то обстоятельство, что части графиков, наз-
ванные нами частями собственной энергии, связаны с бесконечными
собственными энергиями свободного электрона и фотона, позволяет
установить общий и однозначный приём выделения из расходящихся
матричных элементов, содержащих неприводимые части собственной
энергии, конечных выражений, имеющих физический смысл. Этот
приём основан на том, что собственные энергии свободного элект-
рона и фотона только формально в существующей теории являются
бесконечными, в действительности же они равны нулю. Иными сло-
вами, когда мы имеем дело со свободным электроном, то его экспе-
риментально определяемая масса т уже включает в себя как состав-
ную часть (если таковая имеется вообще) электромагнитную массу.
Поэтому нам не нужно учитывать изменения массы электрона Дот,
и мы должны наложить физическое требование, чтобы это измене-
ние равнялось нулю, т. е.

Δε==0. (4.4)

Аналогичным образом фотон есть частица, масса и собственная
энергия которой равна нулю. Поэтому нам не нужно учитывать
собственной энергии фотона и мы должны наложить физическое
требование, чтобы она равнялась нулю:

^ = 0. (4.5)

Отсюда вытекают важные следствия относительно расходящихся
величин Σ (We, ρ) и Π (Wp k), введённых в (2.3) и (2.6).
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Рассмотрим прежде всего неприводимую часть собственной энер-
гии электрона, изображённую на графике 1 рис. 9. Здесь А изо-
бражает некоторый процесс, в- результате которого появляется сво-
бодный электрон с импульсом р, но, прежде чем этот электрон
окончательно появляется как свободная частица, имеет место вза-
имодействие электрона с вакуумом электромагнитного поля, которое

А

А

Г-Ч>
Wp

• К

. . Рис. 9.

изображается частью собственной энергии We. Ясно, что график 1
рис. 9 описывает поправку второго порядка к процессу рассеяния,
изображённому на графике 2 рис. 9, в результате которого элект-
рон сразу появляется как свободный.

Руководствуясь общими правилами написания матричных элемен-
тов, мы можем согласно (2.9) не учитывать части собственной энер-
гии We на графике 1 рис. 9, но зато должны заменить на скелет-
ном графике спинор ti(fi) спинором Ъи(р)

bu{p)^S^p)H{We, р)и(р),

С другой стороны, согласно изложенным выше соображениям
мы вообще не должны учитывать процесс /, так как электромаг-
нитная масса электрона уже включена в его общую массу т. По-
этому спинор Ьи (р) должен физически равняться нулю, а так как
оператор SF(p) для свободного электрона (р2 - j- m% = 0) имеет, оче-

л
видно, при p = im полюс первого порядка, то ~L{We, p) должно

А
физически при ρ = im иметь нуль второго порядка.

Рассмотрим теперь оператор Y,\We, ρ), где импульс ρ виртуаль-
ного электрона не удовлетворяет, вообще говоря, соотношению
р2-\-т2 = 0. Такой оператор появляется, как мы знаем, если часть
собственной энергии электрона соединяет две части графика
(см. рис. 2). Выше мы видели (см. формулу (2.3)), что оператор
i!iiWe, ρ) имеет вид интеграла от некоторой рациональной функ-

Λ Λ

ции R(t, р)

Σ(Ψβ, p) = /

л
причём матричный вектор ρ входит в R не независимо, а в виде

л
суммы с вектором t (t, обозначает импульс виртуальной частицы —
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фотона, — по которому производится интегрирование). Этот интеграл
линейно расходится в области больших 11 \,

Покажем, что Σ(Ψβ, p) можно представить в виде

. Σ (We, ρ) = Σ, + Σ0(ΐ - im) + ΣΛ (We, ρ), (4.6)

где Σ χ и Σ ο — расходящиеся константы, не зависящие от ρ,
л л

а Σρ = (/? — im) s (p) — оператор, не содержащий расходимостей,
л л

причём s (j>) обращается в нуль при ρ = im.
Λ Λ

С этой целью представим R (t, p) в виде

Λ Λ Λ / лр ч Λ Λ

R(t, p) = R(t, 0) + pJ™) +Re(t, p).

Мы получим тогда следующее выражение для 2( lF e , p):

ρ) = Α^β'αΡ: + Σε(Ψβ) ρ), Σβ=|/?,(ί, p)d% (4.6')

где А' и В'л — расходящиеся операторы, не зависящие от р,
a Yc.(We, ρ) — оператор, не содержащий расходимостай. Действи-
тельно, Rc имеет, очевидно, вид:

А Л Л А Л f QI

R (t, p)~R{t, p)- R(t, 0)—ра(-р

— J_
- 2 P

где вторая производная берётся в некоторой точке ρ = ξφθ. Так
л " л

как ρ входит в R в виде суммы с вектором t, то можно утвер-
ждать, что Тис определяется интегралом от второй производной R
по t. Отсюда следует, что при больших 11 \ подинтетральное вы-
ражение Σ^ будет содержать дополнительный множитель порядка
\t\~2. по сравнению с подинтегральньш выражением Σ, а так как
Σ расходится линейно, то Σ,. будет абсолютно сходиться.

Из соображений инвариантности следует, что оператор Σ^ дол-
жен иметь вид

К We, P) = *i(We, ρ*) + s2 (We, ρηί, . (4.6")

где s t и s2 — некоторые функции от р2. Из этих же соображений
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следует, что расходящийся оператор В'а имеет вид

где β ' — некоторая расходящаяся константа.
Выражение (4.6") можно, очевидно, переписать в виде

Σ, (We, ρ) = 2 е (We, 0) + Ь Ср - lm) + 2R (We, ρ),
•'• Λ Λ •· • Λ

где I>R(We, ρ) = (ρ — lm) s (ρ) обращается в нуль при р = 1т.
Подставляя Это выражение в (4.6') и вводя обозначения

мы получим соотношение (4.6), которое представляет собой разло-

жение оператора Σ (We, ρ) в ряд по степеням ρ — lm.
Выше мы разъяснили, что расходящийся оператор Σ (We, p) дол-

Λ

жен физически иметь нуль второго порядка при р — 1т. Этому
условию удовлетворяет оператор Σκ(Ψε, ρ), но не удовлетворяют
расходящиеся операторы Σ χ и Σο (ρ — lm) (первый из этих опера-
торов расдодйтся, очевидно, линейно, а второй .логарифмически)..

Мы примем теперь в качестве постулата, что физический смысл
имеет оператор H,R(We, ρ), а не оператор Σ(Ψε, ρ). Ийыми словами,,

• ' . · • л

мы отбросим .в (4.6) расходящиеся члены Σχ и Σ0(ρ — im) и'во, всех
Матричных элементах, содержащих линейно-расходящийся оператор
1 (We, p), заменим £> на Σ β .

Сходящийся оператор Σ Λ (We, p), которым следует заменить
в матричных элементах линейно расходящийся оператор Σ (We, ρ),
будем называть регуляризованным оператором Σ.

3. Рассмотрим теперь, неприводимую часть собственной энергии
фотона, представленную на графике 3 рис. 9. Здесь А изображает
некоторый процесс,, в результате которого возникает фотон с им-
пульсом ft, но прежде чем этот фотон окончательно появляется как
свободная частица, имеет место взаимодействие фотона, с нулевыми
колебаниями электронно-по зитронного поля, которое изображается
частью собственной энергии фотона Wр. Ясно, что график 3 рис. 9
описывает поправку второго порядка к процессу рассеяния, изобра-
жённому на графике 4 рис. 9, в результате которого сразу выле-
тает свободный фотон. Согласно (2.9) мы можем не учитывать части
собственной энергии Wв, но зато должны на·, скелетном графике

• •• • л

заменить оператор A (k) оператором

ЬА {к)= 4 (А) П (Wp, k) 4rD?(k).

С другой стороны, руководствуясь изложенными выше сообра-
жениями, мы вообще не. должны учитывать процесса 3. Поэтому
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: . Λ
оператор ЬА (к) должен физически равняться нулю, а так как функ-
ция DF{k) имеет полюс второго порядка при k = 0, то функция
Y\(Wp, k) должна физически иметь при k = 0 нуль третьего по-
рядка.

Обратимся теперь к функции Π (Wp, к), где импульс виртуаль-
ного фотона k, вообще говоря, не удовлетворяет соотношению
k2 = 0. Такая функция, как мы знаек, квадратично расходится и
появляется, если часть собственной энергии фотона соединяет две
части графика А и В (см. рис. 2).

Согласно (2.6) функция U(W , k) имеет вид интеграла от не-
Λ Λ

к о т о р о й р а ц и о н а л ь н о й ф у н к ц и и Q(t, к)

Tl(Wp, k)=\Q(t, k)d%
Jл J

причём матричный вектор к входит в Q не независимо, а в виде·
• • · " . • л - . · · ·

суммы с вектором t. Этот интеграл, как мы знаем, квадратично
расходится в области больших \t\.

Поступая так же, как при выводе (4.6), легко показать, что*
функция U(Wp, k) может быть представлена в виде .,

Yl(Wp, k) = n2+nok* + UR(Wp> k), (4.7>
где П 2 и По — расходящиеся константы, не зависящие от k, w
Πβ {Wp, k) = k2P (Wp, k) —• функция, не содержащая расходимбстей,,
причём Ρ (Wp, k) обращается в нуль при k — Q.

Выше мы разъяснили, что расходящееся выражение Π (Wp> kj
должно физически при k — Ο иметь нуль третьего порядка. Этому
условию удовлетворяет 1\^{Шр, к), но не удовлетворяют первые
два члена в правой части (4.7) (из них первый член расходится
квадратично, а второй логарифмически).

Мы примем в качестве постулата, что физический смысл имеет
величина UR(Wp, k), а не U(Wp, к). Иными словами, мы отбросим
в (4.7) расходящиеся члены П2 и U0k

2 и во всех матричных эле-
ментах, содержащих квадратично расходящееся выражение Π (Wp, k)r

заменим Tl(Wp, k) конечной функцией UR(Wp, k). Функцию
TiR(W , k) мы будем называть регуляризованной функцией:

л (wp: щ.
4. Мы показали, каким образом могут быть освобождены o r

расходимостей матричные элементы, содержащие неприводимые ча-
сти собственной энергии.

Покажем теперь, что однозначное освобождение от расходимо-
стей может быть произведено также и в тех случаях, когда график,
содержит неприводимую вершинную часть.

Если график содержит неприводимую - вершинную часть V
(см. рис. 2), то в вершине 1 скелетного графика (не содержащего
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этой вершинной части, см. график 3 рис. 6) оператор γ μ, должен
быть заменён оператором

Λμ = Ay. (V, рх, р2, k).

Как мы видели выше, этот оператор логарифмически расходится
в.области больших импульсов виртуальных частиц. Для устранения
этой расходимости достаточно заметить, что если ρι=φί=ρ0> где
р0 — импульс свободного электрона, то вершине 1 вообще не дол-
жен, сопоставляться оператор Λμ., так как в этом случае график
не изображает никакого реального процесса рассеяния. Иными сло-
вами, оператор ЛН.(УГ, р0, рй, 0) (если рх=р2, то & = 0) сле-
дует считать физическим нулём и его можно вычесть из опе-
ратора Av.(y, pu ρ·2, k). Легко видеть, что разность этих опе-
раторов

KR(V> Р\> Pi> &) = A|JL(V, px, р.г, k) — Λμ(ν, ρ0, ρ0, 0) (4.8)

•не содержит расходимостей.
Мы примем в качестве постулата, что физический смысл имеет

•не оператор Λμ, а оператор Λμτ?, которым мы и должны заменить
в расходящихся матричных элементах оператор Λμ. Оператор Λμ#
мы будем называть регуляризованным оператором Λμ,.

5. Итак, мы видим, что существующие три типа расходимостей,
связанных с неприводимыми частями собственной энергии, вершин-
ными частями и частями рассеяния фотона фотоном, могут быть
•однозначным образом устранены, исходя из простых физических
соображений *).

Устранение расходимостей производится одним общим приёмом,
который заключается в следующем. Если М(р, k) — расходящаяся
часть матричного элемента, связанная с неприводимыми внутренними
частями графика (т. е. частями собственной энергии, вершинными
частями и частями рассеяния фотона фотоном) и ρ и k —· импульсы
электронных и фотонных линий, соединяющих рассматриваемую
часть графика . с остальными частями, то для устранения расходи-
мости в Μ (ρ, k) следует из Μ (ρ, k) вычесть несколько первых

Λ
членов разложения Μ (j>, к) в ряд по степеням ρ — itn или k. Число,
вычитаемых членов должно быть минимально необходимым для обес-
печения сходимости остатка MR(p, Щ. Этот остаток и представляет
собой регуляризованное, имеющее физический смысл значение
матричного элемента М(р, k). Что касается ρ и k, то это могут
быть как импульс внутренних, так и импульсы внешних линий
графика.

*) Этот метод устранения расходимостей принадлежит Дайсону4' .
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Практически при решении конкретных задач можно в расходя-
щемся интеграле, определяющем Μ {ρ, к),

л л л
dt

/ι Λ Λ Λ

Μ (ρ, ft)=j R(p, k, t)
выполнить сначала интегрирование по некоторой конечной инвари-
антной области*). Полученное выражение следует регуляризовать,
вычтя из него необходимое число членов в разложении в степенной
ряд, а затем сделать предельный переход к бесконечно большой
•области интегрирования N—*.oo**).

Так как регуляризация состоит в вычитании из расходящегося
выражения нескольких первых членов разложения этого выражения
в степенной ряд, то отсюда следует, что операция регуляризации
аддитивна, т. е. если расходящееся выражение представляет собой
•сумму нескольких слагаемых, то их молено регуляризовать отдельно.
При этом следует иметь в виду, что если некоторое слагаемое
конечно, то это ещё не значит, что оно совпадает с регуляризо-
. ванным выражением.

Регуляризацию можно выполнять в несколько приёмов, сразу
отбрасывая те члены, которые должны исчезнуть в конечном ре-
зультате.

До сих пор мы рассматривали расходимости, связанные с непри-
водимыми внутренними частями графиков. Однако изложенный ме-
тод регуляризации достаточен для устранения расходимостей, свя-
занных со сколь угодно сложными приводимыми частями собственной
энергии, вершинными частями рассеяния фотона фотоном.

Рассмотрим, 'Например, график, который содержит приводимую
вершинную часть Vn, изображённую на рис. 10. В состав Vn вхо-
дят неприводимые части собственной энергии W'e, W"e, W и непри-
водимая вершинная часть Vs. Ясно, что часть матричного элемента,
связанная с Vlt, будет расходиться не только при интегрировании
но переменным р, k, относящимся к графику как целому, но также
и при интегрировании по переменным р'', р", рт', относящимся

*) Конечная инвариантная область может быть определена с помощью
неравенств

где 5 — некоторый произвольный времениподобный вектор, а N — поло-
жительный скаляр, который после регуляризации устремляется к беско-
нечности.

**)МозКно также при интегрировании по импульсам виртуальных
частиц вводить под знаком интеграла различные «обрезающие» множи-
тели, которые обеспечивают сходимость интеграла при больших 111
(см. в связи с этим метод регуляризации с помощью вспомогательных
масс 6 · 1 2).
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к каждой из вставных частей, т. е. W'e, W"e, W , V3, если осталь-
ные переменные остаются при этом фиксированными.

Устранение расходимостей в этом случае может быть произве-
дено последовательно согласно данным выше правилам,, начиная

/г-О—
ννπ

Рис. 10.

с внутренних частей W'e, W"e, W , V3 и кончая частью Vn как
целым.

Аналогичным образом, начиная . с • внутренних вставных частей
и кончая всей частью как целым, могут быть устранены расходи-
мости, связанные с приводимыми частями собственной энергии.

5. ПЕРЕНОРМИРОВКИ МАССЫ И ЗАРЯДА

1. Перейдём теперь к' разъяснению тех физических идей, кото-
рые лежат в основе изложенного метода регуляризации.

Изучая расходимость, связанную с частью собственной энергии
фотона, мы показали, что она приводит к бесконечной собственной
энергии фотона и на основании этого считали физическим нулём

Λ
расходящийся оператор 8 A (k), соответствующий пунктирной ли-
нии на графике 3 рис. 9. Однако если пунктирная линия на гра-
фике 3 рис. 9 изображает не фотон, а некоторое заданное внеш-

л
нее электромагнитное поле, то расходящийся оператор ЬА(.ку уже

А

нельзя считать физическим нулём. В этом случае из δ Л (k) со-
гласно данные только что правилам может быть выделено конечное
выражение, имеющее физический смысл и описывающее поляриза-
цию вакуума.

Известно, что оператор Даламбера, применённый к потенциалу
А(е) {х), описывающему заданное внешнее поле, определяет ток
/(е> (х), создающий это поле. Поэтому — Q δΛμ ( χ ) представляет
собой поправку к внешнему току 1^ (х),. обусловленную взаимо-.
действием этого тока с нулевыми колебаниями. эл.ек-Тр.онно.-позитрон-
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ного поля. Можно показать, что

- О М*(*) =
где а 2 — квадратично расходящаяся константа, а 1^(х)— конечная
величина. Если устранить из ЬА^ (х) расходимость, то регуляризо-
еанное значение 8 Л ^ (х) будет удовлетворять соотношению

--DiAvJi(x) = I^(x). (5.1)

Поэтому можно сказать, что регуляризация устраняет в поправ-
ке к внешнему току, обусловленной взаимодействием этого тока
•с нулевыми колебаниями электронно-позитроиного поля, бесконечный
член а2/

( е ) (х), пропорциональный исходному внешнему току /(е> (х).
В частности, если мы имеем некоторый заряд е (например, за-

ряд электрона), то, благодаря взаимодействию этого заряда с нуле-
выми колебаниями электронно-позитронного поля, он приобретает
бесконечную добавку, пропорциональную е. Процесс регуляризации
•состоит в том, что мы не учитываем этой добавки, считая, что она
<яе имеет физического смысла. Можно сказать, что добавка к за-
ряду электрона неотделима от самого его заряда и что процесс ре-
гуляризации, в сущности говоря, сводится к перенормировке заряда:
сумма заряда гипотетического электрона, не взаимодействующего
с нулевыми колебаниями электронно-позитронного поля, и даваемой
современной теорией бесконечной добавки к заряду, обусловленной
взаимодействием с этими колебаниями, на самом деле конечна и пред-
ставляет собою общий экспериментально наблюдаемый заряд элек-
трона.

2. Аналогичная ситуация имеет место при устранении расходи-
мостей, связанных с частями собственней энергии электрона. Выше
мы видели, что эти расходимости приводят к бесконечной электро-
магнитной массе электрона, т. е. к расходящейся добавке к массе
электрона, обусловленной взаимодействием электрона с нулевыми
колебаниями электромагнитного гголя. Изложенный метод регуляри-
зации состоит в том, что мы не учитываем этой добавки, считая,
что она неотделима от общей массы электрона. Можно поэтому
сказать, что процесс регуляризации сводится к перенормировке мас-
сы электрона: сумма массы «голого» электрона, т. е. гипотетического
электрона, не взаимодействующего с нулевыми колебаниями электро-
магнитного поля, и даваемой теорией бесконечной электромагнитной
массы электрона, обусловленной взаимодействием с этими колеба-
ниями, на самом деле конечна и представляет собой эксперимен-
тально наблюдаемую массу электрона.

Таким образом, физическая идея, лежащая в основе метода регу-
ляризации, состоит, в сущности, в перенормировке констант т не9·7.

3. Мы попытаемся теперь более строго сформулировать идею
перенормировки" массы и заряда электрона. Напомним предварительно
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(см. п. 4), что в квантовой электродинамике содержится по суще-
ству пять бесконечных констант, связанных с неприводимыми гра-
фиками собственной энергии электрона и фотона, неприводимыми
вершинными частями и неприводимыми частями рассеяния фотона,
фотоном. Эти константы Σ 1 ; Σο, П2, По, Lo входят следующим-·
образом в операторы Σ (We, ρ), H(Wp, k) и Λμ.:

ρ),

Jl(Wp; к) = П2 + кШ0 + Пя(у/р, k),
( v > Pi' P2 k) = Lo 7n + Av-R (V, pv p2, k).

(5.2>

Выше мы видели, что константы Σο, П о , Ζ ο расходятся логарифми-
чески,-Z t— линейно и П 2 — квадратично. Что касается расходя-
щейся константы П 2, то она не зависит от импульса фотона и мо-
жет быть поэтому просто отброшена из соображений градиентной
инвариантности. Можно, следовательно, считать, что реально суще-
ствуют четыре расходящиеся константы Sj, 2 0 , П о , .£„..

Мы покажем теперь, что две из этих констант, а. именно, ли-
нейно расходящаяся константа 2 г и логарифмически расходящаяся
константа П о могут быть устранены, если несколько изменить вид
энергии взаимодействия между электронно-позитронным и электро-
магнитным полями10.

Как известно, обычно исходят из следующего выражения для
плотности энергии взаимодействия между полями:

V(x) = -jv.(x)Av.(x). (5.3).

Добавим к этому выражению два члена —Ьт<Щ и — tyF*, г Д е

Fp» — тензор электромагнитного доля, а Ьщ и bf—некоторые две
константы (расходящиеся, но не зависящие от• ψ и / ν ) , т.. е. будем
считать, что плотность энергии взаимодействия между полями опре-
деляется формулой

V* (х) = - U (х) Л, (х) - Ът$ (χ) ψ (χ) - \ bfFl,(x).. (5.4)

Подстановка этого выражения, взамен V(x), в общую формулу

для матрицы рассеяния S = Ре~г->кй**"*) приведёт 'к изменению ви-
да S, а также операторов Σ (We, ρ) и Π (Wp, k). Ясно, что вто-
рой член в (5.4) будет оказывать влияние на электронные пере-
ходы, а так как он не содержит импульса электрона, то, подобрав
соответствующим образом константу Ьт, мы сможем устранить рас-
ходящийся член Σ1 в выражении для Σ(Ώ7β, ρ}.. Аналогичным обра-
зом, третий член в (5.4) будет оказывать влияние· на фотонные
переходы, а так как он пропорционален квадрату тензора поля,-

*) Ρ обозначает "хронологический оператор.
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т. е. пропорционален квадрату импульса фотона, то соответствую-
щим подбором константы of мы сможем устранить расходящийся
член IiQk2 в выражении для II (Wp,- k).

Таким образом, добавление в выражение для плотности энергии

взаимодействия полей двух членов — Ът§ ψ и .- bfF2.t даёт воз-
можность устранить из теории две расходящиеся константы Σχ
и П о . С другой стороны, это добавление физически означает пере-
нормировку массы электрона и перенормировку электромагнитного
поля. Действительно, функция Лагранжа свободного электронно.
позитронного поля содержит член — #ζψψ, поэтому добавление чле-
на — δ/τζψύ можно трактовать как перенормировку массы электрона.
Функция Лагранжа свободного электромагнитного поля равна

ir-^F'/V'i поэтому добавление члена j-bfF2^ означает пе-
ренормировку электромагнитного поля, т. е. переход от поля F^-,
к полю F^.i, равному

Эту перенормировку поля можно трактовать также как перенорми-
ровку заряда электрона, т. е. переход от заряда е к заряду е*:

Мы видим, таким образом, что устранение расходящихся кон-
стант Σ{ и По достигается, в сущности говоря, перенормировкой
массы и заряда электрона. После перенормировки массы и заряда
электрона у нас остаются ещё две расходящиеся константы Σ ο и Lo.
Можно показать, что в матричных элементах они приводят к выра-
жениям, которые всегда сокращаются5.

4. Изложенные методы регуляризации устраняют расходимости
не сразу во все,й матрице рассеяния, а в отдельных её матричных
элементах или, иначе говоря, в отдельных членах разложения мат-
рицы рассеяния в ряд по степеням заряда электрона. Возникает
вопрос, будет ли этот степенной, ряд после регуляризации его
отдельных членов сходящимся. Если бы он сходился, то можно было
бы считать, что его сумма представляет собой истинную матрицу
рассеяния. Существуют, однако, соображения, которые указывают
на расходимость разложения матрицы рассеяния в ряд по степеням е
после регуляризации отдельных членов разложения6. Члены этого раз-
ложения сперва уменьшаются, а затем, по всей вероятности, начинают
неограниченно расти, причём рост начинается, когда число членов
достигает-—137. Используемые нами обычно при оценке конкрет-
ных физических эффектов первые несколько членов разложения
дают только асимптотическое представление матрицы рассеяния,
которое, как показывает сравнение теории с опытом, является, од-
нако, достаточно хорошим приближением.
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6. РАДИАЦИОННЫЕ ПОПРАВКИ К РАССЕЯНИЮ ЭЛЕКТРОНА.
ПОЛЯРИЗАЦИЯ ВАКУУМА

1. Рассмотрим.в качестве примера устранение расходимостей из
-матричных элементов, определяющих поляризацию вакуума и радиа-
ционные поправки к рассеянию электрона во внешнем поле. Эти
эффекты проявляются в третьем приближении теории возмущений,
(которым мы и ограничимся. Графики-, изображающие интересующие
мае эффекты, даны на рис. 1. Используя полученные результаты,
можно сразу исключить из рассмотрения графики 4 и 5, так как они
•содержат части собственной энергии «на пути» свободного электрона.

График 2 мы будем называть графиком собственно радиацион-
ных поправок, а график 3 — графиком поляризации вакуума. Соот-
ветствующие им матричные элементы согласно (1.3) равны

/ г 1/\ л\ л

Λ Λ •)

где ay.(q) — компонента Фурье внешнего потенциала Л<е

к их я и2-— спинорные амплитуды, относящиеся к состояниям элек-
трона с импульсами рх и р2; д = р2 — Р\- Лишний знак минус
в (6.2) по сравнению с (6.1) происходит из-за того, что график 3
имеет замкнутую электронную линию. По этой же причине в
(6.2) входит след (шпур) матриц, относящихся к этой замкнутой
линии.

Матричный элемент Λί̂ ) можно представить в виде

М?^-^~и2Шх, . (6.3)

тде

Λ Λ[ / Λ Λ
4ma0 (q) + 2 ί \χ, a(q) q —
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(6.4)

(pk — скалярное произведение четырёхмерных векторов ρ и k).
Из этих интегралов в области больших | к \ расходится только

третий интеграл и притом логарифмически, в соответствии с полу-
ченными выше результатами о классификации расходимостей (гра-
фик / изображает неприводимую вершинную часть). Поэтому необ-
ходимо регуляризовать интеграл /σ τ, отняв от него значение / 3 τ при

*ατί{ = = * от ' atq = О-

Заметим, что интеграл / расходится при малых J k [. Эта расхо-
димость носит название инфракрасной катастрофы и связана с непрж
менимостью теории возмущений в области малых | k \.

Мы ограничимся здесь рассмотрением взаимодействия электрона
с фотонами, частота которых превосходит некоторое минимальное
значение сомин. Практически при интегрировании по импульсам фото-
нов удобнее пользоваться несколько иным условием, эквивалентным
условию ω ̂ > ωΜΗΗ, а именно, не накладывая ограничений на частоту
фотонов, считать, что фотон обладает некоторой малой массой λ,
отличной от нуля. Можно показатьч, что если импульс электрона
мал по сравнению с от, то λ связана с сомин соотношением

6 •
(6.5)

В результате несложных, но длинных вычислений получается
следующее выражение для 31:

Ж = 4π4α(ς) Ы ctg 2θ ( in -f- - l ) - 2ctg 2Θ Γξ tg ξ d\ - \ ig θ

ό

2m

Λ Λ
2g

тМЮ- •, (6.6)

··* УФН. т. П, вып. 1
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где 4m3-\-q2 = 4m2 cos2b, q = рг — px и Ao (N) — логарифмически
расходящаяся константа.

Это выражение мы должны теперь., регуляризовать. Так как
31 расходится логарифмически, то, как было показано выше, для
регуляризации §1 нужно отнять от 31 значение ЗХ при q = 0, т. е. при
θ = 0 (см. (4.8); в данном случая рг и р.г — импульсы свободного
электрона). • . • • '

Регуляризованное выражение 31 имеет "следующий вид:

Подставив (6.7) в (6.3), получим матричный элемент, отвечающий
графику 2 рис. 1: . . . _ - . -

Μψ^ϊ-^ΰβκΐΗ, ... . (6.8)

причём здесь не учитывается взаимодействие. электрона с длинно-
волновыми фотонами. .

2. 'Матричный элемент Μψ, описывающий поляризацию электрон-
• но-позитронного вакуума (график 3 рис. 1), определяется форму-
лой (6.2);

Вводя:обозначение .

τν.Ί = f spur ( i k i i b i A γ, JIZLE:. -J( d*>p, (6.9>

перепишем Λί̂ 3' в виде

Тензор Грт имеет простой физический смысл. Действительно,,
заменяя график 3 рис. 1 скелетным графиком, не содержащим части
собственной энергии фотона, мы должны заменить внейний потен-
циал Д(е>(х) некоторым новым потенциалом 8ДДх), который в пер-
вом приближении теории во.змущений, приводит к матричному эле-
менту Μψ: " • • ]

- p~tT *( Ьп (η\ιι δι ίη\— С δ 4 (r\p~l

-ea2\^ αν·\4) Mi> 4Jv-\4-j— \ о , , ц ^ е
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С р а в н е н и е э т о й ф о р м у л ы с (6,10) п о к а з ы в а е т , что • · · · • • \

Потенциал bAv.{x) следует рассматривать как добавку к «задан-
ному» внешнему потенциалу Л(е> (х), обусловленную поляризацией^

элгктронно-позитронного вакуума. Применив к oAv.(x) оператор— П ,
мы найдём добавку к внешнему току 1^(х), обусловленную взаимо-
действием Ι^Ί (χ) с нулевыми колебаниями электронно-позитронного

поля. Обозначая ^компоненту Фурье этой, добавки через δ/μ

!(</),
получим согласно (6.11)

•Щ(я)~-'1щгТгЛа1(д). (6.12)

Можно показать, что Γμ ν определяется следующей , формулой3:

ψ 1 ._ δ ctg'Ojf. (6.13)

Это выражение нужно регуляризовать, т. е. отнять от Τ μ 1 ) три пер-
вых члена разложения Τν.Ί в ряд по степеням q^. Поскольку -Τμ-1
содержит квадратичный относительно qa множитель q^ q4 — o^,q'2,
то регуляризация сводится к вычитанию из множителя

—U-T2 0 — θ ctg· θ) свободного члена. Легко убедиться, что йтот

с в о б о д н ы й член р а в е н -Q- . П о э т о м у о к о н ч а т е л ь н о е р е г у л я р и з о в а н н о е

в ы р а ж е н и е т е н з о р а Т^ и м е е т в и д 8 : •' \ '. ', . ', ,' ;.,\

Ё ^ ' О - 9 ctg 0) - Ц .r..

Если умножить T^R на — I -,^-П а*> (я)> т о м ы ДОЛУЧИМ согласно

(6.12) добавку /W(y) к компоненте Фурье исходного «внешнего»

тока /(е> (д1), обусловленную его взаимодействием с нулевыми колеба^
ниями электронно-позитронного поля: ;

( 6 Л 5)
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Легко видеть, что эта добавка удовлетворяет закону сохранения
заряда

Замечая, что д^ а^ (д) = 0 и g2ali (д) = /<е> (q), перепишем

1^{д) в виде

'Г ω = - w р ^ 1 о - Θ c t^) - γ ] ̂  (я). (6-16)
Разлагая Γμν/г в ряд по степеням да и ограничиваясь членами

четвёртого порядка, получим:

т ̂ = - i S ( ^ ^ - δ ^ ί2). ?2· сбл7>
В этом случае добавка к компоненте Фурье тока, обусловленная
поляризацией электронно-позитронного вакуума, имеет вид2

От компонент Фурье легко перейти к самим функциям координат
и времени2:

.(6.19)

·; Если сохранить в разложении Г ^ по степеням д„ члены шесто-
го порядка, то взамен (6,19) мы получим2:

' П р д с т а в и в формулу (6.14), определяющую T^R в (6 10), получим

следующее выражение для матричного элемента Μψ:

3. Для определения вероятности процессов, изображаемых гра-
фиками рис. 1, нужно, очевидно, найти суммарный матричный эле-
мент, равный S t \ / = Mf)-f-^ 3 ) . Используя формулы .(6.8), (6.21),
(6.7) и (6.14), представим суммарный матричный элемент в вида

( - ! J ' ; · ' . - SfLf = u'2S(')(g)u1, (6.22)
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где

•

Разложение S<3' (9) в ряд по степеням qa с точностью до чле-
нов третьего порядка имеет следующий вид:

Λ Λ

. (6-23)

Если прибавить κ Sil+f матричный элемент S[ 2*./ = и 2

е £ г

определяющий рассеяние электрона в первом приближении, то мы
найдём результирующий матричный элемент S^^+S3^, учитывающий

взаимодействие электрона с нулевыми колебаниями поля с точностью
до членов порядка е4:

h«*(q) + φ [β·ο(q) + bU(q)}} Щ, (6.24)

где

Выражение (6.24) показывает, что величину bU (q) можно трак-
товать как компоненту Фурье добавки к потенциальной энергии
электрона, обусловленной взаимодействием электрона' с нулевыми
колебаниями поля. Мы будем называть эту добавку эффективной
потенциальной энергией, определяющей взаимодействие электрона
с нулевыми колебаниями поля.

Эффективную потенциальную энергию как функцию координат
можно представить в виде

+да· L 0* -г - г - 4-) (• * -.
где Ε и Η — электрическое и магнитное поля, φ и А — скалярный
и векторный потенциалы, и σ; •— спиновые матрицы, связанные с fj
соотношениями

1

= —ЪТз,
11

= —Ίίι*ί2·



30 А. АХИЕЗЕР И Р. ПОЛОВИН

Из выражения (6.23) для bU следует, что электрон, находя-
щийся в постоянном магнитном поле, благодаря взаимодействию
с нулевыми колебаниями электромагнитного поля приобретает доба-
вочную энергию, равную — -ψ- =„„ ^ [ З з Н . С другой стороны, энер-
гия электрона в магнитном поле равна

где μ — магнитный момент .электрона. Поэтому можно сказать, что
благодаря взаимодействию электрона с нулевыми колебаниями элек-
тромагнитного поля он приобретает добавочный магнитный момент,
равный2

4p = ifV (6-26)

где μϋ = -^ • боровский магнетон и а=-^- — „= — постоянная

тонкой структуры. Таким образом, с точностью до членов порядка
е* магнитный момент электрона равен

4. Выражение для о£/ позволяет также определить радиационные
поправки к рассеянию электрона в кулоновском поле ядра. Мы
приведём здесь только результаты вычислений2·11.

Сечение чисто упругого рассеяния с учётом радиационных попра-
вок и второго борновского приближения определяется следующей
формулой*):

Z* \2,-, _.^ f, ..,_,_, θ \ . ι -- ι * ι do, (6.27)

где

2/и»2 sins —

πανΖ sm — ( 1 — sm —^ ) ( ΐ — •

(1—<PcthO)

2(1-2Фс№2Ф)

sin " Ι " J (1 — *"2^) |/. C2 — cosa ̂ _

_ O2

*) Ъв учитывает второе борновское приближение.
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и Φ связано с углом рассеяния θ соотношением

ν . Ь
= — _ —гт sm „-

у 1 — »2 2

{•у — скорость электрона).
В это выражение входит «масса» фотона Ϊ, которая может быть

устранена, если наряду с чисто упругим рассматривать также
неупругое рассеяние электрона с излучением фотона, энергия кото>-
рого не превосходит величины Δε (As <С1 т.). Обозначим сечение
этого рассеяния через d-з'. В суммарное сечение рассеяния ds^ =
= ά·3$-\-ά3', которое только и имеет физический смысл, «масса»
фотона не входит. ,,

Суммарное сечение рассеяния йз д . с пэтарей энергии, не прево-
сходящей Лз, можно представить в виде 2 · 1 1

~A2(ι ι - -

где δ β и δ^ учитывают вторэз борновскоз приближение и радиа-
ционные поправки. Последняя величина равна u ~

( 2Фс1Ь2Ф) (Ί-4-ln

•ФсШФ) (l — ~ с Ш 2 Ф ^

г/2 sin2 -

2 ι 1 Ь 1 - Р
9 ι

 Ό l+ϋ'

2Φ ,
1—»з Ι θ sh24'

1 — t/^sin2 - 2~

о sin -?r- '

Подчеркнём, что этими формулами можно пользоваться только
при достаточно малых значениях Од и о#. Что касается второго
борновского приближения, то оно даёт правильные результаты для
значений Z, ' меньших примерно 15, поэтому формула (6.23) спра-
ведлива для достаточно лёгких ядер. Ниже мы приводим значе-
ния о^ для различных значений энергии электрона ε и потери
энергии Δε 1 1
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Значения Ь в процентах

Δε
Δ-:
Δε
Δε

ε (Мэв)

Ь (град)

= 10 кэв
= 25 ,
= 50 „
= 100 ,

45

4,
3,
3,
2,

8
9
2
5

2,5

90

7,4
6,0
5,0
3,9

135

8,
7,
5,
4,

7
1
9
7

45

6,
5,
4,
3,

9
7
7
8

4,0

90

9,9
8,1
6,8
5,5

135

11,
9,
7,
6,

3
3
9
4

45

12,
10,
9,
7

4
5
0
6

9,5

90

15,9
13,5
11,7
9,9

135

17,5
14,8
12,8
10,8

Заметим, что формула (6.28) для 8д становится неприменимой
при Δε —-> 0. Так как, строго говоря, при Δε —> 0 сечение рассеяния
должно стремиться к нулю, то мы получим правильное поведение
сечения рассеяния при Δε —-»0, если заменим 1 — о^ -[- δ# нар р ^ [

е~ "а + °в (дальнейшие члены разложения е~ ^ + в . в ряд по сте-
пеням — o/j - ) - §в описывают при этом эффекты высшего порядка).

9
10
11
12
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