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УСПЕХИ ФИЗИЧЕСКИХ НАУК

ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ
В КВАНТОВОЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ

В. Б. Берестецкий

Прогресс, произошедший за последние годы в квантовой элек-
тродинамике 1, в значительной степени связан с новой формули-
ровкой теории возмущений. Новая теория возмуа;ений дала воз-
можность представлять результаты в компактном и релятивистски
инвариантном виде, что позволило разработать методы регуляри-
зации встречающихся в теории расходящихся выражений, делав-
ших ранее бессмысленными попытки вычисления высших прибли-
жений. В этом — ей главное достоинство. Однако и для расчётов
первых приближений—задачи, решавшейся старыми методами,—
пользование новой теорией возмущений представляет значительные
преимущества. Существенные черты её — отсутствие необходимости
рассмотрения промежуточных состояний и необходимости разделе-
ния взаимодействий зарядов на кулоновские и «поперечные»—
делают применение новых методов более удобными.

В настоящей статье излагаются основы и методы применения
теории возмущений современной квантовой электродинамики. Изло-
жение методов регуляризации в задачу этой статьи не входит.

Мы будем пользоваться такой системой единиц, в которой

{с — скорость света, η — квантовая постоянная).

I. МАТРИЦА СТОЛКНОВЕНИЙ

Мы будем рассматривать систему, состоящую из электронов
(положительных и отрицательных) и фотонов. Общие результаты
будут относиться и к, другим частицам (протонам), если ограни-
читься эффектами, связанными только с наличием у них электри-
ческого заряда. Пусть Ψ—волновая функция нашей системы
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Уравнение, определяющее изменение Ψ во времени, есть

яда Л
i^-=HW, (1)

л
где Η — оператор энергии системы. Он слагается из операторов

Л Л
энергии фотонов WT и электронов We и оператора энергии взаи-

л
модействия V:

л л л л л л
tf=tfo+l/; tfo=We+UV (2)

Пусть Ψη есть полная система собственных функций операто-
Л

ра Но

= /)„¥„ = £„¥„, , ( 3 )

Каждая функция Ψη описывает определённое состояние систе-
мы электронов и фотонов, не взаимодействующих между собой.
Она может быть представлена в виде произведения

Ψη = Ψ%-Ψ%, (За)

где Ψ^—волновая функция системы электронов, а ΨΜ—системы
фотонов. Еп есть сумма энергий всех электронов и фотонов. В ка-
честве независимых переменных функций Ψη мы выберем совокуп-
ность чисел электронов п{ и фотонов ηφ находящихся в опреде-
лённых индивидуальных состояниях / , q («числа заполнения»)
(/, q — означает полный набор квантовых чисел частицы, например,,
импульс и поляризацию). В этом представлении

где q, f пробегают все возможные значения; и означает теперь
определённую совокупность чисел п° , η°..

Функции Ψη (4) образуют ортонормированную систему

« ' , Ψ π ) Ξ Σ >F«'(«/. η ι ) ψη («/ > n") = δ««' · ( 4 a )

Равенство η = η' означает равенство всех чисел заполнения
Пд = пд; tif = tif . Операторы We и ΨΊ выражаются через опера-
торы Квантованных волновых функций частиц.

Реальная система не может находиться в состоянии, описывае-
мом волновой функцией Ψη, так как последняя не является соб-
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л
ственной функцией оператора взаимодействия V. Однако мы можем
волновую функцию системы, удовлетворяющую уравнению (1),
разложить по полной системе функций (3)

(η)Ψη. (5)

Коэффициенты Φ (я) зависят от времени. Если в некоторый на-
чальный момент времени t0 система характеризуется определённым
распределением чисел заполнения электронов и фотонов (совокуп-
ность их обозначим я0), то благодаря взаимодействию это распре-
деление со временем меняется. | Ф ( я , t)\'2 определяет вероятность
некоторой другой совокупности чисел заполнения в момент t.
Определение Ψ (я) эквивалентно нахождению Ψ.

Найдём уравнение, определяющее изменение Φ (я) со временем.
Для этого подставим разложение (5) в (1):

Первые члены в левой и правой частях этого равенства взаимно
уничтожаются в силу (3). Остающееся уравнение умножаем ска-
лярно на Ψη>. Тогда в силу ортонормированности системы функ-
ций Ψπ (4а) получим:

1 ^ = ^{п\Уп')<Пп'), (6)
η'

где [n\V\n') — матричный элемент оператора энергии взаимодей-
л

ствия V:

(n\V\n')= (К , VWn,) = (К! V Ψα

η) в'' (Е"' - Еп)t . (7)

Мы можем кратко записать (6) так:

Функцию Ф, являющуюся попрежнему совокупностью коэффи-
циентов Φ (я), можно рассматривать как волновую функцию си-
стемы. Оператором энергии для неё является матрица операто-

л
ра V (7). (Отметим, что она явно содержит время.) Ввиду этого
описание системы функцией Φ и уравнением (8) иногда называют
представлением взаимодействия2.

Решение уравнения (8) можно представить в следующей форме:

5 ( ί ) Φ (9)
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Л
где Фо — значение Φ при t = t0, a S(t)— оператор. Подробнее

Ф с», о =
Пусть при t = ί0 система находилась в состоянии /г0, т. е.

Фо(я')=8»'»..
Тогда по (9а)

)Ξ(<5
Типичной физической задачей является задача о столкновении.

Постановка её такова. В начальный момент t0 = — оо задано со-
стояние движения невзаимодействующих частиц*), требуется опре-
делить состояние движения частиц (опять невзаимодействующих)

Л
при t = oo. Задача решена, если найдена матрица S (оо), кото-
рая поэтому может быть названа матрицей столкновений. В дей-
ствительности, как мы увидим ниже, знание 5-матрицы позволяет
решить и более широкий круг задач, выходящих за рамки задачи
столкновений.

Л

Подстановка (9) в (8) даёт уравнение для матрицы S
Л • л

i ^ = V(t)S(t)
dt

я начальное условие

S(to)=\. (12а)

Уравнение (12) может служить основным уравнением квантовой
электродинамики.

2. ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ

Для решения уравнения (12) воспользуемся тем, что энергия
взаимодействия электронов с электромагнитным полем пропорцио-
нальна величине электрического заряда электрона е, которую
можно рассматривать как малый параметр. В выбранной нами си-
стеме единиц

Поэтому можно решать (12) методом последовательных при-
Л

•ближений, т. е. искать для S(t) решение в форме ряда по

*) Термин «невзаимодействующие частицы» здесь понимается в смыс-
ле отсутстзия взаимодействия друг с другом, т. е. в смысле начального
условия (10). Такое состояние может учитывать наличие внешнего поля.
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•степеням е:

л л
(13)

где Sk пропорционально (е)к. Подставляя (13) в (12) и приравни-
вая члены одного порядка, получаем (с учётом начального усло-
вия (12а))

Sk^{t')dt' (14)

Л Л
или, подставляя последовательно Sk-ι через 5 t _ 2 и т. д. вплоть

д о 5 0 =

о χ

л (15)

Удобно представить многократный интеграл (15) в несколько
иной форме3. Для простоты рассмотрим сначала член k = 2

t V

S2 (t) = — j ' rfi' j" dt" V (?) V it"). (16)

Если t' и ί" изобразить в качестве координат точки на пло-
скости (t' — абсцисса, t" — ордината), то областью интегрирова-
ния в (16) является треугольник, распо-
ложенный ниже биссектрисы координат- (-
ного угла (рис. 1). Если в (16) вза-
имно изменить обозначения f на t", то

t t"

S2 (t) = — Г dt" Г df V (t") V (f).
t

(16а)

В плоскости V', t" (считая попрежне-
му t' абсциссой, a t" ординатой) об-
ластью интегрирования является тре-
угольник, расположенный выше бис-
сектрисы координатного угла. Подинте-
гральное выражение в (16а) отличается от подинтегрального выраже-

Λ Λ
ния (16) изменением порядка сомножителей. Если бы V (?) и V (F)

Рис. 1.
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коммутировали, то оба подинтегральных выражения совпадали бы>
Л

и 6'2 можно было представить как половину интеграла по всему
квадрату рис. 1. Мы можем сделать это и в общем случае не-

Л Л
коммутирующих V (f) и V (t"), если введём «хронологизиру-
ющий оператор» Р;

[Л
V

Α Λ 1

V{t')\ =

V it') V {t") при

V{t")V{f) при f<t".

Тогда

(t) = - Ρ [ν ψ) V (t")]. (18>
to to

Аналогично, в общем случае (15) можно записать как

(t) = {-=^ Г dt' f dt"... td№p[v (t')V(t").. .J
f» ίο ίο

где Ρ — оператор, переставляющий множители так, чтобы всегда
л

слева направо временные аргументы операторов V убывали. Фор-
мула (19) является основной исходной формулой для квантово-
электродинамических расчётов.

В экспериментах непосредственно измеряемой величиной яв-
ляется вероятность переходов в единицу времени из состояния и а

в состояние п, которую можно определить как

t —»· оо at

(или просто связанное с даЛол сечение столкновения). Найдём вы-
л

ражение wnna через матрицу столкновений S (оо). Согласно (19)·

со оо оо

S(O£>)= ί^ΐΰ_ Г dt' Г dt" . . .

Пусть здесь проведено k — 1 интегрирование. Так как матри-
ца V содержит время только в форме е'(Е"'~Б")' [см. (7)], то·
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полученное выражение будет иметь форму *)

00

(я | 5(оо) | я 0 ) = — Шпп, j eM> dt' = -2тиИЯоδ (ν), (22)

—оо

где Unrto — не зависящая от времени величина. Её мы назовём
матрицей эффективной энергии возмущения. Изменим теперь поря-
док перехода к пределу так, чтобы найти (20). Пусть

/ t

(л I S' (t); л0) = - ШЯПо j e*"' df (22a)

iS'(f) не есть истинная матрица S (t), но 5 ' (ос) = S(oo)).

Далее выкладки совпадают с теми, которые проделываются
в обыкновенной квантовомеханической нестационарной теории воз-
мущений:

~6(п | S'k (01 «о) = — i ~6 — и"п0,

sins -.<- (t - /0)

|(«|S4i)>o)l2= I t U ι2

при больших t—10

Получаем обычную квантовомеханическую формулу

wnjl=2Tz\Unnu\4('>). (23)

Основной результат, который мы здесь получили, сводится
к связи матрицы столкновений Λ (σο) с матрице.! Unrto (22)**).

*) ( η I Sk I я0) может содержать ряд членов тина (22), но, как мы
убедимся в дальнейшем, зависимость от времени у всех этих членов сов-
падает. В действительности ν оказывается не чем иным, как Еп — Еп

и множитель ί (ν) обеспечивает сохранение энергии. Форма (21) относится
к 5 в любом приближении.

Λ
**) Отметим ещё раз, что 5 (оо) выражается в форме (21) в любом

приближении, a Uпп входит в выражение (22), имеющее вид уравнения
квантовомеханической теории возмущений первого порядка.
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3. ЭНЕРГИЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ. ПОЛЕ ФОТОНОВ
И ЭЛЕКТРОНОВ

До сих пор мы не конкретизировали вида оператора энергии
л

взаимодействия V. Его можно найти по аналогии с соответству-
ющим классическим выражением.

Последнее имеет вид

V = f JMdt), • (24)

где j . — четырёхмерный вектор плотности электронного тока>
Л{ — вектор-потенциал электромагнитного поля ( / — 1 , 2, 3, 0)у

iiAi = hAo— J A

В представлении вторичного квантования все физические вели-
чины, относящиеся к фотонам, выражаются через операторы кван-
тованных полей как соответствующие классические величины.

Из уравнения Дирака для движения электрона во внешнем поле
также следует, что средняя энергия взаимодействия имеет вид (24),.
где jj — квантовомеханическое выражение плотности тока. Мы

л
примем для V выражение (24), в котором j { и А{ — соответствующие
операторы, выражающиеся через операторы квантованных волновых
функций электронов и фотонов. Это же выражение (24) следует
из соображений релятивистской инвариантности. jtAj является

Г Λ Λ

инвариантом. Тогда и интеграл \ у'г Л г ( й г ) Л , входящий в матри-
л

цу S, также инвариант.
Оператор потенциала имеет вид

Λ «ρ, /Λ Λ

2Л
ч

Λ Λ

где Cq и С+—операторы поглощения и испускания фотона в со-

стоянии q, Aq;~\-Aqi —вектор-потенциал поля соответствующего
д

фотона. Так как под оператором V в представлении взаимодей-
л

ствия [уравнение (12)] мы понимаем матрицу (7), то At содержит
множители е1 (я"' ~ Е ">' • Н о матрица ( л | С 9 | л ' ) отлична от нуля»
только если л отличается от п' отсутствием одного фотона в со-
стоянии q, т. е.

где k — частота поглощённого фотона.
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Аналогично {n\cf\nf ) отлично от нуля, когда η отличается
от п' одним лишним фотоном в состоянии q, т. е.

F F , — h

Таким образом, Aqi в (25) можно считать включающим вре-
менную зависимость е~ш.

Если квантовые числа q соответствуют состояниям фотона
с определёнными импульсом и поляризацией, то

Αι = Σ (ekl0, (Ck, ?k|1 -f C+ fj = £ ( л J,, (25a)
к μ к υ.

(<7—четырёхмерный волновой вектор, χ — совокупность г и tT

— qx=kr — kt); ^μ)—единичный вектор поляризации.
Нормировка потенциалов (256) такова, что энергия электро-

магнитного поля, имеющего форму волнового пакета ширины

При заданном волновом векторе к возможны только две
поляризации фотона ( μ = 1 , 2), такие, при которых векторы
электрического и магнитного полей поперечны. Этого можно было

бы достигнуть, считая и потенциалы поперечными ((/5к^/з =
(л \ — г, \

= : \^μ/ο — " , если ось х3 направлена по к/. Однако такая фор-
мулировка релятивистски неинвариантна. Поэтому приходится
рассматривать все четыре составляющие оператора вектора-по-
тенциала и, соответственно, четыре поляризации (р. = 3—«про-
дольные кванты» и μ = 0 — «скалярные кванты»).

При μ,= 1, 2, 3 имеют место перестановочные соотношения
Λ Λ , Λ , Λ

Для μ = 0 возможны две формулировки: либо

Λ Λ , Λ , Λ
ι = — 1 (e ko); = So/.

либо

Λ Λ , Λ , Λ
Ско Си — ОД Cko = 1 (eko )ι = — io0i. (26a)

Мы будем пользоваться последней формулировкой4; она удобна
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Л
тем, что, как и для поперечных составляющих, операторы С£о

л
и Сяо могут быть интерпретированы как операторы испускания

Л
и поглощения. При этом, однако, оператор Ао оказывается не-
самосопряжённым. Самосопряжённым теперь является оператор
Л Л Л
Л4 = iA0. Для того чтобы математическое ожидание Ао было ве-
щественным, необходимо изменить его определение. Вместо обыч-
ного

Д, = (ЧГ*, AXS)

пусть

•А} = (Ф+, Α,Ψ), (27)

где

Ψ+ = Ψ*η, (27а)

так что

W

Λ Λ Λ Λ Λ Λ
ίΨΜΨ (+ + )

Вещественность Ао

Λ
будет соблюдена, если определить оператор η следующим обра-
зом:

л л л л
Aiyi = — riAi . (276)

или

ΛΛ ΛΛ Λ Λ Λ Λ,
ί-ω η = — ·, C k 0 ; C+o η = — η CJ5

Λ Λ
(с остальными составляющими Aj η коммутирует; можно показать,
что эти правила коммутации инвариантны).

Λ
Из явного вида матриц Со легко найти, что

ϊ = ( — 1 ) \ (27в)
t-де ν0 — число скалярных квантов.
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л
Потенциалы Aj удовлетворяют волновому уравнению. Для

того чтобы оно было эквивалентно уравнениям Максвелла, обычно
добавляется условие Лоренца:

л Л

Достаточно, однако, более слабого условия, обеспечивающего
выполнение уравнений Максвелла для математических ожиданий,

л \
( v A + ^- j i r = 0. (28)

П у с т ь

А = А<+> - j - %<•->,

Λ Λ

4
где

л
» = Σ

^Такое разбиение релятивистски инвариантно.) Пусть выполнено
условие

(28а)
dt

Сопряжённое выражение имеет вид

Λ

или, умножая справа на η, в силу (276):

( л dAV \

т. е. условие (28а) эквивалентно (28). (28а) можно записать как
{ось х3 направлена по к):

( С к з + / С к о ) ф - ц ^ 0 ) = 0, ' (286) '

7 УФН т. XLVI, вып. 2
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где v3 — число продольных квантов, v0 — число скалярных юв-ан·-
тов, Ψ|] —волновая функция «продольных степеней свободы»,
электромагнитного поля.

Общим решением (286) является:

где

((0—биномиальные коэффициенты).
Замечательно, что

(29а>

так как при s или s' φ Ο

Таким образом, волновая функция Фц может быть, нормирована::

λο = 1, К + о произвольны. (296)

В частности, можно принять:

λο = 1, λ, = 0 (*φθ). (29в)

Можно убедиться, что любой другой выбор \s оставляет неиз-
менным градиентно-инвариантные величины (например^ математи-
ческие ожидания полей, энергии, импульса и т. д.).

Этот результат означает, что существует всего· лишь одно·-
состояние продольных степеней свободы. Это состояние,, в кото-
ром при простейшем выборе постоянных отсутствуют продольные-
и скалярные кванты (вакуум или нулевые колебания). Поэтому
испускание этих квантов невозможно в соответствии с полереч—
ностью поляризации фотонов. Тем не менее, наличие этого* «про-
дольного вакуума» сказывается на взаимодействии частиц.

Оператор вектора плотности тока имеет вид:

Λ 1 (L· Α Α Δ

где γι = ра;(а0 = 1) — дираковские матрицы и ψ ~ ψ * [ | .
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Операторы квантованной волновой функции электрона

/). ( 3 0 а )
f

А Л
где a.f и а+ — операторы поглощения и испускания электрона,

Л Л'

a bf и Ь+— то же для позитрона, fy — решения уравнения Ди-
рака с положительными частотами, а ψ_/— решения с отрица-
тельными частотами. Как и в случае фотонных операторов в <bf

следует включать временной множитель e~'*f > а в ψ_/ е~т~^ —
= ег *~/' . Действительно, в соответствии с (7) матричные элементы
л
tif отличны от 0 только тогда, когда Еп·—En = &f, а матрич-

/\
ные элементы b—f — когда Еп· — Еп = — г._̂  ( | s_/ j = — ε_/ есть

л _
энергия позитрона; так как Ь/ умножается на '\-f, то это экви-
валентно тому что ψ_/ содержит е~н—/(). Соответственно полу-

А , Λ ,
чается и для а/ и bf.

л
Оператор j i в соответствии с (30) и (30а) содержит операторы

поглощения и испускания билинейно в следующих сочетаниях:
ΛΛ Λ Λ , ΛΛ ΛΛ

afaf> —afaj; b/bfi — b+.b/,
либо

ΛΛ ΛΛ ΛΛ Λ Λ 1

af br — br af ; a | b+ — bp a+.
Входящие сюда операторы антикоммутируют, за исключением

Λ Λ Λ Λ
операторов α/ а+ и bf b'f, npvif — f , когда антикоммутатор их
равен 1. Поэтому, кроме последнего случая, разность в каждой
скобке можно заменить удвоенным первым членом. Таким обра-
зом, оператор тока можно записать в такой форме:

Λ Λ _ ΛΛ

(t + b
f*r

tii-r -+- bfar ψ-ζγίψ

7·Ϋ
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(Последняя сумма обращается в 0 длм свободных частиц, когда
Λ Λ

электронные и позитронные состояния одинаковы.) Члены cftaf
Α Λ

и b+by соответствуют неизменности числа электронов и пози-
тронов в отдельности (может меняться лишь состояние), члены
Λ Λ Λ Λ

afbf, а~У Ь~к — исчезновению или рождению пары электрон—пози-

трон. Таким образом, билинейная структура j,· выражает закон

сохранения заряда.
Если ф^ и 4у являются решениями уравнения Дирака без внеш-

него поля, то их можно выбрать в качестве волновых функций
состояний с определённым импульсом и поляризацией (проекцией
спина). Тогда

Λ Λ Λ

^ ΐν++&ρ;·Κρ, -* -). (32)

7=)3 '

i (pr - Vp'- + m- i) | / JJ*KJ _ ( 3 2 a )

Здесь ψρμ.-(- — волновая функция, отвечающая волновому вектору
(импульсу) р , проекции спина μ и положительной частоте; ψ ρ μ _—·
функция, отвечающая волновому вектору р, поляризации μ и
отрицательной частоте, т. е. импульсу — ρ и проекции спина—μ
позитрона. нР ( 1 + — соответствующие спинорные амплитуды, удо-
влетворяющие соотношению, следующему из уравнения Дирака:

f^u = та, (33)

где

/т = to, = ь(-
а знак у корня отвечает знаку частоты.

Волновые функции (326) нормированы так, что для волнового
пакета ширины (ίίρ)

т. е.
н * и Р | 1 = 1 . ' (336)
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Внешнее поле может учитываться либо точно, путём определе-
ния волновых функций ψ/, либо приближённо, как возмущение.
Во втором случае мы можем пользоваться волновыми функциями
без учёта внешнего поля (32а), а последнее учесть в операторе
возмущения (24), который в этом случае имеет вид

. (34)

Внешний потенчиал Α γ не ограничен условием поперечности.
Возможен, конечно, и промежуточный метод, когда часть внеш-
него поля учитывается точно, а часть входит в возмущение.
Потенциалы Α γ , не являясь операторами, в (31) не действуют
на фотонные переменные и не меняют числа фотонов. Зависи-
мость от времени в них может содержаться явно. Если её пред-
ставить в виде ряда или интеграла Фурье, то 5-матрида сохра-
нит форму (22).

4. ПРОЦЕССЫ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Вернёмся теперь к основной формуле для матрицы столкно-
Λ

вений 5(оо) (21). В дальнейшем мы будем обозначать её для
л

краткости просто S. Рассмотрим сначала матрицу столкновений
первого порядка *)

Sx = — le Πι(χ)_(%(χ)+Α\β)(χ)) d*x (35)
—оо

и выясним, каким процессам соответствуют её элементы. Соглас-
Λ

но (25) матричные элементы Лг- соответствуют излучению или
поглощению одного фотона. Пусть в начальном состоянии число
фотонов в некотором состоянии q есть nq, тогда отличны от О

Λ

следующие элементы матрицы Sx'.

(. ..nq-\-\...\S1\...nq...) (излучение); (пд-\- 11 Cf | О = Vnq-\-\

(...nq — l...\S1\...nq...) (поглощение); («, — l | Cq \ nq) = V nq ,

причём числа фотонов в других состояниях не изменились. В даль-
нейшем нас будет интересовать случай л ? = 0 или 1. Потенциал

*)В применении к процессам первого порядка новая теория возму-
щений по существу совпадает со старой7.
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Л Л ,
внешнего поля, поскольку он не содержит операторов Cq и Cq,
диагоналей в числах фотонов. Поэтому тот член в (35), который
содержит А№, войдёт в матричные элементы

л
Матрица ji согласно (31) содержит элементы, соответствующие
следующим процессам.

I. Переход электрона из состояния f в состояние f\

(в силу принципа Паули nf может принимать значения 0 или 1).
Этому может отвечать:

а) Излучение фотона. Соответствующий элемент матрицы S,
согласно (35), (31) и (25),

( А I 51/) = - i e j 'V (*) ЪА'Я1 (Χ) ψ,(*) ФХ. (36)

Здесь обозначено

б) Поглощение фотона

(/' \S\ qf)=- ie j Ψ/' (*) ЪА* (*) Ψ/(*) d*x. (36a)

в) Рассеяние электрона внешним полем

(/' I 5 | / ) = - ie j ψ,- (х) T,/l{e) (*) ψ/ (χ) Φχ. (366)

Заметим, что (36) и (36а) обращаются в 0, если / и / ' —
свободные состояния электрона (без внешнего поля). Действитель-
но, тогда матричный элемент содержит интеграл

ег (f-f'-Ч) х&х = (2 π) * о ( / — / ' — q), (37)Г

где fj, fi, qi — соответствующие четырехмерные импульсы элек-
трона и фотона. Формула (37) выражает законы сохранения энер-
гии и импульса, которые не могут быть одновременно выполнены.
(Свободный электрон не может излучить или поглотить фотон.)

II. Переход позитрона из состояния g в состояние g'. Соот-
ветствующие матричные элементы:

(g'<! I Sy I g) = ie j " ψ _ g (x) ЪА'Я, Ο) ψ-*· (x) d'x, (38)

= ie^ ψ_^ "(г A ql ψ_?- φχ, (38a)

, | g) = & j Ψ-,Τ^ί° Φ-*- d**· (386)
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Выражение (37) отличается от (36) знаком (что соответствует
^противоположному заряду позитрона). Кроме того, в (37), по
•сравнению с (36), начальная и конечная волновые функции как бы
ломенялись местами (это соответствует тому, что изменение со-
стояния позитрона, как «дырки», противоположно изменению элек-
тронного состояния с отрицательной частотой^.

Ш. Образование пары фотоном:

{fg 15,1 q) = — ie j yfA'qctft-id
lx_ (39)

•или внешним полем:

(fg \Sj\ 0) =— ie j ^/A^y^^x. (39a)

Матричный элемент (39а) обращается в 0 для свободных
•электронов, ибо, аналогично (37), содержит

»*#х = (2куЪ(/+е-д),

•где / , g и q — 4-импульсы электрона, позитрона и фотона,
л опять требования законов сохранения энергии и импульса ока-
зываются несовместимыми. В силу закона сохранения энергии
β любом случае обращается в 0 матричный элемент

«содержащий

^каждая из этих трёх величин положительна).
IV. Превращение пары в фотон:

fo Wg) = - ^ j Ψ-ίΥΛιψ/^4* ! (396)

« поглощение пары внешним полем:

(0 \SJifg) =-1е^-ецА%#х. (39в)

Выражение (39в) обращается в 0 для свободных электронов.
Всегда равен 0 матричный элемент

Заметим ещё, что образование или аннигиляция пары внешним
лолем требует наличия в его разложении Фурье высоких частот
порядка 2 т, ибо (39а) или (39в) содержат интегралы по вре-
мени
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Последние члены в (31) диагональны по отношению к элек-
тронным состояниям. Поэтому в силу закона сохранения энергии
они не приводят ни к излучению, ни к поглощению фотона.

Удобно изображать матричные элементы соответствующих про-
цессов диаграммами, построенными по следующему принципу.
Каждый из записанных выше матричных элементов представляет

и.)

Рис. 2. а)—излучение фотона электроном (36 аί; б) — по-
глощение фотона электроном (36 а); в) — испускание фо-
тона позитроном (37 а) г) — поглощение фотона позитро-
ном (38 а); д) —рассеяние электрона внешним полем (366)
е)—рассеяние позитрона внешним полем (38 б); ж)—обра-
зование пары фотоном (39 а); з) — превращение пары в
фотон (396); и) — образование пары во внешнем поле

(39 а)

собой интеграл от произведения трёх величин, являющихся функ-
циями одного и того же аргумента х. Соответственно этому строим
три луча из одной узловой точки. Электронные функции изобра-
жаем сплошными линиями, фотонную — пунктирной. Для разли-
чения ψ и ψ линию, отвечающую ψ, снабжаем стрелкой, на-
правленной к узловой точке, линию φ — стрелкой, направленной
от узловой точки. Линии, отвечающие состоянию системы при
t = — σο, помещаем справа от узловой точки, линии состояний
при t = оо — слева («ось времени направлена налево»). Таким
образом, пунктирной линии справа всегда отвечает Aq, а сле-
ва — Α4. Внешнее поле изображаем вертикальной пунктирной
линией. Электронные линии справа соответствуют ψ, а слева — ψ
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(направление стрелок вдоль «оси времени»), а позитронные —
наоборот (направление стрелок против «оси времени» *) . На
рис. 2 приведены диаграммы всех матричных элементов этого па-
раграфа.

5. ФУНКЦИЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ДВУХ ЗАРЯДОВ

Перейдём к рассмотрению матрицы столкновений второго по-
Л

рядка. Подставляя в (18) выражение V, имеем:

Л „г ГС ГЛ Л Л . ЛЯ гл л л
PlJt(*i)A,(*i)jj d*xt.

Так как электронные и фотонные операторы коммутируют между
Л Л

собой, то порядок расположения j относительно А несуще-
ствен и

·*, = - \~J J р | it {*t)jj (Щ ρ I At (*,) Aj • (40)

Выражение (40) содержит произведение двух фотонных операто-
л

ров. Поэтому матрица S2 содержит элементы, диагональные по
числу фотонов. Особенное значение для нас будут иметь диаго-
нальные элементы, отвечающие отсутствию фотонов. Мы займёмся
поэтому нахождением матричного элемента

(х3) | | θ *, Ρ[Αι (хл) Α

который можно назвать средним по вакууму этого оператора.
Подставим в это выражение разложение операторов потен-

Л Л
циала (25). Произведение AiAj будет содержать различные произ-
ведения операторов излучения и поглощения, причём

л л
Cq'

\

°)
Л Л ^

0
J

f Λ , Λ
, 0 — 0

42

Это относится как к поперечным, так и к продольной и скаляр-
ной составляющим.

*) На возможность такого изображения движения позитрона впервые
указал Г. А. Зисман5.
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Д л я учёта х р о н о л о г и з и р у ю щ е г о о п е р а т о р а Ρ в ы п и ш е м от-
д е л ь н о (41) д л я с л у ч а е в ίΛ j > i 2 и t 1 t

Л Л

4M
Л Л

{)

гл л η ι \ / л л
ΡI Ai (χ,) Aj (*S)J 10] = (θ A j (*,) A, (Х])

(43)

(43а)

Для Aq воспользуемся состояниями с определённым импульсом
и поляризацией (256). Тогда

Л Л

_L_ j μ ) .

Согласно (26), (26а)

= git

(44)

(45)

(Здесь giy = — 1 при Г = / / 0; g 0 0 = 1).
Подставив это в (44), получим:

Ρ [Χ (Χι) % (*2)] Ι θ) = - g(y D (xlX,),
где

(46)

(46a)

(В (44) e — ik (Γι"~ Γ )̂ при интегрировании, произведя замену пере-
менной k — i — к , можно заменить на eik(Xi ~г*>.)

Произведение составляюл,их вектора-потенциала не является
градиентно-инвариантным. Но при любом произвольном выборе
постоянных λ5 в (29) выражение для

л л
Μ) 0
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(™e
не-будет отличаться от (46) слагаемым вида

которая функция хх и лг2), которое даст в матрице 6'2 (40) ин-

теграл

где

Интегрированием по частям его можно свести к интегралу, со-

держащему 4 г ^ · В с и л У У Р а в н е н и я неразрывности для вектора

плотности тока
Λ

таким же свойством будет обладать и Fu. Тогда второй член
в (46) можно отбросить. Мы не будем доказывать в общем виде,таким

что
= 0; ψ'- = <' дх,-

(47)

а.)

.{достаточно выполнения одного из этих условий). Во всех кон-
кретных вычислениях легко
убедиться, что (47) имеет
место.

Выражению для D (46а)
можно придать форму четы-
рёхмерного интеграла, отку-
да будет явствовать его инва-
риантность относительно пре-
образований Лоренда.

Рассмотрим для этого
интеграл

S) и/.

гвзятый в плоскости ком-
плексной переменной со по
контуру, идущему вдоль
.вещественной оси и обходящему полюсы подинтегральной функ-
ции; ω —k — сверху и ω2 = — k— снизу (рис. Ъ,а). При τ > 0
контур можно замкнуть по бесконечно большому полукругу снизу.
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Тогда значение / определится вычетом в точке (ог = к:

При τ < ^ 0 контур можно замкнуть по бесконечно большому по-
лукругу сверху и будет играть роль вычет в точке ω 2 = —ft:

В обоих случаях

. - г * 1-1
/(<) = _ * * . £ _ . (48а)

Таким образом,

- Ik \tl - ί , | •

τ = — / ( ί ι — ί 4) (486)

и (46а) примет следующий вид:

J e*<" - «
или

В (49)—<7X = kr — ωί и <у0 = ω является независимой переменной
(не связанной с k). Условие обхода полюсов можно сформулиро-
вать несколько иначе. 'Будем рассматривать знаменатель в инте-
грале (49) как предел выражения q* -\~ ib при δ -> 0, где δ — поло-
жительная величина. Тогда полюсы подинтегрального выражения
сместятся, первый (дй = k) вниз, а второй (^0 = — k) вверх
(рис. 3,6), и интегрирование в (49) происходит по всем четырём
переменным от — о с до ос. Из (49) очевидно, что D является
инвариантом..

А
Обозначим усреднённую по вакууму фотонов матрицу 5 2

(50)

Тогда из (40) и (46), при условии выполнения (47),

5(

2

е) = - 4 j j " Ρ [h (*i) h (*2)] D (x,x5) Φχ, d*x2. (50a)

В нерелятивистской квантовой механике взаимодействие ча-
стиц описывается потенциальной энергией, зависящей от разно-
стей их координат. Оператор потенциальной энергии взаимодей-
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ствия в представлении метода вторичного квантования имеет вид

Л

ρ (rj p(ra) U (rxr2) (drx) (dr2).

В электродинамике такого оператора нет. Электроны взаимодей-
ствуют не непосредственно, а через электромагнитное поле. Одна-
ко существует матрица столкновений, в первом приближении пред-
ставленная оператором (50), играющая аналогичную роль.
S£ содержит только координаты электронов. Степени свободы
электромагнитного поля исключены. Функцию D можно назвать
функцией взаимодействия двух зарядов. В дальнейшем мы уви-
дим, что в нерелятивистском приближении она действительно со-
держит оператор энергии взаимодействия двух зарядов (в частно-
сти закон Кулона).

6. ФУНКЦИЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЭЛЕКТРОНА С ФОТОНОМ ;

В качестве типичного недиагонального но отношению к фото-
л

нам матричного элемента S3 рассмотрим матричный элемент для
столкновения электрона с фотоном:

</У ! 521 qf)=-Y JJ (/' Ι Ρ \ji (Χχ) Ι (хг)/ χ

Χ (V J | ч) d*xi #*ι (51)

(фотон переходит из состояния q в q', электрон — из f в / ' ) .

От оператора At ( x j A, (x2), входящего в S3,n (51) войдут толь-
ко члены, содержащие С^Сд.

Так как С\· коммутирует с CQ (q φ q'), то оператор Р несу-

ществен и

(«?' | Ρ р , {хх) Aj (*,)] I q) = Aql (Xl) Α4Ί (хг) + Aqi{Xi)A,J (*.)· (5 2)

Оператор произведения токов

(α, ρ, α', β' — снинорные индексы, по которым подразумевается
суммирование) состоит из произведений четырёх операторов испу-
скания или поглощения электронов. Отличные от нуля матрич-

/\, л
ные элементы дадут те члены, которые содержат af и а/. По-

Λ . Λ
этому мы можем заменить один из операторов γ(χ) на ψ/ (χ) —

Λ Δ Λ д ' _
= afty/(x) и один из операторов ψ (л:) на ψ/> (χ) = af ψ/· (χ).
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(А Л\
В остальных двух операторах \ψ и ψ/ следует оставить лишь-
те члены, которые соответствуют испусканию и поглощению ча-
стицы в одном и том же состоянии,

Λ Λ „ΛΛ,

ψ. (хг) ψρ (х2) = 2 J
 α/α/ Ψ/* (*ι) Ψ/β (*ι)·

Выражения, содержащие эти операторы с совпадающими аргу-
ментами, следует опустить, ибо соответствующие члены в (51)·
будут содержать:

J Ψ/« (*) Ψ/Ρ (*) ̂  (*) Λ ~ J *"'*'* = °·
бр

[Λ Λ
Таким образом,

[ Λ

() Δ Λ Λ

Равенство (53) следует понимать в том смысле, что операторы
левой и правой частей дают тождественные матричные элемен-
ты (51). Два члена в (53) отличаются друг от друга лишь заменой;
аргументов х1 на х2 и наоборот, что соответствует перемене обо-
значений переменных в интеграле (51):

= biU (T/VP'P [φ/-· (*Ι) Ψβ (*ι) Ψ«' (*») Ψ/β'

Это выражение можно привести к более простому виду. Заме-
тим, что при ti < ί., благодаря действию оператора Ρ порядок
множителей в (53а) станет следующим:

6 ^ Λ
)

В силу того, что операторы

л Δ Λ л А л

Ψ/ с ψ/ 'CW). Ψ/ с φ и 'ly с ψ
антикоммутируют, это выражение равно

Δ Λ Λ Λ

— V« (*ι) Ψ-' Ы Ψβ (*ι) Ψ/β (*»).
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Ρ [%'. (*ι) Ψρ <*ι)Ψ.' (*·) Ψ/β' (*i)] =

т. е. отличается от соответствующего выражения для случая
t знаком и порядком внутренних множителей. Таким образом,

(54)

(54а)

= ψ,-,Ρ' [ψρ (*J t '
где

Л Л

Χ Υ при t
Л Л

 1

При ί!
л

Оператор ψ̂  имеет единственный отличный от нуля матричный
элемент

л
/ =Ψ/.

л
а оператор

Поэтому

л
ψ/<

Г Δ л Δ

^ Ф/'-Ыфр^Ф.' ) Ψ/β' Μ |/J =

h) ψ/β' Ρ' ) ] | θ ) . (55)

Задача теперь сводится к нахождению «среднего по вакууму»
от произведений электронных операторов, входящих в (55). Вве-
дём обозначения

V- (*л) = (°V' о . (56)

(Мы будем употреблять обозначение K(\,2)^iK(x1ai; л^сс),
подразумевая включёнными в аргументы спинорные операто-

Л Л

ры otj, a2.) Оператор 5"2 можно теперь заменить оператором 5г
(в том смысле, что

qf), 57)

где

= - е» JJ ) АΦ (1) А (1) Yi А" 0 , · (2) ф(2) #хг *х%) . (57а)
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Функцию Κ{Χι<Ζχ; ХгО.^) можно назвать функцией взаимодействия
электрона с фотоном.

Л
Легко видеть, что матрица Si относится не только к рассея-

нию, но и к другим процессам, в которых фигурируют два элек-
тронных и два фотонных состояния, а именно:

излучению или поглощению двух фотонов

(fq'q\Sl\f); U'\S\\qq'f),
или превращению пары в два фотона

(gg'\si\fg),
и аналогичным.

Вернёмся к выражению для /С(1, 2) (56):

( (0 |φ(1)ψ'(2) |0) при t ^ L ,
= л Λ

(О Ι ψ (2) Ψ (1) I 0) при ^<12.
л А

Подставим сюда разложение операторов ψ и ψ (30а).
Отличные от нуля матричные элементы дадут те члены, кото-

рые содержат произведение оператора поглощения на оператор
испускания частицы в том же состоянии, причём последний дол-

Λ

жен быть справа от первого. Поскольку ψ содержит операторы
л

поглощения электронов и испускания позитронов, а ψ — наоборот,
то при ίχ^> t2 К (1, 2) будет содержать только электронные опера-
торы, а при t1<^tt—только позитронные.

Получаем 6

( ( | φ
К ( 1 , 2 ) = л Λ

I - ( Ι

/СО, 2) = . (53)

t

где V^ означает суммирование по состояниям с положительными

частотами, а \ ^ — и 0 состояниям с отрицательными частотами.

Выражение (58) можно представить как решение неоднород-
л

ного уравнения Дирака. Пусть L — оператор Дирака,
А Л . / д Л ч

-ft nDJ

(59)
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действующий на переменные χ^ (χ2, α2 будем рассматривать как
параметры). Докажем, что /С (1,2) есть реление уравнения

L (1) К (1,2) = Й (^сх5—дс2) 8 „ Л . (60)

Пространственную часть четырёхмерной 8-функции

δ ( * ! — * , ) = 8 ( Γ ΐ - Γ , ) * ( * , — * , )

представим, используя свойство полноты системы собственных
Л

функций оператора По , в виде

^ (rj - Г2) δ.Λ = 2 ψο ( г Л ) ψ°· (Γ2α2) = 2 * ? (г, а2) βψ/ (Γ,α,),
/ /

где

суммирование проводится по всем состояниям (как с положитель-
ными, так и с отрицательными частотами). Временную часть
S-функции запишем как

δ (tx — tt) = ~ j e - <•'» С - « </ω.

Решение уравнения (60) будем искать в виде разложения

К (1, 2) =

Подставляя всё это в (60), получим:

β (ω - 8 / ) С / щ = - ^ 'ψ,0 ( г 2 а г ) ре"»'. .

Так как оператор β не действует на переменную а2, то, умножив
зто уравнение на β, получим:

или
„— ίω (/. — i

f
Установим следующее правило обхода полюсов, расположенных
на вещественной оси в точках ω = ε^: на положительной реи
контур проходит выше полюсов, на отрицательной — ниже 'полю-
сов (рис. 3, в). Тогда, замыкая контур по полукругу беско-
нечно большого радиуса книзу при tx j> t2 и кверху при tt <^ t2,
получаем (58).

β УФН, т. XLVI, вып. 2
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Для свободного электрона нетрудно получить явное выраже-
ние К (1,2). Для этого ищем решение уравнения (60) в виде·
интеграла Фурье

(62)

и, так как правая часть уравнения

то

М,-т)К/ = -^е**: (62а)

Умножив это равенство слева на

(tf-4-Λΐ),

получаем, ввиду того, что

т. е.

Подставляя в (62), получаем:

/ W ^ е " № ' ^ r f l / · (63>
Это можно переписать также в форме

К (1,2) =3 - 4 ^ (ι, р, + /я) Δ (Xlxt), (64>

где

Δ ( ^ » ) = - г а - / / 7 - ^ а ) rf4/ (64a>

переходит в выражение (49) для Z) (Xi^o) при /га = 0. Подинте-
гральные выражения (63) и (64а) содержат два полюса:

Контур интегрирования совпадает с контуром рис. 3, а. Его можно>
считать совпадающим с вещественной осью, если заменить т?
на /гаа — ib. Если определить обратный оператор Дирака

. ( 6 5 >
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то (63) можно записать также в форме в

К (1,2) = -^.fw- #f.

259

(66)

К формуле (63) можно прийти и непосредственно из (58). После
подстановки в качестве ψ/ плоских волн (58) даст

К ( 1 , 2 ) = <

1 Г

и· —

(67)

где кР(11 — единичные спинорные амплитуды, знак У означает сум-

мирование по амплитудам положительных частот, а ^ — отри-

и· —
цательных. Для суммирования можно воспользоваться тем, что,
поскольку

(иР^То \Ιρ2 + >ηζ

ΪΡ--Ϊ0 VP'-h
то можно, заменив uvv. на

„ _ от±То _ γ ρ

2/я
(68а)

производить суммирование по полной системе собственных функ-
ций оператора

имеющего кроме собственного значения — т ещё собственное
значение -\-т. Это даёт:

μ ±

± ίο (686)
μ. ± α

Далее, так как

г/*м = uflu = 1,

8 :
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то

После

Кi\ с

Σ<
этого

Аналогично (48)

в.

Г ТР
)3 /

Б. БЕРЕСТЕЦКИЙ

4·«χγο У р2-*-т?

+ т

-X

'•Ч*Р) ( ). (69)

γρ + w±Tfo -/ρ2 -+• nfl e~ ι 11, - у

где интеграл берётся по контуру рис. 3, ώ, что приводит к (63).

7. ПРОЦЕССЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Л
Матрица столкновений первого порядка ώ χ содержит элементы,

относящиеся к процессам, в которых меняется одно фотонное
и два электронных состояния (вместо изменения фотонного состоя-
ния может рассматриваться действие внешнего поля). Матрица
второго порядка содержит элементы двух типов: соответствующих
изменению четырёх электронных состояний без изменения фотонных
состояний и изменению двух электронных и двух фотонных

Л
состояний. Первые содержатся в матрице £ | (50а), вторые —

л
в матрице 5^ (57а).

Суть метода, изложенного в разделах 5—6, сводится к тому,
что матрица столкновений приводится к такой форме, что в ней
фигурируют только начальные и конечные состояния. «Промежу-
точные состояния» исключены и заменены функциями взаимо-
действия.

Л Л
В (50а) будут входить те члены из произведения j t (xjji (x2), ко-

торые содержат операторы испускания или поглощения, относя-
щиеся все к различным состояниям. Поэтому эти члены антиком-
мутируют между собой, а их попарные произведения коммути-
руют, так что для рассматриваемых процессов

Л Л Л Л
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и оператор Ρ в (50а) можно опустить:

Se

2=— -ζff ()D (

Ψ 0 ) 0 ) £ ( ) ) ^ ^ χ 2 . (71)

Пусть а, Ъ, с, d— квантовые числа четырёх участвующих в про-
цессе электронных состояний, причём bud относятся к началь-
ным (или конечным позитронным), а а и с — к конечным (или
начальным позитронным) состояниям. Тогда
^ л л Л Δ л л л
% Ο ι ) Ψβ (χι) ψγ (*«) ψδ (xt) = ψ«*(Χι) ψ*β (Χι) ψ ί γ (*я) ψ</8 (

д
) ψίΤ (Jfs) ψ*» (лг,) +

τ(*ΐ)ΨΛ(·*ϊ) ( 7 2 )
или, используя антикоммутацию всех множителей и располагая
во всех членах операторы рождения и поглощения в одинаковом
порядке,
^ Λ Δ Λ Л Д Л Д

( ) Jfj) ψγ (Jff) ψδ (*,) = ψβ, (Jft) ψ*β ( ^ ) ψ α (Χ2) ψ« (Jf,) +
Λ Λ д Лд Лд

( ) Ο :,) ψίτ (^ψ^βί^ΐ) —
д

(Λ Γ2)^δ(Λ:2). (72a)

В последнем выражении второй член от первого и четвёртый
от третьего отличаются лишь заменой переменных Χχ^ΐχ./,
л ^ γ; β ί ^ δ . Так как функция D (х^) симметрична относи-
тельно своих аргументов, то при подстановке в интеграл (71)
соответствующие члены дадут тождественные результаты.

Таким образом,

S' |...) = -е* ffd*xx#*,{ψβ(1)ϊ^(1)Ο(12)ψ,.(2)у^(2)-

-*в0)Т/Ф«/0)^02)ф г(2)Т^(2)}. (73)
Матричные элементы (73) можно изобразить графически по тому же

л
принципу, как это делалось на рис. 2 для St. Поскольку теперь
интеграл содержит две переменные 1 и 2, диаграмма будет
включать две узловые точки. От каждой отходят две электрон-
ные линии. Вместо потенциалов, отвечающих фотону, (73) содер-
жит функцию взаимодействия D (12) от двух переменных. На
диаграмме она изображается пунктирной линией, соединяющей
узловые точки. Двум слагаемым в (73) будут соответствовать две
диаграммы, отвечающие одному процессу. На рис. 4 приведены
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- * — Ь с

-*• i a

a)

δ)
Ъ •

Si

SJI

§1

Рис.4, я) — рассеяние электрона электроном (также эффект Оже); б)—рас-
сеяние позитрона позитроном; в) — рассеяние позитрона электроном;
г) — образование пары электроном; д) — образование пары позитроном;

е) — поглощение пары без излучения.
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диаграммы, изображающие матричные элементы различных про-
гцессов, описываемых формулой (73). Процессы, изображённые на
рисунках 4, г, 4, е, в силу законов сохранения невозможны для
•свободных частиц. . .^^

Матрица (71) описывает также взаимодействие двух зарядов
различной природы, например электрона и протона. В этом слу-

Λ Λ
чае /(1) относится к одной частице, а у ( 2 ) — к другой, операто-
ры от различных аргументов между собой коммутируют. Пусть,
например, а и b относятся к протону, а с и d— к электрону.
В (72) и (72а) остаются только первые два члена. Вторые два,
выражающие «обменные эффекты», отсутствуют ввиду нетождест-
венности частиц. В (73) теперь останется только первый член
t(c изменённым знаком, соответственно различию знаков заряда
электрона и протона)

< | 5 Ι )
= -*2 J / *xt (ψβ (1) yb (1)) D (1,2) (ψ,(2) γ,ψ,(2)). (73a)

Процесс перехода протона в ядре из высшего энергетического
•состояния в низшее с передачей энергии электрону атомной обо-
лочки или с образованием электронно-
позитронной пары, называется внутрен-
-ней конверсией γ-лучей. На рис. 5 изо-
бражены диаграммы процессов взаимо-
действия электрона с протоном, соот-
ветствующие матрице (73а). Протон-
мые линии в отличие от электронных
•изображены более жирными линиями.

Матрица S^ содержит по одному
Λ Λ Λ

оператору ψ и ψ и два оператора А.
Пусть квантовые числа начального со-
стояния электрона (или конечного пози-
трона) есть а, а конечного (или началь-
ного позитрона) — Ь, а квантовые чи-
сла фотонных состояний, участвующих
в процессе, end. Тогда из разложе-

л

Рис. 5. а)—I) —внутренняя
конверсия γ-лучей на элек-
тронной оболочке; 2) — рас-
сеяние электрона на прото-
не; б) — внутренняя кон-
версия с образованием

пары.

ния оператора ψ мы должны взять член
Δ Λ Λ
φα, а из ψ — член ψ*. Каждый из двух
•фотонных операторов содержит опера-
торы, соответствующие поглощению

Λ Λ
•или испусканию фотонов в состояниях с и d: Ас и А,
чём эти операторы коммутируют.

при-



2 6 4 В. Б. БЕРЕСТЕЦКИЙ

Поэтому

Хф» (2) + фв(1)Лл(1^г/С(1,2)Т,Ау(2) ^(2)]. (74)

Здесь вектор-потенциалы фотонных состояний суть А'=А
если с — начальное состояние, и A'd = A*a, если с — конечное со-
стояние (то же для Аа). Формула (74) справедлива и для процес-
сов с участием внешнего поля. В этом случае д'е или A'd есть

внешний потенциал А^е\
Матричные элементы (74) также изображаются диаграммами %

содержащими две узловые точки, соответственно двум перемен-
ным. От каждой точки отходит одна электронная линия и одна
фотонная (или линия внешнего поля). Функция взаимодействия
АГ(12) изображается сплошной линией, соединяющей две узловые
точки. Двум членам в (74) соответствуют две диаграммы, сово-
купность которых изображает данный процесс. На рис. 6 изобра-
жены диаграммы процессов, описываемых матрицей (74).

Заметим, что матричные элементы с внешним полем (рис. 6,
в — д) относятся к тем же процессам, которые содержались в мат-

л
рице первого порядка Sx (раздел 1, рис. 2, а), б), ж), з)). Раз-
ница состоит в том, что внешнее поле включено в волновые
функции электрона (при отсутствии внешнего поля, как отмеча-
лось в разделе 4, эти матричные элементы обращаются в 0),
а здесь оно рассматривается как возмущение. Сравним, для при-
мера, матричные элементы диаграмм 6, в) и 2, а). Для первого
из (74) получаем (Ь = / ; a=f; e = q)'

=-e* f /
-f A'(\) γ* Κ(12) у A*qJ(2)] ψ, (2) d% #xt, (75)

для второго (36)

f ^ )^*ι· (75a)

В (75а) волновые функции электрона снабжены штрихом,
чтобы отметить то обстоятельство, что они учитывают внешнее
поле; в (75) входят волновые функции свободного электрона.
Пусть

Ψ;=Ψ; + Ψ^, (76)
где <№>•—та часть волновой функции электрона, которая отличает



г

a ,

г

1

i
Ж)

3)

d

a —

9

a

ί

I

2

_ ρ

а -*.

'.а

Рис. 6. а) — рассеяние фотона на электроне (эффект Комп-
гона); б) — рассеяние фотона на позитроне; в) — излучение
электрона во внешнем поле (то же для позитрона с изме-
нением направления стрелок и заменой а на Ь; г) —поглоще-
ние фотона электроном во внешнем поле; д) —образование
пары фотоном во внешнем поле; е) — превращение пары
в один фотон во внешнем поле; ж) — превращение пары

в два фотона; з) — образование пары двумя фотонами.

н
га
О
•о
S
га
и
о
ω

Iи
•х
S



2 6 6 В. Б. БЕРЕСТЕЦКИЙ

её от волновой функции свободной частицы. Тогда, подставив (76)
в (75а) и сравнивая с (75), мы можем получить <]>Ф в первом,
по отношению к внешнему полю, приближении. Учитывая, что
(756) обращается в 0 при замене ψ/' на ψ/- и ψ/ на ψ/, нахо-
дим 6 :

ф}е) (2) = - ie /К(12) γ,ΛΜ (2) ψ, (2) #х2 (77)

•и, аналогично,

ψ(/)(1) = - ie

8. ПРИМЕРЫ

Разберём кратко в качестве примера приложения формулы
•матрицы столкновения двух электронов (73). Рассмотрим столк-
новение двух свободных электронов. Пусть fb, fd 4-импульсы
начальных состояний, a fa и fe — конечных.

Их волновые функции

где аа — спинорная амплитуда; аналогично для всех остальных
состояний. Для функции взаимодействия D воспользуемся выра-
жением (49). Тогда (73) даст:

^ Χ

X J ε'1 Vd-fc+я)*Wx2 -(aaVad) {urWb) X

χ ίε-1 (id-fa + 9)х'Фхг f e~l Vb-fc-i)*·Фх2}. (78)

Интегрируем сначала по координатам

(и аналогично другие), а затем по q. Получаем:

(fa-fb)2 (fa-fa)* I X

fb-fd)- (79)
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Если пространственная составляющая 4-импульса (импульс)
есть р, а временная (энергия) — ε, то

δ if a +fe —fb —ίά) = δ (Ρ ο + Ρ, — Рй — Ρα) δ (е„ + *с — £b — 8d)·
Согласно (22) матричный элемент эффективной энергии возму-
щения

if f I U I f,.f \ — е2 [

α - pbf - (ββ - 4 γ (ρ β - pd)2 - ( β β _ s

, : -p*-p d ) · (8°)
Формула (80) позволяет по обычным правилам определить эффек-
тивное сечение рассеяния электрона на электроне (формула Мёл-
лера). Та же формула определяет рассеяние позитрона на элек-
троне, если попрежнему р й начальный и р о конечный импульсы
электрона, но — рс—начальный импульс позитрона, а — p d — его ко-
нечный импульс (р, и pd—импульсы соответствующих состояний
электрона с отрицательными частотами).

Преобразуем теперь (73) к несколько иному виду. Пусть

{и аналогично для других состояний). ψα мржет относиться к со-
стоянию электрона в произвольном внешнем поле, &а — энергия
соответствующего стационарного состояния.

(ас Si\bd) = -^§jGMvh(г,))(φ,

X j (dk) г * (г. ^

- £ j(Ya (ГО ΤΫα (Γΐ))'(?Γ (Γ

2) ΤΙ?» (Г,)) № ) (df2) j (dk) ** fr-"'J X

X - й ^ з - e' (<ο~ε<<~ω) ( ι ώ ι l·' t6f~E* + ω)<! * · · ( 8 1 )

Выполним интегрирование сначала по ^ и t2:

j е

г (s

a-
5ft-») '• dtx = 2 πδ (ea — ê  — ω).

Затем интегрируем по ω:

α)
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и, наконец, по к :

J k2-(ea- J ( β , ) , , Ι
ο

В последнем интеграле полюс подинтегрального выражения

обходится согласно правилу рис. 2. Подставляя результаты этих
интегрирований и переходя, по (22), κ матричному элементу эф-
фективной энергии возмущения, получим:

(ас \U\ bd) = e* J j (drj (Λ·,) {[φβ (г») Τίφ6 Μ [φ,ί^γ^Γ,)] Χ

Χ | Г ,_ Г г | k i r^Y^rOl [%(Г2)ШЫ] | Г 1 _ Г з | )· (82)

Выражение (82) имеет простой смысл запаздывающего взаимо-
действия двух зарядов. Первый член в (82) можно записать как

ЛгОЫА^Ы^О, (82а>

где (jj)ab = e-ΡβΎί'-Ρ* плотность «тока перехода», а (Лг)С(г—запазды-
вающие потенциалы, созданные вторым электроном:

· (rOL = e f -\J

r^f- e!k 1'· - '-I (flfr,), (826)

Наличие «фактора запаздывания» е' |ε«~6*' 1 г '~Г 2 ' } явно содер-
жащего начальное и конечное состояния электронов, не позволяет
ввести «истинный» оператор энергии взаимодействия, т. е. опе-
ратор, действующий на пространственные и спиновые переменные
электронных функций, матричным элементом которого являлся
бы (82). При малых скоростях частиц, однако, такой оператор

существует с точностью до -γ. Его можно получить, разлагая·

в (82) в ряд фактор запаздывания (формула Брейта). Главным
членом оператора является кулоновский

i П — Г 2 |
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•Формула (82) относится также к взаимодействию электрона с по-
зитроном. При этом с есть конечное, a d — начальное состояние
позитрона, а — β ί = | ε ( , | — е г о энергия (то же для ed). (Изме-
нение знака взаимодействия получится автоматически ввиду того,

л Л
•что теперь tyc содержит оператор испускания, а ψο — оператор по-
глощения, которые антикоммутируют.) Второй член в (82) выра-
жает их обменное (т. е. связанное с возможностью аннигиляции;
см. вторую диаграмму 4, в) взаимодействие. В приближении с точ-

иостью до —ζ-
с2

га — га — 2т

и оператор обменного взаимодействия электрона с позитроном
есть

1 Г 1 - Г 2 |

, 1 \
λ0 = комптоновская длина волны электрона).

Формула (82) (если в ней, как указывалось в разделе 7, опу-
стить второй член, соответственно (73а)) описывает взаимодей-
ствие электрона с протоном.

Матричный элемент

(aA\U\ ЬВ) = е* | ψ Α (г, ) γ, Чв (г, ) (dr, ) X

X jX (r2 ) τι Ь (г, ) ^ γ ^ ' 1 ^ 1 - (dr2 ), (82а)

где А и Л относятся к протону, а α и b— к электрону, является
исходным для теории внутренней конверсии γ-лучей и теории
возбуждения ядер электронами.

Для иллюстрации применения функции взаимодействия элек-
трона и фотона рассмотрим матричный элемент для процесса
рассеяния фотона на свободном электроне. Пусть волновая функ-
ция начального состояния электрона:

Ιί° Ух

(2*)*''
и конечного:

вектор-потенциал начального состояния:

е\

2π" β
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и конечного:

Тогда, согласно (57а), (52) и (63),

X J e* <-' '-«'-Λ *.d% } (83)

или

«4 :f/ ft(9'— У) + и] Ту «5 '

9. ПРОЦЕССЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Нахождение матричных элементов высших порядков для rex
процессов, для которых данный порядок является первым не обра-
щающимся в 0 приближением, не требует, в принципиальном от-
ношении, ничего нового по сравнению с предыдущим. Подинте-
гральное выражение в случае матрицы я-го порядка будет содер-
жать, согласно (19) и (24), 2 η электронных операторов \п оне-

Λ А\
раторов ψ и я операторов фу и я фотонных операторов (некото-
рые из них могут заменяться внешними потенциалами) от пере-
менных Χχ. . .хп. Соответственно этому матричный элемент изобра-
жается диаграммами, состоящими из η узловых точек, в каждой
из которых пересекаются две сплошные и одна пунктирная линия.

С Λ Δ \
Из 2 л электронных операторов некоторое число k пар \ψ и ψ/
соответствует начальным и конечным состояниям (направленные
лучи, входящие или выходящие к краям диаграммы). Аналогично
некоторое количество фотонных операторов соответствует началь-
ным или конечным состояниям фотонов (пунктирные линии у кон-
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цов диаграммы; к этой же категории относятся внешние потен-
циалы). Остальные электронные и фотонные операторы могут быть
объединены в пары, соответствующие излучению и поглощению
электрона (или фотона) в произвольных состояниях, по которым
производится суммирование («вакуумные операторы»). Этим парам
на диаграмме сопоставляется сплошная (для электронов) или пунк-
тирная (для фотонов) линии, соединяющие две узловых точки.
Примеры диаграмм процессов высших порядков приведены на
рис. 7. Структура диаграммы всегда будет такой, что в ней от-
сутствуют «замкнутые петли», т. е. такие последовательности пар
электронных операторов, которые начинаются и заканчиваются на
одной и той же переменной. Наличие такой петли указывает на
то, что для рассматриваемого процесса имеются отличные от О
элементы в матрице столкновений более низкого порядка. Исклю-
чением является случай отсутствия электронов как в начальном,
так и в конечном состояниях (например, рассеяние фотона фото-
ном). Существенное упрощение для вычисления матричного эле-
мента возникает благодаря тому обстоятельству, что все входящие
в его выражение электронные операторы, кроме операторов, входя-
щих в одну пару, можно считать антикоммутирующими. Действи-
тельно, все операторы, отвечающие начальным или конечным со-
стояниям (концы диаграмм) относятся к различным состояниям
и поэтому антикоммутируют. (Случай когда какой-либо электрон
не меняет в данном процессе своего состояния, не будем рассма-
тривать, чтобы незасромождать изложение; его рассмотрение не
представляет принципиальных отличий.)

Далее рассмотрим произведения электронного оператора и пары

«вакуумных» операторов / ,

л γ ^ л л V11- Л л — л

f f

• Здесь членом, стоящим рядом с суммой, следует пренебречь.

Если учесть нормировку волновых функций, то первый член со-

держит интеграл \ typtyp(dp), а второй — дифференциал без

интеграла φαψΛ (d pJ — 0. j

Рассмотрим электронные операторы, расположенные в следую-
щем порядке:

(85)
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3X123)2 3 К(23,

а) it/il

5)

β Чип Ят,

6)

d)

г кпг)
*-

^ι

Kjl2) I

Рис. 7. a) — превращение одного
Лотона в два при столкновении е)

с электроном; ^ — превращение
пары в три фотона; в)—излучение
при столкновении электрона с

электроном; г)—образование пары
при столкновении фотона с электроном; д) — образование пары при стол-

кновении двух электронов; е) — рассеяние фотона на фотоне.
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где а, Ь, с, d... — квантовые числа начальных или конечных
состояний, а пары операторов, заключенные в квадратные скобки,

ГЛ Δ. 1 «--.л . Δ . .

и аналогично для других пар (спинорные индексы всюду опущены).
Каждой «цепи» операторов, помещённой в фигурные скобки в (85)
/ Δ Λ Δ Λ λ
\οτ φα до фй, от tyc до ψα и т. д.у, соответствует непрерывная

сплошная линия, соединяющая «вход» и «выход» диаграммы.
Данный матричный элемент может содержать ряд членов, соответ-
ственно различному числу пар «вакуумных» операторов между

Δ Λ
•операторами Фа и ψ^ и т. д. (различное число звеньев в цепях,
при заданном общем числе цепей и звеньев). Кроме того, наряду
•с каждым членом типа (78) имеются члены, отличающиеся обме-

Л Л
ном фй на ψβ, и т. д.

Каждая цепь состоит из чётного числа операторов, и операто-
ры, входящие в различные цепи, антикоммутируют. Поэтому раз-
личные цепи между собой коммутируют:

Л

(β + 1 ) . . . ψ Λ · . . .
л 1 [А 1 Г

- · ψ» (*)J ρ ib{s+1)... ы · · ·) J ρ L · · · (86)

Далее, рассматривая различные возможные последовательности
времён, нетрудно убедиться, что

А л Δ л

Δ ГЛ Л 1 ГЛ Δ 1 1л
= Ча 0 ) Р' Lt (1) Ψ (2) J Ρ' ίψ (2) Ψ (3) J . . · J % (s). (87)

При вычислении матричного элемента от каждого множителя
Р'[...] войдёт его среднее значение по вакууму (56). Таким об-
разом, мы приходим к заключению, что каждой сплошной линии,
соединяющей две узловые точки диаграммы, надо сопоставить мно-
житель /С(1, 2) в соответствующем члене подинтегрального выра-
жения матричного элемента.

Аналогично легко получить, что каждой пунктирной линии,
соединяющей две точки диаграммы, соответствует множитель D(\, 2).

Действительно, все фотонные операторы, кроме входящих
β пары, можно считать коммутирующими (аналогично сказанному
выше об антикоммутации электронных операторов). Поэтому, если

9 УФН, т. XLVI, вып. 2
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а', Ъ'', с', . . .—квантовые числа начальных или конечных
состояний, то

I
\Аа'
I Г Л Л Т Г Л Л Ц л л Гллт г л л

Р\Аа'А„.. .. [ Л Л Д Л у l ] |
(все множители A (xk) имеют разные аргументы). Предварительное-
составление диаграммы является практически весьма полезным при
рассмотрении процессов высокого порядка.

Для иллюстрации рассмотрим превращение одного фотона в два·
при столкновении со свободным электроном (рис. 7, а)). Это — про-
цесс третьего порядка. Согласно (21)

Л' f.s f г л л л η г л л л τ
% = -6- J Н.У/О) Л(2)у,(3) J Ρ [А,(\)Аj{2)Ak (3) J χ

χφχλφχ2φχ3. (88)

Мы имеем одно начальное и два конечных фотонных состояния.
Каждому из них соответствует один из трёх фотонных операто-
ров. (Диаграмма не имеет пунктирных линий, соединяющих её-
точки. Заметим, что такие линии могут соединять только две раз-
личные электронные цепи, если рассматриваемый матричный эле-
мент есть первое приближение.) Поэтому оператор Ρ перед фотон-
ными операторами можно опустить. Далее, имеем одно начальное (/)
и одно конечное (/') состояния электрона; диаграмма состоит из-

одной цепи. Оператор ф, может иметь любой из трёх аргумен-
Л Л

тов (ххх2х3). При данном аргументе ψ/ '\f может иметь один из;
л

двух аргументов, не совпадающих с аргументом ψ/ (если аргу-
л CL

менты ψ/ и ψ/- одинаковы, то возникает интеграл

равный 0 согласно разделу 4). Таким образом, имеем 6 членов,,
отличающихся лишь наименованием аргументов. (81) можно пере-
писать следующим образом:

5 3 = ie* \ Ρ [%• (1) Т г $ (1) f ( 2 ) γ,-ψ (2) ψ(3) Ъ ψ/ (3)] χ

Χ Α, (\)Α, (2) Ak (3) Фхх Фх? &Хъ (88а>

или, согласно (87) и (56),

X

Χ Τ* Kk (3) Ψ/ (3) Φ ΧΧ Φ Χ, Φ Χ,- (886)
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Здесь a, b и с — одно из трёх квантовых чисел q, qu q2,
по различным их комбинациям проводится суммирование А' = Aq-r

А' =А* ; А' =А* .
Структура матричного элемента процесса я-го порядка и в об-

щем случае носит аналогичный характер. Матричный элемент со-
стоит из ряда членов, каждый из которых соответствует опреде-
лённой диаграмме и представляет собой 4и-кратный интеграл.
Подинтегральное выражение является произведением волновых
функций начальных и конечных состояний электронов, потенциа-
лов начальных и конечных состояний фотонов и функций / С и / ) .
Так как в случае свободных состояний электронов К и D явно
выражаются в виде интегралов Фурье, то интегрирование по ко-
ординатам может быть проведено (переход к импульсному пред-
ставлению). Тогда каждый член представляет собой 4л-кратный
интеграл по импульсам. Каждую волновую функцию начальных
и конечных электронных состояний («входы» и «выходы» диа-
граммы) следует при этом заменить их спинорными амплитудами,
соответственно фотонные — векторами поляризации, функцию К

заменить на (-,-/— гп)~1, функцию D — на —у и для каждой узло-
вой точки ввести множитель δ ^ — f2 — q), где fx, f*viq—4-им-
пульсы, соответствующие линиям, сходящимся в данном узле.
Благодаря этим δ-функциям матричный элемент фактически при-
нимает весьма простой вид.

10. ВТОРОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

Методы, изложенные в предыдущих разделах, позволяют на-
писать выражения для матричных .элементов в следующих прибли-
жениях (радиационные поправки). Поскольку переход от матри-

л
иы Sn к Sn-\-1 добавляет один оператор А, то второе приближе-
ние отличается от первого на два порядка (ибо число фотонов
в начальном и конечном состояниях остаются прежними).

Движение свободного электрона есть процесс нулевого поряд-
ка, которому соответствует единичная матрица

л
So = 1.

Однако электрон взаимодействует с электромагнитным полем
и матричные элементы, соответствующие движению свободного
электрона, содержатся и в матрице второго порядка

Λ „2 Γ Λ Γ Λ Λ 1 ΓΛ __ Ί

Sa = - \ J ЯЦ(1)М2) J Р ΙΑ 0) Ai (2)J
Пусть / и f — начальный и конечный 4-импульсы электрона

(внешнее поле отсутствует).

9-
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Тогда

где

= — е· J ψ,, (ι) ΐD (12) γ ίΚ'(12)γ ί ψ/(2) &ΧΧ Φχζ. (89)

е с т ь функция взаимодействия электрона с самим
собой' 'Матрице' (89) соответствует диаграмма, изображённая на

Рис 8 β) — собственная энергия электрона;
б)—поправки к рассеянию во внешнем поле;
в) — поправки к рассеянию. Эффект «по-

ляризации вакуума».

рис. 8, а). Подставляя явные выражения для ψ, D и К, получим
(интегрируя по координатам)6:
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А Л
где матрица U связана с S2 соотношением (22). Она диагоналъна
по импульсам электрона и представляет собственную энергию
электрона. Выражение (90) содержит всё то, что в старых фор-
мулировках теории разделялось как классическая электромагнит-
ная собственная энергия электрона, «поперечная» энергия, свя-
занная с виртуальным испусканием и поглощением фотонов, и по-
правки к последней, связанные с учётом «фона» электронов от-
рицательных энергий.

Важнейшим вопросом являются радиационные поправки к рас-
сеянию электрона во внешнем поле. Первое приближение есть
процесс первого порядка (формула (Збв), рис. 2,д)). Вторым при-
ближением будет матрица третьего порядка. Соответствующие
диаграммы изображены на рис. 7,6) и 7, в). Диаграмма рис. 7, в)
содержит «замкнутую петлю»; эта часть матричного элемента свя-
зана с «поляризацией вакуума», т. е. виртуальным образованием
пар внешним полем. Диаграмме с петлёй соответствует следую-

л
щее расположение операторов в матрице S3:

( 1 ) ' М 1 ) ф ( 2 ) $ ( 2 ) ψ"(3)ψ(ί

Δ л /Α Δ λ ΓΔ Δ 1

= - Ψ/' 0 ) Φ/ 0) Ρ' U (2) ψ (3) > ' U С3) Ψ (2) J Χ
Χ Ρ [Α(\)Α(2)]ΑΜ(3),

что даёт следующий член в матричном элементе (f'\Sa\f):

- j Ψ/ (Ο Ъ 'МЧ D (12) Sp[K(2, % Д ( 3 , 2)γ,μ<?> (3) Φχ,Φχ,Φχ,.

Остальные диаграммы носят обычный характер (одна цепь).
Для матричного элемента эффективной энергии возмущения

получим6:

и/ J „2 [Τί(/"ί — 1Я — Щ~ X

X aj y(fy - q-i - /и)'1 ъ + aj Ъ (fy - ni)rl X

Χ Υ,- (/Τ — <П — η)~ι Ъ + ϊ, (/Τ — qt — m)~' X

(lip Ι; Uf ) п]
f ί fl — f\2 X
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где

fl; = wi^ w ^" / ) i f c (91а)

Интегралы (89) и (91) являются расходящимися. Их регуляризации
не входят в задачу настоящей статьи (см. *).
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