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ПРОБЛЕМА МНОГИХ ТЕЛ В КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ

В. А. Фок, Ленинград

1. В заслушанных нами докладах был затронут ряд основных
вопросов современной квантовой механики. С. И. Вавилов говорил
о квантах света, Д. С. Рождественский — о строении атома,
И. Е. Тамм — о попытках построения теории атомного ядра.

Из того, что было здесь сказано, уже достаточно ясно, что
каждая из современных физических теорий и, пожалуй, каждая
теория вообще имеет свою ограниченную область применимости.
Нам уже вполне известны законы, которые определяют, например,
структуру электронной оболочки атома. Известны законы взаимо-
действия атомов между собой, законы образования молекул. Все
эти законы известны нам в принципе, и трудности заключаются
здесь только в выводе математических следствий из этих законов.

С другой стороны, законы, относящиеся к световым квантам
и взаимодействию света с материей!, известны нам с гораздо мень-
шей степенью достоверности.

Наконец, о законах, действующих внутри атомного ядра, мы
можем только догадываться. Только сейчас накапливается тот экспе-
риментальный материал, который позволит впоследствии эги законы
формулировать.

Теория, о которой я хочу рассказать, — так называемая кван-
товая электродинамика — включает в себя законы взаимодействия
заряженных материальных частиц, взаимодействия их между собой
и с электромагнитным полем, т. е. со световыми квантами. Эта
теория, разумеется, тоже имеет свою ограниченную область при-
менимости. Она не претендует на универсальность. Область при-
менимости этой теории прежде всего может быть охарактеризована
тем, что в ее рамках мы вправе не обращать внимания на струк-
туру отдельных частиц — электронов и ядер, — а можем рассматри-
вать их как некоторые заряженные материальные точки. С другой
стороны, применимость этой теории становится уже сомнительной
в тех случаях, когда приходится иметь дело со световыми квантами,
обладающими весьма большой энергией — порядка десятков миллио-
нов вольт. Но, несмотря на эти ограничения, область применимости
теории все-таки достаточно обширна. Эта теория охватывает собою,
во-первых, всю обыкновенную квантовую механику, т. е. законы
взаимодействия электронов и ядер в атомах и молекулах. Во-вто-
рых, она дает законы излучения, т. е. взаимодействия заряженных
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частиц со световыми квантами. Поскольку квантовая электродина-
мика дает взаимодействие между заряженными частицами, она поз-
воляет также формулировать квантовую проблему многих тел, т. е.
установить основные уравнения, которые служат для описания
системы, состоящей из многих заряженных частиц. Но наряду
с этой принципиальной частью—установлением основных уравне-
н и й — задача многих тел имеет и свою прикладную часть. В самом
деле, для того, чтобы вывести какие-нибудь конкретные следствия
из теории, недостаточно иметь систему уравнений, а нужно иметь
также и методы фактического, хотя бы приближенного, их реше-
ния.

Мой доклад будет касаться и той и другой части проблемы
многих тел. Я не буду пытаться дать обзор прежних исследований
по этому вопросу — упомяну только, что основная часть была сде-
лана Дираком, Гейзенбергом и Паули,—а буду опираться, главным
образом, на свои собственные работы.

2. В классической электродинамике электромагнитное поле
может быть описано посредством скалярного потенциала Φ и век-
торного потенциала А, представляющих некоторые функции от коор-
динат и времени. В качестве предварительного этапа, сохраним этот
классический способ описания поля, а для материи будем пользо-
ваться квантовым способом описания посредством волновой функ-
ции (которую принято обозначать буквой ψ). Физический смысл
волновой функции состоит в том, что она представляет запись тех
сведений о частице, или системе частиц, которые получаются
в результате определенного опыта над ними. Знание волновой
функции позволяет вычислить вероятность получить, при измерении
величины, относящейся к данной системе, то или иное ее значение.
Измеряемой величиной может быть, например, энергия или коли-
чество движения частицы.

Волновая функция зависит от переменных, которые соответ-
ствуют степеням свободы системы, и, кроме того, еще от времени.
Зависимость волновой функции от времени имеет тот физический
смысл, что она позволяет связать сведения, полученные в резуль-
тате опыта, относившегося к определенному моменту времени,
с распределением вероятностей для результатов последующих
опытов.

Рассмотрим сперва одну материальную частицу, например
электрон.

Степени свободы электрона соответствуют трем его коор-
динатам х, у, ζ, определяющим положение его в пространстве, и
одной добавочной переменной, соответствующей как бы его ориен-
тировке и принимающей только два значения. Эту добавочную
переменную принято называть спином. Кроме спина, электрон имеет
по теории Дирака еще од«у степень свободы, не наблюдаемую на
опыте непосредственно, но играющую большую роль в теории
позитронов, т. е. частиц, подобных электрону, но с положительным
зарядом. Эта новая степень свободы электрона соответствует воз-
можному изменению знака его кинетической энергии.
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В квантовой механике всем механическим величинам сопоста-
вляются определенные математические операторы. Кинетической энер-
гии частицы Г и ее количеству движения Ρ сопоставляются опе-
раторы:

д
"dt

д

Т= Ά •еФ

ру=->
0)

где е — заряд электрона, с — скорость света а Ь.— деленная на
2π постоянная Планка.

•В классической механике кинетическая энергия частицы выра-
жается через ее количество движения. Если т есть масса частицы,
то в обычной нерелятивистской механике

Т~'2тР2 W

и в механике теории относительности

(3)

Как перенести эту связь на операторы? Очевидно, что между
операторами Г и Ρ не может быть тождественного соотношения,
подобного классическому, так как Τ содержит диференцирование
по времени, а Р — диференцирование по координатам. Но мы
можем подчинить волновую функцию ψ особому условию, а именно:
потребовать, чтобы результат применения к ней оператора кинети-
ческой энергии равнялся результату применения операторов, стоя-
щих в правых частях написанных выше уравнений и выраженных
через Р. Таким образом мы приходим в нерелятивистском случае
к уравнению

7ψ = - ί - Ρ 2 ύ . (4)

В релятивистском же случае корень квадратный в выражении
для кинетической энергии извлекается при помощи особых опера-
торов аи а2, а3, а4, и мы получаем для ψ уравнение

Ц = с {тагι + лхРх + сс2Р -f а3Рг) ψ. (5)

Волновая функция частицы зависит, кроме времени, от трех
координат и от одной или двух добавочных переменных, о кото-
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Эти операторы не будут подчиняться обычным правилам умно-
жения, так что, например

ΕχΑχψΑχΕχ. (10)

Для них будут иметь место особые правила умножения. Кроме
этих правил умножения, потенциалы должны удовлетворять урав-
нениям

**-4f£-0i *A-J-«-0. 0»
Несмотря на наличие материи, эти уравнения имеют тот же вид,
как для поля в пустоте. Действие материи на поле проявляется
только в добавочном условии, которое соответствует классическому
уравнению

d i v E = 4 q > (12)

и имеет в нашей теории вид

С(х,у, ζ, /)ψ = 0, (13)

где С есть оператор

причем Vs суть известные функции от координат и времен частиц
и квантов.

Эти уравнения совместно с правилами умножения для операто-
ров дают полную формулировку квантовой проблемы многих тел.
Основной идеей, как я уже говорил, является здесь то, что частицы
взаимодействуют друг с другом лишь через посредство поля. Харак-
терной же особенностью формулировки является то, что для
каждой частицы и для световых квантов вводится свое отдельное
время и что все уравнения, за исключением одного, имеют фор-
мально тот же вид, как для свободных частиц и для поля в пу-
стоте.

4. В предложенной Дираком и мною формулировке электро-
статические силы кулоновского типа явно не вводятся. Тем не менее
эта формулировка оказывается эквивалентной обычной, в которой
кулоново взаимодействие вводится явно. Как я показал в другой
своей работе, это связано с тем, что система уравнений для вол-
новой функции допускает своего рода разделение переменных.

Если разложить поле и потенциалы на плоские волны, то для
каждого значения волнового вектора к поле можно охарактеризо-
вать четырьмя комплексными амплитудами скалярного и векторного
потенциалов:

ах, ау, а2, φ . (15)

Сообразно этому можно сказать, что для каждого значения
волнового вектора возможны четыре вида световых квантов. Но
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вместо этих четырех амплитуд мы можем ввести четыре их комби-
нации, а именно: две составляющие векторного потенциала, перпен-
дикулярные к волновому вектору:

/>ь Ь.,(аГ) (16)

и затем параллельную к нему составляющую и амплитуду скаляр-
ного потенциала:

а·, с . (17)

Это соответствует разделению световых квантов на два типа.
К первому типу относятся поперечные световые кванты, характери-
зуемые величинами Ьх и Ь2. Это световые кванты в собственном
смысле: число и х — д в а — соответствует двум возможным состоя-
ниям поляризации света. Ко второму типу относятся так называе-
мые продольные световые кванты с амплитудами щ и ψ. Оказы-
вается, что именно они передают электростатические действия. Вол-
новая функция ψ, удовлетворяющая написанной выше системе урав-
нений, содержит все четыре величины (16) и (17) или вернее
четыре величины:

t?v h\, α и, φ. (18)

Яо при помощи двух уравнений для амплитуд величины С, выте-
кающих из добавочного условия (13), можно найти общий вид за-
висимости ψ ο τ а\\ и '•?, а именно:

ώ = ύ ( ) (α | |, <?)Q(t>}, Ьг), (19)

где ψ0 — известная функция. При любом виде функции Ω добавочное
условие (13) будет выполняться тождественно. Что касается осталь-
ных уравнений (8), то от них можно перейти к уравнениям для
самой функции Q. Каждое из этих новых уравнений будет вида

где Hf — оператор, который содержит члены кулоновского типа.
Физический смысл этого преобразования состоит в том, что мы

исключили переменные, относящиеся к продольным световым квантам
и взамен их получили кулоновы электростатические силы.

Теперь остается сделать последний шаг и положить все вре-
мена частиц и световых квантов совпадающими.

t1==ti! = ...=tn = t=T. (21)

Ввиду того что

dQ , dQ_j_ . dQ\ (22)

dt ~~*~ dt, ~ ' ' " ' ft,, I r'
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теперь у нас получится для Й только одно уравнение, в которое
будет входить сумма правых частей уравнений (20). Это уравнение
можно написать в виде

HQ — iK^ = LQ. (23V

Здесь Η есть обычный оператор для полной энергии системы η
частиц без световых квантов. В нерелятивистском приближении он
имеет вид

s—\ и>г> '

где U есть потенциальная энергия частиц во внешнем поле. Первая
сумма представляет собой кинетическую энергию, а вторая — куло-
нову электростатическую энергию взаимодействия наших частиц.
Оператор же I в правой части будет относиться к взаимодействию·
со световыми квантами: он будет давать реакцию излучения на
нашу материальную систему. Во многих задачах этой реакцией
излучения, а значит и оператором L, можно пренебречь, и тогда·
получится обычное уравнение Шредингера для многих тел.

Резюмируем теперь ход наших рассуждений. Мы исходили из
представления о том, что частицы непосредственно взаимодействуют
только со световыми квантами. Поэтому мы не вводили явно электро-
статического кулонова взаимодействия. Взаимодействие это получи-
лось у нас автоматически, путем исключения продольных световых,
квантов.

Таким образом здесь окончательно решен старый вопрос о том,..
как согласовать представление о световых квантах с электростати-
кой. Кулоново взаимодействие между заряженными частицами оказы-
вается не только не противоречит, но является непосредственным
следствием представления о световых квантах. Вместе с тем выяс-
нено, как согласовать нерелятивистский характер кулоновых сил
с инвариантным характером теории. Исходные уравнения у нас
инвариантны. Разделение же квантов на продольные и поперечные
не инвариантно. Поэтому, хотя получающиеся при этом разделении
кулоновские члены не имеют инвариантного характера, их неинва-
риантность компенсируется наличием в наших уравнениях опера-
тора L, относящегося к световым квантам в собственном смысле.

5. Квантовая электродинамика, основные идеи которой я пы-
тался изложить, представляет собою законченную схему, включаю-
щую в себя как квантовую механику в более узком смысле, так
и взаимодействие частиц с излучением. В частности, эта теория поз-
воляет определить естественную ширину спектральных линий. Схема
эта может быть расширена на случай переменного числа материаль-
ных частиц, на случай рождения и уничтожения пар электронов
и позитронов. Несмотря на все это, современная квантовая электро-
динамика страдает некоторыми коренными недостатками, которые
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формально проявляются в том, что строгое решение ее уравнений
оказывается в большинстве случаев невозможным вследствие расхо-
димости некоторых интегралов и т. п. С особенной резкостью эти
недостатки были подчеркнуты в работе харьковского физика Ландау
(совместной с Пайерльсом), который анализировал физическую их
причину. Ландау полагал даже, что квантовая электродинамика не
дает ничего существенно нового по сравнению с классической. Этот
крайний взгляд был впоследствии опровергнут Бором и Розенфель-
дом, которые исследовали границы приложимости квантовой электро-
динамики. В своем глубоком исследовании Бор и Розенфельд пока-
зали, что приложимость квантовой электродинамики кончается там,
где начинает становиться существенной атомная структура измери-
тельных приборов. По общему мнению всех физиков, расширение
этих границ и установление новой, более общей теории, объединяю-
щей квантовую механику и теорию относительности, требуют суще-
ственно новых идей, связанных с еще большим отказом от клас-
сических наглядных представлений, чем это имеет место в квантовой
механике.

Здесь уместно упомянуть, что та же идея, которая лежит
в основе работы Дирака, моей и Подольского, а именно идея о пе-
редаче взаимодействия через посредство квантов, — была с успехом
применена ленинградским физиком Бронштейном к тяготению. Вос-
пользовавшись математическим аппаратом, развитым в моей работе,
он показал, что, введя гравитационные кванты, можно получить
ньютоново взаимодействие между телами, причем оно имеет пра-
вильный знак, так что две массы будут всегда притягиваться, тогда
как в электродинамике два одинаковые заряда, как известно, отталки-
ваются.

В популярной литературе до сих пор дискутируется время от
времени вопрос о так называемом дальнодействии и близкодей-
ствии. В настоящее время, хотя этот вопрос и решен в пользу
близкодействия, он вместе с тем утратил свою актуальность и даже
отчасти свой смысл. В самом деле, с одной стороны, теория отно-
сительности принципиально не допускает никаких мгновенных дально-
действий, с другой стороны, мы не можем представлять себе и
близкодействие столь же буквально и столь же наивно-механи-
чески, как это делалось 300 лет назад при возникновении этого
старого спора. Ведь согласно квантовой механике световые и грави-
тационные кванты не могут быть даже строго локализованы в простран-
стве и времени, так что говорить о передаче взаимодействия от точки
к точке через посредство промежуточной среды (эфира) не прихо-
дится. Тем не менее, если мы пожелаем пользоваться старыми тер-
минами „дальнодействие" и „близкодействие", придавая им в случае
надобности новый, обобщенный смысл, мы можем это сделать. Мы
можем дать оценку изложенной мною теории с точки зрения этих
старых понятий. Мы должны тогда сказать, что наша теория взаимо-
действия между частицами является последовательным проведением
идеи близкодействия и что она выводит из этой идеи законы Кулона
и Ньютона, не прибегая к мифическому представлению об эфире.
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6. Я перехожу к изложению основной идеи моих работ—о при-
ближенном методе решений квантовой задачи многих тел.

Предположим, что мы имеем атом с η электронами. Если пре-
небречь релятивистскими поправками и реакцией излучения на атом,
то изложенная формулировка проблемы многих тел приводит
к обыкновенному уравнению Шредингера, с написанным выше опе-
ратором энергии И. Для того чтобы найти стационарные состояния
атома, т. е. состояния с определенной энергией, нужно решить
уравнение Шредингера:

где Ε есть параметр энергии. Функция 4, удовлетворяющая этому
уравнению, зависит от Згс координат

хи уи zL; . . . ; хп, уп, zn (26)

я от /г переменных (спинов)

< 7 Ь СГ2, . . . , 3 „ . ( 2 7 )

Каждая из этих последних принимает только два значения
сообразно двум возможным ориентировкам электрона. Эта функция
должна менять знак при перестановке переменных, соответствующих
двум разным электронам. Например:

ψ У и Zi, 3f, Xo, y2, z-2, σ 2 ; . . . ) = =

= — ψ ( χ 2 , Уъ ζ., σ 2 ; х и у ъ ζχ σ ι ; . . . ) . ( 2 8 )

Требование это носит название принципа Паули.
Вместо того чтобы считать ot и σ2 за независимые перемен-

ные, мы можем рассматривать их как значки у функций. Тогда мы
можем сказать, что требуется найти 2" функций от Ъп перемен-
ных каждая. Для того чтобы получить представление о степени
сложности этой задачи, рассмотрим атом натрия, содержащий 11
электронов, и атом меди с 29 электронами. Для атома натрия тре-
буется найти 21 1 = 2048 функций от 33 переменных, а для меди 229,
т. е. свыше полумиллиарда функций от 87 переменных каждая.

Совершенно ясно, что строгое решение такой задачи практи-
чески невыполнимо. Поэтому приходится прибегать к приближен-
ным методам.

Идея предложенного мною метода состоит в следующем. Я фор-
мулирую задачу о решении уравнения Шредингера в виде вариа-
ционной задачи о нахождении минимума интеграла

W= [ШЫ-, (29)
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представляющего энергию атома. Волновую же функцию ψ я пред-
ставляю в виде линейной комбинации функций ψ1; ψ2,.··> ψπ> каждая
из которых зависит только от переменных одного электрона:

Ψ = у " Σ ± Ψ" ^ ' °"> • • • \ ( * · ап) •

Такую комбинацию вместо простого произведения:

ψ = Μ * ι , «i)...-{<„(*„, оя) (31)

приходится вводить для того, чтобы удовлетворить принципу Паули.
Эту комбинацию я ввожу в выражение для энергии W и затем
нахожу функции 6 Ь ..., <Ьп из условия ее мимимума. Для этих функ-
ций получаются уравнения вида

i р * % + L ' s ) Ψ.< - ^ Ψ = EAS • (32)

Таким образом мы как бы вернулись к уравнениям для отдельных
электронов.

В этих уравнениях Us есть потенциальная энергия, происходя-
щая от ядра и от остальных электронов, a As есть некоторый
интегральный оператор. В своей работе я показал также, что если
мы вместо линейной комбинации волновых функций, удовлетворяю-
щих принципу Паули, возьмем простое произведение функций (31),
то вариационное начало приведет нас к уравнениям вида (32), но
без интегрального оператора As. Эти упрощенные уравнения были
впервые предложены английским математиком Хартри и названы им
2/равнениями согласованного поля.

Характерное отличие моих уравнений от уравнений Хартри
заключается в члене с интегральным оператором As. Остановимся
подробнее на его толковании. Так как он добавляется к энергии
электрона, то он сам представляет какую-то энергию. Но этот вид
энергии неизвестен классической механике и представляет собою
чисто квантовое явление. Член As произошел оттого, что вместо
произведения функций отдельных электронов мы ввели линейную
комбинацию таких произведений, удовлетворяющую принципу Паули.
Таким образом он связан с принципом Паули. Но принцип Паули
является выражением тождества электронов, выражением того, что
ничто не изменится, если два электрона обменяются местами. По-
этому связанную с этим энергию принято называть энергией кван-
тового обмена.

Понятие энергии квантового обмена было впервые введено
Гейзенбергом и Гейтлером. В своей работе я показал, как ее можно
учесть для атомов путем введения интегрального оператора As.

Выведенные мною уравнения, учитывающие квантовый обмен,
были впервые решены моими сотрудниками в Оптическом институте
в Ленинграде для атомов натрия и лития. Эти расчеты показали,
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что энергия квантового обмена составляет значительную долю энер-
гии валентного электрона в атоме. Если принять ее во внимание,
то вычисленный уровень энергии атома отличается от наблюден-
ного на 1 или 2°/0, если же ее отбросить, то ошибка повышается
до 20 или 30%. '

Еще более значительна роль квантового обмена в теории
молекул в квантовой химии. Оказывается, что самое существова-
ние молекул из двух одинаковых атомов обусловлено наличием этой
энергии, тогда как по классической механике такого рода молекулы
вообще не могли бы существовать.

Изложенный способ приближенного решения задачи многих
тел с учетом энергии квантового обмена, разработанный мною
для атомов, нашел многочисленные применения. Так, он был при-
менен Таммом и Бриллуэном в теории твердых тел, Дираком — в
теории позитронов и, наконец, в недавнее время Гейзенбергом—
в теории ядра.

Способ этот дает для атомов довольно точные результаты,
но требует сравнительно сложных вычислений. Поэтому я хотел бы
упомянуть о другом предложенном мною способе, о котором я до-
кладывал здесь в марте прошлого года. Этот новый способ основан
на свойствах волновых функций атомов водородного типа. Принци-
пиальный интерес его заключается в том, что в нем используется
симметрия водородоподобных атомов, которая, как я показал, сов-
падает с симметрией шара в пространстве четырех измерений. Эта
симметрия позволяет чрезвычайно просто формулировать свойства
атомов с замкнутыми слоями электронов. В настоящее время имеется
уже для атомов натрия, алюминия, меди и цинка числовой мате-
риал, который приводит к заключению, что новый способ способен
при всей его простоте давать весьма удовлетворительные по точ-
ности результаты.


