
ВЫСШАЯ МЕТРИКА ЦВЕТА.

Н. Т. Федоров, Москва.

§ 1. В нашей первой статьеJ были изложены основы
низшей метрики цвета, имеющей дело с установками на
равенство. В этой статье мы рассмотрим сначала экспе-
риментальный материал, лежащий в основе высшей ме-
трики цвета, имеющий дело в первую очередь с установками
на н а и б о л ь ш е е сходство (гетерохромная фотометрия)
и на едва заметное р а з л и ч и е (чувствительность глаза
к изменению цветности и насыщенности), а затем сформули-
руем и самые основные положения высшей метрики цвета
в том виде, как они были даны 9. Шрёдингером. 2 В по-
следнем же параграфе мы укажем, каким путем следует под-
ходить к построению рационального тела пигментных цветов.

Если мы 'имеем два не одинаково ярких дучка света
одинакового с п е к т р а л ь н о г о состава, то мы всегда
можем уравнять их по яркости, изменив в η раз интен-
сивность одного из них, причем тот, интенсивность ко-
тррого придется для этого уменьшить в η раз, мы назовем
в η раз более ярким. В этом определении мы полагаем,
следовательно, что яркость светового пучка пропорциональна
его объективной интенсивности и может поэтому выражаться

"в э н е р г е т и ч е с к и х единицах. В том случае, однако,
когда мы имеем два одинаково ярких пучка света ρ аз ли ч-

1 Успехи физ. наук, № 1, 92 —118, 1929. К сожалению, в статье этой
имеется ряд опечаток, нередко искажающих смысл. Их следует испра-
вить по списку, приложенному к этому № журнала.

2 Е. S c h r b ' d i n g e r . Ann. d. Physik, C>.% 427 и 481, 1920.
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ного спектрального состава, но одинаковых по цвету — на-
пример, белый солнечный свет и смесь двух любых допол-
нительных спектральных лучей—энергии их в общем слу-
чае будут различны. Но и здесь, если два таких пучка
кажутся нам неодинаково яркими, мы всегда можем, из-
менив в η раз объективную интенсивность одного из них,
сделать их неразличимыми по яркости, причем отношение
их яркостей, как и в первом случае, определяется из от-
носительного изменения объективной интенсивности одного
из них. Более сложно обстоит дело в случае, когда мы
имеем пучки света н е о д и н а к о в о г о цвета, красный, на-
пример, и зеленый, и когда изменением интенсивности мы
не будем, очевидно, в состоянии установить их на тожде-
ство. В этом случае мы можем, по Г е л ь м г о л ь ц у , г про-
изводить установку лишь на н а и б о л ь ш е е сходство.
На самом деле, мы не в состоянии качественно оценить сте-
пень различия, существующего между некоторым опре-
деленным красным и некоторым определенным желтым, ска-
зав, что они отличаются друг от друга больше или меньше,
чем некоторый серый цвет от черного, но мы можем всегда
судить о том, уменьшается или увеличивается это различие
при некотором определенном, производимом с этой парой
цветов изменении (повороте николя, перестановке сектора
на вертушке и т. п.)- Вели же мы будем сравнивать неко-
торый данный нам цвет с некоторым непрерывно изменяю-
щимся одномерным рядом цветов другого цветового тона—
например, t с рядом ступеней интенсивности некоторого
другого цвета, то может случиться, что различие между
сравниваемыми цветами будет уменьшаться до некоторого·
определенного члена ряда, а затем снова возрастать. Такой
„наиболее сходный" член мы можем найти всегда, причем
особенно легко это сделать в том случае, когда взятые цве-.
товые тона не очень различны между собой, подобно тому
как опустить из некоторой точки перпендикуляр на данную
прямую —найти ближайшую точку этой прямой— легче,
когда перпендикуляр этот мал. Само собою очевидно, что·

1 Н. v. H e l m h o l t z . Zts. fur Psych, und Phys. % 1, 1891.
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в понятии „наиболее сходный цвет" не заключается ничего·
абсолютного и что цвет этот определяется тем рядом, ко-
торый задается для выбора. После сказанного для нас бу-
дет понятно определение Гельмгольца, по которому уста-
новка двух цветов А и В на одинаковую я р к о с т ь
сводится лишь к отысканию наиболее сходного с
Л цвета в ряду цветов, который можно получить из В
изменением его интенсивности.

Общеизвестные практические трудности гетерохромной
фотометрии породили огромное количество (одиннадцать!)
различных методов, которые все можно разделить на две
группы: прямые и непрямые методы. К первой группе при-
надлежат следующие три метода.

1. Н е п о с р е д с т в е н н о е сравн"ен<ие цветов по
яркости, хотя бы они и сильно отличались по цвету. Сюда
относится старый метод Фраунгофера, *• затем метод
К е н и г а,2 который определял распределение относительной
яркости (светлоты) в спектре, сравнивая яркость различных
лучей спектра с яркостью некоторых определенных зеле-
ных лучей (λ =. 535 WJA), метод Э б н е я , 3 который определял
яркость спектральных лучей сравнением с яркостью белого
света, а также определение светлоты цветов при помощи
серой шкалы Оствальда или Менселла.

2. Метод малых промежуточных ступеней,
который состоит в том, что между сравниваемыми цветами
включаются промежуточные и таким образом одно резко
гетерохромное фотометрирование разлагается на ряд менее
гетерохромных операций. (Фр. Экснер, 4 Джибсон и
Тиндаль,Б Кольрауш,» Клеменс Ш е ф е р 7 и др.)
и, наконец,

Ges. Schriften. 1, 1888.
2 Α. Κ δ n ig . Gesam. Abh. 144, 1903.
3 W. A b n e y . Res. in Colour Vision, 86, 1913.
* P. Ε χ η e p. Wiener. Ber., 139, 1920.
s 5 K. S. G i b s o n and JE. P. T y n d a l l . Sc. Pap. of the Bureau of

Stand. № 475, 1923.
« K. W. F. K o h l t a u s . c h . Pays. Zts, 31, 396, 1920.
7 Cl. S c h S f e r . Phys. Zts. 26, 58 u. 908. 1925.
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3. Метод Φ. Э к с н е р а 1 определения светлоты пиг-
ментов, который по существу сводится к слабо гетерохром-
ному фотометрированшо. Сюда же относятся аналогичные
методы Б р ю к к е и Геринга.

Все эти 'методы по с у щ е с т в у своему сво-
д я т с я к у с т а н о в к а м на н а и б о л ь ш е е сходство.
Непрямые методы более многочисленны, причем, как спра-
ведливо указывает Шрндингер, каждый из них привносит
с собой и новое определение гетерохромной „равной яр-
кости".

Отсылая интересующихся к подробному обзору этих ме-
тодов в статье недавно скончавшегося проф. К р и с а , 3 мы
в дальнейшем рассмотрим более подробно лишь один наи-
более совершенный из них •— „метод мельканий".

§ 2. Переходя к более подробному анализу „прямых"
методов, мы прежде всего установим одно необходимое, ле-
жащее в основе их, условие, на которое указал Шрёдин-
г е р : ) и которое было проверено ,на опыте К о л ь р а у ш е м 1

иКл. Ш е ф е р о м 6 для пигментных цветов, Р е й х е н б е р г »
и нами7—для спектральных.

При фотометрическом сравнении двух пигментов, цвета
которых лежат в спектре далеко друг от друга, мы всегда
сталкиваемся с тем затруднением, что для наблюдателя,
обладающего нормальным цветным зрением, впечатление ка-
ч е с т в а цвета настолько перевешивает, что часто он вообще
не в состоянии сказать, какой из пигментов кажется ему
светлее, кроме, разумеется, крайних случаев. Но как раз
на этих крайних случаях и базируется, очевидно, наше
инстинктивное „чувство" того, что вообще о светлоте окра-
шенных пигментов говорить можно. Как уже указывалось
выше, во втором из „прямых" методов для того, чтобы из-

1 Fr. Exner. Wien. Вйг., 127. 182*9, 1918.
2 J. v. E r i e s . Zts. fur techn. Phys. <>, 327, 1924.
3 F. S c h r o d i n g e r , loc. cit.

• * K o h l r a u s c h , loc. cit.
* Cl./Sch'df er, loc. cit.
β R e i c h e n b o r g . Диссертация в рукописи (Вена, 1925).
7 N. F e d o r o w tmd V. Fedorowa, Zts. f. Physilc, r>7, 855, 1929.
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бежать трудностей гетерохромной фотометрии, можно вклю-
чить между двумя сравниваемыми по их светлоте пигмен-
тами ряд проме-
жуточных ступе-
ней таких, чтобы
разница в цвете
двух соседних
•ступеней была не-
значительна. Тог-
да возможно, на-
чав с первого пиг-
мента через из-
вестноечисло про-
межуточных сту-
пеней, т. е. почти
изохромно, дойти
до последнего пигмента, получив в результате некоторое (

определенное, характеризующее его светлоту по отношению
570 „ . к первому пиг-

менту, число. При
этом само собою
подразумевается,
что мы всегда
приходим к одно-
му и тому же ре-
зультату, незави-
симо от того,
сколько и какие
промежуточные
ступени мы вклю-
чаем: получен-
ный нами ре-
зультат не. дол-
жен зависеть
от „пути". В
этом и состоит

„условие Шрёдингера" , полученное им теорети-
чески. Как Кольрауш, так и Шефер

Рис;. 2.

пользова-
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лись для проверки этого условия прекрасными атласами
цветов В. Оствальда. Как известно, О с т в а л ь д распо-
лагает все цвета в виде двойного конуса (рис. 1), причем
по окружности их сложенных оснований лежат наиболее
насыщенные, „полные" цвета, которые вверх переходят в
белый, а вниз в черный цвет. Буквы обозначают содержа-
ние в цвете белого (первая) и черного (вторая). На рис. 2
дана нумерация цветных тонов, содержащихся в любом
круге цветного тела, перпендикулярном к его бело-черной
оси, с указанием соответствующих этим цветам длин волн

спектральных лучей.
Каждый цвет, следова-
тельно, обозначается
одной цифрой и двумя
буквами. Светлоту са-
мого светлого пигмента
00 обозначим через 100.
Тогда, если условие
Ш р ё д и н г е р а вы-
полняется, мы, взяв
этот пигмент за исход-
ный и фотометрируя
через равные ступени,
рациональная величи-

на которых должна быть установлена опытом, должны,
дойдя до пигмента 00 с другой стороны, получить для
его светлоты то же значение—100. К о л ь р а у ш , промег
рив 24 цвета из круга „га", получил вместо 100 число 102,4,
для круга же „we"—92, что безусловно лежит в пределах
возможной ошибки, которая суммируется из ошибок отдель-
ных (24!) установок. ,.,

Результаты, полученные Ш е φ е ρ о м1 для круга „га", изо-
бражены на рис. з, где даны результаты измерений для раз-
личного числа промежуточных ступеней — одной (00 срав-

1 Он пользовался обычным спектрофотометром Г л а н а, призма ко-
торого была удалена, а на щелях получались действительные изобра-
жения ярко освещенных сравниваемых пигментов. Величина поля зре-
ния исключала возможность явления И у ρ к и н ь е..
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нивается с 50), трех (00—25; 25 — 50; 50 — 75; 75 — 00), 4
6,12, 24 и 48. Прежде всего мы видим здесь, как хорошо свет
лота цвета № 50, полученная непосредственным сравнением
его с желтым № 00, согласуется с тем, что получается πρΐ
другом числе промежуточных ступеней. Далее мы видим» чтс
с точностью до нескольких процентов условие Шрёдин-
г ер а здесь выполняется; величина ступени сама по себе
оказывается безразличной, но при слишком малом числе про-
межуточных сту-
пеней увеличива- ... Л Относит сдетлота
ется трудность от-
дельных устано-
вок, при чересчур
же большом числе
ступеней увели-
чивается общая
ошибка вслед-
ствие накопления
небольших оши-
бокотдельныхпро-
межуточных изме-
рений. III е φ е ρ
считает наиболее
целесообразным
брать 12 ступеней. Суммарная ошибка при 12 ступенях для
кругов „Ъаи, „еаи, „ра" и „рп" у Ш е ф ер а получилась
равной соответственно 4,1%; 2%; 3,1% и 1,2%. О том, что
получается у разных наблюдателей, дает представление
рис. 4, где сплошная кривая получена для круга „la" на-
блюдателем Ф.И., а пунктирная —наблюдателем Г.

Положим далее, что мы хотим сравнить красный остваль-
довский эталон 25 ра с зеленым 76 ра. Тогда, если условие
Ш . р ё д и н г е р а выполняется, мы должны получить один и
тот же результат, как в том случае, если мы от красного
дойдем до зеленого через ряд промежуточных цветов того
же круга, т. е. или через пурпуровый, фиолетовый, синий,
голубой, аквамариновый, или через оранжевый, желтый,
желто-зеленый (29,83 67,71 или 21,17....83,79), так и в том,

100%
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Рис. 4·



738 Η. Τ. ФЕДОРОВ

когда, не меняя цветового тона (25), пройдем от него до бе-
лого (аа) через ряд все более бледных тонов того же цвета

(25 ра, 26 па, 25
ία 25 са), а за-
тем от белого че-
рез ряд 76 са
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30
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10

- СВетптв

00 08 17 25 33 42 50 58 67 75 83 92 100

Ряс. 5.

Эта задача выпол-
нена К. Ш е ф е -
р о м так. Проме-
рив относитель-
ную светлоту 12
цветов круга га,
он промерил ряд
цветов переход-
ных от 00 га к
белому и получил
таким образом для

'•светлоты цвета 00 га (которую он полагал раньше равною
100) число 78,2. Светлоты других цветов он получил, по-
множив их относительные светлотн на 0,732.
После этого он определил светлоту каждого
шъ этих цветов и иным путем — через ряд
промежуточных от каждого из них к белому,
т. е. так, как раньше он сделал для желтого
ОО га. Полученные им результаты изобра-
жены на рис. б, где сплошная кривая полу-
,чена по первому способу, а пунктирная по
второму. ,Мы видим, что и в этом случае
результат не зависит от вида „пути". Для
•спектральных цветов условие Ш р ё д и н -
гера проверено впервые Р е й х е н б е р г ,
которая в спектроскопической лаборатории
проф. Х а ш е к а при 2-м Физическом инсти-
туте Венского университета промерила по
•ступенчатому („каскадному") методу Ф.
Э к с н е р а распределение относительной яр-
кости в диффракционном спектре вольтовой Рис. 6.
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дуги, при чем величина ступеней была 8 ηψ, 4 ту. и 2 тр.
Видимый спектр имел длину в 108 см (от 700 до 400 щ).
Изменение же величины ступеней производилось при по-
мощи особого приспособления проф. Х а ш е к а , выполнен-
ного для института фирмою Г е р ц а . Приспособление это
состоит (рис. 6) из 4 призм, две из которых лежат снизу
(Pi и Р2'), а две другие находятся (Pi и Р2) над ними, при-

1.0

0.5

Θ © Θ Θ © ©2 mil

_1_ χ J_ _L

700 680 660 640 620 600 580 560 540 520 500 480 460 440 4Ζ0 .

Рис. 7·

чем воздушный промежуток между парами PjiY и Р2Ра'
может изменяться при помощи микрометрического винта.
Если мы поставим это приспособление в то или иное место
спектра, при чем обе пары призм сблизим вплотную, мы
увидим и верхнюю и нижнюю части поля зрения освещен-
ными 'светом одной и той же длины волны λ. При раздви-
жении же призм, как легко видеть, длины волн будут уже
неодинаковыми —между ними появится некоторая разница
Δλ, величину которой для различных расстояний между
призмами можно вычислить или найти экспериментально.
Ж—матовая пластинка, а Г—зрительная труба, содержащая
призмы Р о ш о н а Я и Н и в о л я У; поворачивая послед-
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Рис. 8.

ниш, мы сможем установить обе половины поля зрения на

„наибольшее сходство". Промерив отношение К= -•—gt-- ,

где Н\ относительная яркость, для целого ряда длин
волн, мы сможем построить кривую К (λ), которая будет
лежать выше 1 по одну сторону от максимума яркости .

в спектре 1 и ниже по другую сто-
рону от него.

Из этой кривой последовательным
делением или умножением * мы смо-
жем получить и кривую распре-
деления относительной яркости в
спектре.

Результаты, полученные Ρ е и χ е н-
б ер г ом, изображены на рис. 7. 3

Автором этой статьи совместно с В. И. Ф е д о р о в о й при
помощи сконструированного им простого приспособления
к спектрофотометру Глана, 3 состоящего из двух щелей
(рис. 8), одна из которых может .смещаться относительно
другой; по совершенно такому же методу показано, что
и при увеличении Δλ до 12 тр кривая распределения ярко-
сти не изменяется, что видно из рис. 9, где пунктиром

(Ь) дана кривая 2Г=-—^±^- для Δλ = 12 гщ, построенная
il\

по кривой JET, полученной при Δ λ = 8 my. для призматиче-
ского спектра гаЗом наполненной молочной лампы „Osram",
а крестиками изображены точки, полученные для Δλ== 12 чщ-
на опыте.4

Мы видим, следовательно, что условие Ш р ё д и н г е р а
выполняется совершенно точно при изменении Δλ от 2 до

1 Или ив кривой log К (λ) последовательным графическим интегриро-
ванием^

а Независимость кривой И от Δλ для 2 »»μ и 4 }»μ была подтверждена
также и нами на той же спектральной установке Венского университета,
но для несколько большего интервала (от 718 тр до 42б т\>). Ом. V Съезд
русских физиков 1926 г. (стр. 65).

3 N. F e d o r o w , Доклады Академии наук ССОР, 413, 1928.
* N. F e d o r o w uad W. P e d o r o w a . Die Naturwissenschaften. 16,

757 - 758, 1928 und Zts. fur. Phyeik, 57, 855, 1929.
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12 ту-, при чем в первом случае разница в цветности
сравниваемых полей на всем протяжении видимого спектра
(около 300 ту) заметна лшць в общем на интервале
в 22 ту-, в последнем же случае разница в цветности за-
метна почти на всем протяжении спектра. По аналогичному
каскадному методу в Бюро Стандартов в Америке в 1925 г.
Джибсоном и Тиндалемг было произведено исследование
распределения относительной яркости в спектре для 52 лиц,
при чем полученные результаты были пересчитаны на спектр
с равномерным распределением энергии. Распределение

го-л

Т"—ι—τ**—[f—ι 1 1
700 680 ВВО ВЧО Б20 600 580 560

Рис. 9.

1 1 1 1 г
520 500 480 Ш 44ΰμμ

светлоты в спектре с равномерным распределением энергии
характеризует собою, очевидно, чувствительность на-
шего г л а з а к лучистой энергии различных
длин волн — то, что обычно называют „видимостью" (visi-
bility) лучистой энергии. Имея эту кривую (рис. 10), мы можем
находить светлоту окрашенных тел просто по их спектру
отражения. На самом деле мы можем написать такое оче-
видное равенство, определяющее светлоту:.

гг~ /ρ(λ)Γ(λ)33(λ)<& · ·

где ρ (λ) — отражательная способность тела, V (λ) — види-
мость лучистой энергии с длиною волны λ, Ε (λ) — орди-

ι К. S. G i b s o n and E. P. T y n d a l l , loe. oit.
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яата кривой распределения энергии в спектре источника
света, освещающего взятое окрашенное тело. 1

В той же, указанной выше, работе К л. Шеф ер, восполь-
зовавшись старыми данными К е н и га для распределения
относительной яркости в спектре белого солнечного света
и кривыми ρ(λ) для 12 оствальдовских цветов круга »ia"f

вычислил их светлоту. Результаты изображены на рис. 11 и
совпадение вычисленных и наблюденных цифр следует при-
анать очень хорошим, в особенности, если мы примем во вни-
мание, что данные К ё н и г а не являются очень точными и
заметно отличаются кое-где от соответствующих цифр, ко-

торые можно по-
лучить, например,
из данных Тин-
д а л я и Д ж и б -
с о н а. Можно так-
же измерить свет-
лоту и термоэле-
ментом, если по-
ставить перед ним
светофильтр, кри-
вая которого соот-
ветствует кривой

Рис. ίο. чувствительности

нашего глаза. Наиболее точно удовлетворяет этому усло-
вию светофильтр К о б л е н ц а и Э м е р с о н а , - предста-
вляющий собою видоизменение соответствующего светофиль-
тра А й'в с а и имеющий следующий состав:

СиС1а-£Н20 . , . ' . . . . . . . 5,7 г.
Co(NH4)2(SO4)2 6Н2О . . . . . . 1,2 г. '
KgCrO* . • . . . . . ' . 0,16 г.

Ш О з . . . . . . . . . . . . . 0,123 г.

Н 2 0 , . . . . . ' . . . . . . . . 100 смъ.
1 Вычисление и в этом случае облегчается, если воспользоваться ука-

занным в первой моей статье (Л 1 „Усп. фив. наук" за 1929 г.) приемом
Л ю т е р а . Необходимый числовой материал приведен в большой статье
S.RrBsch'a „Darstellung der Forbenlehre filr die Zwecke des Mineralogen"
в Fortschritte der Mineralogie, Krietallographie und Petrographie.B. 13. 1S29.

1 W. C o b l e η t z and B m e r . s o n . So. Pap. B. of Stand. № 303, 1917.

400 Ш Ш 520 560 600 640 660 72C
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(Толщина слоя 1 см, для поглощения инфракрасных
лучей ставят добавочный сосуд с водою, толщиною от
3 до 4 см).

Следует указать далее на то, что данные, полученные
Д ж и б с о н о м и Т и н д а л е м , близко подходят к тому,
что раньше, в 1918 г., было получено для 125 наблюдателей
совершенно иным, „непрямым" методом К о б л е н ц о м и
Эмерсоном,* 4 тоже в Бюро стандартов в Вашингтоне. Они
пользовались так наз. „методом мельканий", который основан
на том, впервые установленном Р у д о м (Rood) факте, что
когда в глаз попадают поочередно световые пучки разного
цвета, мы при малой скорости чередования их ясно видим
смену одного цвета другим; при увеличении же скорости
мелькания снача- п о

t Относит, светлота
ла исчезают мель-
кания по цвету,
и мы видим один
смешанный, сред-
ний цвет, при чем,
если относитель-
ные яркости срав-
ниваемых лучей
неодинаковы, этот
смешанный цвет
кажется мелькаю-
щим. Мелька-
ния этого рода
и с ч е з а ю т при
одинаковой от- < ,• •
н о с и т е л ь н о й я р к о с т и с р а в н и в а е м ы х л у ч е й и
и с ч е з н о в е н и е их может служить критерием
д о с т и ж е н и я такого равенства* В опытах Ко-
бленца и Эмерсона яркость спектральных лучей сравни-
валась по этому методу с яркостью нерабложенного в спектр
белого света некоторой стандартной лампы и на рис. 12
изображены полученные им результаты: все ί25 кривых

100%
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20 -

10 -

00 08 17 25 33 42 50 58

Рис. 11.

67 75 83 9? 100

1 Loc. eit.

•Успехи физических наук, Т. IX, вып, «.
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нанесены на о Дин чертеж, из которого видно, что, несмотря
на наличие сильных индивидуальных отклонений, можно
говорить о некоторой средней кривой „видимости" лучи-
стой энергии. На рис. 13 дано сравнение всех имеющихся
в литературе данных, полученных, с одной стороны, по ме-
тоду малых ступеней, а с другой—по методу мельканий.

К л. Ш е ф ер произвел точно также определение отно-

Рис. 12.

сительной яркости цеяого ряДа оствальдовских эталонов
при помощи известного мелькающего фотометра Б е х -
ш т ей на, описание которого можно найти в любом учебнике
•фотометрии. Для -определения этим фотометром относи-
тельной светлоты оствальдовских цветов К л. III е φ е ρ на-
лаживал их попарно ш грани гипсовой призмы фотометра.
На рие. 14, где сплошная кривая изображает полученные
им данные для относительной светлоты цветов круга „ttc"
методом мельканий, а пунктирная — методом установки на
наибольшее сходство, видно, что оба эти метода приводят
•практически к одному и тому же результату.]
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§ 3. Следующим вопросом, который нужно было разре-
шить для построения высшей метрики цвета—является
вопрос о том, обладает ли яркость свойством аддитив-
ности; иными словами, можем ли мы, обозначив яркость
через И, написать такое равенство:

Е{х1} х2) ЖзО+ЯТЖ]1. Хч1! Xzi) = S{XiJ

r:i\
i, #2 \~%-л1,

(2)

где Χχ, Хг,

цветов?

inn0/
IUU/ο

90
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70
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50

40

30
20

.10

Относит, светлота

• V
-
-
-
-

ι I

00 08 17

\ /

1 1 1 1 1 .

25 33 42 50 58 67

Рис. 14.

1 — трилинейные координаты наших

Если бы это равен-
л.тпп Л и я м ΐΐρτρη.ΊηΑπ.πττ.

/ вым, то, как простое
/ математическое след-

/ итвие, из него вытекало
/ бы такое равенство:

/ ,Н^ах1~{-Ъх2-\-<!Хя, Qi)

^Jl где а, Ъ и с — некото-
рые константы. '

Исследования Э б-
н е я , 2 К о л ь р а у ш а , в

75 83 92Ю0 ф · Э к с н е р а 4 позво-
ляют ответить на этот
вопрос утвердительно.

Экснер, например, определял светлоты большого числа
различных цветовых кружков, затем составлял на вертушках
всевозможные смеси их между собою и находил светлоту
таких смесей двумя путями—непосредственным измерением
и вычислением по ранее найденным светлотам отдельных
кружков, при чем аддитивность во всех случаях подтверди-
лась. Коэффициенты а,Ъжс формулы (3) проще всего опре-
делить из кривой распределения яркости в спектре белого
света, которую можно получить из кривой .„видимости",
помножив ее ординаты на ординаты кривой распределения

1 Е. S с h г δ el i n g е г, loc. cit.
и Loc. cit.
3 Loc. cit.
* Loc. cit
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энергии в спектре белого солнечного света, близко совпа-
дающей с соответствующей кривой для абсолютно-черного
тела, имеющего температуру около 5000° abs. (5200° abs. no
П р и с т у ) . Составив для большого числа длин волн (через
W ту- например) уравнения типа (3), можно определить
отсюда способом наименьших квадратов коэффициенты „а",
J)" и „С.

Взяв значения хь Хг и х3 из кривых К е н и г а - А й в с а ,
приведенных нами в первой статье, мы получим для этих
коэффициентов такие числа: α=0,568; Ь = 0,426; с=0,006.

Ф. Э к с н е р для своих, несколько отличных от айвсов-
ских кривых и совершенно иным способом получил очень
близкие к этим коэффициенты: а=0,562; Ъ = 0,425 и с = 0,013.'
Нам с В. И. Ф е д о р о в о й удалось подойти к определению
относительной величины коэффициентов „аи и „Ьи еще
третьим Ъпособом. 1 Получив временную цветную слепоту
на красный, а затем на зеленый цвет действием на-глаз
чрезвычайно ярких красных и особым образом выбранных
зеленых спектральных лучей, мы измерили кривые распре-
деления относительной яркости в спектре как для первого,
так и для второго случая (см. рис. 9). Затем из этих кри-
вых Шв~ы и Hg.n и ранее, измеренной кривой Η для неуто-
мленного глаза можно было способом наименьших квадра-
тов найти коэффициенты „аа и „δ". (Брались значения Ж,
Him и Не.ы в пределах от 670 т\ь до 510 тр, в которых
мы с большим приближением можем вычислять Η по фор-
муле И^= а<Су~{-Ъх^ влияние третьего, очень малого, члена
ехц сказывается лишь для более коротких длин волн).
Коэффициенты эти оказались равными а = 0,82 и δ ' = 0,24.
Когда же мы взяли отношение максимальных ординат на-
ших кривых Н.ц.ы и Hg.u равным не единице, что, ;раз-
умеется, произвольно, но отношению максимальных ординат
кривых Χχ и х2, перечисленных на распределение энергии
в призматическом спектре нашего источника света, мы по-
лучили для „а" и „Ъ" числа 0,82 и 0,62, откуда отноше-
ние Ъ\а оказалось равным 0,76 вместо 0,75 у Айв с а.

1 Loc. cit.
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Можно, разумеется, определить „а", „Ьи и „с" по спо-
собу наименьших квадратов из ранее определенных светлот
пигментных цветов, например, оствальдовских, как это сде-
лал К о л ь р а у ш , при чем в этом случае необходимо ж/г

хя" исс/" (см., мою первую статью!) выражать в о т н о с и -
т е л ь н ы х единицах, приняв величину интегралов / Χχ (X)d).—
= / хг (λ) d λ = / a?3 (λ) d λ, взятых по всему видимому спектру
за единицу. Определив же „а", „Ъ" и „с" раз навсегда, мы
без всякого гетерохромного фотометрирования сможем опре-
делять и относительные яркости любой окрашенной поверх-
ности по ее спектру. В тех случаях, когда нами уже опре-
делены для нее значения xj, хР" и Хр", этот способ при-
водит к цели быстрее всякого другого. К о л ь р а у ш же
показал, что вычисленные таким путем цифры для свет-
лоты хорошо согласуются с найденными экспериментальна
по методу малых ступеней.

§ 4. До сих пор мы имели дело с установками на наи-
большее сходство и теперь нам нужно еще познако-.
миться с тем экспериментальным материалом, который
имеется в области у с т а н о в о к на едва з а м е т н о е
р а з л и ч и е , с которыми мы имеем дело при изучении
чувствительности глаза к изменению цветности и насы-
щенности. '

Не останавливаясь совершенно на истории этого вопроса
мы укажем лишь, что чувствительность глаза к изменению
цветности тщательно изучена в ряде экспериментальных
исследований Ольги Ш т е й н д л е р (Вена), * Д ж о н с а
(Америка), 2 Г а м и л ь т о н а и Л а у р е н с а (Америка), &

Э. Кюнерта (Вена)4 и др., и что, откладывая по оси орди-
нат то изменение длины волны Δλ, которое необходимо для
получения едва заметного изменения в цветности сравни-
ваемых полей, мы получаем кривую, имеющую такой вид
(рис. 15 по Штейндлер). Кривая эта имеет 4 минимума

ι О. S t e i n d l e r . Wiener Ber. 118, 11а, 115, 1906.
2 L. A. J o n e s . J. Opt. Soc. of Amer 63, 1917.
я L a u r e n s and H a m i l t o n . Amer. Journ. of Physiol. 116, 3, 1923.
* Ed. Kiihnert . Диссертация в рукописи (Вена, 1924).
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(соответствующих максимумам чувствительности глаза к
изменению цветности) при λ = 435 ту.,497 т^, 585 чщ и 636 щ..
Между ними лежат 3 максимума (минимумы чувствитель-
ности глаза!) при λ = — 4 5 4 ту., 535 т? и 624 тр. Поло-
жение и величины этих минимумов и максимумов не-
сколько изменяются от наблюдателя к наблюдателю, но число
их всегда остается неизменным я одинаковым. Существует
целый ряд специальных установок-, предназначенных для
изучения чувствительности глаза к изменению цветности,
но можно, разумеется, пользоваться и описанным выше при-
способлением к
спектрофотометру
Глана. Наши из-
мерения показа-
ли, что число ма-
ксимумов и мини-
мумов получается
при этом правиль-
ным, положение
ясе их в границах
индивидуальных
вариаций. Несо-
мненно далее, что

чувствительность глаза к изменению цветности должна
быть каким-то образом тесно связана с тремя • основными
кривыми R, G и В, и, действительно, В. И. Федоро-
в о й 1 удалось недавно показать, что как число, так и поло-
жение максимумов и минимумов можно получить, приняв,
что чувствительность глаза определяется такой функцией

400 7U0 тр.

где f(X)=, в случае, когда Χι, х$ и х» и
аналогичному выражению для других возможных слу-
чаев.

1 В. И. Ф е д о р о в а . Журн. прикл. физики. Том. 5, охр. 201—207,.
1928, и Journal iiir Psychologie und Neurologie, В. 40, Η. 3 — 4, 65, 1929.
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Значительно меньшее число исследований .мы имеем
в области изучения чувствительности нашего глаза к изме-
нению цвета по насыщенности. Наиболее обстоятельно и
чисто выполнено такое исследование Д ж о н с о м и Лоу-
р е е м , 1 которые экспериментально установили связь между
н а с ы щ е н н о с т ь ю цвета, определяемой числом едва
заметных переходов его в белый, одинаковый с ним по
светлоте, и его ч и с т о т о й , которую они изменяли, при-

бавляя к насыщен-
ному спектрально-
му цвету то или
иное количество бн-
лого, и определяли
формулой

р. £__ (п\

Рис. 16.

где #„ — яркость
спектрального ком-
понента, a #«,—яр-
кость примешан-
ного белого. На рис.
16, где по оси абс-

цисс отложена чистота, а по оси ординат число ступеней
насыщенности от цвета данной чистоты до спектрального,
кривая /S изображает полученную таким образом связь
между насыщенностью и чистотой для λ = 540 μμ-, при чем
мы видим, что для не очень малой и не очень большой
чистоты связь эта является прямолинейной, т. е. в этом
среднем интервале насыщенность пропорциональна,чистоте,
что является очень важным для практики, где измеряется
обычно не насыщенность, а чистота. На этом же рисунке
нанесен ряд других кривых, полученных дифференциро,-
ванием кривых первого рода и изображающих чувствитель-
ность глаза к изменению насыщенности.

1 L. J o n e s and L о w г у. Joura. Opt. Soc. Amer., IS, 25, 1926 r.



ВЫСШАЯ МЕТРИКА ЦВЕТА 751

§ 5. Тот экспериментальный материал, с которым мы
познакомились в предыдущих §§, позволил Ш р ё д и н г е р у
подойти к построению высшей метрики цвета, которая,
однако, как неоднократно указывает он сам, является гораздо
менее разработанной по сравнению с низшею метрикой.
Первой задачей, возникающей здесь, является нахождение
количественной меры сходства или различия каких-либо
двух цветов, меры их расстоя-
ния в цветовом пространстве,
которое должно проходить че-
рез минимум при одинаковой
яркости обоих цветов. Если
мы на некоторой поверхности
одинаковой яркости αα^ -J- л у/_^.— " о
~\-Ьхг -j- cxs = const., фиксируем
две точки: А и В, то согласно Рис. 17.
сказанному выше точка В
должна лежать к А ближе всякой другой точки полулуча ОВ,
и обратно, точка А ближе к В, чем любая другая точка
полулуча О А. Легко видеть, что обычная евклидова геоме-
трия этому условию не удовлетворяет. На самом деле возь-
мем два полулуча О А и ОВ (рис. 17), представляющие собой
всевозможные ступени интенсивности каких-либо двух цве-
тов, два вектора из цветового тела, изображенного на рис. 6
первой нашей статьи, и выберем на одном из них какой-
нибудь цвет А'. Тогда „наиболее сходным" с А' (лежа-
щим к нему наиболее близко) будет, очевидно, цвет В',
а наиболее сходным с В' не А', но А"\ Ш р ё д и н г е р поэтому
для линейного элемента цветового пространства, измеряю-
щего степень различия двух цветов, берет, как и Гельм-
г о л Ь ц , такое неевклидово выражение:

8 S , ,

ds2 — V "V aik (»ι, Xt ^

(1-е погашение Ш р ё д и н г е р а).

Он принимает далее, что для любых двух едваразличи-
мых цветов dxi (а следовательно'· и is) должны раеематри-
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ваться как дифференциалы и что ds для каждой т а к о й
пары цветов имеет одну и ту же в е л и ч и н у
(2-е положение Щрёдингера) . Третье положение его
сводится к тому, что расстояние более удаленных друг от
друга цветов определяется длиною (/ ds) кратчайшей со-
единяющей их (геодезической) линии. Покажем более на-
глядно, что заключают в себе эти три положения, при чем
понятия „равнодалекий" и „в одинаковой степени различ-
ный" мы будем считать синонимами.

Одинаково удаленными от какой-либо точки цветового
пространства F мы считаем все едва различные от нее
„цветовые точки" (положение 2-е). Все они лежат на неко-
тором малом эллипсоиде с центром в F (положение 1-е). Все
оси таких малых эллипсоидов мы считаем „одинаковой длины"
(положение 2-е). Равноотстоящие поверхности вокруг F мьт
получим для малых расстояний, увеличивая в одном и том
же отношении все оси первого эллипсоида; все эти поверх-
ности являются; следовательно, подобными ему и также
расположенными эллипсоидами (положение 1-е). Это евкли-
дово построение действительно лишь до тех пор, пока мы
имеем дело с бесконечно - малыми величинами. Для того,
чтобы построить поверхность вокруг F, удаленную от F на
конечное расстояние, мы не Можем увеличивать оси на-
шего малого эллипсоида в соответствующее число раз в их
направлении, но должны иттипо кратчайшему пути в риман-
новском смысле, т. е. по геодезическим линиям на равные
„отрезки" интеграла fds, который и измеряет в этом слу-
чае расстояние (положение 3-е).

Для того чтобы удовлетворить соотношению Ф. Э к с н е ρ а-
Эбнея (E = axir\-bx2-\-cxs) и закону В е б е р - Ф е х н е р а
который требует, чтобы ds не изменялось при пропорциональ-
ном изменении всех χι TidXi, Ш р ё д и н г е р выбирает функ-
цию ai!( так, что выражение для ds2 принимает такой вид:

dvcf , btfctiaa ι сйх£ \ ^
Жц ' х2 ~г~ xs I

Установив далее достаточное и необходимое условие для
интегрируемости, а тем самым и возможность определения
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равенства по яркости гетерохромных цветов (параграф 2·
этой статьи), он дает такое выражение для Jds:

где Н— ах t-\- Ъхг -j- cx-iy a Ξ1

При одинаковом цветовом тоне и одинаковой насыщен-
ности мы имеем отсюда, что s = log ^ соответственно за-

кону В е б е р - Ф е х н е р а . Второй член под корнем фор-
мулы (8) дает нам меру различия цветов по тону и насы-
щенности при одинаковом Л, так как Jds в этом случае
будет равен1

а V да, а?!1 -\- b У гс« аи5 + с V х3 а?з]

ώ B/VG COS г* * ~ ~~~ ·

Как естественную меру для насыщенности Шрёдин-
г е р предлагает взять, геодезическое расстояние цвета от
равнояркого белого, для которого х^=х^ = хг

1-=Н'. Мы
можем поэтому, обозначив насыщенность через 8, напи-
сать, что:

$ = 2 arc eos—~-
γ н

Кривые равной насыщенности будут тогда так называемые
„геодезические круги" вокруг белой точки цветового тре-
угольника равносветлых тонов, т. е. кривые, точки которых
лежат на некотором постоянном геодезическом расстоянии от
белой точки. Этими сведениями из высшей метрики мы здесь,
и ограничимся, подчеркнув еще раз, что сам автор не счи-
тает еще своих результатов окончательными. Они предста-
вляют, однако, большой интерес, как первая (после Гельм-
г о л ь ц а , допустившего в своих построениях одну уничто-
жающую их ошибку)J попытка создать своеобразную метри-
ческую геометрию цвета.

1 Ом. об этом у Е, SchrSdi 'nger, loc. cit.
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Рис. 18.

§ 6. Рассмотрим в заключение вопрос о построении ра-
ционального тела пигментных цветов, которое целиком

должно заключаться вну-
три конуса спектральных
цветов OBfG' V (рис. 6
первой статьи). Мы не
будем здесь останавли-
ваться на системе цветов
О с т в а л ь д а , так как
в этом журнале ей уже
была посвящена статья
Кл. Ш е ф е р а, * и рас-
смотрим вкратце лишь
одну из схем построения
цветового тела по Р. Л го-
те ρ у. 2 На рис. 18 дана
фотография модели та-

кого цветового тела, а на рис. 19 одно из сечений его,
проходящее через зеленый цвет (500 ту) и дополни-
тельный ему пурпуровый.
Поверхность этого тела
образуют оптимальные
шрёдингеровские цвета;
внизу лежит черный,
вверху — белый цвет. По
вертикальному направле-
нию изменяется светлота,
по горизонтальному на-
сыщенность. Пунктиром
намечены векторы тела
OB'G'V. Точка „Xй пока-
зывает положение в этом
теле цвета изумруда,
спектр которого приве-
ден в первой статье (стр. 109). Насыщенность (правиль-
нее чистота) этого цвета определяется отношением--^-,что,

1 „Усп. физ. наук". Том VII, вып. 5, 375, 1927.
s R. L u t h e r . Zts. f. techn. Phys. K· 12, 540, 1927.
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как легко видеть из подобия треугольников OVS и ОКР,
РЖРЖРЖравно р^., т. е. равно отношению светлоты чистой спектраль-

ной компоненты к общей светлоте цвета. Оптимальный цвет,

Оран/к, и голу boh

Ь Краен

Зеленый и пурпурна

Рис. 20.

соответствующий по цвету и, насыщенности цвету изумруда
но имеющий большую светлоту, лежит на поверхности тела,
в точке Ох, и мы можем, очевидно, получить наш цвет, за-
темняя соответствующий* ему оптимальный. Построение по-
добного цветового тела для практики, например, текстиль-
ной промышленности является в настоящее время, когда
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мы можем пользоваться для этой цели прибором Реша, 1

например, вполне реальной и осуществимой задачей при
условии совместной работы и физиков и практиков-коло-
ристов.

В Америке уже в 1915 г. М е н с е л л о м 2 была разрабо-
тана практически система цветов, расположенных по их
цветовому тону, светлоте и насыщенности (чистоте). Им был
выпущен и атлас цветов, содержащий, к сожалению, лишь
10 основных цветов. В 1929 г. „Менселловской цветовой
компанией" выпущено новое издание этого атласа, содер-
жащее уже 20 основных цветов.

Представление об этой системе можно получить изрие.2(),
где в центре изображена модель Менселловского цветового
тела, а в углах 4 сечения этого тела плоскостями, прохо-
дящими через ось. Высота цвета определяет здесь' его
светлоту, а расстояние от ахроматической оси — насыщен-
ность (чистоту).

Следует указать, что для некоторых ив его цветов в Бюро
стандартов в Вашингтоне были промерены спектры и вы-
числены по формуле (3) их светлоты, причем оказалось,
что, действительно, на одном горизонтальном уровне лежат
цвета, имеющие практически одинаковую светлоту.8 Отсюда
следует также, что по радиусу от периферии к центру мы
имеем дело с изменением цвета лишь по насыщенности.

К сожалению, в этой системе не могло быть использовано
понятая об оптимальных пигментных цветах, без которого
построение рационального цветового тела невозможно.

1 См. нашу первую статью.
2 M u n s e l l . A Color Notation. 7-е изд. 1920. Atlas of th© МиадеП

Color System, 1915. Новое издание атласа: „Book of Color", 1929 r.
{„Munsell Color Company").

8 L P r i e s t , K. G i b s o n and H. N i c o l a s . Techn. Pap. B. of atand.
ί* 1Θ7, 1920.


