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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

¤ÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÇ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÄÑÆÇìÑÃâÊÂÕÇÎßÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâá-
ÜÂâ ÎáÃÑÅÑ ÍÖÓÔÂ ÒÑ ÕÇÑÓËË ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÑÄ, ËÔÕÑÍË ÍÑÕÑÓÑÌ ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÒÇÓÄÞÏË
ÒÓËÏÇÓÂÏË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ×ÑÓÏÞ ÒÓÑ×ËÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ
ÄÑÎÐ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ, ÃÇÅÖÜËØ ÄÆÑÎß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÕâÉÈÎÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. £ÑÎÐÞ ³ÕÑÍÔÂ Ë ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ ì ÆÄÂ
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÒÓËÏÇÓÂ ÄÑÎÐ ÐÂ ÄÑÆÇ, ËÏÇáÜËØ ÓÂÊÐÖá
×ËÊËÚÇÔÍÖá ÒÓËÓÑÆÖ. ·ÑÕâ ÄÑÎÐÞ ³ÕÑÍÔÂ ÃÑÎÇÇ ËÊÄÇÔÕÐÞ Ä
×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ, ÏÞ ÐÂÚÐÈÏ Ô ÄÑÎÐ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËØ ÔÑÃÑÌ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÄËØÓÇ-
ÄÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË [1]. ±ÓÑ×ËÎÇÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÅÇÓÔÕÐÇ-
ÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ âÄÎâÇÕÔâ ÕÓÑØÑËÆÂ; ÚÂÔÕËÙÞ ÉËÆÍÑÔÕË Ä
ÄÑÎÐÇ ÆÄËÉÖÕÔâ ÒÑ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕâÏ, ÓÂÆËÖÔ ÍÑÕÑÓÞØ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂÇÕ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÅÎÖÃËÐÞ (ÓËÔ. 1). ±ÓË
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÂÏÒÎËÕÖÆÇ ÒÓÑ×ËÎß ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÙËÍÎÑË-

ÆÑÌ Ô ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÒÓË ÄÇÓÛËÐÇ (ÖÅÑÎ ÊÂÑÔÕÓÇÐËâ ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá). µÆËÄËÕÇÎßÐÑ, ÚÕÑ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß, ÆËÔ-
ÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÎâ ÄÑÎÐ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ ÐÇ ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä
ÔÇÃâ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ ÄÑÎÐÞ Ë ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÎËÐÇÌÐÞÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐ-
ÐÞÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (ÏÞ ÄÔáÆÖ ÃÖÆÇÏ ÅÑÄÑÓËÕß Ñ ÅÎÖÃÑÍÑÌ
ÄÑÆÇ). ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÉËÆÍËÇ ÚÂÔÕËÙÞ ÆÄËÉÖÕÔâ ÒÑ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË,
ÆÓÇÌ× ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÄÑÎÐÇ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ [1 ë 3].

£ÑÎÐÂ ³ÕÑÍÔÂ âÄÎâÇÕÔâ ÖÉÇ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÉËÆÍÑÔÕË [4]. ´ÂÍËÇ ÄÑÎÐÞ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ
ÒÓË ÂÏÒÎËÕÖÆÂØ (ÕÑÚÐÇÇ, ÍÓÖÕËÊÐÂØ), ÏÇÐßÛËØ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ. ±ÓÇÆÇÎßÐÂâ ÄÑÎÐÂ ³ÕÑÍÔÂ ËÏÇÇÕ ÖÅÑÎ 120� ÒÓË
ÄÇÓÛËÐÇ. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß Ä ÄÑÎÐÇ ³ÕÑÍÔÂ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÄÑÊ-
ÐËÍÐÑÄÇÐËË ÑÃÇÓÕÑÐÑÄ Ë ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍÇ Í ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÏÖ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËá. ³ÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÄÑÎÐÂ ³ÕÑÍÔÂ ÐÇ-
ÖÔÕÑÌÚËÄÂ Í ÒÎÂÄÐÞÏ ÏÑÆÖÎâÙËâÏ ÇÈ ÑÅËÃÂáÜÇÌ, Ë àÕÑÕ
à××ÇÍÕ ØÑÓÑÛÑ ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ Ä ÓÂÏÍÂØ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (¯µº), ËÅÓÂáÜÇÅÑ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÖá
ÓÑÎß Ä ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ×ËÊËÍÇ [5 ë 9]. ¹ÂÔÕËÙÞ
ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÄÑÎÐÇ ³ÕÑÍÔÂ Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÕÂÍÉÇ
ÆÄËÉÖÕÔâ ÒÑ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕâÏ, ÓÂÆËÖÔÞ ÍÑÕÑÓÞØ àÍÔÒÑÐÇÐÙË-
ÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÕ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÅÎÖÃËÐÞ, ÑÆÐÂÍÑ Ô ÖÄÇÎËÚÇ-
ÐËÇÏ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÉËÆÍÂâ ÚÂÔÕËÙÂ ÊÂ ÑÆËÐ ÒÇÓËÑÆ ÔÏÇÜÂÇÕÔâ
Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ (ÓËÔ. 2). µÔÓÇÆÐÈÐ-
ÐÑÇ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÒÑÕÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÇ, ÒÑÎÖÚËÄÛÇÇ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÆÓÇÌ×Â ³ÕÑÍÔÂ [2, 4],
âÄÎâÇÕÔâ ÔÆÄËÅÑÄÞÏ ÒÑ ÅÎÖÃËÐÇ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄËØÓÇ-
ÄÞÏ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ØÑÕâ ÄÑÎÐÂ ³ÕÑÍÔÂ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÕÇÐ-
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ÙËÂÎßÐÑÌ, ÑÐÂ ÄÞÊÞÄÂÇÕ Ä ÔÓÇÆÐÇÏ ÄËØÓÇÄÑÇ ÔÆÄËÅÑÄÑÇ
ÕÇÚÇÐËÇ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÄËØÓÇÄÂâ ÄÑÎÐÂ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ Ä ÔÓÇÆÐÇÏ
ÕÂÍÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ ÐÇ ÄÞÊÞÄÂÇÕ.

³ÄâÊß àÕËØ ÕÓÈØ âÄÎÇÐËÌ ÑÃÔÖÉÆÂÇÕÔâ Ä ÐÂÔÕÑâÜËØ ÏÇ-
ÕÑÆËÚÇÔÍËØ ÊÂÏÇÕÍÂØ.

2. ¥ÓÇÌ× ³ÕÑÍÔÂ

¯ÂÒÑÏÐËÏ ÍÓÂÕÍÑ, ÍÂÍ ÐÂØÑÆËÕÔâ ÆÓÇÌ× ³ÕÑÍÔÂ Ä ÍÄÂÆÓÂ-
ÕËÚÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ ÍÓÖÕËÊÐÇ ÄÑÎÐÞ. £ÞÃÇÓÇÏ ÔËÔÕÇÏÖ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ ÑÔß y ÃÞÎÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑ
ÄÄÇÓØ, Â ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÂâ ÑÔß x ÎÇÉÂÎÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÐÇÄÑÊÏÖ-
ÜÈÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÉËÆÍÑÔÕË, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 2.
µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÐÇÔÉË-
ÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ Ä ÒÑÎÇ ÔËÎÞ ÕâÉÇÔÕË,
ËÏÇáÕ ÄËÆ

HHv � 0 ; �1�
qv
qt
� �vHH�v � ÿHHp

r
ÿ g ; �2�

ÅÆÇ v�x; y; t� ì ÄÇÍÕÑÓ ÔÍÑÓÑÔÕË, HH ì ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÑ ÆÇÍÂÓÕÑÄÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ x, y, tì ÄÓÇÏâ, pì
ÆÂÄÎÇÐËÇ, r ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß, g ì ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÅÑ
ÒÂÆÇÐËâ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (1) ÐÂÊÞÄÂáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ-
ÔÕË, Â (2) ì ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÄËÉÇÐËâ ËÎË ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ¿ÌÎÇÓÂ
[10]. ³ÚËÕÂâ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏ, ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎ ÕÇÚÇÐËâ j�x; y; t�, ÕÂÍ ÚÕÑ v � Hj. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1),
(2) ÒÓÇÑÃÓÂÊÖáÕÔâ Ä ÔÎÇÆÖáÜËÇ [2, 9, 11]:

Dj � 0 ; �3�
qj
qt
� 1

2
�Hj�2 � pÿ p0

r
� gy � 0 : �4�

©ÆÇÔß p0 ì ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÉËÆÍÑÔÕË. £ÞÓÂÉÇÐËÇ (4) ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ¬ÑÛËë
ÂÅÓÂÐÉÂ. ©ÂÆÂÚÂ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÑÎÐ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÉËÆÍÑ-
ÔÕË, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÓÇÛÇÐËá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÒ-
ÎÂÔÂ (3), ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÅÑ ÖÔÎÑÄËá ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÂ ÆÂÄÎÇÐËâ
ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ, ÊÂÓÂÐÇÇ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË y � Z�x; t�,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (4). ¬ ÐÇÏÖ ÔÎÇÆÖÇÕ ÆÑÃÂÄËÕß
ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ:

Zt � Zxjx ÿ jy � 0 ; y � Z�x; t� ; �5�

Â ÕÂÍÉÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ
ÅÎÖÃËÐÞ:

j
���
y�ÿ1

� 0 : �6�

¤ÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ ÆÂÄÎÇÐËâ Ë ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ
ÖÔÎÑÄËÇ âÄÎâáÕÔâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË Ë ÔÑÔÕÂÄÎâáÕ ÑÔÐÑÄÐÖá
ÕÓÖÆÐÑÔÕß ÒÓË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÏ ËÊÖÚÇÐËË ÄÑÎÐ ÐÂ ÄÑÆÇ. ´ÑÚ-

ÐÞØ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËÌ ÊÂÆÂÚË (3) ë (6) ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÐÇ
ÒÑÎÖÚÇÐÑ. ¥Îâ ÓÇÛÇÐËâ àÕÑÌ ÊÂÆÂÚË ³ÕÑÍÔ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ
ÏÇÕÑÆÑÏ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÞØ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÖ ÍÓÖÕËÊÐÞ ÄÑÎÐÞ e � kA, ÅÆÇ kìÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ,Aì
ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÑÎÐÞ. ²ÇÛÇÐËâ, ÒÑÎÖÚÂÇÏÞÇ Ä ÓÂÏÍÂØ àÕÑÅÑ
ÏÇÕÑÆÂ, ÒÑÎÖÚËÎË ÐÂÊÄÂÐËÇ "ÔÕÑÍÔÑÄÞ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ".

³ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÄÍÎáÚËÕÇÎßÐÑ ÆÑ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÏÂÎÑÅÑ ÒÂ-
ÓÂÏÇÕÓÂ (ÍÓÖÕËÊÐÞ ÄÑÎÐÞ) ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
j�x; y; t� Ë ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÇ ÔÏÇÜÇÐËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
y � Z�x; t� ÖÔÕÂÐÑÄËÄÛÇÅÑÔâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÄÞÓÂÉÂ-
áÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ [2, 4]:

j�x; y; t� � Ac exp �ky� sin �k�xÿ ct�� ; �7�

Z�x; t� ÿ 1

2
kA2 � A cos

�
k�xÿ ct��� 1

2
kA2 cos

�
2k�xÿ ct�� :

�8�
¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÒËÔÂÐÑ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÈÕÂ,
ÄÑÎÐÂ ÃÇÉËÕ ÄÒÓÂÄÑ Ô ÎËÐÇÌÐÑÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá c �
� ��������

g=k
p

. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÒÓËÄÑÆËÕ ÍÂÍ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ÄÕÑÓÑÌ
ÅÂÓÏÑÐËÍË (ÑÃÇÓÕÑÐÂ), ÕÂÍ Ë Í ÔÏÇÜÇÐËá ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÖÓÑÄÐâ
ÄÑÆÞ ÄÄÇÓØ ÑÕ ÐÖÎÇÄÑÌ ÑÕÏÇÕÍË �y � 0�. ³ÎÇÆÖâ [2], ÏÞ ÊÂ-
ÒËÔÞÄÂÇÏ àÕÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË.

³ËÔÕÇÏÂ (7), (8) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÑÎÐÖ ³ÕÑÍÔÂ Ä àÌÎÇÓÑÄÞØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ x; y. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ àÌÎÇÓÑÄÑ
ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕË v�r; t� � Hj, v � fvx; vyg, r � fx; yg ËÏÇÇÕ ÔÎÇ-
ÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

vx � kcA exp �ky� cos �k�xÿ ct�� ; �9�
vy � kcA exp �ky� sin �k�xÿ ct�� :

±ÑÎÇ (9) âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÒÑàÕÑÏÖ
ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÂ ÒÇÓËÑÆ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÔÍÑÓÑÔÕË ÃÖÆÇÕ
ÓÂÄÐÑ ÐÖÎá. ±ÓË àÕÑÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÍÂÍ ÖÔÕÂÐÑÄËÎ ÇÜÈ ³ÕÑÍÔ,
ÔÂÏË ÉËÆÍËÇ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÔÓÇÆÐÇÏ ÐÇ ÑÔÕÂáÕÔâ ÐÂ ÏÇÔÕÇ, Â
ÔÏÇÜÂáÕÔâ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ (ÆÓÇÌ×
³ÕÑÍÔÂ). ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ àÕÑ ÒÑÆÓÑÃÐÇÇ.

°ÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ vL�r0; t� ÔÍÑÓÑÔÕß àÎÇÏÇÐÕÂ ÉËÆÍÑÔÕË,
ËÏÇÄÛÇÅÑ Ä ÏÑÏÇÐÕ t � 0 ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ r � r0 � fa; bg, ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÂ r0 ÐÂÊÞÄÂáÕ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË, Â
ÄÇÍÕÑÓ vL ì ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá. ±ÑÎÑÉÇÐËÇ àÎÇÏÇÐÕÂ
ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÒÑÔÎÇÆÖáÜËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÍÂÍ

r � r0 �
� t

0

vL�r0; t 0� dt 0 : �10�

¿ÌÎÇÓÑÄÂ ÔÍÑÓÑÔÕß v�r; t� Ä ÕÑÚÍÇ r, ÊÂÆÂÄÂÇÏÑÌ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇÏ (10), ÓÂÄÐÂ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË vL�r0; t�, Õ.Ç. ÔÍÑÓÑ-
ÔÕË ÚÂÔÕËÙÞ, ÒÓËÛÇÆÛÇÌ Ä ÕÑÚÍÖ r Ä ÏÑÏÇÐÕ t. ³ÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ,

vL�r0; t� � v

�
r0 �

� t

0

vL�r0; t 0� dt 0; t
�
�

� v�r0; t� �
�� t

0

vL�r0; t 0� dt 0
�
Hr0v�r0; t� � . . . ; �11�

ÊÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ Ä ÓâÆ ´ÇÌÎÑÓÂ, Hr0 ÑÃÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÑ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏ ÄÇÍÕÑÓÂ r0.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÏÂÎÞÇ (ÒÑÓâÆÍÂ e) ÔÍÑÓÑÔÕË,
ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (10) ÃÖÆÇÕ ÒÑÓâÆÍÂ e 2. ¿ÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞ Ë àÌÎÇÓÑÄÞ ÔÍÑÓÑÔÕË Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá
ÆÑ ÚÎÇÐÑÄ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÏÂÎÑÔÕË ÔÑÄÒÂÆÂáÕ:

vL�r0; t� � v�r; t� �O�e� ; �12�
ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë àÌÎÇÓÑÄÞ Ë ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ: r �
� r0 �O�e�. ©ÂÏÇÐââ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËâØ (9) àÌÎÇÓÑÄÞ ÍÑÑÓÆË-

v

x

y

0

²ËÔ. 2. ±ÓÑ×ËÎß ÄÑÎÐÞ ³ÕÑÍÔÂ (ÄÇÓØÐââ ÍÓËÄÂâ) Ë ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞÇ
ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ.
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ÐÂÕÞ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞÏË Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ (9) ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÒÑÎÖÚËÏ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË [10]:

x � aÿ A exp �kb� sin �k�aÿ ct�� ; �13�
y � b� A exp �kb� cos �k�aÿ ct�� ;

Õ.Ç. ÚÂÔÕËÙÞ ÉËÆÍÑÔÕË ÑÒËÔÞÄÂáÕ Ä ÎËÐÇÌÐÞØ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐ-
ÐÞØ ÄÑÎÐÂØ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÄÑÍÓÖÅ ÕÑÚÇÍ x0 � a, y0 � b Ô ÓÂÆËÖ-
ÔÑÏ, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÜËÏ Ä ÅÎÖÃß ÉËÆÍÑÔÕË.

¡ ÚÕÑ ÃÖÆÇÕ Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË? ±ÑÆÔÕÂÄÎââ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (12) Ä ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (11), ÒÑÎÖÚËÏ, ÚÕÑ Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (Ä ÔÏÞÔÎÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ³ÕÑÍ-
ÔÂ) ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÂ ÔÍÑÓÑÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ (ÔÏ.
ÕÂÍÉÇ [12])

vL�r0; t� � v�r0; t� �
�� t

0

v�r0; t 0� dt 0
�
Hr0v�r0; t� : �14�

¥Îâ ÇÈ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÐÂÆÑ ÑÒâÕß ÊÂÏÇÐËÕß Ä ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË (9) àÌÎÇÓÑÄÞ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞÏË Ë
ÒÑÆÔÕÂÄËÕß Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (14). ¯ÂÔ, ÑÆÐÂÍÑ, ËÐÕÇÓÇÔÖÇÕ ÐÇ
ÑÃÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË, Â ÎËÛß ÇÈ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÇ ÊÂ
ÒÇÓËÑÆ ÊÐÂÚÇÐËÇ. ±ÓÑÄÑÆâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ Ë
ÖÔÓÇÆÐââ ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, ÒÑÎÖÚËÏ


vL�r0; t�
� � c�kA�2 exp �2kb� i � US�b� i ; �15�

ÊÆÇÔß ÖÅÎÑÄÞÇ ÔÍÑÃÍË ÑÊÐÂÚÂáÕ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÒÇÓËÑÆÖ
ÄÑÎÐÞ, i ì ÇÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ Ä ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÏ ÅÑÓËÊÑÐ-
ÕÂÎßÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË. ¨ËÆÍËÇ ÚÂÔÕËÙÞ, ÒÑÏËÏÑ ÕÑÅÑ ÚÕÑ
ÑÐË ÖÚÂÔÕÄÖáÕ Ä ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÏ ÆÄËÉÇÐËË, ÆÓÇÌ×ÖáÕ Ä ÐÂ-
ÒÓÂÄÎÇÐËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐÞ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá US�b� �
� c�kA�2 exp �2kb�. ´ÂÍÑÇ ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ ÒÑÎÖ-
ÚËÎÑ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÆÓÇÌ×Â ³ÕÑÍÔÂ. £ àÌÎÇÓÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ Ô
ÖÚÈÕÑÏ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (10) ÑÐÑ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÂÍ:

US�y� � c�kA�2 exp �2ky� : �16�

´ÇÚÇÐËâ (15), (16) âÄÎâáÕÔâ ÔÆÄËÅÑÄÞÏË Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎß-
ÐÑ, ÑÃÎÂÆÂáÕ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá. ¯Ñ ÍÂÍ ÕÑÅÆÂ ÑÃÝâÔÐËÕß, ÚÕÑ
ÔÑÔÕÂÄÐÑÌ ÚÂÔÕßá ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ³ÕÑÍÔÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÄËØÓÇÄÑÌ ÒÑÕÑÍ? µÆËÄËÕÇÎßÐÑ, ÐÑ ÐË ÑÆËÐ ËÊ ÂÄÕÑÓÑÄ, ÊÂ-
ÕÓÂÅËÄÂÄÛËØ ÕÇÏÖ ÆÓÇÌ×Â ³ÕÑÍÔÂ, ÐÇ ÍÑÏÏÇÐÕËÓÑÄÂÎ àÕÑÕ
×ÂÍÕ. °ÃÑÛÈÎ ÇÅÑ Ë ÔÂÏ ¥É.¤. ³ÕÑÍÔ. ¯ÂÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕÔâ, ÚÕÑ ÆÂÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍËÌ ÄÑÒÓÑÔ ÐÖÉÆÂÇÕÔâ Ä
ÒÑÆÓÑÃÐÑÏ ÂÐÂÎËÊÇ. ¹ÕÑÃÞ ÑÕÄÇÕËÕß ÐÂ ÐÇÅÑ, ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í
ÆÓÖÅÑÏÖ ÄÑÎÐÑÄÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËá ÉËÆÍÑÔÕË, ×ËÅÖÓËÓÖáÜÇÏÖ
Ä ÐÂÊÄÂÐËË ÔÕÂÕßË.

3. £ÑÎÐÂ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ

²ÇÛÇÐËÇ ÆÎâ àÕÑÌ ÄÑÎÐÞ ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ÚÇÛÔÍËÏ ÖÚÈÐÞÏ
¶ÓÂÐÙÇÏ ªÑÊÇ×ÑÏ ×ÑÐ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÑÏ Ä 1804 Å. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ
ÄÑÎÐÞ ³ÕÑÍÔÂ, ÄÑÎÐÂ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÕÑÚÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË (ÏÞ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÇÅÑ
ÐËÉÇ). °ÐÑ ÖÐËÍÂÎßÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ âÄÎâÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÐÂÌÆÇÐÐÞÏ ÕÑÚÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÒÑÎÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÂ
ÅÎÖÃÑÍÑÌ ÄÑÆÇ. ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÏÇÐÇÇ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ
ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÔÒÑÎß-
ÊÖáÕÔâ Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚÂØ ÍÓÂÌÐÇ ÓÇÆÍÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÌ ÄËÆ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä àÌÎÇÓÑÄÑÌ ×ÑÓÏÇ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ×ÖÐÆÂÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑÏ ÍÖÓÔÇ ¤ËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÂÐÆÂÖ Ë Ë×ÛËÙÂ [10]
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË Ä ×ÑÓÏÇ ÂÅÓÂÐÉÂ ÄÑÑÃÜÇ ÐÇ
ÒÓËÄÑÆâÕÔâ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÐÇÕ ÕÂÏ ÖÒÑÏËÐÂÐËÌ ÒÓÑ
ÄÑÎÐÖ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ Ë ÆÓÇÌ× ³ÕÑÍÔÂ.

µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ [2, 3, 13, 14]:

D�X;Y�
D�a; b� � �X;Y � � 1 ; �17�

XttXa � �Ytt � g�Ya � ÿ 1

r
pa ; �18�

XttXb � �Ytt � g�Yb � ÿ 1

r
pb ; �19�

ÊÆÇÔß X�a; b; t�, Y�a; b; t�ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÉËÆÍÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË a, b, ÐËÉÐËÇ
ËÐÆÇÍÔÞ ÑÊÐÂÚÂáÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ. °Ôß b ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÂ ÄÄÇÓØ, Ë b � 0 ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË. ¬ÄÂÆÓÂÕÐÞÇ ÔÍÑÃÍË ÑÃÑÊÐÂ-
ÚÂáÕ âÍÑÃËÂÐ. £ ÔËÔÕÇÏÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (17) ë (19) ÒÇÓÄÑÇ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË, Â ÆÄÂ ÆÓÖÅËØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ
ÔÑÃÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ.

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÒÇÓÇÍÓÈÔÕÐÑÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ, ËÔÍÎá-
ÚËÏ ÆÂÄÎÇÐËÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (18), (19) [2, 14]:

XtaXb ÿ XtbXa � YtaYb ÿ YtbYa � O�a; b� : �20�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (20) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÆÄËÉÇÐËâ ÉËÆÍÑ-
ÔÕË (18), (19), ÐÑ ÑÐÑ ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÊÂ-
ÄËØÓÇÐÐÑÔÕß ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ O, ÍÑÕÑÓÂâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ
ÕÇÚÇÐËÌ âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÕÑÎßÍÑ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

¤ÇÓÔÕÐÇÓÖ ÖÆÂÎÑÔß ÖÍÂÊÂÕß ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(17), (20). ¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÑÌ ÏÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕß-
Ôâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ËÏ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÂâ ÒÂÓÂ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÌ:

X � aÿ A exp �kb� sin �k�aÿ ct�� ; �21�
Y � b� A exp �kb� cos �k�aÿ ct�� :

¤ÇÓÔÕÐÇÓÑÄÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÄËÆ, ÍÂÍ
Ë ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ (13). ¥ËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂo � �����

gk
p

ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
Ô ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ. ±ÑÆÚÇÓÍ-
ÐÈÏ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÑÎÐÞ. ¨ËÆÍËÇ
ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÄÑÎÐÇ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ ÕÑÉÇ ÆÄËÉÖÕÔâ ÒÑ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË.
¯Ñ ÕÑÎßÍÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÆÎâ ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÖÉÇ ÐÇ ÏÂÎÖá, Â ÍÑÐÇÚÐÖá ÄÇÎËÚËÐÖ.
±ÓÑ×ËÎÇÏ ÅÇÓÔÕÐÇÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ âÄÎâÇÕÔâ ÕÓÑØÑËÆÂ. ±ÓË
ÊÐÂÚÇÐËË A � kÿ1 (ÒÓÇÆÇÎßÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ÂÏÒÎËÕÖÆÞ) ÄÑÎÐÂ
ËÏÇÇÕ ÊÂÑÔÕÓÇÐËÇ Ä ÄÇÓÛËÐÇ, Â ÇÈ ×ÑÓÏÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÙËÍÎÑËÆÑÌ. µÅÑÎ ÒÓË ÄÇÓÛËÐÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕ-
ÐÇÓÂ ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá [2, 3].

µ ÄÑÎÐÞ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ ÇÔÕß ÇÜÈ ÑÆÐÑ ÄÂÉÐÑÇ ÑÕÎËÚËÕÇÎßÐÑÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÑ: ÑÐÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ

OG � 2k 3A2c exp �2kb�
1ÿ k 2A2 exp �2kb� : �22�

²ÂÊÎÑÉËÏ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß (22) Ä ÓâÆ ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ
kA:

OG � 2k 3A2c exp �2kb��1� k 2A2 exp �2kb� � . . .
� �

� OG2 �O
ÿ�kA�4� : �23�

ªÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (23) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË
ÄÑÎÐÂ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ ÐÇ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá Ë, ÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÑÐÂ ÒÑÎÐÑÔÕßá àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÌ ÄÑÎÐÇ. ©ÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß Ö ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË. ªÎË Ô×ÑÓÏÖÎËÓÖÇÏ
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àÕÑ ÒÑ-ÆÓÖÅÑÏÖ: ÔÎÂÃÑÇ ÍÓÖÅÑÄÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ
ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß ÕÑÎßÍÑ ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ ÒÑ
ÏÂÎÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ ÍÓÖÕËÊÐÞ ÄÑÎÐÞ.

4. £ÑÎÐÂ ³ÕÑÍÔÂ Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË

£ÇÓÐÈÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÄÑÒÓÑÔÖ, ÒÑÔÕÂÄÎÇÐÐÑÏÖ Ä ÍÑÐÙÇ ÓÂÊ-
ÆÇÎÂ 2. ¬ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÄÐÖÕÓË ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÞ
³ÕÑÍÔÂ ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÔÆÄËÅÑÄÑÇ ÄËØÓÇÄÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ?
³ÑÅÎÂÔÐÑ ÕÇÑÓÇÏÇ ÂÅÓÂÐÉÂ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß Ä ËÆÇÂÎßÐÑÌ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ ÒÑÆ
ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÔËÎ, ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ÐÇ ÏÑÉÇÕ. £
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÄÑÎÐÂØ ÐÂ ÄÑÆÇ ÄÔÇ ÖÔÎÑÄËâ àÕÑÌ
ÕÇÑÓÇÏÞ ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ. ©ÐÂÚËÕ, Ë Ä ÍÂÉÆÑÏ ËÊ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÌ
ÔÖÏÏÂÓÐÂâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß ÕÇÚÇÐËâ ÆÑÎÉÐÂ ÑÃÓÂÜÂÕßÔâ Ä
ÐÖÎß. ¿ÌÎÇÓÑÄÂ ÊÂÒËÔß (7), (8) ÄÑÎÐÞ ³ÕÑÍÔÂ Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚ-
ÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÐÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ âÔÐÑ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÑÄÂÕß
àÕÑ. ¯Ñ ÔÑÄÔÇÏ ÆÓÖÅÑÇ ÆÇÎÑ, ÇÔÎË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ
×ÑÓÏÖ ÊÂÒËÔË.

£ ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÓÇÛÇÐËÇ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÇ ³ÕÑÍ-
ÔÑÏ ÆÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÅÎÖÃÑÍÑÌ
ÄÑÆÇ, ÏÑÉÐÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÕÂÍ [2, 15]:

X � aÿ ekÿ1 exp �kb� sin �k�aÿ ct��� e 2ct exp �2kb� ; �24�
Y � b� ekÿ1 exp �kb� cos �k�aÿ ct�� :
¥ÄËÉÇÐËÇ ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÇ ÔËÔÕÇÏÑÌ (24),
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÏÏÖ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÌ Ë ÆÓÇÌ×ÑÄÑÌ
ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËØ. ¦ÔÎË ÄÞÃÓÂÕß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ, ÕÑ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÞÇ ÆÄËÉÇÐËâ
ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËâØ (21) Ë (24) ÃÖÆÖÕ ÔÑÄÒÂÆÂÕß.
²ÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÄÑÎÐÑÌ ³ÕÑÍÔÂ Ë ÄÑÎÐÑÌ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ Ä
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÄâÊÂÐÑ Ô
ÐÂÎËÚËÇÏ ÆÓÇÌ×ÑÄÑÅÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÅÑ Ä ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÄÑÎÐÇ
(ÆÓÇÌ×Â ³ÕÑÍÔÂ). ©ÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ Ä àÕÑÏ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÓÂÄÐÂ ÄÇÎËÚËÐÇ OG2 (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ (23)), Â ÊÂ-
ÄËØÓÇÐÐÑÔÕß ÆÓÇÌ×Â ³ÕÑÍÔÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ

OS � ÿ dUS

db
� ÿ2kce 2 exp �2kb� � ÿOG2 ;

Õ.Ç. ÑÃÜÂâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß ÄÑÎÐÞ ³ÕÑÍÔÂ, ÍÂÍ Ë ÒÑÎÑÉÇÐÑ,
ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá.

¿ÕÑ ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.
¥ÄËÉÇÐËÇ ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ Ä ÄÑÎÐÇ ³ÕÑÍÔÂ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÐÂ-
ÎÑÉÇÐËâ ÆÄÖØ ÒÑÕÑÍÑÄ: ÄÓÂÜÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÒÑ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË
("ÅÇÓÔÕÐÇÓÑÄÔÍÑÅÑ") Ë ÔÆÄËÅÑÄÑÅÑ (ÆÓÇÌ×Â ³ÕÑÍÔÂ). ¬ÂÉ-
ÆÞÌ ËÊ àÕËØ ÒÑÕÑÍÑÄ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá, ÐÑ ËØ ÔÖÏ-
ÏÂÓÐÂâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá.

²ÇÛÇÐËÇ (24) ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ ³ÕÑÍÔÑÏ [4], ÑÆÐÂÍÑ ÐË ÔÂÏ
³ÕÑÍÔ, ÐË ÆÓÖÅËÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎË, ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÄÛËÇ ÇÅÑ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÐÇ ÔÑÑÕÐÑÔËÎË ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÖá ÚÂÔÕß ÓÇÛÇÐËâ Ô
ÄÑÎÐÑÌ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ. £ ÔËÏÄÑÎËÚÇÔÍÑÏ ÄËÆÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ³ÕÑÍÔÂ
ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß ÕÂÍ:

£ÑÎÐÂ ³ÕÑÍÔÂ = ÄÑÎÐÂ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ + ÆÓÇÌ× ³ÕÑÍÔÂ. (25)

¥ÂÐÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÄÔá ÇÅÑ ÑÚÇÄËÆÐÑÔÕß, Ä
âÄÐÑÏ ÄËÆÇ ÐÇ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÎÔâ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ. ±Ñ ÄÔÇÌ ÄË-
ÆËÏÑÔÕË, àÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
ÄÑÎÐÞ ³ÕÑÍÔÂ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ Ä àÌÎÇÓÑÄÞØ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËâ ³ÕÑÍÔÂ Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇ-
ÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ (24), ÐÂÒÓÑÕËÄ, ÄÞÔÄÇÚËÄÂÇÕ ÐÂÛÖ ÔËÏÄÑ-
ÎËÚÇÔÍÖá ×ÑÓÏÖÎÖ (25). ±ÑÆÚÇÓÍÐÈÏ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÇÈ ÐÇÑÚÇ-
ÄËÆÐÑÔÕß, Â ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÑÔÕß: Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËË ÓÂÃÑÕÂÇÕ ÒÓËÐÙËÒ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË ÕÇÚÇÐËÌ.

ªÕÂÍ, ÏÇÉÆÖ ÄÑÎÐÂÏË ³ÕÑÍÔÂ, ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ Ë ÆÓÇÌ×ÑÏ
³ÕÑÍÔÂ ËÏÇÇÕÔâ ÕÇÔÐÂâ ÔÄâÊß. ¯Ñ, ÍÂÍ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÑÆÐËÏ
àÕËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÑÐÂ ÐÇ ËÔÚÇÓÒÞÄÂÇÕÔâ. ¯ÇÑÉËÆÂÐÐÑ ÆÎâ
ÂÄÕÑÓÑÄ ÑÐÂ ÐÂÛÎÂ ÒÓÑâÄÎÇÐËÇ ÕÂÍÉÇ Ä ÊÂÆÂÚÇ Ñ ÏÑÆÖÎâ-
ÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ.

5. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ
ÆÎâ ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÒÂÍÇÕÂ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞØ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÉËÆÍÑÔÕË ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÅÎÖÃËÐÞ.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÂÏ ËÐÕÇÓÇÔÇÐ ÔÎÖÚÂÌ ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ, ÃÖÆÇÏ
ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÂâÔâ ÄÑÎÐÂ ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÔÎÂÃÑÌ
(ÒÑÓâÆÍÂ ÍÄÂÆÓÂÕÂ ÍÓÖÕËÊÐÞ) ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá.

£ÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏË ÂÅÓÂÐÉÂ. £ÄÇÆÈÏ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÉËÆÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ W �
� X� iY �W � Xÿ iY�, ÚÇÓÕÂ ì ÊÐÂÍ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÔÑÒÓâ-
ÉÇÐËâ. £ ÐÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (17) Ë (20) ÒÓËÏÖÕ
ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ [14, 16, 17]:

�W;W � � ÿ2i ; �26�
Re �Wt;W � � O�a; b� ; �27�

Â ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (18), (19) ÒÑÔÎÇ ÐÇÔÎÑÉÐÞØ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇ-
ÔÍËØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÔÄÇÆÈÕÔâ Í ÑÆÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

Wtt � ÿig� irÿ1� p;W � : �28�

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (26), (27) ÃÖÆÖÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ
ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÕÓÂÇÍÕÑÓËÌ ÉËÆ-
ÍËØ ÚÂÔÕËÙ, Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (28) ì ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÆÂÄÎÇÐËâ Ä
ÉËÆÍÑÔÕË. ¤ÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÄÞÔÕÖÒÂáÕ ÖÔÎÑÄËâ
ÐÇÒÓÑÕÇÍÂÐËâ ÐÂ ÆÐÇ (Yt ! 0 ÒÓË b! ÿ1) Ë ÒÑÔÕÑâÐÔÕÄÂ
ÆÂÄÎÇÐËâ ÐÂ ÔÄÑÃÑÆÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË (ÒÓË b � 0).

£ÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÏÇÕÑÆÑÏ ÏÐÑÅËØ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ. ¶ÖÐÍÙËá
W ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÕÂÍ:

W � a0 � ib� w�al; b; tl� ; al � e la ; tl � e lt ; l � 0; 1; 2 ;

�29�

ÅÆÇ e ì ÏÂÎÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÍÓÖÕËÊÐÞ ÄÑÎÐÞ. ±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ
ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË p Ë w Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ àÕÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ:

w �
X
n�1

e nwn ; p � p0 ÿ rgb�
X
n�1

e npn : �30�

£ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ ÆÂÄÎÇÐËâ ÄÞÆÇÎÇÐ ÑÕÆÇÎßÐÑ ÚÎÇÐ Ô
ÅËÆÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÏ ÆÂÄÎÇÐËÇÏ, p0 ì ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ ÂÕÏÑÔ×ÇÓ-
ÐÑÇ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÉËÆÍÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÑÇ ÔÓÂÊÖ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß ÓÂÄÐÞÏ ÐÖÎá. ©ÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕß O ÃÖÆÇÏ
ÒÑÎÂÅÂÕß ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ ÍÓÖÕËÊÐÞ, ÍÂÍ Ä
ÄÑÎÐÇ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ:

O � e 2O2�a; b� : �31�

¬ÑÐÍÓÇÕÐÞÌ ÄËÆ ×ÖÐÍÙËË O2, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÄÑÎÐÇ
¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ, ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÖÍÂÊÂÕß ÒÑÊÆÐÇÇ, ÍÑÅÆÂ ÖÉÇ ÃÖÆÇÕ
ÒÑÎÖÚÇÐÑ àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ.

±ÑÆÔÕÂÄËÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ (29) ë (31) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ (26) ë
(28). £ ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

w1 � A�a1; a2; t1; t2� exp
�
i�ka0 ÿ ot0� � kb

��
� c1�a1; a2; b; t1; t2� : �32�

©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ A ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÑÎÐÞ, ÃÇÅÖÜÇÌ
ÄÒÓÂÄÑ. ¶ÖÐÍÙËâ c1 ì ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ, Ë ÇÈ ÄËÆ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕÔâ ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ. £ÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ (32) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÑÌ
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ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÈÕÂ. ¬ÂÍ Ë ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ (24), ÑÐÑ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ ÒÑ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË Ë ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÕÇÚÇÐËâ.

®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÒÓËÄÑÆËÕß ÒÑÆÓÑÃÐÑÅÑ ØÑÆÂ ÄÞÍÎÂÆÑÍ, Â
ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÖÍÂÊÂÐËÇÏ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ Ä ÄÞÔÛËØ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËâØ. ªÊ ÓÇÛÇÐËÌ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÔÎÇÆÖáÕ
ÆÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËâ:

At1 � cgAa1 � 0 ; �33�

c1t1
� kojAj2 exp �2kb� ÿ

� b

ÿ1
O2�a1; b 0� db 0 ; �34�

ÊÆÇÔß cg � g=�2o�ì ÅÓÖÒÒÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÎËÐÇÌÐÞØ ÅÓÂÄËÕÂ-
ÙËÑÐÐÞØ ÄÑÎÐ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË
(34) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÆÎâ ÆÓÇÌ×Â ³ÕÑÍÔÂ. ªÔÒÑÎßÊÖâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (33), (34), Ä ÕÓÇÕßÇÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ àÄÑÎáÙËÑÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

i
qA
qt2
ÿ o
8k 2

q2A
qa 2

1

ÿ 2k 2A

� 0

ÿ1
c1t1

exp �2kb� db � 0 ; �35�

ÊÂÒËÔÂÐÐÑÏÖ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÈÕÂ, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ Ô ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá cg.

³ËÔÕÇÏÂ (34), (35) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÑÇ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (¯µº) ÆÎâ ÔÎÂÃÑÊÂÄËØ-
ÓÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÓÇÃÖÇÕ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÅÑ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ. ®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÇÅÑ ÂÐÂÎËÊÑÏ ÒÓËÏÇÐË-
ÕÇÎßÐÑ Í ÄÑÎÐÇ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ.

£ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË (29), (30) ×ÖÐÍÙËâ w1 ÆÎâ ÄÑÎÐÞ
¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏË ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËâÏ (21), ÕÑÎßÍÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÖ A ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÆÑÏÐÑ-
ÉËÕß ÐÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓ e. ªÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË
(27), ÐÂÌÆÈÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ

O2 � 2k 2ojAj2 exp �2kb� � OG2 :

±ÑÆÔÕÂÄÎââ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (34), ÒÑÎÖ-
ÚËÏ, ÚÕÑ ct1

� 0. ¿××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÔÆÄËÅÑÄÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ, ÔÄâÊÂÐÐÑÇ
Ô ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕßá ÅÇÓÔÕÐÇÓÑÄÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ (ÄÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ
Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (34)), Ä ÕÑÚÐÑÔÕË ÍÑÏÒÇÐÔËÓÖÇÕ
ÔÕÑÍÔÑÄ ÆÓÇÌ×. ±ÂÍÇÕ ÔÎÂÃÑÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ,
ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä àÕÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÐÇ ËÔÒÞÕÞÄÂÇÕ ÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË, Ë à××ÇÍÕ ÏÑÆÖÎâÙËÑÐÐÑÌ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË ÆÎâ ÐÇÈ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ.

¿ÕÑ ÄÕÑÓÑÌ ÂÔÒÇÍÕ ÔÄâÊË ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ Ô ÆÓÇÌ×ÑÏ
³ÕÑÍÔÂ, ÍÂÔÂáÜËÌÔâ ÖÉÇ ¯µº.

6. ° ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÔÏÞÔÎÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ

£ ÔÎÖÚÂÇ O2 � 0 ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (35) ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ
¯µº ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ:

i
qA
qt2
ÿ o
8k 2

q2A
qa 2

1

ÿ 1

2
ok 2jAj2A � 0 : �36�

¥Îâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÐÂ ÅÎÖÃÑÍÑÌ ÄÑÆÇ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÄÒÇÓÄÞÇ ÄÞÄÇÎ ©ÂØÂÓÑÄ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÔÍËÌ ×ÑÓ-
ÏÂÎËÊÏ [5] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [16]). ´ÑÕ ÉÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ
ÒÑÎÖÚËÎË ·ÂÔËÏÑÕÑ Ë °ÐÑ [17] Ë ¥àÄË [18] Ô ÒÑÏÑÜßá
ÏÇÕÑÆÂ ÏÐÑÅÑÏÂÔÛÕÂÃÐÞØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ, Â ÀàÐ Ë àÌÍ ì
ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÏÇÕÑÆÂ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÅÑ ÎÂÅÓÂÐÉËÂÐÂ [19]. ©ÆÇÔß ÏÞ
ÖÍÂÊÂÎË ÒÖÕß ÄÞÄÑÆÂ ¯µº Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ.

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÊÂÒËÔÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (36) Ä àÌÎÇÓÑÄÞØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÓÂÊËÕß ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÖá ÎÂ-
ÅÓÂÐÉÇÄÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ a ÚÇÓÇÊ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÖá àÌÎÇÓÑÄÖ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ X. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ËÊ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ (29), (30) ÔÎÇ-

ÆÖÇÕ, ÚÕÑ

X � a� eRe

�
w1 �

X
n�2

e nÿ1wn

�
� a�O�e� ;

ÆÎâ ÒÇÓÇØÑÆÂ Í àÌÎÇÓÑÄÑÌ ×ÑÓÏÇ ÊÂÒËÔË ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÓÑÔÕÑ
ÊÂÏÇÐËÕß ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ àÌÎÇ-
ÓÑÄÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ �al ! Xl�. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ Ë
ÑÃÓÂÕÐÂâ ÊÂÏÇÐÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÒÑàÕÑÏÖ ÄÔÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÓÇÛÇ-
ÐËâ ¯µº Ä àÌÎÇÓÑÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÊÂÒËÔÞ-
ÄÂáÕÔâ Ë Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÞØ.

±ÓË ÄÞÄÑÆÇ ¯µº Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5 ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß, ÚÕÑ ÒÇÓÄÑÇ
ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (34) ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÆÎâ
ÆÓÇÌ×Â ³ÕÑÍÔÂ, ÕÑÎßÍÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ A Ä ÐÈÏ ÖÉÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÐÖÎÇÄÑÌ ÊÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË
ÄÑÎÐ �O2 � 0� ÕÑÎßÍÑ ÑÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄËÆ ×ÖÐÍÙËË c1t1

, Â
ÊÐÂÚËÕ, Ë ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË Ä ¯µº (ÔÏ. ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(35)). £ÞÄÑÆ ¯µº, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÆÂÈÕÔâ ×ÑÓÏÂÎßÐÑ, Ë ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÂÉÐÞÏ ÖÍÂÊÂÕß ÐÂ ÔÄâÊß ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÇÅÑ ÚÎÇÐÑÄ Ô
ÆÓÇÌ×ÑÏ ³ÕÑÍÔÂ. £ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ, ÒÑÔÄâÜÈÐÐÑÌ ÄÑÎÐÂÏ ÐÂ
ÄÑÆÇ, àÕÑÕ ÏÑÏÇÐÕ, ÐÂÔÍÑÎßÍÑ ÐÂÏ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÐÇ
ÑÕÏÇÚÂÎÔâ.

°ÚÇÐß ÒÑÒÖÎâÓÐÞÏ Ä ×ËÊËÍÇ âÄÎâÇÕÔâ àÄÓËÔÕËÚÇÔÍËÌ
ÄÞÄÑÆ ¯µº ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ÆÎâ ÄÑÎÐÞ ³ÕÑÍÔÂ. ¯ÂÒÑÏÐËÏ ÇÅÑ. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÆËÔ-
ÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÆÎâ ÄÑÎÐÞ ³ÕÑÍÔÂ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ Ä
ÔÕÑÍÔÑÄÑÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËË ÕÓÇÕßÇÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ Ë ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖá-
ÜËÌ ÄËÆ [2, 4, 9]:

o �
�����
gk

p �
1� 1

2
k 2A2

�
: �37�

¥Îâ ÖÊÍÑÅÑ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÂÍÇÕÂ ÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ ÓÂÊÎÑÉËÕß (37) Ä
ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ k0, ÔÑØÓÂÐââ ÚÎÇÐÞ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâÏ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ Ë
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË. ´ÑÅÆÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÚËÔÎÂ k 0 Ë
ÚÂÔÕÑÕÞ o 0 ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá

o 0 ÿ o0

2k0
k 0 � o0

8k 2
0

k 0 2 ÿ 1

2
o0k

2
0A

2 � 0 ; o0 �
�����
gk

p
: �38�

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÚÂÔÕÑÕÖ Ë ÄÑÎÐÑÄÑÇ ÚËÔÎÑ Ä (38) ÍÂÍ ÑÒÇÓÂ-
ÕÑÓÞ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô

ÿio 0 ! q
qt
; ik 0 ! q

qx
;

ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ [20 ë 23]

i

�
qA
qt
� cg

qA
qX

�
ÿ o
8k 2

q2A
qX 2
ÿ 1

2
ok 2jAj2A � 0 :

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÖÓÂÄÐÇÐËá (36), ÇÔÎË
ÊÂÒËÔÂÕß ÇÅÑ Ä ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÈÕÂ, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ Ô ÅÓÖÒÒÑÄÑÌ
ÔÍÑÓÑÔÕßá ÄÒÓÂÄÑ, Ë ÔÆÇÎÂÕß ÊÂÏÇÐÖ

A! A

e
; t2 ! e 2t ; a1 ! eX :

¥ÂÐÐÞÌ àÄÓËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÄÞÄÑÆ âÄÐÑ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË Ä¯µºÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑÒÓÂÄ-
ÍÑÌ Í ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ. ¿ÕÑÕ
ÄÞÄÑÆ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÇÐ, ÐÑ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÕÔâ ÊÆÇÔß ÆÎâ
ÒÑÎÐÑÕÞ ËÊÎÑÉÇÐËâ.

±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (37) Ä ÐÇÔÍÑÎßÍÑ
ÆÓÖÅÑÏ ÄËÆÇ:

oÿ ku � o0 ; �39�
ÊÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÂ ÄÇÎËÚËÐÂ u � o0kA

2=2, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÒÑÒÓÂÄÍÇ Í ×ÂÊÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË. ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (39)
ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÇÈ ÏÑÉÐÑ ËÐÕÇÓÒÓÇÕËÓÑÄÂÕß ÍÂÍ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÇ
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ÕÇÚÇÐËÇ, ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜÇÇ ÆÑÒÎÇÓÑÄÔÍËÌ ÔÆÄËÅ ÚÂÔÕÑÕÞ. ¿ÕÂ
ÔÍÑÓÑÔÕß ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏ

u � k

� 0

ÿ1
US�y� dy � k

� 0

ÿ1
US�b� db ;

Ë ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÅÑÓËÊÑÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔØÑÆÂ ÚÇÓÇÊ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÖá ÒÎÑÜÂÆÍÖ ÇÆËÐËÚÐÑÌ ÆÎËÐÞ, ÖÏÐÑÉÇÐÐÑÅÑ ÐÂ
k. µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ ÆÓÇÌ×ÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÖÃÞÄÂÇÕ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÅÎÖÃËÐÞ Ë âÄÎâÇÕÔâ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÇÐÐÑÌ ÎËÛß Ä ÒÓËÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÏ ÔÎÑÇ ÕÑÎÜËÐÑÌ
ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ, ÏÑÉÐÑ ÅÑÄÑÓËÕß, ÚÕÑ ÑÐÂ ÒÓËÃÎË-
ÉÈÐÐÑ ÓÂÄÐÂ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÌ ÒÑ ÄÇÓÕËÍÂÎË ÔÍÑÓÑÔÕË ÆÓÇÌ×Â
³ÕÑÍÔÂ.

¯ÂÒÑÏÐËÏ Ä ÔÄâÊË Ô àÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÄÑÎÐÇ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ ÑÕ-
ÔÖÕÔÕÄÖÇÕ ÆÓÇÌ×ÑÄÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÉËÆÍËØ ÚÂÔÕËÙ �u � 0�, Ë ÇÈ
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ ÎËÐÇÌÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ. ±ÑàÕÑÏÖ, ÔÎÇÆÖâ
àÄÓËÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÓËÈÏÖ ÊÂÒËÔË ¯µº ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÕÑÎßÍÑ
ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÔÓÂÊÖ ÉÇ ÔÍÂ-
ÊÂÕß, ÚÕÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË Ä ÐÈÏ ÐÇ ÃÖÆÇÕ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓËÚËÐÂ
àÕÑÅÑ ÑÔÕÂÄÂÎÂÔß ÃÞ ÐÇâÔÐÑÌ. ¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÖÍÂÊÂÕß ÇÈ, ÐÇ
ÊÂÒËÔÞÄÂâ ¯µº ÆÎâ ÔÎÂÃÑÊÂÄËØÓÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇ-
ÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÍÂÍ ÐÂÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ, ÃÞÎÑ ÃÞ ÍÓÂÌÐÇ
ÔÎÑÉÐÑ.

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

¯ÂÔÕÑâÜÂâ ÔÕÂÕßâ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÂÐÂÎËÊÖ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ ÒÓËÏÇ-
ÓÑÄ ÄÑÎÐ ÐÂ ÅÎÖÃÑÍÑÌ ÄÑÆÇ. °ÃÓÂÜÂÇÕÔâ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ
Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ
ÄÑÎÐÞ ³ÕÑÍÔÂ Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÐÂÎÑÉÇÐËÇ ÆÄÖØ ÕÇÚÇÐËÌ: ÄËØÓÇÄÑÌ ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕ-
ÐÇÓÂ Ë ÆÓÇÌ×Â (ÔÆÄËÅÑÄÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ) ³ÕÑÍÔÂ. ©ÂÄËØÓÇÐÐÑÔÕË
àÕËØ ÕÇÚÇÐËÌ ÑÆËÐÂÍÑÄÞ ÒÑ ÏÑÆÖÎá Ë ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞ ÒÑ
ÊÐÂÍÖ. £ÞâÔÐÇÐÑ, ÚÕÑ àÕËÏ ÉÇ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑÏ ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ
Ë ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÚÎÇÐÂ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË
ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ ÄÑÎÐÞ ¤ÇÓÔÕÐÇÓÂ. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÑÔÐÑ-
ÄÂÐÑ ÐÂ ÄÞÄÑÆÇ ¯µº ÆÎâ ÔÎÂÃÑÊÂÄËØÓÇÐÐÞØ ÄÑÎÐ Ä ÎÂ-
ÅÓÂÐÉÇÄÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÑÔÕË Ä ¯µº ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÄÑÎÐ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÒÑ
ÄÇÎËÚËÐÇ Ô ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞÏ ÒÑ ÄÇÓÕËÍÂÎË ÆÓÇÌ×ÑÏ ³ÕÑÍÔÂ.

¡ÄÕÑÓÞ ÄÞÓÂÉÂáÕ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕß ³.¯. £ÎÂÔÑÄÖ ÊÂ ÒÑ-
ÎÇÊÐÞÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ.

²ÂÃÑÕÂ ¦.¯.±. ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÎÂÔß Ä ÓÂÏÍÂØ ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ
ÅÑÔÖÆÂÓÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÊÂÆÂÐËâ Ä Ô×ÇÓÇ ÐÂÖÚÐÑÌ ÆÇâÕÇÎßÐÑÔÕË
(ÊÂÆÂÐËÇ å 5.5176.2017/8.9) Ë ÒÓË ×ËÐÂÐÔÑÄÑÌ ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ
ÅÓÂÐÕÑÏ ±ÓÇÊËÆÇÐÕÂ ²¶ ÆÎâ ÅÑÔÖÆÂÓÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÑÆÆÇÓÉÍË
ÄÇÆÖÜËØ ÐÂÖÚÐÞØ ÛÍÑÎ ²¶ ¯º-2685.2018.5.
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On the relation between Stokes drift and the Gerstner wave
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ul. B. Pecherskaya 25/12, 603155 Nizhny Novgorod, Russian Federation

�2� Institute of Applied Physics, Russian Academy of Sciences, ul. Ul'yanova 46, 603950 Nizhny Novgorod, Russian Federation
E-mail: �1�aabrashkin@hse.ru, �2�pelinovsky@hydro.appl.sci-nnov.ru

This paper discusses the properties of two-dimensional, nonlinear, potential and vortex waves on the surface of an ideal liquid of infinite
depth. It is shown that to quadratic order in the amplitude, the vorticity of the Gerstner wave is equal in magnitude and different in sign
to that of the Stokes drift current in a surface layer. This allows a classic Stokes wave obtained in the framework of potential theory to be
interpreted as a superposition of the Gerstner wave and Stokes drift. It is proposed that the nonlinearity coefficient in the nonlinear
ShroÈ dinger equation can be physically interpreted as the Doppler frequency shift over the vertically averaged Stokes drift current.

Keywords: waves on the water, vorticity, Stokes drift, Gerstner wave, nonlinear ShroÈ dinger equation
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