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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

°ÃÔÖÉÆÂÇÏÞÇ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÄÑÒÓÑÔÞ ÕÇÑÓËË ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÇ Ë ÔÂÏÑÔÕÑâÕÇÎßÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ,
ÄÑÊÐËÍÎË Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÔÄâÊË Ô ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇÏ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ àÎÎËÒÔÑËÆÂ. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÎË ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ
ÔÍÂÎâÓÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ (ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÓâÆÂ ËÎË ÏÂÔÔÞ),
ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍËÌ ÂÐÂÎËÊ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÖÉÇ ÒÑ
ÒÓËÚËÐÇ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ ÇÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ (ÑÃÝÈÏ-
ÐÑÌ j�r� Ë (ËÎË) ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ i�r� ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÕÑÍÂ)

ÔÄâÊÂÐ Ô ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÃoÂ ÎßÛËÏ ÑÃÝÈÏÑÏ ÔÑÒÖÕÔÕÄÖá-
ÜËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ. ¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ ÖÔÎÑÉÐÇÐËÇ ÒÑ ÔÓÂÄ-
ÐÇÐËá ÔÑ ÔÎÖÚÂÇÏ ÔÍÂÎâÓÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÒÓËÄÐÑÔËÕ ÕÑ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ
ÕÑÍÂ ÆÑÎÉÇÐ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÖÔÎÑÄËá ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÔÕË
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ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S ÕÑÍÑÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕË. ¯ÂÍÑÐÇÙ, ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÓÂÆËÍÂÎßÐÑÇ ÓÂÊÎËÚËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ
ÊÂÓâÆÑÄ (ÏÂÔÔ) Ë ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ
ÕÑÍÑÄ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÅÆÇ
ÇÔÕß ÕÑÍË, ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÂÍ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÆÎâ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ ÐÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ±ÖÂÔÔÑÐÂ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÇÕ ÇÅÑ
×ÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÇÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Ä
ÄËÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÑÕ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ Ë ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË
¤ÓËÐÂ. ³ÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ ÄÞØÑÆ ËÊ àÕÑÌ ÔËÕÖÂÙËË ì àÕÑ
ÑÃÓÂÜÇÐËÇ Í ÄÇÍÕÑÓÐÑÏÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÖ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ Ä ÕÇØ ÔÎÖÚÂâØ, ÍÑÅÆÂ ÑÔÐÑÄ-
ÐÑÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÔÄâÊÂÐ Ô ÐÂÓÖÉÐÞÏ ÒÑÎÇÏ (ÍÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÒÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ 1 àÎÎËÒÔÑËÆÂ), ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÔÍÂÎâÓ-
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1 ±ÑÎÇÊÐÑÔÕß ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ, Ä ÚÂÔÕÐÑ-
ÔÕË, Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ËØ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÜÂÇÕ (ÆÎâ
ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ Ä àÎÎËÒÔÑËÆÂÎßÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ) ÓÇÛÇÐËÇ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ Á.ª. ¶ÓÇÐÍÇÎÇÏ (ÔÏ. [1, Ô. 103], [2,
Ô. 524]) ÊÂÆÂÚË ÑÃ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞØ, Õ.Ç. ÔÑÊÆÂáÜËØ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ ÄÐÇÛ-
ÐËÇ ÒÑÎâ, ËÔÕÑÚÐËÍÂØ.
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ÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ Ë ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊ-
ÐÞÏ, Ä ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ
ÑÃÎÂÔÕß Ô ÕÑÍÂÏË âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÔÄâÊÐÑÌ. °ÃÔÖÉÆÂÇÏÞÇ Ä
ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÐÑÔâÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÑÃÜËÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓ (Ä ÑÕÐÑÛÇÐËË ÍÂÍ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÄËÆÂ ÑÃÎÂ-
ÔÕË Ô ÕÑÍÂÏË, ÕÂÍ Ë ÄËÆÂ ×ÖÐÍÙËÌ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÕÑÍË) Ë
âÄÎâáÕÔâ ÒÑÎÇÊÐÞÏË ÒÓË ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ
ÊÂÆÂÚ.

2. ±ÓÂÄËÎÑ ¶ÇÓÓÇÓÔÂ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ
Ë ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ

£ 1877 Å. Ä ÓÂÃÑÕÇ ¶ÇÓÓÇÓÔÂ [3] ÃÞÎÂ ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐÂ ÔÄâÊß
ÏÇÉÆÖ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÏË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏË ÑÃÝÈÏÐÞØ Ë
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÑÆÐÑÅÑ Ë
ÕÑÅÑ ÉÇ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÎÂ. ¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ (ÒÓÂÄËÎÑ
¶ÇÓÓÇÓÔÂ) ÒÓËÏÇÐËÕÇÎßÐÑ Í ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÏ ÒÑÎâÏ ÔÑÔÕÑËÕ
Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ. ²ÂÔÒÑÎÂÅÂâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ FT ÊÂÓâÆÂ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÅÑ Ä ÑÃÝÈÏÇ V Ô
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá r�x; y; z�, ÅÆÇ r ì ÑÆÐÑÓÑÆÐÂâ (ÔÕÇÒÇÐË k)
×ÖÐÍÙËâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÏÑÉÐÑ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ
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ÐÂÌÕË ÒÑÕÇÐÙËÂÎ F ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐ-
ÐÑÅÑ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá s�r p ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ S ÕÑÅÑ ÉÇ ÑÃÝÈÏÂ.
©ÆÇÔß (Ë ÆÂÎÇÇ Ä àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ) ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÕÑÚÍËK
ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ S ÄÇÎËÚËÐÂ p ì àÕÑ ÆÎËÐÂ ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÂ,
ÑÒÖÜÇÐÐÑÅÑ ËÊ ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (ÐÂØÑÆâÜÇÅÑÔâ ÄÐÖÕÓË
V ) ÐÂ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÖá Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S ÒÎÑÔÍÑÔÕß, ÍÑÕÑÓÂâ
ÒÓÑØÑÆËÕ ÚÇÓÇÊK. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ Ä ÒÓÂÄËÎÇ ¶ÇÓÓÇÓÔÂ
(3) ÕÑÚÍÖ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÏÑÉÐÑ ÄÞÃËÓÂÕß ÍÂÍ ÄÐÖÕÓË, ÕÂÍ Ë
ÄÐÇ ÑÃÎÂÔÕË V, Â ×ÑÓÏÂ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ.

±ÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ ÄÞâÔÐËÕß, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÎË
ÒÓÂÄËÎÑ ¶ÇÓÓÇÓÔÂ ÐÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÒÑÎâ.
¿ÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÔÎÇÆÖâ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâÏ, ÄÑ
ÏÐÑÅÑÏ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÏ Ä [4] ÒÓË ÆÑÍÂÊÂÕÇÎß-
ÔÕÄÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (3).

±ÖÔÕß ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÂâ ÑÆÐÑÔÄâÊÐÂâ ÑÃÎÂÔÕß
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ (Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ËÏÇÐÖÇÏÂâ ÕÇÎÑÏ) ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÊÖÇÕÔâ ÑÃÝÈÏÑÏ V, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÙËÓÍÖÎËÓÖáÕ ÕÑÍË
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá j �r�. ¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß S, ÑØÄÂÕÞÄÂáÜÖá V, ÅÎÂÆÍÑÌ Ë ÄÞÒÖÍÎÑÌ Ë
ÄÞÃÇÓÇÏ ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÄÐÖÕÓË V. £ ÑÃÎÂÔÕË, ÊÂÐË-
ÏÂÇÏÑÌ ÕÑÍÂÏË, ÄÇÍÕÑÓ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ËÐÆÖÍÙËË B ÐÇ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÏ. ±ÑàÕÑÏÖ, ÍÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß, ÔÍÂÎâÓ-
ÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÒÓâÏÑÅÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÚÇÓÇÊ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÕÑÍÂ j �r�, ÒÑÆÑÃÐÑÅÑ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËá àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÚÇÓÇÊ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÊÂÓâÆÂ. °ÔÕÂÈÕÔâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ 2
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¬ÂÉÆÖá ÆÇÍÂÓÕÑÄÖ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ ÑÃÝÈÏÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÕÑÍÂ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ (ÔÕÇÒÇÐË k) ×ÖÐÍÙËÇÌ

ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÕÂÍ ÚÕÑ
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ÅÆÇ lìÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ. £ÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
ÕÑÅÑ ÉÇ ÕÇÎÂ Ä ÕÑÚÍÇ l r, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ
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ÅÆÇV ì ÑÃÝÈÏ ÕÇÎÂ, ÅÓÂÐËÙÂ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÆÑÃÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ

ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÕÇÎÂ Ë ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÂ ÒÑÆÑÃÐÑ ÇÌ, ÐÑ ÐÂØÑ-

ÆËÕÔâ Ä l ÓÂÊ ÃÎËÉÇ Í ÐÂÚÂÎÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ 3, Â A
T�r�

ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ AT�r� ÕÑÎßÍÑ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÃÎÂÔÕßá ËÐÕÇÅÓË-

ÓÑÄÂÐËâ A
T�r� âÄÎâÇÕÔâ ÐÇ V, Â V. ±ÓË ÄÞÄÑÆÇ (5)

ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß ÊÂÏÇÐÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ

r 0 ! lr 0 Ë ÔÄÑÌÔÕÄÑ (4).
±ÑÎÑÉËÏ ÕÇÒÇÓß l � 1� e, ÅÆÇ e ì ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ

ÏÂÎÑÇ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÇ ÚËÔÎÑ. ´ÑÅÆÂ ÅÓÂÐËÙÞ ÑÃÝÈÏÑÄ V
Ë V ÑÃÓÂÊÖáÕ ÅÑÏÑÕÇÕËÚÇÔÍÖá ÑÃÑÎÑÚÍÖ, ÕÑÎÜËÐÂ ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÇ dp � pe. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓËÐÙËÒÖ
ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË, ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÑÃÑÎÑÚÍË ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÓÂÊÐÑÔÕß ÏÇÉÆÖ ÄÇÍÕÑÓÐÞÏË ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÂÏË ÑÅÓÂÐËÚËÄÂáÜËØ ÇÈ ÕÇÎ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË, ÚÕÑ Ä ÑÃÝÈÏÇ,
ÑÃÜÇÏ ÆÎâ ÑÃÑËØ ÕÇÎ, ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËØ ÕÑÍÑÄ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ.
³ÍÂÊÂÐÐÑÇ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ Ë Ä ÑÕÐÑÛÇÐËË
ÎáÃÑÌ ÆÇÍÂÓÕÑÄÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ.
£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ dAx ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÌ ÑÃÑÎÑÚÍË Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÌ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÕÑÍÂ di � j dp � j pe ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä
ÄËÆÇ

dAx � AT
x �r� ÿ A

T

x �r� �
� AT

x �r� ÿ �1� e�ÿkÿ2AT
x �r� er� �

� ��k� 2�AT
x ÿ rHHAT

x

�
e ; �6�

ËÎË

dA � ��k� 2�AT�r� ÿ �rHH�AT�r�	e :
µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ e ì ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ (ØÑÕâ Ë ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ
ÏÂÎÑÇ) ÚËÔÎÑ, ÊÂÍÎáÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÏÖ ÕÑÍÖ Ô
ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá

i�r 0� � j�r 0� p�r 0� ; r 0 2 S ; �7�

ÙËÓÍÖÎËÓÖáÜÇÏÖ Ä ÑÃÑÎÑÚÍÇ Ô ÐÖÎÇÄÑÌ ÕÑÎÜËÐÑÌ, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ

A�r� � �k� 2�AT�r� ÿ �rHH�AT�r� : �8�

£ ×ÑÓÏÖÎÇ (8) ÕÑÚÍÂ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÃÓÂÐÂ
ÍÂÍ ÄÐÖÕÓË, ÕÂÍ Ë ÄÐÇ ÑÃÝÈÏÂ V.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÏÂÅÐËÕÐÖá ËÐÆÖÍÙËáB � rotA, Ä
ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÍÂÍÖá-ÎËÃÑ ËÊ ÇÈ ÆÇÍÂÓÕÑÄÞØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ Bz. ±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Bz � qAy

qx
ÿ qAx

qy
� �k� 1�BT

z ÿ x
qBT

z

qx
ÿ y

qBT
z

qy
ÿ z

qBT
z

qz
;

�9�
2®Þ ÃÖÆÇÏ ÓÂÊÎËÚÂÕß ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎAT�r� ÑÃÝÈÏÐÞØ ÕÑÍÑÄ Ë
ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ A�r� ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÕÑÍÑÄ ÑÆÐÑÅÑ Ë ÕÑÅÑ ÉÇ
ÕÇÎÂ. ³ÎÇÆÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ÓÂÊÎËÚÂÕß ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ c Ë
ÒÑÎÖÑÔË c àÎÎËÒÔÑËÆÂ.

3 ³ÎÑÌ, ÑÃÓÂÊÖáÜËÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÆÑÃÐÞ Ë ÒÑÆÑÃÐÑ
ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÞ, ÐÂÊÞÄÂáÕ ÅÑÏÑÕÇÕËÚÇÔÍËÏ.

988 ².©. ®µ²¡´°£ [µ¶¯ 2012



ÅÆÇ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ Ax Ë Ay ÒÑÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÄÞÓÂÉÇÐËâ, ÆÂÄÂÇ-
ÏÞÇ (8), Ë BT � rotAT.

£ÐÇ ÑÃÝÈÏÂ V ÄÇÍÕÑÓ BT ÒÑÕÇÐÙËÂÎÇÐ: BT � ÿHH~FT.
¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÆÎâ ÕÑÚÇÍ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÄÐÇ ÕÇÎÂ ÒÇÓÇ-
ÒËÔÂÕß (9) Ä ÄËÆÇ

Bz � ÿ�k� 1� q
~FT

qz
� x

q2 ~FT

qx qz
� y

q2 ~FT

qy qz
� z

q2 ~FT

qz 2
:

©ÆÇÔß ~FT ì ÄÐÇÛÐËÌ ÔÍÂÎâÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÙËÓÍÖÎËÓÖáÜËØ Ä ÕÇÎÇ ÑÃÝÈÏÐÞØ ÕÑÍÑÄ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕßá j�r�. µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ

q
qz

�
z
q~FT

qz

�
� q~FT

qz
� z

q2 ~FT

qz 2
;

ËÏÇÇÏ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ

Bz � ÿ�k� 2� q
~FT

qz
� q
qz

�
x
q~FT

qx
� y

q~FT

qy
� z

q~FT

qz

�
: �10�

¸ËÍÎËÚÇÔÍÂâ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ Ä (10) ÆÂÈÕ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ Bx Ë By, ÕÂÍ ÚÕÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÊÂÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
Ë Ä ÄÇÍÕÑÓÐÑÏ ÄËÆÇ:

B � ÿHH~F : �11�
©ÆÇÔß ÔÍÂÎâÓÐÞÌÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÑÃÑÎÑÚÍË ÕÑÅÑÉÇ
ÕÇÎÂ, ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ ÕÑÍË ÍÑÕÑÓÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá (7), ËÏÇÇÕ ÄËÆ 4

~F � �k� 2�~FT ÿ r
q~FT

qr
: �12�

¶ÑÓÏÖÎÞ (8) Ë (12) ÄÞÓÂÉÂáÕ ÒÓÂÄËÎÑ ¶ÇÓÓÇÓÔÂ ÆÎâ
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÕÑÍÑÄ, ÒÓËÚÈÏ ÇÔÎË ÒÇÓÄÂâ
ËÊ ÐËØ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÄÑ ÄÔÈÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÕÑ ÄÕÑÓÂâ ì
ÕÑÎßÍÑ ÄÐÇ ÑÃÎÂÔÕË Ô ÕÑÍÂÏË.

3. ° ÄÊÂËÏÐÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË
ÒÖÂÔÔÑÐÑÄÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ
Ë ÂÏÒÇÓÑÄÞØ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÕÑÍÑÄ

±ÇÓÇÌÆÈÏ ÕÇÒÇÓß Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ. ¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÑÃÜÇÌ ÚÇÓÕÑÌ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÎáÃÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÒÓËÓÑÆÞ (ÅÓÂÄË-
ÕÂÙËÑÐÐÞØ, àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ, ÏÂÅÐËÕÐÞØ) âÄÎâÇÕÔâ ÕÑ, ÚÕÑ,
ÃÖÆÖÚË ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ, ÑÐË "ÄÃËÓÂáÕ Ä ÔÇÃâ"
ÍÑÐÍÓÇÕÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ,
×ÑÓÏÇ Ë ÓÂÊÏÇÓÂØ ÔËÔÕÇÏÞ, ÔÑÊÆÂáÜÇÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÇÇ ÄÐÇÛÐÇÇ ÒÑÎÇ. ±ÑàÕÑÏÖ ×ÑÓÏÖÎÞ, ÄÞÓÂÉÇÐÐÞÇ Ä
ÕÇÓÏËÐÂØ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ, ÄÔÇÅÆÂ ÐÂÆÇÎÇÐÞ
ÚÇÓÕÂÏË ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË. ±ÓËÏÇÓÑÏ ÏÑÅÖÕ ÔÎÖÉËÕß
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕË-
ÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ Ä ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇ ÕÓÈØÏÇÓÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÊÂÓâÆÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [5]). ¿ÕË ×ÑÓÏÖÎÞ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÒÑÎâ ÄÐÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ, ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ Ë ÆÎâ ÆËÔÍÓÇÕÐÞØ, Ë
ÆÎâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ (ÒÑ ÑÃÝÈÏÖ, ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË, ÎËÐËË) ÊÂÓâÆÑÄ, ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ËÎË ÔÄâÊÂÐÐÞØ. ¡ÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ, ÒÑÎÖÚÂáÜËÇÔâ ËÊ ÒÇÓÄÞØ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ

ÊÂÏÇÐÞ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÏÂÅÐËÕÐÞÏË Ë ÒÓËÓÂÄ-
ÐËÄÂÐËâ ÐÖÎá ÏÑÐÑÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞ Ë
ÆÎâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞØ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏË
ÕÑÍÂÏË. ±ÓË àÕÑÏ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ, âÄÎâáÕÔâ ÎË ÕÑÍË
ÕÑÍÂÏË ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ËÎË ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÍÑÐÄÇÍÙËÑÐÐÞÏ
ËÎË ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞÏ.

¥ÓÖÅÑÌ ÒÓËÏÇÓ ì ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ
ÄÐÇÛÐÇÅÑ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ (ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÅÑ) ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ ÊÂÓâÆÑÄ (ÏÂÔÔ), ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ (Ô ÒÑ-
ÎËÐÑÏËÂÎßÐÑÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕßá ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ) ÒÑ ÑÃÝÈÏÖ
ËÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË àÎÎËÒÔÑËÆÂ [6 ë 8]. ¿ÕË ×ÑÓÏÖÎÞ, ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞÏË Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2, ËÏÇáÕ ÃÑÎÇÇ
ÖÊÍÖá ÔÕÇÒÇÐß ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË ì ÑÐË ÑÕÐÑÔâÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
Í àÎÎËÒÔÑËÆÂÎßÐÞÏ ÍÑÐ×ËÅÖÓÂÙËâÏ. £ ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÏÞ
ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ àÕÑÌ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕßá, ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ
ÒÑÎÖÚËÕß ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÕÑÍÑÄ Ä àÎÎËÒ-
ÔÑËÆÇ.

±ÓÇÉÆÇ, ÑÆÐÂÍÑ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÔÎÇÆÔÕÄËâ, ÍÂÔÂáÜËÇÔâ ÆÄÖØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ (ËÏÇÄÛËØ
ÏÇÔÕÑ Ä ËÔÕÑÓËË ÏÂÅÐÇÕËÊÏÂ) ÕÑÎÍÑÄÂÐËÌ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇ-
ÐËâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ (ÐÇ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞØ).
¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÏÂÅÐÇÕËÍ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ
ÔÑÃÑÌ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÑÆÐÑÔÄâÊÐÑÇ ÕÇÎÑ, ÐÂØÑÆâÜÇÇÔâ Ä ÐÇÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ë ËÔÒÞÕÞÄÂáÜÇÇ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËÇ ÄÐÇÛÐÇÅÑ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ®ÂÅÐËÕÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÕÂÍÑÅÑ ÏÂÅÐÇ-
ÕËÍÂ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕ ÄÇÍÕÑÓ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑ-
ÔÕË I. ªÐÕÇÓÇÔÖáÜËÌ ÐÂÔ ÊÆÇÔß ÄÑÒÓÑÔ ì àÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÕÇÎÂ, ÑÒÇÓËÓÑÄÂÕß Ô ÍÑÕÑÓÞÏË
ÃÖÆÇÏ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÑÎÖÏËÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ËÔ-
ÕÑÚÐËÍÑÄ.

±ÖÂÔÔÑÐ [9 ë 11] ÑÃÝâÔÐâÎ ÒÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÐÂÎËÚËÇÏ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ, ÑÃÝÈÏÐÂâ
~r Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ~s ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÍÑÕÑÓÞØ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ
×ÑÓÏÖÎÂÏË

~r � ÿdiv I ; ~s � In �13�
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¿ÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÄÞÓÂÉÇÐËá
ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÔÄâÊÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÊÂÓâÆÑÄ ÚÇÓÇÊ ÒÑÎâ-
ÓËÊÂÙËá P. ®ÂÍÔÄÇÎÎ Ä ´ÓÂÍÕÂÕÇ ÑÃ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÕÄÇ Ë
ÏÂÅÐÇÕËÊÏÇ [12, Ò. 430] ÑÕÍÎÑÐËÎ ÍÂÍ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÜËÌ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÖ ÍÑÐÍÓÇÕÐÞÌ ÏÇØÂÐËÊÏ ÐÂÏÂÅÐËÚËÄÂÐËâ,
ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÞÌ ±ÖÂÔÔÑÐÑÏ. ±ÓËÏÇÚÂÕÇÎßÐÞ, ÑÆÐÂÍÑ,
ÊÂÄÇÓÛÂáÜËÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÔÍÂÊÞÄÂÐËÇ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ
ÔÎÑÄÂ: "Of course the value of Poisson's mathematical
investigations remains unimpaired, as they do not rest on his
hypothesis, but on the experimental fact of induced magnetiza-
tion" 5.

¡ÏÒÇÓ [12 ë 14] ÔÚËÕÂÎ ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÏÂÅÐÇÕËÍÑÄ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞÇ ÕÑÍË, ÔÄâÊß ÍÑÕÑÓÞØ Ô ÐÂÏÂÅ-
ÐËÚÇÐÐÑÔÕßá ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ ×ÑÓÏÖÎÞ

jA � c rot I ; iA � cRot I : �14�
©ÆÇÔß jA Ë iA ì ÑÃÝÈÏÐÂâ Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ (ÂÏÒÇÓÑÄÞØ) ÕÑÍÑÄ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, Â
Rot I ì ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ
ÓÑÕÑÓÂ ÄÇÍÕÑÓÂ I (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [15]),

Rot I � �n�I2 ÿ I1�
� � ÿ�nI� : �15�

4 ±ÓÑËÊÄÑÎßÐÖá ÒÑÔÕÑâÐÐÖá, ÄÑÊÐËÍÂáÜÖá ÒÓË ÐÂÛÇÏ ÄÞÄÑÆÇ (12),
ÒÑÎÑÉËÏ ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá, ÕÂÍ ÚÕÑ ÑÃÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ~FT�r� Ë ~F�r�, ÒÓË
r!1 ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í ÐÖÎá.

5 "²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÙÇÐÐÑÔÕß ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ±ÖÂÔÔÑÐÂ
ÑÔÕÂÈÕÔâ ÐÇÊÂÕÓÑÐÖÕÑÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐË ÑÔÐÑÄÞÄÂáÕÔâ ÐÇ ÐÂ ÇÅÑ
ÅËÒÑÕÇÊÂØ, Â ÐÂ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÏ ×ÂÍÕÇ ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂÏÂÅ-
ÐËÚÇÐÐÑÔÕË".

´. 182, å 9] ° ¯¦¬°´°²½· ±°¦©¯½· ³°°´£¦´³´£ªÁ· £ ¬¡³³ª¹¦³¬°« ®¡¤¯ª´°³´¡´ª¬¦ 989



¦ÆËÐËÚÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ n ÄÐÇÛÐÇÌ ÐÑÓÏÂÎË Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË S
ÕÇÎÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ËÊ ÔÓÇÆÞ 1, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ I1 � I, Ä ÔÓÇÆÖ 2, ÅÆÇ
Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ I2 � 0. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËâÏ (1) Ë (2)
ÂÏÒÇÓÑÄÞ ÕÑÍË ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË.

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÑÅÖÕ ÑÃÓÂ-
ÊÑÄÞÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÊÂÓâÆÂÏË, ÕÂÍ Ë ÕÑÍÂÏË. £ ÔÄâÊË Ô àÕËÏ
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ: ÍÂÍ ÔÑÑÕÐÑÔâÕÔâ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÒÖÂÔÔÑÐÑÄÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÊÂÓâÆÑÄ (13) Ë ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ
ÂÏÒÇÓÑÄÞØ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÕÑÍÑÄ (14)? ±ÓË àÕÑÏ ÓÇÚß
ËÆÈÕ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÑÃ ÑÆÐÑÏ Ë ÕÑÏ ÉÇ ÕÇÎÇ Ô ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐ-
ÐÑÔÕßá I. ¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÚÕÑ ÄÇÍÕÑÓ I ì àÕÑ ÔÓÇÆÐââ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ (ÆËÒÑÎßÐÑÅÑ) ÏÑÏÇÐÕÂ Ä ×ËÊË-
ÚÇÔÍË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÏÂÎÑÏ ÑÃÝÈÏÇ, Õ.Ç. ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
ÕÇÎÂ

M �
�
I dV : �16�

®ÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÊÂ-
ÓâÆÑÄ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË

Mi1... il �

�
~r�r� yi1... il�r� dV ;�
~s�r� yi1... il�r� dS ;

8>>><>>>: l � 1; 2; . . . ; �17�

ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá àÎÇÍÕÓÑ-

ÔÕÂÕËÚÇÔÍËØ (Ä ÒÑÔÎÇÆÐËØ, ÒÓÂÄÆÂ, ÆÑÒÖÔÕËÏÑ ÕÂÍÉÇ

ÊÐÂÚÇÐËÇ l � 0) ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-

ÏÇÓ, [16]). £ÄÇÆÈÐÐÞÇ Ä ÓÂÃÑÕÇ [17] ÕÇÐÊÑÓÞ yi1... il �
� D̂i1 . . . D̂il � 1 âÄÎâáÕÔâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâ ÐÂ

ÇÆËÐËÙÖ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ

D̂ � 2r�rH� ÿ r 2H� r. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,

y �0� � 1 ; yi � xi ; yi j � 3xixj ÿ r 2di j ;

yi j k � 3
ÿ
5xixjxk ÿ r 2hhdi jxkii

�
;

yi j k l � 3
ÿ
35xixjxkxl ÿ 5r 2hhdi jxkxlii � r 4hhdi j dklii

�
;

yi j klm � 15
ÿ
63xixjxkxlxmÿ 7r 2hhdi jxkxlxmii� r 4hhdi j dklxmii

�
:

©ÆÇÔß dkn ì ÔËÏÄÑÎ ¬ÓÑÐÇÍÇÓÂ, ÆÄÑÌÐÞÏË ÖÅÎÑÄÞÏË
ÔÍÑÃÍÂÏË ("ÍÂÄÞÚÍÂÏË") ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÂ ÑÒÇÓÂÙËâ ÔÒÇÙËÂÎß-
ÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÊÂÙËË. ±ÑÔÎÇÆÐââ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÒÓËÃÂÄÎÇÐËË Í
ÕÇÐÊÑÓÖ, ÊÂÍÎáÚÈÐÐÑÏÖ Ä "ÍÂÄÞÚÍË", ÄÔÇØ ÒÑÎÖÚÂáÜËØÔâ
ËÊ ÐÇÅÑ ÐÇÔÑÄÒÂÆÂáÜËØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ ÒÓË ÄÔÇÄÑÊÏÑÉÐÞØ
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂØ ÇÅÑ ËÐÆÇÍÔÑÄ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ,

hhdi jxkxlii � di jxkxl � dikxjxl � dj kxixl � dilxjxk�
� dj lxixk � dklxixj :

®ÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÕÑÍÑÄ (Ä ÐÂÛÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÂÏÒÇÓÑÄÞØ) ÆÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË [5, 18]

Mi1... il �

1

�l� 1�c
�
V

�r jA�k
q
qxk

yi1... il�r� dV ;

1

�l� 1�c
�
S

�r iA�k
q
qxk

yi1 ... il�r� dS :

8>>><>>>: l � 1; 2; . . .

�18�
¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÑÃÇ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ (Ë ±ÖÂÔÔÑÐÂ, Ë

¡ÏÒÇÓÂ) ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÐÇÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÄÑ ÔÑÔÖÜÇÔÕÄÑ-
ÄÂÎË, ÄÞÓÂÉÇÐËâ (17) Ë (18) ÆÑÎÉÐÞ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÒÓËÄÑ-
ÆËÕß Í ÔÑÄÒÂÆÂáÜËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÖ àÕÑÅÑ
Ë ÒÑÔÄâÜÈÐ ÆÂÐÐÞÌ ÓÂÊÆÇÎ.

±ÓÇÉÆÇ, ÑÆÐÂÍÑ, ÒÓÑÄÇÓËÏ, ÐÂÔÍÑÎßÍÑ ÆËÒÑÎßÐÞÇ
ÏÑÏÇÐÕÞ ÂÏÒÇÓÑÄÞØ ÑÃÝÈÏÐÞØ ÕÑÍÑÄ

MV � 1

2c

�
�r jA� dV �

1

2

�
�r rot I� dV �19�

Ë ÆËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÂÏÒÇÓÑÄÞØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÕÑÍÑÄ

MS � 1

2c

�
�r iA� dS � 1

2

�
�rRot I� dS �20�

ÔÑÅÎÂÔÖáÕÔâ Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (16), ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÌ ÐÂÏÂÅÐË-
ÚÇÐÐÑÔÕß. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÆÄÑÇÐÐÖá ÔÖÏÏÖ (19) Ë (20):

2M �
�
�r rot I� dV�

�
�rRot I� dS �

�
�
�r rot I� dVÿ

� �
r�nI�� dS ; �21�

ÅÆÇ ÖÚÕÇÐÑ (15). ¥Îâ x-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä ÑÃÝÈÏÐÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

�r rot I�x � y rotz Iÿ z roty I �

� ÿ
�
y

q
qy
� z

q
qz

�
Ix � q

qx
�yIy � zIz� �

� ÿ q
qy
�yIx� ÿ q

qz
�zIx� � q

qx
�yIy � zIz� � 2Ix ;

ËÎË

�r rot I�x ÿ 2Ix � q
qx
�r I� ÿ div �Ix r� : �22�

ªÐÕÇÅÓËÓÖâ (22) ÒÑ ÑÃÝÈÏÖ ÕÇÎÂ Ë ËÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ
¤ÂÖÔÔÂ ë°ÔÕÓÑÅÓÂÆÔÍÑÅÑ, ÐÂØÑÆËÏ�ÿ�r rot I�x ÿ 2Ix

�
dV �

�
nx�r I� dSÿ

�
Ix�rn� dS : �23�

µÚËÕÞÄÂâ, ÚÕÑ
�
r �nI�� � n�r I� ÿ I�rn�, ÒÇÓÇÒËÛÇÏ (23) Ä

ÄÇÍÕÑÓÐÑÏ ÄËÆÇ:�
�r rot I� dV � 2

�
I dV�

� �
r �nI�� dS : �24�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (24) Ä (21), ÖÃÇÉÆÂÇÏÔâ Ä ÄÞÒÑÎÐÇÐËË (16), Â
ÕÂÍÉÇ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÄÞÚËÔÎÇÐËË ÂÆÆËÕËÄÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÕÑÍÂÏË (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ô
ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞÏË), ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÏÐËÕß Ñ ÄÍÎÂÆÇ, ÄÐÑÔËÏÑÏ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏË ÕÑÍÂÏË, ÍÑÅÆÂ ÑÐË ÇÔÕß. ¬ ÕÂÍËÏ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏ ÑÕÐÑÔâÕÔâ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÏÂÅ-
ÐËÕÐÞÌ ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ, ÐÑ Ë ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÞÔÛËØ
ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ.

´Ñ, ÚÕÑ ÆËÒÑÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÒÖÂÔÔÑÐÑÄÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÊÂÓâÆÑÄ (13) ÕÑÉÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ×ÑÓÏÖÎÇ (16), ÏÞ ÒÓÑ-
ÄÇÓâÕß ÐÇ ÃÖÆÇÏ.®ÞÆÑÍÂÉÇÏÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ Ñ
ÔÑÄÒÂÆÇÐËË ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÓÂÐÅÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÕÑÍÑÄ (14) Ë
ÔËÔÕÇÏÞ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ (13), ÑÕÐÑÔâÜËØÔâ Í ÑÆÐÑÏÖ
Ë ÕÑÏÖ ÉÇ ÕÇÎÖ Ô ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕßá I.

¢ÖÆÇÏ ËÔØÑÆËÕß ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (18) ÆÎâ ÕÇÐÊÑÓÂ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ l-ÅÑ ÓÂÐÅÂ, ÓÂÔ-
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ÔÏÂÕÓËÄÂâ ÔÐÂÚÂÎÂ ÒÑ ÑÕÆÇÎßÐÑÔÕË ÄÍÎÂÆ

M �V �
i1... il
� 1

�l� 1�c
�
V

�r jA�k
q
qxk

yi1... il dV �

� 1

l� 1

�
V

�r rot I�k
q
qxk

yi1... il dV �25�

Ä àÕÑÕ ÏÑÏÇÐÕ, ÆÂÄÂÇÏÞÌ ÑÃÝÈÏÐÞÏË ÕÑÍÂÏË ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕßá jA � c rot I, Ë ÄÍÎÂÆ

M �S�
i1... il
� 1

�l� 1�c
�
S

�riA�k
q
qxk

yi1 ... il dS �

� ÿ 1

l� 1

�
S

�
r�nI��

k

q
qxk

yi1 ... il dS �26�

ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÕÑÍÑÄ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá iA � cRot I � ÿc �nI�
(ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÞ (14), (15)).

±ÓÇÑÃÓÂÊÖÇÏ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (25).
±ÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

�r rot I�k
qy
qxk
� eklmxl emnr

qIr
qxn

qy
qxk
� eklmenrmxl

qIr
qxn

qy
qxk
�

� �dkndlr ÿ dkrdln� xl qIrqxn

qy
qxk
� xl

qIl
qxk

qy
qxk
ÿ xl

qIk
qxl

qy
qxk

:

�27�

©ÆÇÔß eklm ì ÒÑÎÐÑÔÕßá ÂÐÕËÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÇÆËÐËÚÐÞÌ
ÒÔÇÄÆÑÕÇÐÊÑÓ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÆÎâ ÔÑÍÓÂÜÇÐËâ ÊÂÒËÔË Ö
ÕÇÐÊÑÓÂ yi1 ... il ÄÓÇÏÇÐÐÑ ÑÒÖÜÇÐÞ ÄÔÇ ÕÇÐÊÑÓÐÞÇ ËÐÆÇÍÔÞ
ÍÂÍ ÐÇ ÖÚÂÔÕÄÖáÜËÇ Ä ÒÓÑÄÑÆËÏÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâØ.
¬ÂÉÆÑÇ ËÊ ÊÂÏÞÍÂáÜËØ (27) ÔÎÂÅÂÇÏÞØ ÖÆÑÃÐÑ ÒÓËÄÇ-
ÔÕË Í ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÄËÆÂÏ:

xl
qIl
qxk

qy
qxk
� q

qxk

�
xlIl

qy
qxk

�
ÿ Il

qy
qxl
ÿ xlIl Dy ; �28�

xl
qIk
qxl

qy
qxk
� q

qxl

�
xlIk

qy
qxk

�
ÿ 3Il

qy
qxl
ÿ Ikxl

q
qxl

qy
qxk

: �29�

µÚÕÈÏ ÕÇÒÇÓß (ÔÏ. [17]), ÚÕÑ ÍÂÉÆÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÕÇÐÊÑÓÂ
yi1... il�r� âÄÎâÇÕÔâ ÛÂÓÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ, Õ.Ç. ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ
ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎËÐÑÏÑÏ ÔÕÇÒÇÐË l. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (28) ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
ÐÖÎß, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Dy � 0, Â ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÔÎÂÅÂÇ-
ÏÑÇ Ä (29) ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÒÓËÏÇÐÇÐËÇ Í ×ÖÐÍÙËË qy=qxk
ÕÇÑÓÇÏÞ ¿ÌÎÇÓÂ ÑÃ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ×ÖÐÍÙËâØ, ÕÂÍ ÚÕÑ 6

xl
q
qxl

qy
qxk
� �lÿ 1� qy

qxk
:

£ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ (27) ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ ÄËÆ

�r rot I�k
qy
qxk
� q

qxk

�
xlIl

qy
qxk

�
ÿ Ik

qy
qxk
ÿ

ÿ q
qxl

�
xlIk

qy
qxk

�
� 3Ik

qy
qxk
� �lÿ 1�Ik qy

qxk
;

ËÎË

�r rot I�k
qy
qxk
�

� q
qxk

�
xlIl

qy
qxk

�
ÿ q
qxl

�
xlIk

qy
qxk

�
� �l� 1�Ik qy

qxk
�

� q
qxk

�
rI

qy
qxk

�
ÿ q
qxl

�
xlIk

qy
qxk

�
�

� �l� 1� q
qxk
�Iky� ÿ �l� 1�y div I : �30�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (30) Ä ÑÃÝÈÏÐÞÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ (25) Ë ÕÓËÉÆÞ
ËÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ ¤ÂÖÔÔÂ ë°ÔÕÓÑÅÓÂÆÔÍÑÅÑ, ÒÓËØÑÆËÏ
Í ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá:

M �V�
i1... il
� 1

l� 1

�
S

rI
q
qn

yi1... il dSÿ

ÿ 1

l� 1

�
S

�rn� Ik q
qxk

yi1... il dS�

�
�
S

�In� yi1... il dSÿ
�
V

yi1 ... il div I dV : �31�

°ÃÓÂÕËÏÔâ Í ËÐÕÇÅÓÂÎÖ (26). ²ÂÔÍÓÞÄÂâ Ä ÐÈÏ ÆÄÑÌÐÑÇ
ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ

�
r �nI��, ÒÑÎÖÚËÏ ×ÑÓÏÖÎÖ

M �S�
i1... il
� ÿ 1

l� 1

�
S

nk�rI� q
qxk

yi1 ... il dS�

� 1

l� 1

�
S

Ik�rn� q
qxk

yi1... il dS ;

ÔÎÑÉÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÌ Ô (31) ÆÂÈÕ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÎÐÑÅÑ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ

Mi1... il �
�

~r yi1... il dV�
�

~s yi1... il dS

ÕÑÎßÍÑ ÚÇÓÇÊ ÒÎÑÕÐÑÔÕË (13) ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ
ÊÂÓâÆÂ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ Ñ
ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÊÂÓâÆÂØ ÒÓË ÓÂÔÚÈÕÇ ÒÑÎÐÞØ ÏÖÎß-
ÕËÒÑÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ, ÖÚËÕÞÄÂáÜËØ ÔÖÏÏÂÓÐÞÌ ÄÍÎÂÆ
ÑÃÝÈÏÐÞØ Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ, ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä
ÍÑÎËÚÇÔÕÄÇÐÐÑÏ ÔÑÅÎÂÔËË Ô ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏË, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÏË
ÐÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÂÏÒÇÓÑÄÞØ ÕÑÍÑÄ. ¿ÕÑÕ ÄÞÄÑÆ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÌ, ÔÎÇÆÖâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÖ, ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ ÍÂÍ ÚËÔÕÑ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ, ÒÑÎÇÊÇÐ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÑÐ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß (Ë Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 4 ÃÖÆÇÕ) ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐ ÍÂÍ ÔÄâÊÖáÜÇÇ ÊÄÇÐÑ ÏÇÉÆÖ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÏË ×ÑÓÏÖÎÂÏË àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÍË Ë ÏÂÅÐË-
ÕÑÔÕÂÕËÍË.

£ àÕÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ËÐÕÇÓÇÔÖÇÏÔâ ÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÒÑÎâÏË
ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ Ä ÕÑÚÍÂØ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ, ÐÂØÑÆâÜËØÔâ
ÄÐÇ ÕÑÍÑÄÑÌ ÑÃÎÂÔÕË. ±Ñ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÕÂÍËÏ ÕÑÚÍÂÏ
ÓÂÊÃËÇÐËÇ ÕÑÍÑÄ ÐÂ ÑÃÝÈÏÐÞÇ Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÇ âÄÎâÇÕÔâ
Ä ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÏÇÓÇ ÖÔÎÑÄÐÞÏ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÃÝÈÏÐÞÇ
ÕÑÍË ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏË ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÞÏË. £ àÕÑÏ ÖÃÇÉÆÂÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËÇ.
±ÖÔÕß ÄÔÈ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÊÂÒÑÎÐÇÐÑ ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÏ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ËÏÇÇÕÔâ ÒÑÎÑÔÕß, Ë Ä àÕÑÌ ÒÑÎÑÔÕË ÙËÓÍÖÎËÓÖÇÕ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÑÍ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÕÑÎÜÇ
ÔÄÇÓØÒÓÑÄÑÆÐËÍÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÄÔÇÅÆÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ,

6 ªÏÇÐÐÑ ÒÓÇÆÔÕÑâÜÇÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÕÇÑÓÇÏÞ¿ÌÎÇÓÂ ÒÑÃÖÆËÎÑ ÐÂÔ
ÄÕÑÓÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá q2y=qxl qxk ÔÕÂÓÑÏÑÆÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚËÕß ÍÂÍ
�q=qxl��qy=qxk�.
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ÕÑ, Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÒÓËÐÙËÒÂ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË, àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ,
ÚÕÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÔÑÊÆÂÐÐÑÇ ÑÃÝÈÏÐÞÏË ÕÑÍÂÏË
ÒÑÎÑÔÕË, "ÅÂÔËÕÔâ" ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ
ÕÑÍÑÄ, ÐÂÄÇÆÈÐÐÞØ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÒÑÎÑÔÕË. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ ÕÑÍË ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÑÎÑÔÕË, ÄÊâÕÞÇ Ô ÒÓÑÕËÄÑÒÑ-
ÎÑÉÐÞÏ ÊÐÂÍÑÏ, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ ÑÃÝÈÏÐÞÏ ÕÑÍÂÏ.

4. ° ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâØ
ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ àÎÎËÒÔÑËÆÂ

£ ÆÂÐÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÃÝÇÍÕÂ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ËÔÕÑÚÐËÍË ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÕÓÈØÑÔÐÞÌ àÎÎËÒÔÑËÆ.

¬ÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÆÎâ ÛÂÓÂ ËÎË Ô×ÇÓÞ Ô ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÑÌ
(ÔÕÇÒÇÐË k) ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ (ÊÂÓâÆÑÄ ËÎË ÕÑÍÑÄ)
ÄÔÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ Ô ÓÂÐÅÂÏË ÄÞÛÇ, ÚÇÏ k,
ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá Ë, ÊÐÂÚËÕ, ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÆÂÈÕ-
Ôâ ÍÑÐÇÚÐÞÏ ÓâÆÑÏ. £ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÛÂÓÂ, ÆÎâ àÎÎËÒÔÑËÆÂ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÃÇÊ
ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ Ë ÄÔÇØ ÄÞÔÛËØ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÕÑÌ ÉÇ ÚÈÕÐÑÔÕË. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ àÎÎËÒÔÑËÆÂ ì àÕÑ ÄÔÇÅ-
ÆÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÌ ÓâÆ. ®ÇÉÆÖ ÕÇÏ ÆÎâ ÑÃÝÈÏÐÞØ Ë ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÞØ ÄÐÇÛÐËØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ àÎÎËÒÔÑËÆÂ, ÒÑÓÑÉÆÂÇ-
ÏÞØ ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÞÏË ÒÎÑÕÐÑÔÕâÏË, ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß 7

[6 ë 8] ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ,
ÍÑÕÑÓÑÇ, ÍÂÍ Ë ÑÕÏÇÚÇÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÛÂÓÂ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÖÏÏÞ,
ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÑÌ ËÊ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÏÖÎßÕËÒÑÎß-
ÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ àÕÂÎÑÐÐÞÇ ÕÇÐÊÑÓÐÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË.

¯ÂÒÑÏÐËÏ, ÍÂÍÑÌ ÄËÆ ËÏÇáÕ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ àÎÎËÒÔÑËÆÂ.
¦ÔÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß àÎÎËÒÔÑËÆÂ ÊÂÆÂÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

x 2

a 2
� y 2

b 2
� z 2

c 2
� 1 ; �32�

ÕÑ ÑÆÐÑ ËÊ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ËÏÇÇÕ ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÞÌ ÄËÆ Ë ÆÎâ ÑÃÝÈÏÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ Ô ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá

r�r� � rL � PL�x; y; z� ; L � 0; 1; . . . ; �33�

Ë ÆÎâ ÊÂÓâÆÑÄ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ àÎÎËÒÔÑËÆÂ Ô
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá s�r� � sL�2, ÅÆÇ

sL � rL p ; L � 0; 1; . . . ; �34�

Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

FLÿ2�r� �
�
rLÿ2
R

dV

CL�r� �
�
sL
R

dS

9>>=>>;�
XL
K�0

qi1... iKci1 ... iK
�r� ;

L � 2; 3; . . . ;

L � 0; 1; . . . ;

8<:
�35�

Â ÆÓÖÅÑÇ âÄÎâÇÕÔâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ ÕÑÎßÍÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÝÈÏ-
ÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá

r�r� � rG
L � GL

�
x

a
;
y

b
;
z

c

�
; L � 0; 1; . . . �36�

Ë ÆÂÈÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

FG
L �r� �

�
rG
L

R
dV �

XL
K� 0

~qi1... iK ji1... iK�r� : �37�

©ÆÇÔß ÐÂÏ ÖÆÑÃÐÇÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÑÃÝÈÏÐÞØ Ë ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ, ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2 ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÑ, ÑÃÑÊÐÂÚËÕß ÒÑ-ÓÂÊÐÑÏÖ (ÍÂÍF ËC ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ).
£ ×ÑÓÏÖÎÂØ (33), (36) PL Ë GL ì ÒÑÎËÐÑÏÞ ÔÕÇÒÇÐË L,
ÒÓËÚÈÏ GL ì ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÔÄÑËØ ÂÓÅÖÏÇÐÕÑÄ;
ÄÇÎËÚËÐÂ

p �
�
x 2

a 4
� y 2

b 4
� z 2

c 4

�ÿ1=2
�38�

ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ ÙÇÐÕÓÂ àÎÎËÒÔÑËÆÂ ÆÑ
ÍÂÔÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÕÑÚÍÇ �x; y; z�; R ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ
ÑÕ àÎÇÏÇÐÕÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ dV ËÎË dS ÆÑ ÕÑÚÍË ÐÂÃÎá-
ÆÇÐËâ ÄÐÇ àÎÎËÒÔÑËÆÂ. ¯ÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞÇ ÕÇÐÊÑÓÞ ji1 ... iK

�r� Ë ci1... iK
�r� ì àÕÑ ÕÂÍ

ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇÕÇÐÊÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ àÎÎËÒÔÑËÆÂ Ë ÅÑÏÇÑËÆÂ 8

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. ¿ÕË ÕÇÐÊÑÓÞ ÔÎÖÉÂÕ ÔÄÑÇÑÃÓÂÊÐÞÏË
àÕÂÎÑÐÐÞÏË ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÏË ×ÖÐÍÙËâÏË, ÒÑÓÑÉÆÈÐÐÞÏË
ÕÇÑÓËÇÌ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ. ¬ÂÉÆÂâ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÂ àÕËØ ÕÇÐÊÑÓÑÄ âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ
ÆÇÍÂÓÕÑÄÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ÁÄÐÞÌ ÄËÆ ÕÇÐÊÑÓÑÄ-ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÑÄ ËÊÄÇÔÕÇÐ, ÐÑ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÐÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ.

£ÇÎËÚËÐÞ qi1... iK Ë ~qi1... iK , ËÅÓÂáÜËÇ ÓÑÎß ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÑÄ Ä (35) Ë (37), âÄÎâáÕÔâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂÏË ÕÇÐÊÑÓÑÄ ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÒÂÓÙËÂÎßÐÞØ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ. ³ÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÚÕÑ qi1... iK Ë ~qi1... iK Ô ÒÑÏÑÜßá
ÎËÐÇÌÐÞØ ÓÇÍÖÓÓÇÐÕÐÞØ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÈÕÇ
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÑÄ ÒÑÎÐÞØ àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ Qi1... iK àÎÎËÒÔÑËÆÂ.
¿ÕË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÆÎâ qi1... iK ËÏÇáÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ (ÊÂÄËÔâ-
ÜËÌ ÑÕ ÚÈÕÐÑÔÕË ÕÇÐÊÑÓÐÑÅÑ ÓÂÐÅÂ) ÄËÆ [7]:

q j1... j2l�1 � Qj1... j2l�1 ÿ �4l� 1�!!
Xlÿ1
n�0

4n� 3

�2l� 2n� 3�!! �

� hhq j1... j2n�1K j 2n�2 j 2n�3 . . . K j2l j2l�1ii ; �39�

q j1... j2l � Qj1... j2l ÿ �4lÿ 1�!!
Xlÿ1
n�0

4n� 1

�2l� 2n� 1�!! �

� hhq j1... j2nK j2n�1 j2n�2 . . . K j2lÿ1 j2lii ;

ÅÆÇ 9

Ki j � a�i�a� j �di j � a 2
�i� ; i � j ;

0 ; i 6� j :

�

7 °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÆÎâ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÂÐÂÎËÕË-
ÚÇÔÍËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÃÑÕ [6 ë 8] ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä ÊÂÒË-
ÔÂÐÐÞÇ Ä ÅÂÖÔÔÑÄÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÇÆËÐËÙ ËØ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÂÐÂÎÑÅË, ÇÔÎË
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÖá ÒÑÔÕÑâÐÐÖá ÊÂÏÇÐËÕß ÇÆËÐËÙÇÌ, Â ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ë
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÏÂÔÔ ÕÓÂÍÕÑÄÂÕß ÍÂÍ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÊÂÓâÆÂ Ë
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ.

8 ´ÇÓÏËÐ ÅÑÏÇÑËÆ (a hom�oid), ÄÄÇÆÈÐÐÞÌ ´ÑÏÔÑÐÑÏ (ÎÑÓÆÑÏ ¬ÇÎß-
ÄËÐÑÏ) Ë ´àÕÑÏ [19] ÆÎâ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÕÑÐÍÑÅÑ ÔÎÑâ,
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÆÄÖÏâ ÒÑÆÑÃÐÞÏË Ë ÒÑÆÑÃÐÑ ÑÓËÇÐÕËÓÑÄÂÐÐÞÏË
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏË, ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÊÆÇÔß, ÍÂÍ Ë Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË ²ÂÖÔÂ [20],
ÆÎâ àÎÎËÒÔÑËÆÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÑÅÑ ÔÎÑâ, ÇÔÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ p.
9 ±ÑÎÖÑÔß àÎÎËÒÔÑËÆÂ, ÎÇÉÂÜÂâ ÐÂ ÑÔË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ xi, ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕÔâ
ÚÇÓÇÊ a�i�. ¯ÇÕÇÐÊÑÓÐÞÇ ËÐÆÇÍÔÞ ÊÂÍÎáÚÇÐÞ Ä ÔÍÑÃÍË.
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¶ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ~qi1... iK ÑÕÎËÚÂáÕÔâ ÑÕ ×ÑÓÏÖÎ (39) ÆÎâ
qi1... iK ÎËÛß ÕÇÏ, ÚÕÑ Ä ÚËÔÎËÕÇÎâØ ÆÓÑÃÇÌ ÒÑÆ ÊÐÂÍÂÏË
ÔÖÏÏÞ 4n� 3 ÔÎÇÆÖÇÕ ÊÂÏÇÐËÕß ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ �4n� 3��
��4n� 5�, Â 4n� 1ì ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ �4n� 1��4n� 3�.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÎáÃÑÇ ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÑÇ ÑÃÝÈÏÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ (36)) ËÏÇÇÕ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ä ÄËÆÇ (35), ÒÓËÚÈÏ ÅÂÓÏÑÐË-
ÚÇÔÍÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (36) ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÇÜÈ Ë ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎß-
ÐÞÏ (ËÔÒÑÎßÊÖáÜËÏ ÏÖÎßÕËÒÑÎË ÃÑÎÇÇ ÐËÊÍÑÅÑ ÓÂÐÅÂ)
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ÔÄÑÇÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ä ÄËÆÇ (37). °ÆÐÂÍÑ
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (35) ÐÑÔËÕ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËÌ
ØÂÓÂÍÕÇÓ, âÄÎââÔß ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÞÏ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÑÃÝÈÏ-
ÐÞØ, ÐÑ Ë ÆÎâ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÊÂÓâÆÂ, Ö
ÍÑÕÑÓÞØ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ s=p ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÑ. ±ÓË àÕÑÏ ÆÄÂ
ÄËÆÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÐÂ àÎÎËÒÔÑËÆÇ, Â
ËÏÇÐÐÑ s0 Ë s1, ËÏÇáÕ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ËØ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ, ÐÇ ÄÑÔÒÓÑËÊÄÑÆËÏÞÇ ÐËÍÂÍËÏË ÑÃÝÈÏÐÞÏË
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË ÊÂÓâÆÂ. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÇ
ÒÑÎËÐÑÏËÂÎßÐÑÇ ÑÃÝÈÏÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÔÇÅÆÂ ÏÑÉÐÑ
ÊÂÏÇÐËÕß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇÏ ÊÂÓâÆÂ, ËÏÇá-
ÜËÏÕÂÍÑÇÉÇÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ.

¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä [21] ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÒÓÑÔÕÇÌÛËØ ÚÂÔÕÐÞØ
ÔÎÖÚÂÇÄ, ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎÂ àÎÎËÒÔÑËÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÅÐËÕÐÞØ
ÒÑÎÇÌ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞØ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏË ÕÑÍÂ-
ÏË. ±ÓËÄÑÆËÏÞÌ ÐËÉÇ ÄÞÄÑÆ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÑÃÜËØ
×ÑÓÏÖÎ ÔÎÖÉËÕ, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ËÎÎáÔÕÓÂÙËÇÌ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂ-
ÐËâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ 2, 3.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÐÇÍËÌ (ÐÇ×ÇÓÓÑÏÂÅÐËÕÐÞÌ) ÏÂÅÐÇ-
ÕËÍ ËÏÇÇÕ ×ÑÓÏÖ àÎÎËÒÔÑËÆÂ (32) Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ
ÐÂÄÇÆÈÐÐÑÌ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕßá I. ¦ÔÎË ÒÓË àÕÑÏ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÕÑÍ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË, ÕÑ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ [22, 23],
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÂâ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ (Ä ÆÂÐÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ Ñ ÒÑÎÇ àÎÎËÒÔÑËÆÂ) ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ (Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÔÄÑÃÑÆÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ),
ÑÕÎËÚÂâÔß ÑÕ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ ÎËÛß ÊÂÏÇÐÑÌ E! H Ë D! B.
µÚËÕÞÄÂâ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÓÂÊÆÇÎÂ 3, ÏÞ ÄÒÓÂÄÇ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß,
ÚÕÑ ÇÔÎË ÓÇÛÇÐËÇ ÕÂÍÑÌ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË ÆÎâ
ÄÐÇÛÐÇÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä ÄËÆÇ ÒÑÎÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓ-
ÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ FS � F�C, ÄÞÓÂÉÇÐÐÑÅÑ ÚÇÓÇÊ àÎÇÍÕ-
ÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞQi1... il , ÕÑ ÊÂÏÇÐÂ

FS ! ~FS ; P! I ; Qi1... il !Mi1 ... il ; l � 1; 2; . . . �40�

(P ì ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË, ~FS � ~F� ~C ì ÔÖÏÏÂ ÑÃÝÈÏ-
ÐÑÅÑ Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÑÄ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ) ÆÂÈÕ ÄÐÇÛÐÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÌ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË.

´ÇÒÇÓß ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÔÇÃÇ, ÚÕÑ Ä àÎÎËÒÔÑËÆÇ (32) ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÈÐ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ ÊÂÓâÆ, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÌÔâ
ÑÃÝÈÏÐÑÌ rL Ë (ËÎË) ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ sL�2 ÒÎÑÕÐÑÔÕßá,
ÒÓËÚÈÏ ÒÑÎÐÞÌ ÊÂÓâÆ àÎÎËÒÔÑËÆÂ Q ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá. ®ÖÎß-
ÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ
ÊÂÓâÆÑÄ ÐËÚÇÏ ÐÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ,
ÑÃÝÈÏÐÂâ, r � ÿdivP, Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÂâ, s � Pn, ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË ÍÑÕÑÓÞØ âÄÎâáÕÔâ ÒÑÎËÐÑÏÂÏË L-Ì Ë �L� 2�-Ì
ÔÕÇÒÇÐÇÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. (´ÂÍËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÃÇÔÒÇÚË-
ÄÂÇÕ ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÎâÓËÊÂÙËË P, ÄÔÇ ÆÇÍÂÓÕÑÄÞ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÄÎâáÕÔâ ÒÑÎËÐÑÏÂÏË ÔÕÇÒÇÐË L� 1.)

°ÕÔáÆÂ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (40) ËÊ (35) Ë (39) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ
ÏÂÅÐÇÕËÍ àÎÎËÒÔÑËÆÂÎßÐÑÌ ×ÑÓÏÞ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÞÇ ÊÂÓâÆÞ (13) ÍÑÕÑÓÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕÔâ ÒÑÎËÐÑÏË-
ÂÎßÐÞÏË ÒÎÑÕÐÑÔÕâÏË ÕÂÍËØ ÉÇ ÔÕÇÒÇÐÇÌ, ÔÑÊÆÂÈÕ ÐÂÓÖÉ-

ÐÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÔÑ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ

~FLÿ2�r�
~CL�r�

)
�
XL
K�1

m i1... iK ci1... iK
�r� L � 3; 4; . . . ;

L � 1; 2; . . . ;

�
�41�

ÒÓËÚÈÏ

m j1... j2l�1 �M j1... j2l�1 ÿ �4l� 1�!!
Xlÿ1
n�0

4n� 3

�2l� 2n� 3�!! �

� hhm j1... j2n�1 K j2n�2 j2n�3 . . . K j2l j2l�1ii ; �42�

m j1... j2l �M j1... j2l ÿ �4lÿ 1�!!
Xlÿ1
n�1

4n� 1

�2l� 2n� 1�!! �

� hhm j1... j2n K j2n�1 j2n�2 . . . K j2lÿ1 j2lii :

©ÆÇÔß m i1... iK ËM i1... iK ìÒÂÓÙËÂÎßÐÞÇ (ÔÏ. ÐËÉÇ) Ë ÒÑÎÐÞÇ
ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, Ë
ÖÚÕÇÐÑ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÑÐÑÒÑÎÇÌ.

±ÓËÐËÏÂâ ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÊÆÇÎÂ 3, ÏÞ
ÄÒÓÂÄÇ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (41)
ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÐÇ
ÔÄâÊÂÐÐÞÏË ÏÂÅÐËÕÐÞÏË ÊÂÓâÆÂÏË, Â ÔËÔÕÇÏÑÌ ÂÏÒÇÓÑ-
ÄÞØ ÕÑÍÑÄ (14), ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏÞØ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕßá I,
ÍÂÉÆÂâ ÆÇÍÂÓÕÑÄÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÍÑÕÑÓÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÎËÐÑ-
ÏÑÏ ÔÕÇÒÇÐË L�1.

¯ÂÍÑÐÇÙ, ÑÒËÓÂâÔß ÐÂ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕß ÏÖÎßÕËÒÑÎß-
ÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ, ÏÑÉÐÑ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (41) ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ àÎÎËÒÔÑËÆÂ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÆÎâÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÞØ ÕÑÍÑÄ (14), ÐÑ Ë
ÆÎâ ÕÑÍÑÄ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË ËÎË ÍÑÐÄÇÍÙËÑÐÐÞØ ÕÑÍÑÄ, Ö
ÍÑÕÑÓÞØ ÆÇÍÂÓÕÑÄÞ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÑÄ j�r� Ë i�r�=p
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÒÑÎËÐÑÏÞ L-Ì Ë �L� 2�-Ì ÔÕÇÒÇÐÇÌ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, Â ÔÂÏË ÕÑÍË, ÍÂÍ Ë ÄÔâÍËÇ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ
ÕÑÍË Ä ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÒÑÆÚËÐâáÕ-
Ôâ ÖÔÎÑÄËâÏ (1) Ë (2).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÕÑÍÑÄ Ä àÎÎËÒÔÑË-
ÆÂÎßÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÍÑÕÑÓÞØ ÃÞÎË ÕÑÎßÍÑ ÚÕÑ
ÑØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÐÞ, ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ËØ ÐÂ-
ÓÖÉÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÖÔÕÂÐÑÄ-
ÎÇÐÑ.

¬ÂÊÂÎÑÔß ÃÞ, ÚÕÑ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ ÓÂÔÔÖÉÆÇ-
ÐËÇ ÒÓËÏÇÐËÏÑ Ë Ä ÑÕÐÑÛÇÐËË ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËâ (37) ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÑÅÑ ÔËÔÕÇÏÑÌ ÊÂÓâÆÑÄ
(36), ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÒÓË ÖÔÎÑÄËË ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÐÖÎá ÇÈ ÒÑÎÐÑÅÑ
ÊÂÓâÆÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ ÊÂÓâÆÞ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
(36) ÏÑÉÐÑ ÊÂÏÇÐËÕß ÔÄâÊÂÐÐÞÏË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏË ÊÂÓâ-
ÆÂÏË Ô ÕÑÌ ÉÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá, ÒÓË àÕÑÏ àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÔÑØÓÂÐâÇÕ ÄËÆ (37), ÕÑÎßÍÑ ÕÇÒÇÓß Ë L5 1, Ë
K5 1. ¥ÂÎÇÇ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÒÓÂÄËÎÂ ÒÇÓÇØÑÆÂ (40), ÐÂØÑÆËÏ,
ÚÕÑ ÔËÔÕÇÏÂ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÊÂÓâÆÑÄ, ÑÃÝÈÏÐÂâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ~rG

L ÍÑÕÑÓÞØ âÄÎâÇÕÔâ, ÍÂÍ Ë (36), ÒÑÎËÐÑÏËÂÎß-
ÐÑÌ (ÔÕÇÒÇÐË L) ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ 10, ÔÑÊÆÂÈÕ ÄÐÇ
àÎÎËÒÔÑËÆÂ ÔÍÂÎâÓÐÞÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ, ËÏÇáÜËÌ
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ:

~FG
L �r� �

�
~rG
L

R
dV �

XL
K�1

~m i1 ... iK ji1... iK
�r� : �43�

10 ©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ (ÄÍÎáÚÂâ ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ), ÍÑÅÆÂ ÓÇÚß ËÆÈÕ Ñ ÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍÑÌ ×ÖÐÍÙËË, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÌ ËÔÕÑÚÐËÍË àÎÎËÒÔÑËÆÂ, ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕ-
Ôâ, ÚÕÑ àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ Ä ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ x=a, y=b,
z=c.
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£ØÑÆâÜËÇ Ä (43) ÒÂÓÙËÂÎßÐÞÇ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ
ÏÑÏÇÐÕÞ ~m i1 ... iK ÑÃÝÈÏÐÞØ ÕÑÍÑÄ Ô ÒÑÏÑÜßá ÓÇÍÖÓÓÇÐÕ-
ÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ

~m j1... j2l�1 �fM j1... j2l�1 ÿ �4l� 1�!!
Xlÿ1
n�0

�4n� 3��4n� 5�
�2l� 2n� 5�!! �

� hh~m j1... j2n�1 K j2n�2 j2n�3 . . . K j2l j2l�1ii ; l � 0; 1; 2; . . . ;
�44�

~m j1... j2l �fM j1... j2l ÿ �4lÿ 1�!!
Xlÿ1
n�1

�4n� 1��4n� 3�
�2l� 2n� 3�!! �

� hh~m j1... j2n K j2n�1 j2n�2 . . . K j2lÿ1 j2lii ; l � 1; 2; 3; . . .

ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ Ä ÍÑÐÇÚÐÑÏ ÔÚÈÕÇ ÚÇÓÇÊ ÒÑÎÐÞÇ ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ fM i1... iK . ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÂÍ Ë Ä
àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑÇ
(ËÔÒÑÎßÊÖáÜÇÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÃÑÎÇÇ ÐËÊÍÑÅÑ ÓÂÐÅÂ) ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ. °ÆÐÂÍÑ
ÒÑÍÂ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÐÇÄÞâÔÐÇÐÐÞÏ, ÍÂÍËÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ
ÕÑÍÂÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (43).

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÓÂÊÑÃÓÂÕßÔâ Ä àÕÑÏ, ÑÃÓÂÕËÏÔâ Í
ÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞÏì ÒÂÓÙËÂÎßÐÞÏì ËÔÕÑÚÐËÍÂÏ, ÍÑÕÑÓÞÇ
Ä ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÑÄ àÎÎËÒÔÑËÆÂ ËÅÓÂáÕ ÍÎáÚÇÄÖá ÓÑÎß [6 ë 8]. ±ÓËÏÇÐË-
ÕÇÎßÐÑ Í ÑÃÝÈÏÐÑÏÖ ÊÂÓâÆÖ ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÌ ÐÂÊÞÄÂáÕ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß, ËÏÇáÜÖá ÄËÆ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ (ÔÍÂÉÇÏ, ÔÕÇÒÇ-
ÐË n) ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎËÐÑÏÂ. ®ÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ
ËÊÄÇÔÕÐÑ [7]. ¦ÔÎË ÒÑÎÐÞÌ ÊÂÓâÆ àÎÎËÒÔÑËÆÂ Q ÓÂÄÇÐ
ÐÖÎá, ÕÑ ÏÞ ÄÒÓÂÄÇ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÓÇÚß ËÆÈÕ Ñ ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÊÂÓâÆÂØ. £ ÔÄÑá ÑÚÇÓÇÆß ÔËÔÕÇÏÖ ÔÄâÊÂÐÐÞØ àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍËØ ÊÂÓâÆÑÄ Ë ÇÈ ÄÐÇÛÐËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô
(40) ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÊÂÏÇÐËÕß ÔËÔÕÇÏÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÊÂÓâÆÑÄ Ë ÇÈ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÍÂÎâÓÐÞÌ
ÒÂÓÙËÂÎßÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓËÑÃÓÇÕÂÇÕ
ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ11:

~F �n� � ~m j1... j n jj1 ... jn
�

X
i�j�k�n

n!
i ! j ! k!

~m i j k ji j k ; n5 1 ;

�45�
ËÏÇáÜÇÇ ÄËÆ ÒÑÎÐÑÌ ÔÄÈÓÕÍË ÆÄÖØ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ÕÇÐÊÑ-
ÓÑÄ n-ÅÑ ÓÂÐÅÂ. ±ÓËÄÇÆÈÐÐÞÇ ÊÆÇÔß ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÂÐÞ ÍÂÍ Ä
ÑÃÞÚÐÑÌ ÕÇÐÊÑÓÐÑÌ ÊÂÒËÔË, ÅÆÇ ÒÑ ÆÄÖÏ ÒÑÄÕÑÓâáÜËÏÔâ
ËÐÆÇÍÔÂÏ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ, ÕÂÍ Ë Ä ÕÂÍ
ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÌ ÕÓÈØËÐÆÇÍÔÐÑÌ ÊÂÒËÔË. ±ÑÔÎÇÆÐââ ÒÓËÏÇ-
ÐËÏÂ ÕÑÎßÍÑ Í ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÂÏ (ËÎË, ÒÑ ÍÓÂÌ-
ÐÇÌ ÏÇÓÇ, ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÕÑÌ ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕË ËÐÆÇÍÔÑÄ, ÒÑ
ÍÑÕÑÓÞÏ ÕÇÐÊÑÓ ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÐ), ÚÕÑ ÒÑÐâÕÐÑ ËÊ ÒÓËÏÇÓÂ

jklm � j x . . . x|���{z���}
k raz

y . . . y|���{z���}
l raz

z . . . z|��{z��}
m raz

:

±ÂÓÙËÂÎßÐÞÇ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ (45) ÏÑÅÖÕ,
ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÔÑÊÆÂÄÂÕßÔâ Ë àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏË ÕÑÍÂÏË. ¥Îâ
ÑÕÄÇÕÂ ÐÂ ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ, ÍÂÍ àÕË ÒÂÓÙËÂÎßÐÞÇ ÕÑÍË
"ÄÞÅÎâÆâÕ", ÑÃÓÂÕËÏÔâ, ÍÂÍ Ë Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3, Í ÐÇ×ÇÓÓÑÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÏÖ ÏÂÅÐÇÕËÍÖ Ô ÐÂÄÇÆÈÐÐÑÌ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕßá I,
ÕÑÎßÍÑ ÕÇÒÇÓß ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß ÆÇÎÑ Ô ÕÇÎÑÏ àÎÎËÒÔÑËÆÂÎß-
ÐÑÌ ×ÑÓÏÞ. ¦ÔÎË ÆÇÍÂÓÕÑÄÞ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÄÇÍÕÑÓÂ I

ËÏÇáÕ ÄËÆ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÒÑÎËÐÑÏÑÄ ÔÕÇ-
ÒÇÐË n� 1, ÕÑ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÒÓËÎÑÉÇÐËË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜÂâ ÕÂÍÑÌ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÒÎÑÕÐÑÔÕß ~r ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÊÂÓâÆÂ àÎÎËÒÔÑËÆÂ ÕÑÉÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÞÌ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÌ ÒÑÎËÐÑÏ (ÔÕÇÒÇÐË n), Õ.Ç. âÄÎâÇÕÔâ
ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÌ, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÑÊÐËÍÂáÜÇÇ ÒÑÎÇ ØÂ-
ÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (45). ±ÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÌ àÕÑÌ ÉÇ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË I ÂÏÒÇÓÑÄ ÕÑÍ jA,
ÆÂÄÂÇÏÞÌ (14), ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÚËÕÂÕß ÒÂÓÙËÂÎßÐÞÏ. £ ÒÓËÎÑ-
ÉÇÐËË ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÍÂÉÆÂâ ÆÇÍÂÓÕÑÄÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ
ÄÇÍÕÑÓÂ jA ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÌ ÅÂÓÏÑÐËÚÇ-
ÔÍËÌ ÒÑÎËÐÑÏ ÔÕÇÒÇÐË n.

£ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕË ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ (45) ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÔÑ-
ØÓÂÐâÇÕ ÔÄÑÌ ÄËÆ Ë ÆÎâ ÕÑÍÑÄ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕË. £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÅÑ ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÕÑÍÂ àÎÎËÒ-
ÔÑËÆÂ ÆÂÈÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË 12
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ÅÆÇ ÒÑÎËÐÑÏÞ âÄÎâáÕÔâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏË Ë n5 1. ´ÑÍ
(46) ë (48) ÆÑÎÉÇÐ, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ÖÔÎÑÄËâÏ
(1) Ë (2). ³ÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ax; klm, ay; klm, az; klm
ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÕÇÐÊÑÓ �n� 1�-ÅÑ ÓÂÐÅÂ, ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÒÑ ÄÔÇÏ
ËÐÆÇÍÔÂÏ, ÍÓÑÏÇ ÑÆÐÑÅÑ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÕÆÇÎÈÐ ÑÕ ÑÔÕÂÎßÐÞØ
ËÐÆÇÍÔÑÄ ÕÑÚÍÑÌ Ô ÊÂÒâÕÑÌ. £ ÑÕÐÑÛÇÐËË ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ
ËÐÆÇÍÔÑÄ ÊÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÕÓÈØËÐÆÇÍÔÐÂâ
ÊÂÒËÔß, ÒÓË àÕÑÏ ÔÖÏÏÂ k� l�m � n ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÚËÔÎÑ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ ËÐÆÇÍÔÑÄ ÕÇÐÊÑÓÂ.

¦ÔÎË Ä ÑÃÝÈÏÇ àÎÎËÒÔÑËÆÂ ÙËÓÍÖÎËÓÖÇÕ ÕÑÍ, Ö ÍÑÕÑ-
ÓÑÅÑ ÎáÃÂâ ÆÇÍÂÓÕÑÄÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÄÇÍÕÑÓÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
jGL�x=a; y=b; z=c� âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎËÐÑÏÑÏ
ÔÕÇÒÇÐË L, Ë ÖÔÎÑÄËâ (1) Ë (2) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕÔâ, ÕÑ
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

jGL

�
x

a
;
y

b
;
z

c

�
�
XL
n�1

j �n�
�
x

a
;
y
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;
z

c

�
: �49�

±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÔâÍËÌ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÌ
ÒÑÎËÐÑÏ âÄÎâÇÕÔâ ÔÖÏÏÑÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ
ÒÑÎËÐÑÏÑÄ. ³ÑÅÎÂÔÐÑ ÒÓËÐÙËÒÖ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË, ÕÑÍÖ (49)
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÖÏÏÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ (45), ÆÂÄÂÇÏÂâ (43).
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄËÆ ÕÑÍÑÄ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÏÖ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÖ (43), ÖÔÕÂÐÑÄÎÇÐ.

®ÑÉÐÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÕÑÍÂ (46) ë
(48) ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕß ÔÕÇÒÇÐË n) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÒÓÂÄËÎÂ ¶ÇÓÓÇÓÔÂ. £ÑÔ-
ÒÑÎßÊÖÇÏÔâ àÕÑÌ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕßá.

°ÃÑÊÐÂÚÂâ ÚÇÓÇÊ ~C ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕÐÞØ ÕÑÍÑÄ, ÒÓÂÄËÎÑ ¶ÇÓÓÇÓÔÂ (12) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒË-

11 £ àÕÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÒÂÓÙËÂÎßÐÞÇ ÏÂÅÐËÕÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ ÏÑÏÇÐÕÞ
~m i j k ÑÃÝÈÏÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ ÑÕÏÇÚÇÐÞ ÕËÎßÆÑÌ, ÚÕÑÃÞ ÑÕÎËÚËÕß ËØ ÑÕ
ÏÑÏÇÐÕÑÄ mi j k ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ.

12 ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓâÏÑÇ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÕÑÍ (46) ë (48)
ÔÑÊÆÂÈÕ ÄÐÇ àÎÎËÒÔÑËÆÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ (45), ÑÍÂÊÂÎÑÔß, Ä ÔÑÅÎÂÔËË ÔÑ
ÔÍÂÊÂÐÐÞÏ ÄÑ ÄÄÇÆÇÐËË, ÔÎËÛÍÑÏ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÏ, ÒÑàÕÑÏÖ ÑÐÑ ÊÆÇÔß ÐÇ
ÒÓËÄÑÆËÕÔâ. ©ÂÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÅÑ (ÒÂÓ-
ÙËÂÎßÐÑÅÑ) ÑÃÝÈÏÐÑÅÑ ÕÑÍÂ Ä àÎÎËÒÔÑËÆÇ Ë ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËÇ ÇÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä [21].

994 ².©. ®µ²¡´°£ [µ¶¯ 2012



ÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

~C �n� � F̂ �n� ~F �n� ; �50�
ÅÆÇ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (7) ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ
(ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÅÑ) ÕÑÍÂ i �n� � j �n�p, Â ÑÒÇÓÂÕÑÓ

F̂ �n� � n� 2ÿ r
q
qr
:

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (50) ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (45), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

~C �n� �
X

i� j�k�n

n!
i ! j ! k!

~m i j k F̂
�n�ji j k : �51�

´ÇÒÇÓß ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ [6, 8]

ci j k �
1

2n� 3
F̂ �n�ji j k ; n � i� j� k ;

ÄÞÓÂÉÂáÜÇÌ ÕÇÐÊÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ci j k ÅÑÏÇÑËÆÂ ÚÇÓÇÊ
ÕÇÐÊÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ji j k àÎÎËÒÔÑËÆÂ. ¶ÑÓÏÖÎÂ (51) ÒÓËÑÃ-
ÓÇÕÂÇÕ ÄËÆ

~C �n� � �2n� 3�
X

i� j�k�n

n!
i ! j ! k!

~m i j k ci j k : �52�

¯ÂÏ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÊÂÏÇÐËÕß ÒÂÓÙËÂÎßÐÞÇ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞÇ
ÏÑÏÇÐÕÞ ~m i j k ÑÃÝÈÏÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ (46) ë (48) ÒÂÓÙË-
ÂÎßÐÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË mi j k ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÑÄ
i �n� � j �n�p. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ, ÆÑÍÂÊÂÐÐÂâ Ä [7]
ÆÎâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ, ÍÑÕÑÓÂâ, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ,
âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÓÐÑÌ ÒÑÔÎÇ ÕÓÇÃÖÇÏÞØ ÒÇÓÇÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÌ Ë
ÆÎâ ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎÇÌ, ËÏÇÇÕ ÄËÆ �2n� 3� ~m i j k �
� m i j k. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑ ÒÑÎÖÚËÏ

~C �n� � m j1... jn cj1... jn �
X

i� j�k�n

n!
i ! j ! k!

m i j k ci j k : �53�

±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÌ ÕÑÍ Ä àÎÎËÒÔÑËÆÇ ÕÂÍÑÄ,
ÚÕÑ ÍÂÉÆÂâ ÆÇÍÂÓÕÑÄÂ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÑÕÐÑÛÇÐËâ i=p ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÌ ÒÑÎËÐÑÏ ÔÕÇÒÇÐË L > 0,
Õ.Ç.

iL � jL

�
x

a
;
y

b
;
z

c

�
p : �54�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Í ÍÂÉÆÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ (Â
ÊÐÂÚËÕ, Í ÄÇÍÕÑÓÖ Ä ÙÇÎÑÏ) ÏÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐËÕß ËÊÄÇÔÕÐÖá
×ÑÓÏÖÎÖ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [24]) ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑÎËÐÑÏÂ ÒÑ
ÛÂÓÑÄÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ (ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎË-
ÐÑÏÂÏ). ¿ÕÑ ÆÂÈÕ

jL �
XL
k�1

X�k=2�
l�0

�
x 2

a 2
� y 2

b 2
� z 2

c 2

�l
j �kÿ2l � ; �55�

ÅÆÇ �k=2�ì ÙÇÎÂâ ÚÂÔÕß ÚËÔÎÂ k=2. ¦ÔÎË (55) ÒÑÆÔÕÂÄËÕß Ä
(54), ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓËÏÇÐËÏÑÇ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÔÄâÊË (32) Ë ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ ÔÖÏÏÂ ÛÂÓÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÆËÐÂ-
ÍÑÄÑÌ ÔÕÇÒÇÐËì àÕÑÛÂÓÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÕÑÌ ÉÇ ÔÕÇÒÇÐË, ÕÑ
ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÕÑÍÂ iL Ë (Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÒÓËÐÙËÒÑÏ
ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË) ÆÎâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ~CL ÒÑÎÖÚÂÇÏ

iL �
XL
n�1

i �n� ; ~CL �
XL
n�1

~C �n� ;

Õ.Ç. ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÇ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÐËÉÐÇÌ ×ÑÓÏÖÎÞ (41).

5. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

±ÑÆÄÑÆâ ËÕÑÅË, ÒÇÓÇÚËÔÎËÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÐÂÌÆÇÐÐÞØ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÞØ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÌ.

®ÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÄÐÇÛÐËØ ÑÃÝÈÏÐÞØ ~F
Ë ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞØ ~C ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ àÎÎËÒÔÑËÆÂ
ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑ Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ~CL�2
ÐÇÑÕÎËÚËÏÞ ÑÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ~FL �L � 1; 2; . . .�, ÍÂÍ àÕÑ
ÔÎÇÆÖÇÕ ËÊ (41). ±ÑàÕÑÏÖ ÒÑ ÄÐÇÛÐÇÏÖ ÔÍÂÎâÓÐÑÏÖ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÖ àÎÎËÒÔÑËÆÂ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß, ÍÂÍË-
ÏË ÕÑÍÂÏË (ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏË Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá iL�2, ËÎË
ÑÃÝÈÏÐÞÏË Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá jL, ËÎË ËØ ÍÑÏÃËÐÂÙËÇÌ) ÑÐ
ÒÑÓÑÉÆÈÐ. £ ÕÑÉÇ ÄÓÇÏâÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÅÑ
ÕÑÍÂ i1 ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÑÔÒÓÑËÊÄÇÆÇÐÑ ÐËÍÂÍËÏ ÑÃÝÈÏ-
ÐÞÏ ÕÑÍÑÏ.

µÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÔÕß ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÎâ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑ ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÇ ÑÕ ÑÆÐÑÅÑ àÎÎËÒ-
ÔÑËÆÂ Í ÎáÃÑÏÖ ÆÓÖÅÑÏÖ, ÔÑ×ÑÍÖÔÐÑÏÖ Ô ÐËÏ. ¿ÕÂ ËÐ-
ÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß ì ÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕË
ÕÇÐÊÑÓÂ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÅÑÏÇÑËÆÂ (ÔÏ. [6]). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÄÐÇÛÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ àÎÎËÒÔÑËÆÂ ÐÇ ÐÇÔÈÕ
ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ñ ÓÂÊÏÇÓÂØ àÎÎËÒÔÑËÆÂ (32) Ë Ñ ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÏ
ÄËÆÇ (ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂØ) ÒÑÎËÐÑÏÂ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍË, ÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕÑÚÍË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ, ÔÕÇÒÇÐË ÒÑÎËÐÑ-
ÏËÂÎßÐÑÔÕË j ËÎË i=p, Â ÕÂÍÉÇ ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÑÄ Ë ÑÓËÇÐÕÂÙËË
àÎÎËÒÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÆËÔÍÂ ì ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ×ËÅÖÓÞ ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ
ÔÑ×ÑÍÖÔÐÞØ àÎÎËÒÔÑËÆÑÄ.

¥Îâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ~FG
L àÎÎËÒÔÑËÆÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÒÎÑÕ-

ÐÑÔÕß ÕÑÍÂ jL âÄÎâÇÕÔâ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎËÐÑÏÑÏ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÞØ x=a, y=b, z=c, ÒÑÏËÏÑ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
ÎÇÐËâ, ËÔÒÑÎßÊÖáÜÇÅÑ ÕÇÐÊÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÅÑÏÇÑËÆÂ, ÔÖ-
ÜÇÔÕÄÖÇÕ ÇÜÈ ÑÆÐÑ, ÆÂÄÂÇÏÑÇ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (43), (44),
ÏÖÎßÕËÒÑÎßÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ, ËÔÒÑÎßÊÖáÜÇÇ ÕÇÐÊÑÓ-
ÒÑÕÇÐÙËÂÎ àÎÎËÒÔÑËÆÂ. ¿ÕÑ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËÇ ÃÑÎÇÇ "àÍÑÐÑÏËÚÐÑ", ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÒÇÓËÓÖÇÕ Ô ÏÖÎßÕË-
ÒÑÎâÏË, ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÞÌ ÓÂÐÅ ÍÑÕÑÓÞØ ÐÂ ÆÄÇ ÇÆËÐËÙÞ
ÐËÉÇ, ÚÇÏ Ä ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË. £ÐÇÛÐËÇ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ~FG

L ÕÑÉÇ âÄÎâáÕÔâ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË ÒÓË ÔÑ×Ñ-
ÍÖÔÐÑÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËË àÎÎËÒÔÑËÆÑÄ.

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÂÅÐËÕÑÔÕÂÕËÚÇÔÍËÇ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËâ Ë ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÇ ÏÂÅÐËÕÑ-àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕË-
ÚÇÔÍËÇ ÂÐÂÎÑÅËË, ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ËÔÚÇÓÒÞÄÂá-
ÜËÏË. ¥ÓÖÅËÇ ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÂÐÂÎÑÅËË ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, Ä ÐÇÆÂÄÐÇÌ ÔÕÂÕßÇ [25].

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÒÑÖÚËÕÇÎßÐÑÔÕË ÐÂÔÕÑâ-
ÜÇÌ ÔÕÂÕßË, ÕÑ Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÂÄÕÑÓÂ ÑÐÂ ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä
ÔÎÇÆÖáÜÇÏ:

Â) ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÔÕÂÓÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ, ÖÕÓÂÕËÄÛËØ
×ËÊËÚÇÔÍÖá ÆÑÔÕÑÄÇÓÐÑÔÕß, ÐÑ ÔÑØÓÂÐâáÜËØ ÏÂÕÇÏÂÕË-
ÚÇÔÍÖá ÐÂÆÈÉÐÑÔÕß, ËÐÑÅÆÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÒÓÑÔÕËÕß ÒÑÎÖÚÇ-
ÐËÇ ÐÖÉÐÑÅÑ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂ;

Ã) ÄÞÄÑÆ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÑÆËÕß Ä
ÓÂÏÍÂØ ÃÑÎÇÇ ÖÊÍÑÅÑ ÒÑÆÄËÆÂ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ.

¡ÄÕÑÓ ËÔÍÓÇÐÐÇ ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ ¢.®. ¢ÑÎÑÕÑÄÔÍÑÏÖ Ë
³.±. ¦×ËÏÑÄÖ ÊÂ ÄÐËÏÂÐËÇ Í ÓÂÃÑÕÇ Ë ÒÑÎÇÊÐÞÇ ÑÃÔÖÉÆÇ-
ÐËâ.

6. ±ÓËÎÑÉÇÐËÇ. ° ÒÂÓÙËÂÎßÐÞØ ËÔÕÑÚÐËÍÂØ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ àÎÎËÒÔÑËÆÂ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÄâÊß, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜÖá ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÙËÂÎßÐÞÏË
ÑÃÝÈÏÐÞÏË ÒÎÑÕÐÑÔÕâÏË ÊÂÓâÆÑÄÞØ Ë ÕÑÍÑÄÞØ ËÔÕÑÚÐË-
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ÍÑÄ àÎÎËÒÔÑËÆÂÎßÐÑÅÑ ÕÇÎÂ. ³ÄâÊÖáÜËÏ ÊÄÇÐÑÏ ÏÇÉÆÖ
ÊÂÓâÆÂÏË (ÏÂÅÐËÕÐÞÏË) Ë ÕÑÍÂÏË (ÂÏÒÇÓÑÄÞÏË) ÔÎÖÉËÕ
ÄÇÍÕÑÓ ÐÂÄÇÆÈÐÐÑÌ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË I.

±ÖÔÕß ÆÇÍÂÓÕÑÄÞ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÇ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÇ (ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ �x � x=a, �y � y=b, �z � z=c) ÒÑÎËÐÑÏÞ
ÔÕÇÒÇÐË n� 1:

Ix �
X

k�l�m�n�1

�n�1�!
k! l !m!

Kx; klm �xk�y l�zm ; �A:1�

Iy �
X

k�l�m�n�1

�n�1�!
k! l !m!

Ky; klm �xk�y l�zm ; �A:2�

Iz �
X

k�l�m�n�1

�n�1�!
k! l !m!

Kz; klm �xk�y l�zm : �A:3�

£ØÑÆâÜËÇ Ä (¡.1) ë (¡.3) ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ Kx; klm, Ky; klm Ë
Kz; klm ÒÑÎËÐÑÏÑÄ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÕÇÐÊÑÓ �n� 2�-ÅÑ ÓÂÐÅÂ,
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÒÑ ÄÔÇÏ ËÐÆÇÍÔÂÏ, ÍÓÑÏÇ ÒÇÓÄÑÅÑ (ÑÕÆÇ-
ÎÈÐÐÑÅÑ ÑÕ ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÕÑÚÍÑÌ Ô ÊÂÒâÕÑÌ), Â ÆÎâ ÑÔÕÂÎßÐÞØ
ËÐÆÇÍÔÑÄ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÂ ÕÓÈØËÐÆÇÍÔÐÂâ ÊÂÒËÔß. ¹ÕÑ
ÍÂÔÂÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËâ ÅÂÓÏÑÐËÚÐÑÔÕË ÒÑÎËÐÑÏÑÄ, ÕÑ Ä ÆÂÐ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÐÑ ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕÔâ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÔÕßá ÕÇÐ-
ÊÑÓÂ K ÒÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ ËÐÆÇÍÔÂÏ, Õ.Ç. ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË

Kx; k�2; l;m � Kx; k; l�2;m � Kx; k; l;m�2 � 0 ; �A:4�
Ky; k�2; l;m � Ky; k; l�2;m � Ky; k; l;m�2 � 0 ; �A:5�
Kz; k�2; l;m � Kz; k; l�2;m � Kz; k; l;m�2 � 0 ; �A:6�

ÄÞÓÂÉÂáÜËÏË Ä ÕÓÈØËÐÆÇÍÔÐÑÌ ÊÂÒËÔË ÑÃÓÂÜÇÐËÇ Ä
ÐÖÎß ÔÄÈÓÕÍË ÕÇÐÊÑÓÂ K ÒÑ ÎáÃÑÌ ÒÂÓÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞØ
ËÐÆÇÍÔÑÄ.

£ÞÃÓÂÐÐÑÏÖ ÄËÆÖ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ,
ÒÑ ±ÖÂÔÔÑÐÖ, ÑÃÝÈÏÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß (ÔÄâÊÂÐÐÑÅÑ) ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ

~r � ÿdiv I � ÿ
X

k�l�m�n�1

�n� 1�!
�kÿ 1�! l !m!

Kx; klm

a
�xkÿ1�y l�zmÿ

ÿ
X

k�l�m�n�1

�n� 1�!
k!�lÿ 1�!m!

Ky; klm

b
�xk�y lÿ1�zmÿ

ÿ
X

k�l�m�n�1

�n� 1�!
k! l ! �mÿ 1�!

Kz; klm
c

�xk�y l�zmÿ1 :

©ÂÏÇÐÂ ËÐÆÇÍÔÑÄ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ (k! k� 1 Ä ÒÇÓÄÑÌ,
l! l� 1 ÄÑ ÄÕÑÓÑÌ Ë m! m� 1 Ä ÕÓÇÕßÇÌ ÔÖÏÏÂØ) ÆÂÈÕ

~r �
X

k�l�m�n

n!
k! l !m!

aklm

�
x

a

�k�
y

b

�l�
z

c

�m

;

ÅÆÇ ÕÓÈØËÐÆÇÍÔÐÞÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÒÑ ÄÔÇÏ
ËÐÆÇÍÔÂÏ ÕÇÐÊÑÓÂ a (n-ÅÑ ÓÂÐÅÂ) ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

aklm
n� 1

� ÿ Kx; k�1; l;m
a

ÿ Ky; k; l�1;m
b

ÿ Kz; k; l;m�1
c

: �A:7�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ a ÐÇÒÓË-
ÄÑÆËÏ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÇÅÑ ÔÄÈÓÕÍÂ ÒÑ ÎáÃÞÏ ÆÄÖÏ
ËÐÆÇÍÔÂÏ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá. ´ÓÈØËÐÆÇÍÔÐÂâ ×ÑÓÏÂ ÊÂÒËÔË
àÕÑÅÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

ak�2; l;m � ak; l�2;m � ak; l;m�2 � 0

Ë âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

1

a
�Kx; k�3; l;m � Kx; k�1; l�2;m � Kx; k�1; l;m�2��

� 1

b
�Ky; k�2; l�1;m � Ky; k; l�3;m � Ky; k; l�1;m�2��

� 1

c
�Kz; k�2; l;m�1 � Kz; k; l�2;m�1 � Kz; k; l;m�3� � 0 ;

ÍÑÕÑÓÑÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕÔâ Ä ÔËÎÖ (A.4) ë (A.6).
¯ÇÒÓËÄÑÆËÏÑÔÕß ÕÇÐÊÑÓÂ a ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂÇÕ ÅÂÓÏÑÐËÚ-

ÐÑÔÕß ÒÑÎËÐÑÏÂ ~r�x=a; y=b; z=c� Ë ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ~r �
� ~r �n�, Õ.Ç. ÑÃÝÈÏÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÔÄâ-
ÊÂÐÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÊÂÓâÆÂ âÄÎâÇÕÔâ ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕßá.

¯ÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË (A.1) ë (A.3) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÃÝÈÏ-
ÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÂÏÒÇÓÑÄÞØ ÕÑÍÑÄ jA � c rot I. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,

� jA�x
c
� qIz

qy
ÿ qIy

qz
�

X
k�l�m�n�1

�n� 1�!
k! �lÿ 1�!m!

Kz; klm
b

�xk�y lÿ1�zmÿ

ÿ
X

k�l�m�n�1

�n� 1�!
k! l ! �mÿ 1�!

Ky; klm

c
�xk�y l�zmÿ1:

©ÂÏÇÐÂ ËÐÆÇÍÔÑÄ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËâ (l! l� 1 Ä ÒÇÓÄÑÌ Ë
m! m� 1 ÄÑ ÄÕÑÓÑÌ ÔÖÏÏÂØ) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÃÝÇÆËÐËÕß
ÔÖÏÏÞ. ¿ÕÑ ÆÂÈÕ

� jA�x
c
�

X
k�l�m�n

n!
k! l !m!

bx; klm

�
x

a

�k�
y

b

�l�
z

c

�m

;

ÅÆÇ

bx; klm

n� 1
� Kz; k; l�1;m

b
ÿ Ky; k; l;m�1

c
:

ÇÅÍÑ ÖÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ËÊ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÔÕË ÒÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÞÏ ËÐÆÇÍÔÂÏ y- Ë z-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÕÇÐÊÑÓÂ K ÔÎÇÆÖÇÕ
ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÑÔÕß x-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ b. ¥ÇÌÔÕÄË-
ÕÇÎßÐÑ,

1

n� 3
�bx; k�2; l;m � bx; k; l�2;m � bx; k; l;m�2� �

� 1

b
�Kz; k�2; l�1;m � Kz; k; l�3;m � Kz; k; l�1;m�2�ÿ

ÿ 1

c
�Ky; k�2; l;m�1 � Ky; k; l�2;m�1 � Ky; k; l�1;m�3� � 0 :

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË ÑÃÎÂÆÂáÕ Ë
y-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ, Ë z-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÕÇÐÊÑÓÂ b.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÎÑÕÐÑÔÕß jA ÂÏÒÇÓÑÄÂ ÕÑÍÂ, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÐÂÏÂÅÐËÚÇÐÐÑÔÕË (A.1) ë (A.3), âÄÎâÇÕÔâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÒÂÓÙËÂÎßÐÑÅÑ ÕÑÍÂ, Õ.Ç. jA � j �n�.
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Some useful correspondences in classical magnetostatics,
and the multipole representations of the magnetic potential of an ellipsoid

R.Z. Muratov

Moscow State Mining University,

Leninskii prosp. 6, 119991 Moscow, Russian Federation
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It is shown that, for a given geometric body, Ferrers' theorem not only relates the potentials of volume- and surface-distributed scalar
(charge or mass) sources (which it is known to do), but also relates the vector (scalar) magnetic éeld potentials produced by the volume-
and surface-distributed densities of a stationary current (i.e., vector sources). For a body with a given magnetization, the magnetic
multipole moments calculated from expressions for polarization magnetic charges are shown to be equal to those of Ampere currents.
Using these results and noting the universality of themultipole expressions, multipole representations of the scalar magnetic potential of
an ellipsoid can be ì indeed, have been ì obtained rather straightforwardly.
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