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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

±ÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÏÞÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÄÑ ÄÔÇØ ÑÃÎÂÔÕâØ ×ËÊËÍË. ª àÕÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ
ÑÃÞÚÐÑ ÂÔÔÑÙËËÓÖÇÕÔâ ÔÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË
ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑ-
ÄËÌ. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ Ë ÒÓË ÆÇÕÇÓÏËÐË-
ÓÑÄÂÐÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ, ÐÑ ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜËØ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂØ ÔËÔÕÇÏÞ. ¥ËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓË àÕÑÏ ÏÑÅÖÕ
ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏË
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË, ÕÂÍ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ.
±ÓÑÔÕÇÌÛÂâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ y�t; a�,
ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ:

d

dt
y�t; a� � ÿÿa� z�t�� y�t; a� ; y�0; a� � 1 ; �1�

ÅÆÇ z�t� ì ÅÂÖÔÔÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÃÇÎÑÅÑ ÛÖÏÂ Ô
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË


z�t�� � 0; Bz�tÿ t 0� � 
z�t� z�t 0�� � 2Dd�tÿ t 0� :

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

y�t; a� � exp

�
ÿat�

�t
0

dt z�t�
�
: �2�

°ÔÐÑÄÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞ ì ÑÐË ÑÒËÔÂÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [1] Ë ÏÑÐÑ-
ÅÓÂ×ËâØ [2 ë 6]. ¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑ ÔÕÓÖÍÕÖ-
ÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ Ä ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ, ÔÄÑÌÔÕÄÂ, ÐÇ
ÑÔÄÇÜÈÐÐÞÇ Ä ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ, ÃÖÆÖÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÂØ
1.2 Ë 1.3. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÎÑÅÐÑÓ-
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ÏÂÎßÐÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ y�t� (2) Ë 1=y�t� ÒÓË
ÑÕÐÑÛÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ a=D � 1 (ÛÕÓËØÑÄÞÏË ÍÓËÄÞÏË
ÒÑÍÂÊÂÐÞ ×ÖÐÍÙËË exp �ÿDt� Ë exp �Dt� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ).
ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ 1 ÄËÆÐÑ ÐÂÎËÚËÇ ÓÇÆÍËØ, ÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑ-
ÔÑÄ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÛÕÓËØÑÄÞØ ÍÓËÄÞØ ÍÂÍ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ
ÃoÂ ÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÕÂÍ Ë Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÐÖÎâ. ´ÂÍÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕßá
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [7, 8]). °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÔÄÑÌÔÕÄÑ
âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÜËÏ ÆÎâ ÄÔÇØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ. ¬ÓËÄÖá,
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâáÕÔâ ÄÞÃÓÑÔÞ, ÃÖÆÇÏ
ÐÂÊÞÄÂÕß ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 1.2).

¥ÓÖÅËÇ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÇ ÒÓËÏÇÓÞ ì ÊÂÆÂÚË Ñ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇ-
ÔÍÑÏ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÇ Ô ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ o�t� Ë
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ ÊÂÕÖØÂÐËâ l�t� [2 ë 6, 9]:

m
d2

dt 2
x�t� � l�t� d

dt
x�t� � o2�t�x�t� � 0 ;

x�0� � x0 ;
d

dt
x�t�

����
t�0
� y0 :

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÊÂÆÂÚÂ ÑÃ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÇ Ô ×ÎÖÍÕÖËÓÖáÜÇÌ
ÏÂÔÔÑÌ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÂÔß Ä ÓÂÃÑÕÂØ [10 ë12].

¬ÓÂÇÄÂâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÒÂÆÇÐËË ÒÎÑÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÔÎÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔÓÇÆÞ �L0; L� ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

d2

dx2
u�x� � k 2

�
1� z�x��u�x� � 0 �3�

Ô ÖÔÎÑÄËâÏË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÒÑÎâ Ë ÇÅÑ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÐÂ
ÅÓÂÐËÙÂØ ÔÎÑâ:

u�L� � i

k

du�x�
dx

����
x�L
� 2 ; u�L0� ÿ i

k

du�x�
dx

����
x�L0

� 0 :

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÆÄÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ I�x� � ju�x�j2 Ä ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÕÑÎÔÕÑÏ
ÔÎÑÇ ÔÓÇÆÞ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÆÄÖÏ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ ÚËÔÎÇÐ-
ÐÞÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇÏ, ÓÇÂÎËÊÂÙËâÏ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË
ÔÓÇÆÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ ÕÇÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÐËØ ×ÖÐÍÙËË
z�x� Ä ÔÇÓÇÆËÐÇ ÔÎÑâ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË ÆÎËÐÞ ÄÑÎÐÞ ËÏÇáÕ
ÓÂÊÐÞÇ ÊÐÂÍË. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÖÄËÆÇÕß ÄÎËâÐËÇ ÏÂÎÑÌ
ÓÂÔÔÕÓÑÌÍË ÔÓÇÆÞ ÐÂ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÓËÔ. 2 âÄÐÑ ÒÓÑÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÕÇÐÆÇÐÙËâ
ÓÇÊÍÑÅÑ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÔÒÂÆÂ (Ô ÃÑÎßÛËÏË ÄÞÃÓÑ-
ÔÂÏË ÍÂÍ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË, ÕÂÍ Ë Í
ÊÐÂÚÇÐËâÏ, ÃÎËÊÍËÏ Í ÐÖÎá), ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÂâ ÏÐÑÅÑÍÓÂÕ-

ÐÞÏ ÒÇÓÇÑÕÓÂÉÇÐËÇÏ ÄÑÎÐÞ Ä ØÂÑÕËÚÇÔÍË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ (ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ). ¿ÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÑÃÞÚÐÑ
ÑÕÑÉÆÇÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÎÑÍÂÎËÊÂÙËÇÌ ¡ÐÆÇÓÔÑÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ
ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ [13]
(ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [14]). °ÆÐÂÍÑ àÕÑ ÐÇ ÔÑÄÔÇÏ ÕÑÚÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ
ÓÇÛÇÐËÇ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË (3) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÔÖÒÇÓ-
ÒÑÊËÙËá ÄÔÇØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ.

¥Îâ ÍÓÂÇÄÑÌ ÊÂÆÂÚË (3) ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
I�x� ÆÎâ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ 2y�t; a� ÒÓË a � D
Ë ÇÈ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÒÑØÑÉÂ ÐÂ ÊÇÓÍÂÎßÐÑÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ
ÓËÔ. 1Â.

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä ÚÂÔÕÐÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ÕÑ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ (ÒÑ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ) ÊÂÆÂÚÇÌ
âÄÎâÇÕÔâ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÆË××ÖÊËË ÚÂÔÕËÙÞ Ä
ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t� Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏË ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍËÏË ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË [2 ë 6, 15]:

d

dt
r�t� � u

ÿ
r�t�; t� ; r�0� � r0 : �4�

4

y�t�
3

2

1

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
Dt

Â
1=y�t�

30

25

20

15

10

5

Dt
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

Ã

²ËÔ. 1. ²ÇÂÎËÊÂÙËË ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ y�t� (Â) Ë 1=y�t� (Ã) ÒÓË ÑÕÐÑÛÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ a=D � 1.

2

I�x�

1

0 2,5 5,0 Dx

²ËÔ. 2.¹ËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÒÎÑÔÍÑÌ ÄÑÎÐÞ ÆÎâ ÆÄÖØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕÇÌ
ÔÓÇÆÞ.
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¥ÂÎÇÇ ÏÑÉÐÑ ÄÄÇÔÕË ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ (2) ÆÎâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ

f �r; t; a� � exp

�
ÿat�

� t

0

dt z�r; t�
�
; �5�

ÅÆÇ z�r; t�ì ÅÂÖÔÔÑÄÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ Ë
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ


z�r; t� z�r 0; t 0�� � 2D�rÿ r 0� d�tÿ t 0� : �6�

¿ÕÑ ÒÑÎÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá
ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

d

dt
f �r; t; a� � �ÿa� z�r; t�g f �r; t; a�; f �r; 0; a� � 1 ; �7�

ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍË ÊÂÄËÔâÜÇÏÖ ÑÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÕÑÚÍË
r. ±ÓË àÕÑÏ ÄÔÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍË àÕÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ r, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË
ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË,
ÕÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ f �r; t; a� ÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ y�t; a� (2).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÖÒÑÏâÐÖÕÞØ ÓÂÐÇÇ ÓÂÃÑÕÂØ [7, 8] Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÎÑÔß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

d

dt
f �r; t� � z�r; t� f �r; t� � mf Df �r; t� ; �8�

ÅÆÇ mf ì ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÆÎâ ÒÑÎâ
f �r; t�. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (8), ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÇ ÚÎÇÐÞ,
ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÓÂÊÏÐÑÉÇÐËÇ Ë ÆË××ÖÊËá,

ØÂÓÂÍÕÇÓÐÑ ÍÂÍ ÆÎâ ÊÂÆÂÚ ÃËÑÎÑÅËË, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÊÂÆÂÚ
ÍËÐÇÕËÍË ØËÏËÚÇÔÍËØ Ë âÆÇÓÐÞØ ÓÇÂÍÙËÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[16]).

©ÂÏÇÐââ t ÏÐËÏÞÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ it, ÏÞ ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËáºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ z�r; t�:
q
qt

f �r; t� � iz�r; t� f �r; t� � imf Df �r; t� ; f �r; 0� � f0�r� : �9�

¯Â ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ ÆË××ÖÊËË ÓÇÛÇÐËÇÏ ÊÂÆÂÚË (8)
âÄÎâÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËâ (5) ÒÓË a � 0, Õ.Ç.

f �r; t� � exp

�� t

0

dt z�r; t�
�
: �10�

£ÄÇÆÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÔÕË Ä ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÔÓÇÆÞ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ
ÔÕÑØÂÔÕËÚÐÑÔÕß ÔÂÏËØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÇÌ. ªÐÆËÄËÆÖÂÎß-
ÐÞÇ ÓÇÂÎËÊÂÙËË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ (10) f �R; t�, ÅÆÇ R � �x; y�, ÐÂÒÑÏËÐÂáÕ
ÔÎÑÉÐÞÌ ÅÑÓÐÞÌ ÎÂÐÆÛÂ×Õ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐ-
ÐÞÏË ÒËÍÂÏË, ÒÓÑÄÂÎÂÏË, ØÓÇÃÕÂÏË Ë ÒÇÓÇÄÂÎÂÏË. ¯Â
ÓËÔÖÐÍÇ 3 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÒÓËÏÇÓÞ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÆÄÖØ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞØ ÒÑÎÇÌ Ô ÓÂÊÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÌ, ÒÑÎÖÚÇÐ-
ÐÞÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇÏ.

°ÆÐÑÌ ËÊ ÄÂÉÐÞØ ÒÓÑÃÎÇÏ ÕÇÑÓËË ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË Ä
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚ Ñ
ÆË××ÖÊËË Ä ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÕÂÍËØ ÒÂÔÔËÄ-
ÐÞØ ÒÑÎÇÌ, ÍÂÍ ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔË (ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ
ÚÂÔÕËÙ), Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ªÔØÑÆÐÞÏË ÔÕÑØÂÔÕËÚÇ-
ÔÍËÏË ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË ÆÎâ ÐËØ âÄÎâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔË r�r; t��
q
qt
� q
qr

u�r; t�
�
r�r; t� � mr Dr�r; t� ; r�r; 0� � r0�r� ; �11�

2

1

0

ÿ1

ÿ2

140

100

60

140

100

60

4

2

3

1

4

2

3

1

Â Ã

2

140 140

100 100

60 60

0

ÿ2

140

120

100

80

60

140

120

100

80

60

60 80 100 120 140 60 80 100 120 140

²ËÔ. 3. ²ÇÂÎËÊÂÙËË (a) ÅÂÖÔÔÑÄÂ ln f �r; t� Ë (Ã) ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ f �r; t� (10) ÒÑÎÇÌ Ë ËØ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÇ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ. ¨ËÓÐÞÏË ÍÓËÄÞÏË Ä
ÐËÉÐÇÌ ÚÂÔÕË ÓËÔÖÐÍÂ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÒÑÎÇÌ 0 (a) Ë 1 (Ã).

1*
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Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÐÆÖÍÙËË ÆÎâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâH�r; t� [17]�

q
qt
� q
qr

u�r; t�
�
H�r; t� �

�
H�r; t� q

qr

�
u�r; t� � mH DH�r; t� ;

H�r; 0� � H0�r� ; �12�

ÅÆÇ mr ì ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÆÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË, mH � c 2=�4ps� ì ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÔÄâÊÂÐÐÞÌ Ô ÒÓÑÄÑÆË-
ÏÑÔÕßá ÔÓÇÆÞ s, u�r; t�ì ÒÑÎÇ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞØ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ,
ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÞ ÔÚËÕÂÇÏ ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (Ä
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ, ÑÃÎÂÆÂáÜËÏ ÔÒËÓÂÎß-
ÐÑÔÕßá) Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11), (12) ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÆÎâ
àÌÎÇÓÑÄÂ ÑÒËÔÂÐËâ ÆËÐÂÏËÍË ÒÑÎÇÌ, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(4) âÄÎâÇÕÔâ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ (11) Ë (12), Ä ÎÂÅÓÂÐÉÇÄÑÏ ÑÒËÔÂÐËË.

³ÎÇÆÖÇÕ ÕÂÍÉÇ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(12) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÆË××ÖÊËá ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÕÓÈØÏÇÓ-
ÐÑÏ �d � 3� ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ r � fR; zg (R � fx; yg) ÕÓÈØ-
ÏÇÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t� � fux; uy; uzg.

£ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
u�R; t� � fux; uy; 0gì ÆÄÖÏÇÓÐÑÇ �d � 2�. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÆÎâ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ H�R; t� � fH?; Hzg,
ÅÆÇH?�R; t� � fHx; Hyg, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (12) ÓÂÔÜÇÒÎâÇÕÔâ. ¡
ËÏÇÐÐÑ, ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÒÎÑÔÍÑÔÕË RÿH?�R; t� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ�

q
qt
� q
qR

u�R; t�
�
H?�R; t� �

�
�
H?�R; t� q

qR

�
u�R; t� � mH DH?�R; t� ;

H?�R; 0� � H?0�R� ;

Â ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Hz�R; t� ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÂÔÔËÄÐÑÅÑ ÔÍÂÎâÓÂ�

q
qt
� q
qR

u�R; t�
�
Hz�R; t� � mH DHz�R; t� ;

Hz�R; 0� � Hz0�R� ;

ÒÑÆÑÃÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË (11).
¥ÓÖÅËÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÊÂÆÂÚË Ñ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÄÑÊ-

ÃÖÉÆÇÐËË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ âÄÎâÇÕÔâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÓÂÔ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞØ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÔÓÇÆÂØ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÍÑÏ-
ÒÎÇÍÔÐÞÏ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[2 ë 6, 18])

q
qx

u�x;R� � i

2k
DR u�x;R� � ik

2
e�x;R� u�x;R� ;

�13�
u�x;R� � u0�R� ;

ÅÆÇ x ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ
ÄÑÎÐÞ, R ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, e�x;R�
ì ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÆËàÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË ÑÕ ÇÆË-
ÐËÙÞ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÑ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ âÄÎâÇÕÔâ ÐÇÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÔÑ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÕÇÐÙËÂ-
ÎÑÏ e�x;R�, ÒÑÆÑÃÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËá (9) ÒÓË ÊÂÏÇÐÇ x
ÄÓÇÏÇÐÇÏ.

¦ÔÎË ÄÄÇÔÕË ÂÏÒÎËÕÖÆÖ Ë ×ÂÊÖ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÇ

u�x;R� � A�x;R� exp �iS�x;R�� ;
ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
I�x;R� � ju�x;R�j2 ÒÓËÏÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ:

q
qx

I�x;R� � 1

k
HHR

�
HHRS�x;R� I�x;R�

	 � 0 ; I�0;R� � I0�R� :
�14�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (14) ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÑÔÕË ÆÎâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔË (11) Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÕÑÍÇ.

°ÃÞÚÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÞÇ ÏÇÕÑÆÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ (Õ.Ç. ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÔÓÇÆÐËØ, ÐÂÒÓËÏÇÓ hr�r; t�i,
hH�r; t�i, ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐ�yØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ hr�r; t� r�r 0; t 0�i, hHi�r; t�Hj�r 0; t 0�i Ë Õ.Ò., ÅÆÇ
ÚÇÓÇÊ h. . .i ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ) ÔÅÎÂÉËÄÂáÕ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ, Ë ÚÂÔÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÐÇ ËÏÇáÕ ÐËÚÇÅÑ ÑÃÜÇÅÑ
Ô ÒÑÄÇÆÇÐËÇÏ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÖÍÂÊÂÐÐÑÅÑ
ÕËÒÂ ÑÃÞÚÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÕ "ÅÎÑÃÂÎßÐÞÇ" ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕ-
ÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐ�yÇ ÏÂÔÛÕÂÃÞ ÑÃÎÂÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÔ-
ØÑÆâÕ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ, Ë ÐËÚÇÅÑ ÐÇ ÅÑÄÑÓâÕ
Ñ ÆÇÕÂÎâØ ÓÂÊÄËÕËâ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÄÐÖÕÓË ÇÈ.

¥ËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (11) ë (13) ÍÑÐÔÇÓÄÂÕËÄÐÞ, Ë Ä
ÐËØ ÔÑØÓÂÐâáÕÔâ ÕÂÍËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË,
ÍÂÍ ÑÃÜÂâ ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË M � � dr r�r; t�, ÒÑÕÑÍ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ

�
drH�r; t�, Â ÕÂÍÉÇ ÏÑÜÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ

I � � dR I�x;R�.
±ÓË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ r0�r� � r0,

H0�r� � H0, u0�R� � u0 Ë ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÍÑÐÔÇÓ-
ÄÂÕËÄÐÑÔÕË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ (11) ë (13) âÄÎâáÕÔâ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ


r�r; t�� � r0 ;


H�r; t�� � H0 ;



I�x;R�� � I0 � ju0j2 :

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,�
dr h f �H�r; t��i ÆÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ

ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ h f �H�r; t��i,
Õ.Ç. ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÄÊÂËÏÐÑ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ:�

dr


f
ÿ
H�r; t���, 


f
ÿ
H�r; t��� ;

ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÇÎËÚËÐÂ h f �H�r; t��i âÄÎâÇÕÔâ ÖÆÇÎßÐÑÌ,
ÒÓËØÑÆâÜÇÌÔâ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÑÃÝÈÏÂ, Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ì
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÑÌ. ±ÓË àÕÑÏ ÄÔÇ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ
ÄÇÎËÚËÐÞ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÂÆÄÇÍÙËË àÕËØ ÒÑÎÇÌ, ÑÒËÔÞÄÂá-
ÜÇÌÔâ ÒÑÕÑÍÑÄÞÏ (ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ) ÚÎÇÐÑÏ Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ âÄÎâáÕÔâ
ÑÔÐÑÄÐÞÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖáÜËÏË ÆËÐÂÏË-
ÚÇÔÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÙÇÎÑÏ. ´ÂÍ, ÄÔÇ ÊÂÍÑÐÞ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ Ä
ÏÇØÂÐËÍÇ Ë àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂÏËÍÇ ÔÒÎÑÛÐÞØ ÔÓÇÆ ÊÂÒËÔÞ-
ÄÂáÕÔâ ÆÎâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ.

°ÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (11) Ë (12) âÄÎâÇÕÔâ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÍÂÍ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
r�r; t� (ÆÎâ ÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË), ÕÂÍ Ë àÐÇÓÅËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ E�r; t� � H2�r; t� (ÆÎâ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÅÑ
ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË), ÚÕÑ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏ
ÆËÐÂÏÑ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÃÊÑÓÐÖá ÓÂÃÑÕÖ [19] Ë ÏÑÐÑÅÓÂ-
×ËË [20 ë 28]).
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´ÂÍÑÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËÇ ÔÑÒÓÑÄÑÉÆÂÇÕÔâ
ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÔÕÂÆËâØ àÄÑÎáÙËË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÄÔÇØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍ ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÄÔÇØ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË hr n�r; t�i Ë àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ hEn�r; t�i, Â ÕÂÍÉÇ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÏÑÜ-
ÐÑÔÕË ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ hI n�x;R�i.

¯Â ÐÂÚÂÎßÐÞØ àÕÂÒÂØ ÓÂÊÄËÕËâ à××ÇÍÕÞ ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËË ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ âÄ-
ÎâáÕÔâ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË, Ë, ÒÓÇÐÇÃÓÇÅÂâ ËÏË, ÏÞ ÒÓË-
ØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ�

q
qt
� q
qr

u�r; t�
�
r�r; t� � 0 ; r�r; 0� � r0�r� ; �15��

q
qt
� q
qr

u�r; t�
�
H�r; t� �

�
H�r; t� q

qr

�
u�r; t� ; �16�

H�r; 0� � H0�r� :
³ÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (16) ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ ËÊÖÚÂÇÕÔâ

Ä ÔÄâÊË Ô ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ÏÇÎÍÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÅÑ ÆËÐÂÏÑ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ì ÖÔËÎÇÐËÇÏ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÞÏË ÆÄËÉÇÐËâÏË ÔÓÇÆÞ Ô ÊÂÆÂÐÐÞÏË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏË
ÔÄÑÌÔÕÄÂÏË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÕÂÍËÇ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇ-
ÔÍËÇ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ âÄÎÇÐËâ, ÍÂÍ ÒÇÓÇÏÇÛËÄÂÐËÇ Ë
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ Ä ×ÂÊÑÄÑÏ Ë ×ËÊËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ.
¬ÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÍÂÍÑÅÑ-ÎËÃÑ ÒÑÎâ (ÒÎÑÕÐÑÔÕË, àÐÇÓÅËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë Õ.Ò.) ì àÕÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ ÍÑÏÒÂÍÕ-
ÐÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ô ÃÑÎßÛËÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË ÆÂÐÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ
×ÑÐÇ ÑÍÓÖÉÂáÜËØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ô ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÐËÊÍËÏË ËØ
ÊÐÂÚÇÐËâÏË. £ÓÇÏâ ÉËÊÐË ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÑ. ªØ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÖÊÑÓ ÒÑÔÕÑâÐÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ. °ÕÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ ÔØÑÆÔÕÄÑ ÏÇÉÆÖ ÊÂÆÂÚÂÏË Ñ ÏÂÅÐËÕÐÑÏ ÆËÐÂÏÑ Ë Ñ
ÄÑÎÐÂØ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÑÕÏÇÚÂÎÑÔß Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [23,
Ô. 54]. ±ÓÑâÄÎÇÐËâ à××ÇÍÕÑÄ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ØÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÞ. ´ÂÍ, ÄÇÔß ÑÃÝÈÏ ÒÎÂÊÏÇÐÐÑÅÑ
ÛÐÖÓÂ Ä ÔÕÇÎÎÂÓÂÕÑÓÇ ÊÂÒÑÎÐÇÐ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËÏË ÒÎÂÊ-
ÏÇÐÐÞÏË ÔÕÓÖÍÕÖÓÂÏË Ô ÃÑÎßÛËÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÑÎÇÌ Ô
ÐÇÅÂÖÔÔÑÄÞÏË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÍÂÓÕËÐÂ
ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ Ë Ä ÒÎÂÊÏÇ ÕÑÍÂÏÂÍÂ [29]. ¤ÓÂÐÖÎâÙËâ Ä
ÔÑÎÐÇÚÐÑÌ ×ÑÕÑÔ×ÇÓÇ Ô ÎÑÍÂÎßÐÞÏË ÃÑÎßÛËÏË ÊÐÂÚÇ-
ÐËâÏË ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÒÑÎÇÌ, ÔÄâÊÞÄÂÇÏÂâ Ô ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÕÖÓ-
ÃÖÎÇÐÕÐÞØ ÆÄËÉÇÐËÌ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ,
ÆÓÖÅÑÌ ÒÓËÏÇÓ âÄÎÇÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË [30, 31].

°ÃÐÂÓÖÉËÕß Ë ÑÒËÔÂÕß àÕË âÄÎÇÐËâ ÖÆÂÈÕÔâ ÕÑÎßÍÑ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÂÐÂÎËÊÂ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÒÓËÄÇÆÈÐÐÞØ
ÄÞÛÇ, ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ËÆÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË.

1.1. ¿ÎÇÏÇÐÕÞ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË
ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ
£ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ ÑÔÐÑÄ-
ÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÑÏ ËÊÖÚÇÐËâ, ÍÂÍ Ë Ä ÑÃÞÚÐÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ×ËË
ÅÑÓÐÞØ ÏÂÔÔËÄÑÄ, âÄÎâÇÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ ì ÎËÐËÌ
ÖÓÑÄÐâ (Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) ËÎË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ (Ä ÕÓÈØ-
ÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ f �r; t� � f � const.

¥Îâ ÂÐÂÎËÊÂ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÐÕÖÓÑÄ (ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ Ä ÆÂÐ-
ÐÑÏ ÓÂÊÆÇÎÇ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÆÄÖÏÇÓÐÞÏ ÔÎÖÚÂÇÏ r � R)
ÖÆÑÃÐÑ ÄÄÇÔÕË ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÖá ÐÂ àÕËØ ÍÑÐÕÖÓÂØ ÆÇÎß-
ÕÂ-×ÖÐÍÙËá ¥ËÓÂÍÂ

j�R; t; f � � d
ÿ
f �R; t� ÿ f

�
; �17�

ÐÂÊÞÄÂÇÏÖá ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ.

¹ÇÓÇÊ ×ÖÐÍÙËá (17) ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÕÂÍËÇ
ÄÇÎËÚËÐÞ, ÍÂÍ ÑÃÜÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÞØ ÎËÐËâÏË
ÖÓÑÄÐâ ÑÃÎÂÔÕÇÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ f �R; t�
ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÊÂÆÂÐÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß f, Õ.Ç. f �R; t� > f :

S�t; f � �
�
y
ÿ
f �R; t� ÿ f

�
dR �

�1
f

df 0
�
dRj�R; t; f 0� ;

Ë ÑÃÜÂâ "ÏÂÔÔÂ" ÒÑÎâ, ÊÂÍÎáÚÈÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ,

M�t; f � �
�
f �R; t� yÿ f �R; t� ÿ f

�
dR �

�
�1
f

f 0 df 0
�
dRj�R; t; f 0� ;

ÅÆÇ y� f �R; t� ÿ f �ì ÕÇÕÂ-×ÖÐÍÙËâ ·ÇÄËÔÂÌÆÂ.
³ÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (17) ÒÑ

ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ f �R; t� ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÇÕ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÖá Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÖá Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ [2 ë 6, 32]

P�R; t; f � � 
dÿ f �R; t� ÿ f
��
;

ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÓÇÆÐËÇ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâ ÄÇÎËÚËÐ S�t; f � Ë M�t; f � ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÐÇÒÑÔÓÇÆ-
ÔÕÄÇÐÐÑ àÕÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ:


S�t; f �� � �1
f

df 0
�
dRP�R; t; f 0� ;



M�t; f �� � �1

f

f 0 df 0
�
dRP�R; t; f 0� :

¥ÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÆÇÕÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÇ ÒÑÎâ f �R; t� ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß, ÄÍÎáÚËÄ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇ-
ÐËÇ ÇÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÅÓÂÆËÇÐÕ p�R; t� � HHf �R; t�.
´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÇÎËÚËÐÂ

l�t; f � �
�
dR
��p�R; t��� dÿ f �R; t� ÿ f

� � � dl �18�

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÑÃÜÖá ÆÎËÐÖ ÍÑÐÕÖÓÑÄ. ±ÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä (18) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÔÛËÓÇÐÐÑÌ ËÐÆËÍÂÕÑÓ-
ÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ

j�R; t; f; p� � d
ÿ
f �R; t� ÿ f

�
d
ÿ
p�R; t� ÿ p

� �19�

Ë ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ l�t; f � (ÔÏ. ×ÑÓÏÖÎÖ (18)) ÔÄâÊÂÐÑ
Ô ÔÑÄÏÇÔÕÐÑÌ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÒÑÎâ f �R; t� Ë ÇÅÑ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ p�R; t�, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÑÌ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇÏ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (19) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ, Õ.Ç. ×ÖÐÍÙËÇÌ

P
ÿ
R; t; f; p� � 
dÿ f �R; t� ÿ f

�
d
ÿ
p�R; t� ÿ p

��
:

£ÍÎáÚÇÐËÇ Ä ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÙÇÐËÕß ÑÃÜÇÇ
ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ f �R; t� � f � const Ô ÒÑÏÑÜßá ÒÓËÃÎË-
ÉÈÐÐÑÌ (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÞØ ÎËÐËÌ) ×ÑÓÏÖÎÞ

N�t; f � � Nin�t; f � ÿNout�t; f � �

� 1

2p

�
dRk�t;R; f � ��p�R; t��� dÿ f �R; t� ÿ f

�
; �20�

ÅÆÇ Nin�t; f �, Nout�t; f � ì ÚËÔÎÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÄÇÍÕÑÓ p ÐÂÒÓÂÄÎÇÐ ÒÑ ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÌ Ë ÄÐÇÛÐÇÌ ÐÑÓÏÂÎË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, k�t;R; f �ì ÍÓËÄËÊÐÂ ÎËÐËË ÖÓÑÄÐâ.
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°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ
ÒÑÎâ f �R; t�, ÍÑÅÆÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�R; t; f � Ë P�R; t; f; p� ÐÇ ÊÂÄË-
ÔâÕ ÑÕ R, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÄÔÇØ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (ÃÇÊ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÑ R) ÃÖÆÖÕ ÑÒËÔÞÄÂÕß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖá-
ÜËÇ ÖÆÇÎßÐÞÇ (ÒÓËØÑÆâÜËÇÔâ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË)
ÊÐÂÚÇÐËâ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ. ´ÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ
ÒÎÑÜÂÆß hS�t; f �i, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ f �R; t�
ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÊÂÆÂÐÐÞÌ ÖÓÑÄÇÐß f, ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕßá ÔÑÃÞÕËâ Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ f �R; t� > f,
Õ.Ç.


S�t; f �� � 
yÿ f �R; t� ÿ f
�� � Prob

�
f �R; t� > f

	
;

Ë, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß âÄÎâÇÕÔâ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÔÑÃÞÕËâ
f �R; t� > f, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÌ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÑÕ ÕÑÚÍË R.

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, Ä ÔËÎÖ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ë Ä ÓâÆÇ ÔÎÖÚÂÇÄ
ì ËÊÑÕÓÑÒÐÑÔÕË, ÏÑÉÇÕ ÑÍÂÊÂÕßÔâ, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑÎâ f �R; t� ÐÇ ÍÑÓÓÇÎËÓÖáÕ Ô ÔÂÏËÏ
ÒÑÎÇÏ f �R; t�. ´ÑÅÆÂ ÊÂÆÂÚÂ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÓÇÆÐËØ ÊÐÂ-
ÚÇÐËÌ ÑÒËÔÂÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÖÒÓÑÔÕËÕßÔâ ì ÑÐÂ ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÄÞÚËÔÎÇÐËá ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖáÜËØ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑÎâ f �R; t�:
±ÓË àÕÑÏ ÄÔÇ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË âÄÎâáÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏË, ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖáÜËÏË ÆËÐÂÏËÍÖ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ Ä ÙÇÎÑÏ ÄÑ
ÄÔÈÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÒÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÖÆÑÃÐÑ ÖÚËÕÞÄÂÕß, ÚÕÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ
ÒÑÎÇ f �R; t� ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÐÇÍÑÇÏÖ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ y�t� c ÕÇÏË ÉÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍÂÏË.¥Îâ ÕÂÍËØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÄÂÉÐÖáÓÑÎß
ËÅÓÂáÕ ÒÑÐâÕËÇ "ÍÓËÄÂâÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË" ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ë
ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ.

1.2. ¬ÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t� Ä ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�z; t� Ë ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ F�Z; t� � �Zÿ1 dz 0 P�z 0; t�.

´ËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t� ÐÂ-
ÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÂâ ÍÓËÄÂâ z ��t�, ÍÑÕÑÓÂâ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÏÇÆËÂÐÑÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔ-
ÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

F
ÿ
z ��t�; t� � 1

2
: �21�

¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ t ÄÇ-
ÓÑâÕÐÑÔÕË Prob fz�t� > z ��t�g� Prob fz�t� < z ��t�g� 1=2.
C ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ, ÏÇÆËÂÐÂ ËÏÇÇÕ ÔÒÇÙË×ËÚÇÔÍÑÇ ÔÄÑÌ-
ÔÕÄÑ, ÊÂÍÎáÚÂáÜÇÇÔâ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÎáÃÑÅÑ ËÐÕÇÓÄÂÎÂ
�t1; t2� ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ z�t� "ÑÃÄËÄÂÇÕ" ÍÓËÄÖá z ��t�
ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ ÔÓÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ, Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ z�t� > z ��t�, ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÓÇÆ-
ÐËÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ, Ä ÕÇÚÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÑÃÓÂÕÐÑÇ
ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ z�t� < z ��t� (ÓËÔ. 4), Õ.Ç.


Tz�t�>z ��t�
� � 
Tz�t�<z ��t�

� � 1

2
�t2 ÿ t1� :

¬ÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË (21) ÆÎâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ

ÒÓÑÙÇÔÔÂ z�t�, Õ.Ç. z ��t� � hz�t�i, Â ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂ-
ÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t� �
� exp �z�t�� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ y ��t� � exp hz�t�i �
� exp hln y�t�i.

¬ÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÕÑÌ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ, ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÑÕÑ-
ÓÑÌ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕß. °ÆÐÂÍÑ ÑÐÂ, ÍÑ-
ÐÇÚÐÑ, ÐÇ ÐÇÔÈÕ ÐËÍÂÍÑÌ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË ÑÃ ÂÏÒÎËÕÖÆÂØ
ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ àÕÑÌ ÍÓË-
ÄÑÌ.

1.3. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ
ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
ÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ ÏÞ ÑÒÓÇÆÇÎËÎË ÒÑ
×ÑÓÏÖÎÇ (2). °ÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
àÕÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ P�t; y� � hd�y�t� ÿ y�i ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ

q
qt

P�y; t; a� � a
q
qy

yP�y; t; a� �D
q
qy

y
q
qy

yP�y; t; a� ;

P�y; 0; a� � d�yÿ 1� ; �22�

ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a:

P�y; t; a� � 1

2y
��������
pDt
p exp

�
ÿ ln2

�
y exp �at��
4Dt

�
: �23�

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ~y�t; a� � 1=y�t; a� ÕÂÍÉÇ âÄÎâÇÕÔâ
ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

P�~y; t; a� � 1

2~y
��������
pDt
p exp

�
ÿ ln2

�
~y exp �ÿat��
4Dt

�
; �24�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ËÊÏÇÐÇÐËá ÊÐÂÍÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a Ä ×ÑÓ-
ÏÖÎÇ (23). ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÊÆÇÔß ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓ a > 0. ¤ÓÂ×ËÍË ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍË ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ
ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (23) Ë (24) ÒÓË a=D � 1 ÆÎâ
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÄÓÇÏÈÐ t � Dt � 0;1 Ë 1 ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ
ÓËÔ. 5. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓËÏÇÓÞ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ y�t� Ë ~y�t� ËÏÇÐÐÑ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÒÓËÄÇÆÇÐÞ
ÐÂ ÓËÔ. 1.

¿ÕË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ËÏÇáÕ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ
ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ. ªØ ÑÃÜÇÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá âÄÎâÇÕÔâ
ÎËÛß ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÆÎËÐÐÞØ ÒÑÎÑÅËØ ØÄÑÔÕÑÄ ÒÓË t � 1,

z ��t�

z�t�

t1

Dt1 Dt2 Dt3

t2 t

²ËÔ. 4. ¬ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ.
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ÑÊÐÂÚÂáÜËØ ÖÔËÎÇÐËÇ ÓÑÎË ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔ-
ÔÑÄ y�t; a� Ë ~y�t; a� (ÔÏ. ÓËÔ. 1) Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÑÆÐÑ-
ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 6 ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ àÕËØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÒÓË t � 1 Ä
ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÏÏÂÔÛÕÂÃÇ. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (23) Ë
(24), ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

F�y; t; a� �
� y

ÿ1
dy 0 P�t; y 0� � Prob

ÿ
y�t; a� < y

� �
� Pr

�
1��������
2Dt
p ln

�
y exp ��at��� ; �25�

ÅÆÇ ×ÖÐÍÙËâ Pr �z�ì ËÐÕÇÅÓÂÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ,

Pr �z� � 1������
2p
p

� z

ÿ1
dx exp

�
ÿ x 2

2

�
: �26�

±ÓË àÕÑÏ ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Pr �1� � 1 Ë Pr �0� � 1=2.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ z �z < 0� ×ÖÐÍÙËá

(26) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß Ä ÄËÆÇ

Pr
ÿÿjzj� � 1������

2p
p

�1
jzj

dx exp

�
ÿ x 2

2

�
� 1ÿ Pr

ÿjzj� : �27�

ªÔØÑÆâ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (26) Ë (27) ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍÖ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÓË z! �1, Â ËÏÇÐÐÑ:

Pr �z�z!1 � 1ÿ 1

z
������
2p
p exp

�
ÿ z 2

2

�
;

�28�
Pr �z�z!ÿ1 �

1

jzj ������2p
p exp

�
ÿ z 2

2

�
:

´ÂÍÉÇ ÐÇÕÓÖÆÐÑ, ËÔØÑÆâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (22), ÊÂÒËÔÂÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ y�t; a� Ë
~y�t; a�. ²ÇÛÇÐËâ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (ÒÓË t � Dt)


yn�t; a�� � exp

�
n

�
nÿ a

D

�
t
�
;

�29��
1

yn�t; a�
�
� exp

�
n

�
n� a

D

�
t
�
; n � 1; 2; . . .

àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÑ
ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ ÊÂÍÑÐÂÏ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÕÑ
ÚÕÑ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÎËÚËÐ y�t; a� Ë 1=y�t; a�
ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞ, ËØ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ËÏÇáÕ
ÑÚÇÐß ÒÑØÑÉËÌ ÄËÆ.

ªÔØÑÆâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (22) ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ

ln y�t; a�� � ÿat; �

ln
1

y�t; a�
�
� at : �30�

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÂÓÂÏÇÕÓ a Ä (30) âÄÎâÇÕÔâ ÎâÒÖÐÑÄÔÍËÏ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÆÎâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t� (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [14, 33, 34]).

¯ÂÓâÆÖ Ô ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÑÌ, ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔ-
ÎËÕß ÕÂÍÉÇ ÍÓËÄÞÇ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË, ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖá-
ÜËÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËâØ. ¥Îâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ y�t; a� Ë ~y�t; a�
(ÒÓË a > 0) àÕË ÍÓËÄÞÇ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÎâÒÖÐÑÄÔÍÑÌ àÍÔÒÑ-
ÐÇÐÕÑÌ Ë ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË

y ��t� � exp


ln y�t�� � exp �ÿat� ; �31�

~y ��t� � exp


ln ~y�t�� � exp �at� ;

ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂá-
ÜÖá ÍÓËÄÖá ÆÎâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t; a� Ë àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÖá ì ÆÎâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ~y�t; a�, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ
ÒÑØÑÉËÇ ÊÂÍÑÐÞ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ ÅÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËâ ÄÔÇØ ÏÑÏÇÐÕ-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ. ªÏÇÐÐÑ àÕË ÍÓËÄÞÇ ËÊÑÃÓÂ-
ÉÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 1 (ÛÕÓËØÑÄÞÇ ÍÓËÄÞÇ).

±ÓË ÒÂÓÂÏÇÕÓÇ a=D � 1 ÔÓÇÆÐÇÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
y�t;D� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË Ë ÓÂÄÐâÇÕÔâ ÇÆËÐËÙÇ.
°ÆÐÂÍÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÂ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, y�t;D� < 1 ÒÓË Dt4 1, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (25), ÃÞÔÕÓÑ ÔÕÓÇ-

2,0

1,5

1,0

0,5

0,5 1,0 1,5 2,0 y

P�y�
t � 1

t � 0,1

Â
0,8

0,6

0,4

0,2

~y

P�~y�

t � 1

t � 0,1

1 2 3 4

Ã

²ËÔ. 5. ÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (23) (Â) Ë (24) (Ã) ÒÓË a=D � 1 ÆÎâ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË t � 0;1 Ë 1.

2,0

P�y�

P�~y�

1,5

1,0

0,5

ÿ2,0 ÿ1,5 ÿ1,0 ÿ0,5 0,5 1,0

²ËÔ. 6. ±ÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ y�t; a� (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ)
Ë ~y�t; a� (ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ) ÒÓË t � 1 Ä ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÏ (ÆÇÔâÕËÚ-
ÐÑÏ) ÏÂÔÛÕÂÃÇ.
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ÏËÕÔâ Í ÇÆËÐËÙÇ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

Prob
�
y�t;D� < 1

	 � Pr

� �������
Dt

2

r �
�

� 1ÿ 1��������
pDt
p exp

�
ÿDt

4

�
;

Õ.Ç. ÐÂ ÃÑÎßÛÇÌ ÚÂÔÕË ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÑÔË ÅÓÂ×ËÍË ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÎÇÉÂÕ ÐËÉÇ ÖÓÑÄÐâ ÇÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
hy�t;D�i � 1, Â ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ÔÑÃÞÕËâ
Prob fy�t;D� > 1g ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá, ØÑÕâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔ-
ÍËÇ ÏÑÏÇÐÕÞ ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t;D� Ë ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÇÅÑ ÃÑÎß-
ÛËÏË ÄÞÃÓÑÔÂÏË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÒÎÑÜÂÆÇÌ Sn�x� �

�1
0 dt yn�t; a�, Ä

ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÒÓË a � D P�S1� � 1=�DS 2
1 � exp �ÿ1=�DS 2

1 ��.
¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÃÑÎßÛËÇ ÄÞÃÓÑÔÞ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ y�t; a� ÒÓË a > 0 ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÊÍË.

¦ÔÎË a � 0, ÕÑ y ��t� � 1, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ y�t� � exp �w�t��, ÅÆÇ w�t� ì ÄËÐÇÓÑÄÔÍËÌ
ÒÓÑÙÇÔÔ. ´ÑÅÆÂ ÔÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ y�t� Ë 1=y�t� ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ Ë ËØ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Ë
ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ËÏÇáÕ ÄËÆ

P�y; t� � 1

2y
��������
pDt
p exp

�
ÿ ln2 y

4Dt

�
;

�32�
F�y; t� � Pr

�
1��������
2Dt
p ln y

�
:

±ÓÇÉÆÇ ÚÇÏ ÒÇÓÇÌÕË Í ÂÐÂÎËÊÖ ÊÂÆÂÚ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔ-
ÕÇÌÛÖá ÕÓÈØÏÇÓÐÖá ÏÑÆÇÎß ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÒÑÊÄÑÎâáÜÖá ÒÑÎÖÚËÕß ÓÇÛÇÐËÇ àÕËØ
ÊÂÆÂÚ Ä ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÏ ÄËÆÇ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, "ÄÉËÄÖá"
ÐÂ ÍÂÓÕËÐÍÂØ ÒÓÑÔÎÇÆËÕß ÆËÐÂÏËÍÖ àÕËØ ÒÑÎÇÌ, Â ËÏÇÐÐÑ
ÆËÐÂÏËÍÖ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË.

2. ±ÓÑÔÕÇÌÛÂâ ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÂâ
ÕÓÈØÏÇÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË
ÒÑÎÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË

¥Îâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä
ÓÂÏÍÂØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (15) Ä ÓÂÃÑÕÇ [35] ÃÞÎÂ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ
ÒÓÑÔÕÇÌÛÂâ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÂâ ÕÓÈØÏÇÓÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÄËÆÂ

u�r; t� � v�t� f �kr� ; �33�

ÅÆÇ

f �kr� � sin 2�kr� ; �34�

v�t� ì ÅÂÖÔÔÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ
ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ


vi�t� vj�t 0�
� � 2s 2di jt0 d�tÿ t 0� ; �35�

ÊÆÇÔß s 2 ìÆËÔÒÇÓÔËâ ÍÂÉÆÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË, t0 ì
ÇÈ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÕÂÍÑÌ
ÄËÆ ÒÑÎâ u�r; t� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÇÓÄÑÏÖ ÚÎÇÐÖ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
ÏÂÅÐËÕÑÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÒÑ ÅÂÓÏÑ-
ÐËÚÇÔÍËÏ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÏ, ÑÃÞÚÐÑ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏÑÅÑ ÒÓË
ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËË ÊÂÆÂÚË.

£ÞÃËÓÂâ ÑÔß x Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÇÍÕÑÓÂ k, ÄËÆËÏ, ÚÕÑ
àÕÂ ÏÑÆÇÎß ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ, Õ.Ç.
f �kr� � f �kx�, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ Ë ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ.

2.1. ¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏÑÆÇÎË
2.1.1. ¬ÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. £ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ô ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞÏ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ r�r; 0� � r0 ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ, ÒÓËÐËÏÂâ ÄËÆ

q
qt

r�x; t� � vx�t� q
qx

f �kx� r�x; t� � 0 : �36�

±ÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ x, Ë ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË (34)
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (36) ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ [2 ë 5, 32,
35]

r�x; t�
r0

� 1

exp
ÿ
T�t�� cos2 �kx� � exp

ÿÿT�t�� sin2 �kx� ; �37�
ÅÆÇ T�t�ì ÄËÐÇÓÑÄÔÍËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ,

T�t� � 2k

� t

0

dt vx�t� ; �38�

Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË, ÄÞÕÇÍÂáÜËÏË ËÊ (35),

T�t�� � 0 ; s 2

T�t� � 8k 2s 2t0t : �39�

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 7 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ ×ÓÂÅÏÇÐÕ ÓÇÂÎËÊÂÙËË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ T�t�, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ËÐ-
ÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (38) ÆÎâ ÑÆÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ vx�t�, Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÓÂÔÔÚË-
ÕÞÄÂÎÑÔß ÒÑÎÇ r�x; t� ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ (37). ²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ
ÓÂÔÚÈÕÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËË àÌÎÇÓÑÄÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË 1� r�x; t�=r0 (ÇÆËÐËÙÂ
ÆÑÃÂÄÎÇÐÂ, ÚÕÑÃÞ ËÊÃÇÉÂÕß ÒÓÑÃÎÇÏ Ô ÃÎËÊÍËÏË Í ÐÖÎá
ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÏ ÏÂÔÛÕÂÃÇ)
Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ

t! k 2s 2t0t ; x! kx ;


vi�t� vj�t 0�

�! 2di j d�tÿ t 0� �40�

10

T�t�

5

0

0

ÿ5

ÿ10

10 20 30 40
t

²ËÔ. 7.¶ÓÂÅÏÇÐÕ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ T�t�.
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ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 8. ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ 8 ÄËÆÐÑ ÒÑÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÑÇ ÒÇÓÇÕÇÍÂÐËÇ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Í ÖÊÍËÏ ÑÍÓÇÔÕ-
ÐÑÔÕâÏ ÕÑÚÇÍ x � 0 Ë x � p=2, Õ.Ç. ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÍÎÂÔÕÇ-
ÓÑÄ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÒÑÓâÆÍÂ 103ÿ104, Â ÄÑ ÄÔÈÏ ÑÔÕÂÎßÐÑÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÓÂÄÐâÇÕÔâ ÐÖÎá. °ÕÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ Ä ÏÑÏÇÐÕÞ t, Ä ÍÑÕÑÓÞÇ T�t� � 0, ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÒÑÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓÑØÑÆËÕ ÚÇÓÇÊ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÔÑ-
ÔÕÑâÐËÇ.

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÂâ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÂ (37),�

r�x; t�
r0

�
� 1 ;

ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ×ÂÍÕÑÓÂ T�t�, Â ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕÂ
ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ËÏÇÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ�

r 2�x; t�
r 2
0

�
� 1

2

�
exp

ÿ
T�t��� exp

ÿÿT�t��� ;
Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ¥Îâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ vx�t� Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ
(35), ÖÔÓÇÆÐââ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËË ÄËÐÇÓÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ T�t�; Ä ÔËÎÖ (39) ÐÂØÑÆËÏ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ�

r 2�x; t�
r 2
0

�
� exp

�
1

2
s 2
T�t�

�
� exp �4k 2s 2t0t� :

±ÓË àÕÑÏ ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ, ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÒÑÎá ÒÎÑÕÐÑÔÕË,

r0
r�x; t� � exp

ÿ
T�t�� cos2 �kx� � exp

ÿÿT�t�� sin2 �kx�
ÒÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ�

r0
r�x; t�

�
� 1

2

�
exp

ÿ
T�t��� exp

ÿÿT�t��� ;
�

r 2
0

r 2�x; t�
�
� 1

4
� 3

8

�
exp

ÿ
2T�t��� exp

ÿÿ2T�t��� ;
ÕÂÍÉÇ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ±ÑÔÎÇ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÄËÐÇÓÑÄÔÍÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ T�t� ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÓÂÉÇÐËâÏ, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË:�

r0
r�x; t�

�
� exp �4k 2s 2t0t� ;�

r 2
0

r 2�x; t�
�
� 1

4
� 3

4
exp �16k 2s 2t0t� :

2.1.2. ¬ÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¿ÕÂ ÉÇ
ÏÑÆÇÎß ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß Ä ÓÂÃÑÕÇ [36] Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÎÎáÔÕÓÂÙËË ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÓÂÏÍÂØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (16). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÕÂÍÉÇ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß âÄÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÕÂÍÑÄÞÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓË-

0,4 0,8 1,2 1,6
x

0

104

103

102

101

100

r=r0 � 1

t � 1

t � 2

t � 3

t � 4

t � 5

Â

0,4 0,8 1,2 1,6
x

0

103

102

101

100

r=r0 � 1

t � 6

t � 7

t � 8

t � 9

t � 10

Ã

104

103

102

101

100

r=r0 � 1

t � 16

t � 17

t � 18

t � 19

t � 20

Ä

0,4 0,8 1,2 1,6
x

0 0,4 0,8 1,2 1,6
x

0

103

102

101

100

r=r0 � 1

t � 21

t � 22

t � 23

t � 24

t � 25

Å

²ËÔ. 8.±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â àÄÑÎáÙËâ àÌÎÇÓÑÄÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË.
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ÏÇÔË. ±ÓË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË H�r; 0� � H0

ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ë ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔË,
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x, Õ.Ç. H�r; t� � H�x; t�, Ë
ÆÎâ àÕÑÌ ÏÑÆÇÎË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÐÆÖÍÙËË (16) ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÄËÆ�

q
qt
� vx�t� sin 2�kx� q

qx

�
H�x; t� �

� 2k cos 2�kx��v�t�Hx�x; t� ÿ vx�t�H�x; t�
�
:

ªÊ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ x-ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ (Õ.Ç. Hx�x; t� � Hx0�, Â Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ
ÒÎÑÔÍÑÔÕË �y; z� ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÌ ËÔÕÑÚÐËÍ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÅÇÐÇÓÂÙËâ) ËÊ-ÊÂ ÐÂÎËÚËâHx0:�

q
qt
� vx�t� sin 2�kx� q

qx

�
H?�r; t� �

� 2k cos 2�kx�ÿv?�t�Hx0 ÿ vx�t�H?�x; t�
�
; �41�

H?�x; 0� � H?0 :

²ÇÛÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (41) ÏÇÕÑÆÑÏ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ, ÏÑÉÐÑ
ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ
ÄÞÓÂÉÇÐËá [36]

H?�x; t� � r�x; t�
r0

H?0�

� 2kHx0

� t

0

dt
exp

ÿ
T�t�� cos2 �kx�ÿ exp

ÿÿT�t�� sin2 �kx��
exp

ÿ
T�t�� cos2 �kx�� exp

ÿÿT�t�� sin2 �kx��2�
� vx�t� v?�t� ; �42�

ÅÆÇ ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (37). ³ÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍÂâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÄÔÇ ÑÆÐÑÄÓÇ-
ÏÇÐÐÞÇ Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË
ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (41) ÔÑÄÒÂÆÂáÕ ÔÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâ (42).

±ÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ä (42) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËá
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑ ÕËÒÖ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË, ÇÔÎË H?0 6� 0. £ÕÑÓÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÅÇÐÇÓÂ-
ÙËá ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ �y; z�-ÒÎÑÔÍÑÔÕË,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÖá ÐÂÎËÚËÇÏ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎâ Hx0. ª ÒÓË
H?0 � 0 àÕÑ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ, ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑÇ ÍÄÂÆÓÂÕÖ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔËÕÖÂÙËá. ³ÕÓÖÍ-
ÕÖÓÂ àÕÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÑÆÑÃÐÑ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË,
ÕÂÍÉÇ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÖÇÕÔâ.

¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 9 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÚÈÕÂ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË ÓÇÂÎËÊÂÙËË àÐÇÓÅËË
ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
E�x; t� � H2

?�x; t� Ä ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ (40) ÒÓË
H?0 � 0 Ë ÆËÐÂÏËÍÂ ÒÇÓÇÕÇÍÂÐËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ
àÐÇÓÅËË ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÞ ÑÃÎÂÔÕË Í ÆÓÖÅÑÌ ÆÎâ ÕÑÌ ÉÇ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ T�t� (ÔÏ. ÓËÔ. 7).

±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÑÎÐÂâ àÐÇÓÅËâ ÅÇÐÇÓË-
ÓÖÇÏÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ ÐÂ ÑÕÓÇÊÍÇ
�0; p=2�, ÃÞÔÕÓÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÏÑÆÇÎË
ÂÐËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ, ÆÑÒÖÔÍÂáÜÇÌ ÒÑÎÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ, ÏÞ âÔÐÑ ÄËÆËÏ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÞ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÅÇÐÇÓÂÙËË àÐÇÓ-
ÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÆËÐÂÏÑ), ÍÑÕÑÓÂâ
ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚËÄÂÇÕÔâ Ä ÖÊÍËØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËâØ, Õ.Ç. ÕÂÍÉÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ.

2.2. ³ÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏÑÆÇÎË
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÑÃÜÖá ÏÑÆÇÎß ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (33),
ÅÆÇ f �kx� ì ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ
ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ r�r; 0� � r0,H�r; t� � H0,
ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, ÄÔÇ ×ÖÐÍÙËË ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ì x, Õ.Ç. r�r; t� � r�x; t� Ë
H�r; t� � H�x; t�.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÐÂØÑÉÆÇÐËË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÔÓÇÆÐËØ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË, Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÐÂÏ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÓÂÔÜÇÒÎâÕß ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÑÎâ u�r; t� Ô ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂÏË ÑÕ ÐÇÅÑ. ¥Îâ ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÑÎâ,
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ, Ô ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ Bkl�rÿ r 0; tÿ t 0� � huk�r; t� ul�r 0; t 0�i
ÕÂÍÑÇ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ×ÑÓÏÖÎÞ
¶ÖÓÖÙÖ ë¯ÑÄËÍÑÄÂ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [2 ë 6])


uk�r; t�R
�
t; u�r; t��� �

�
� t

0

dt 0
�
dr 0 Bkl�rÿ r 0; tÿ t 0�

�
dR
�
t; u�r; t��

dul�r 0; t 0�
�
; �43�

ÅÆÇ 04t4 t. ¥Îâ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÒÑÎâ,

Bkl�r; t� � 2Bkl�r� d�t� ; Bkl�r� �
�1
0

dt Bkl�r; t� ; �44�
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²ËÔ. 9. ¿ÄÑÎáÙËâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÑÕÓÇÊÍÇ �0; p=2� (Â) Ë ÆËÐÂÏËÍÂ ËÔÚÇÊÐÑÄÇÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÂ Ä ÕÑÚÍÇ 0 Ë ÇÅÑ
ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËâ Ä ÕÑÚÍÇ p=2 (Ã). ¬ÓÖÉÍË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÏÑÏÇÐÕÖ ÄÓÇÏÇÐË t � 10;4, ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍË ì t � 10;8, ÍÄÂÆÓÂÕÞ ì t � 11;8.
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ÑÃÜÂâ ×ÑÓÏÖÎÂ ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ, ÒÓËÐËÏÂâ ÄËÆ



uk�r; t�R

�
t; u�r; t��� � � dr 0 Bkl�rÿ r 0�

�
dR
�
t; u�r; t��

dul�r 0; tÿ 0�
�
;

�45�

ÅÆÇ 04t4 t:

2.2.1. ¬ÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÑÕÏÇ-
ÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÏÑÆÇÎË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (33)
ÑÆÐÑÏÇÓÐÂâ ÊÂÆÂÚÂ Ñ ÆË××ÖÊËË ÒÂÔÔËÄÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË (36)
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÂ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ vx�t� ÃÇÊ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ ÇÅÑ ÅÂÖÔÔÑÄÑÔÕË Ë
ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎßÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÓÇÛÇÐËâ ÊÂÆÂÚË r�x; t� ÑÕ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ vx�t�, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ
[2 ë 6]

r�x; t� � r
ÿ
x; t; v�t�� � r

ÿ
x;T�t�� ;

ÅÆÇ ÐÑÄÑÇ "ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ" ÄÓÇÏâT�t� � � t0 dt vx�t�. µÓÂÄÐÇÐËÇ
(36) ÒÓË àÕÑÏ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÆÇÕÇÓÏËÐËÓÑÄÂÐÐÞÌ ÄËÆ:

q
qT

r�x;T � � q
qx

f �kx� r�x;T � � 0 :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÑÎâ
r�x; t� ÒÑÎÖÚÂÇÏ

dr
�
x; t; v�t��
dv�t 0� � qr�x;T �

qT
y�tÿ t 0� �

� ÿy�tÿ t 0� q
qx

f �kx� r�x; t� ;

ÅÆÇ y�t� ì ×ÖÐÍÙËâ ·ÇÄËÔÂÌÆÂ, Õ.Ç. ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÂâ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÂâ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ r�x; t� ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ
ÑÃÞÚÐÖá ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá àÕÑÅÑ ÒÑÎâ.

¥Îâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ r�x; t� ÄÄÇÆÈÏ ÇÈ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÖá
×ÖÐÍÙËá j�x; t; r� � d�r�x; t� ÿ r�. ¿ÕÂ ×ÖÐÍÙËâ,
ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÑÃÜÇÌ ÏÇÕÑÆËÍÇ, ÑÒËÔÂÐÐÑÌ Ä ÏÑÐÑÅÓÂ×ËâØ
[2 ë 6], ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ËÖÄËÎÎâ�

q
qt
� vx�t� f �kx� q

qx

�
j�x; t; r� �

� vx�t� qf �kx�qx
q
qr

�
rj�x; t; r�� �46�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ j�x; 0; r� � d�r0 ÿ r�. ª ÒÓË ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉÇÐËË ÆÎâ ÒÓÑÔÕÑÕÞ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÚÕÑ vx�t�ì ÅÂÖÔÔÑÄ
ÔÎÖÚÂÌÐÞÌ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË


v�t�� � 0 ;

Bv�tÿ t 0� � 
vx�t� vx�t 0�� ÿ
s 2 � Bv�0��



v 2
x �t�

��
;

ÒÑÔÎÇ ÖÔÓÇÆÐÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÖÄËÎÎâ (46) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ vx�t� ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË P�x; t; r� � hj�x; t; r�i Ô
ÖÚÈÕÑÏ ×ÑÓÏÖÎÞ (43) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÏÑÉÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

q
qt

P�x; t; r� �

�
� t

0

dt 0 B�t 0�
�
q
qx

f 2�x� q
qx
ÿ q
qx

f �x� df �x�
dx

q
qr

rÿ

ÿ df �x�
dx

f �x� q
qx

�
1� q

qr
r
�
�

�
�
df �x�
dx

�2 q
qr

r
�
1� q

qr
r
��

P�x; t; r� ;

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ P�0; x; r� � d�r0 ÿ r�.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË ×ÖÐÍÙËâ f �x� ËÏÇÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ

ÏÂÔÛÕÂÃ ËÊÏÇÐÇÐËâ kÿ1 ÒÑ x Ë âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ
×ÖÐÍÙËÇÌ ("ÃÞÔÕÓÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ"), ÕÑ, ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑ
ÖÔÓÇÆÐââ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑ àÕÑÏÖ ÏÂÔÛÕÂÃÖ (ÒÑ x), ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ "ÏÇÆÎÇÐÐÞØ" ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ËÊÏÇÐÇ-
ÐËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ x,

q
qt

P�t; r� �
�
df �x�
dx

�2 � t

0

dt 0 B�t 0� q2

qr 2
r 2P�t; r� ;

P�0; r� � d�r0 ÿ r� :

¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ. ±ÓË t4 t0 ÆÂÐ-
ÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÇ:

q
qt

P�t; r� � Dr
q2

qr 2
r 2P�t; r� ; P�0; r� � d�r0 ÿ r� ; �47�

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆË××ÖÊËË Dr Ä r-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ:

Dr �
�
df �x�
dx

�2 �1
0

dt 0 B�t 0� � s 2t0

�
df �x�
dx

�2

;

t0 ì ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
v�t�.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (47) Ô ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÏ
ÆË××ÖÊËË Dr ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (22) ÒÓË
a � D � Dr, Ë ËÏÇÐÐÑ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÊÑÃÓÂ-
ÉÇÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 5 Ë 6. ¯ÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�x; t�=r0 ÒÓË àÕÑÏ ÆÎâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÞØ Ë
ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
ÔÑ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÂ y�t; a�, Õ.Ç. ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÒÑÎÇ
r�x; t�=r0 ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑ-
ÙÇÔÔÖ y�t; a�:

±ÓË àÕÑÏ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÞÇ
ËÏÇáÕ ÄËÆ �t � Drt�


r n�x; t�� � r n
0 exp

ÿ
n�nÿ 1�t� ;�

1

r n�x; t�
�
� 1

r n
0

exp
ÿ
n�n� 1�t� ; n � 1; 2; . . . ;

àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÑ
ÑÆÐËÏ Ë ÕÇÏ ÉÇ ÊÂÍÑÐÂÏ.

¥Îâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�x; t� Ë ÑÃÓÂÕÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ
1=r�x; t� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ËÏÇÇÏ ÆÎâ ÎáÃÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÑÌ ÕÑÚÍË x ÍÓËÄÞÇ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÄËÆÂ �t � Drt�

r ��x; t� � r0 exp �ÿt� ;
r0

r ��x; t� � exp t : �48�

±ÇÓÄÑÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÎâ r�x; t� Ë ÑÃÜÇÏ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË
ÒÑÎâ 1=r�x; t� Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ.

¿ÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÏÑÏÇÐÕÑÄ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ
ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ r�x; t� Ë 1=r�x; t� ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÑ ÄÞÃÓÑÔÂÏË àÕËØ
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ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÓËÄÞØ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË
r ��x; t� Ë 1=r ��x; t� Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÃoÂ ÎßÛËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ r�x; t� Ë
1=r�x; t�.

2.2.2. ¬ÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ±ÓË ÒÇÓÇ-
ØÑÆÇ Í ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ (40) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (41) ÆÎâ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ËÐÆÖÍÙËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ (ËÐÆÇÍÔ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÔÕË Í ÑÔË x ÆÂÎÇÇ
ÑÒÖÔÍÂÇÏ)�

q
qt
� vx�t� q

qx
f �x�

�
H�x; t� � v�t� f 0�x�Hx0 ; �49�

H�x; 0� � H0 :

£ÄÇÆÈÏ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ

j�x; t;H� � d
ÿ
H�x; t� ÿH

�
:

ªÔÒÑÎßÊÖâ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÖá ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ [2 ë 6], ÏÑÉÐÑ
ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ËÖÄËÎÎâ, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÇ ËÔØÑÆÐÑÌ
ÊÂÆÂÚÇ,

q
qt

j�x; t;H� �

�
�
ÿ q
qx

f �x� � f 0�x�
�
1� q

qH
H

��
vx�t�j�x; t;H�ÿ

ÿ f 0�x�Hx0 vi�t� q
qHi

j�x; t;H� ; �50�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ j�x; 0;H� � d�H0 ÿH�.
¥Îâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ

ÒÑÎâ P�x; t;H� �hj�x; t;H�i ÖÔÓÇÆÐËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (50) ÒÑ
ÂÐÔÂÏÃÎá ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÄÇÍÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË v�t�, ÍÑÕÑÓÖá
ÆÂÎÇÇ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÄÑ ÄÓÇ-
ÏÇÐË. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ Ô ÖÚÈÕÑÏ ×ÑÓÏÖÎÞ (45) ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ:

q
qt

P�x; t;H� �

� q
qx

�
f 2�x� q

qx
ÿ f �x� f 0�x� q

qH
H

�
P�x; t;H��

�
�
1� q

qH
H

��
ÿf �x� f 0�x� q

qx
�� f 0�x��2 q

qH
H

�
P�x; t;H��

� � f 0�x��2Ex0
q

qHi

q
qHi

P�x; t;H� :

¦ÔÎË ×ÖÐÍÙËâ f �x� ËÏÇÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ
ËÊÏÇÐÇÐËâ kÿ1 ÒÑ x Ë âÄÎâÇÕÔâ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ("ÃÞÔÕÓÑÇ
ËÊÏÇÐÇÐËÇ" ), ÕÑ, ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÑ ÖÔÓÇÆÐââ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÑ
àÕÑÏÖ ÏÂÔÛÕÂÃÖ (ÒÑ x), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ "ÏÇÆ-
ÎÇÐÐÞØ" ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ËÊÏÇÐÇÐËÌ:

q
qt

P�x; t;H� � q
qx

�
f 2�x� q

qx

�
P�x; t;H��

� � f 0�x��2�1� q
qH

H

�
q
qH

HP�x; t;H��

� � f 0�x��2Ex0
q2

qH2
P�x; t;H� :

µÚËÕÞÄÂâ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ Ä ÔËÎÖ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ×ÖÐÍÙËâ
P�x; t;H� ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ x, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q
qt

P�t;H� �

� D

�
q
qH

H� q
qH

H
q
qH

H

�
P�t;H� �DEx0

q2

qH2
P�t;H� ;

ÅÆÇ D � � f 0�x��2. ¯ÑÓÏËÓÖâ ÄÓÇÏâ, t! Dk 2s 2t0t, ÐÂØÑ-
ÆËÏ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ

q
qt

P�t;H� �
�

q
qH

H� q
qH

H
q
qH

H

�
P�t;H��

� Ex0
q2

qH2
P�t;H� : �51�

£ÞÄÇÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÑÌ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
E�t� � H2�t�. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÖÏÐÑÉËÏ ÑÃÇ ÚÂÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(51) ÐÂ d�H2 ÿ E� Ë ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÖÇÏ ÇÅÑ ÒÑ H. £ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÇ ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

q
qt

P�t;E � �
�
2

q
qE

E� 4
q
qE

E
q
qE

E

�
P�t;E ��

� 4Ex0
q
qE

E
q
qE

P�t;E � : �52�

µÏÐÑÉÂâ (52) ÐÂ E Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ E, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÑÌ ÚÂÔÕË àÐÇÓÅËË
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ:

q
qt



E�t�� � 2



E�t��� 4Ex0 ;



E�0�� � 0 ; �53�

ÓÇÛÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ hE�t�i � 2Ex0�exp �2t� ÿ 1� ÆÇÏÑÐÔÕÓË-
ÓÖÇÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË.

¯ÑÓÏËÓÖÇÏ àÐÇÓÅËá ÐÂ Ex0. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q
qt

P�t;E � �
�
2

q
qE

E� 4
q
qE

E
q
qE

E

�
P�t;E ��

� 4
q
qE

E
q
qE

P�t;E � �54�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ

P�0;E � � d�Eÿ b� ;

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ b � E?0=Ex0.
³ÎÇÆÖÇÕ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ ÊÂÆÂÚÂ (54) âÄÎâÇÕÔâ

ÍÓÂÇÄÑÌ Ë ÇÈ ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ ÒÑ E ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ
ÔÑÃÑÌ ÖÔÎÑÄËâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÐÖÎá
ÒÓË E � 0 Ë E � 1 ÆÎâ ÎáÃÞØ t > 0.

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ n-ÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ àÐÇÓÅËË ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q
qt



En�t�� � 2n�2nÿ 1�
En�t��� 4n 2



Enÿ1�t�� ;


En�0�� � b n ;

ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÓÇÛÇÐËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓË b � 0 Ë t4 1 ËÏÇÇÕ
ÄËÆ



En�t�� � 2n�n!�2

�4nÿ 3�!! exp
�
2n�2nÿ 1�t� ; n � 1; 2; . . .
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±ÓË àÕÑÏ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (54) ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏË ÏÑÏÇÐÕÂÏË, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b:

P�1;E � � 1

2�E� 1�3=2
: �55�

³ÎÇÆÖÇÕ ËÏÇÕß Ä ÄËÆÖ, ÚÕÑ àÕÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÃÑÃÜÈÐÐÖá ×ÖÐÍÙËá Ë âÄÎâÇÕÔâ ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÞÏ ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÇ (0; 1). £ ÕÑÚÍÇ E � 0 ÒÎÑÕÐÑÔÕß
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÑÎÉÐÂ ÑÃÓÂÜÂÕßÔâ Ä ÐÖÎß.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË b � 1 Ë Ex0 � 0 ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ àÐÇÓÅËË, ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÐÂ E?0, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (54) ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ ÚÎÇÐÂ Ë,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ âÄÎâÇÕÔâ
ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÏ:

P�t;E � � 1

4
�����
pt
p

E
exp

�
ÿ 1

16t
ln2
�
E exp �2t��� : �56�

´ÂÍÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÃÖÆÇÕ, ÑÚÇ-
ÄËÆÐÑ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÇÌ ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÑÚÇÐß ÏÂÎÞØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâØ ÄÓÇÏÇÐË, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ ÅÇÐÇÓËÓÖáÜËÌ ÚÎÇÐ ÇÜÈ ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐ. ´ÂÍ, ÐÂ ÓËÔ. 10 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(54) (ÔÒÎÑÛÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ), ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÚËÔÎÇÐÐÞÏ ËÐÕÇÅÓË-
ÓÑÄÂÐËÇÏ, ÒÓË b � 1 Ë t � 0;05 Ë t � 0;25. ºÕÓËØÑÄÞÏË
ÍÓËÄÞÏË ËÊÑÃÓÂÉÇÐÑ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ (56).

ªÊ ÓËÔÖÐÍÂ 10 ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÖÉÇ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÚÎÇÐ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (54), ÑÃÇÔÒÇÚËÄÂáÜËÌ ÅÇÐÇÓÂÙËá àÐÇÓÅËË,
âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÇÑÃÎÂÆÂáÜËÏ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 11 ÒÓËÄÇÆÇÐÑ
ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (54) (ÔÒÎÑÛÐÂâ ÍÓËÄÂâ) ÆÎâ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ b � 0 (Õ.Ç. ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÅÇÐÇÓËÓÖÇÏÑÌ
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË) ÒÓË t � 10 Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ (55)
(ÛÕÓËØÑÄÂâ ÍÓËÄÂâ). £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÕÑÎßÍÑ "ØÄÑÔÕ" ÓÇÛÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (54) ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (55)
(ÓËÔ. 11Â), ÐÑ ÒÓË àÕÑÏ ÑÚÇÐß ÏÇÆÎÇÐÐÑ (ÓËÔ. 11Ã).
±ÇÓÇÔÇÚÇÐËÇ àÕËØ ÍÓËÄÞØ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÐÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐËâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ.
±Ñ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÆÂÎÇÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�t;E �
ÃÖÆÇÕ ÔÃÎËÉÂÕßÔâ Ô "ØÄÑÔÕÑÏ" ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ.

°ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÇÎËÚËÐÂ hlnE�t�i
ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÒÑÔÎÇÆÐÇÅÑ (ÆË××ÖÊËÑÐÐÑÅÑ) ÚÎÇÐÂ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (54) Ë, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ ÆÎâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ, ÎâÒÖÐÑÄÔÍËÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÌ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [14, 33, 34])


lnE�t�� � ln bÿ 2t :

±ÓË b! �0 àÕÑÕ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÏËÐÖÔ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ ÑÃ ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË Ä ÎáÃÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, Õ.Ç. Ñ
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË. ±ÓË àÕÑÏ ÄÞÚËÔÎËÕß ÍÓËÄÖá ÕËÒËÚÐÑÌ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÐÇ ÖÆÂÈÕÔâ.

P�t;E�

1,5

1,0

0,5

0,5 1,0
E

0

Ã1,0

P�t;E�

0,5

0,5 1,0
E

0

Â

²ËÔ. 10. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÓË b � 1 Ä ÏÑÏÇÐÕÞ ÄÓÇÏÇÐË t � 0;05 (Â) Ë t � 0;25 (Ã).

1,0

0,5

4 80

P�t;E�

E

Â 0,03

0,02

0,01

6 10 15 20
0

P�t;E�

E

Ã

²ËÔ. 11. ²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÓË b � 0 Ë t � 10 ÐÂ ËÐÕÇÓÄÂÎÂØ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÐÇÓÅËË �0; 8� (Â) Ë �6; 20� (Ã).
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3. ªÊÑÕÓÑÒÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÏÂÅÐËÕÑÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ

3.1. ¤ÂÖÔÔÑÄÑ ÄÇÍÕÑÓÐÑÇ ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇ-
ÏÇÐÐ�yÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÅÂÖÔÔÑÄÂ ÄÇÍÕÑÓ-
ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r; t� Ô ÐÖÎÇÄÞÏ ÔÓÇÆÐËÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇÏ Ë ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÑÏ

Bi j�r; t; r 0; t 0� �


ui�r; t� uj�r 0; t 0�

�
:

³ÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ u�r; t� ÆÎâ ÒÑÎÐÑÕÞ ÍÂÓÕËÐÞ ÃÖ-
ÆÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ
�div u�r; t� 6� 0�, ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ
ÒÑÎÇÏ, ÑÃÎÂÆÂáÜËÏ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ, ÐÑ ÐÇ
ËÏÇáÜËÏ ÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë
âÄÎâáÜËÏÔâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ, Ô ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÏ Ë ÔÒÇÍÕ-
ÓÂÎßÐÞÏ ÕÇÐÊÑÓÂÏË �t � tÿ t1�

Bi j�rÿ r1; t� �


ui�r; t� uj�r1; t1�

� �
�
�
dkEi j�k; t� exp

�
ik�rÿ r1�

�
;

Ei j�k; t� � 1

�2p�d
�
drBi j�r; t� exp �ÿikr� ;

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ d ì ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. £ ÔËÎÖ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÔËÏÏÇÕÓËË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÌ
ÕÇÐÊÑÓ Bi j�rÿ r1; t� ËÏÇÇÕ ÄÇÍÕÑÓÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ [38]
�rÿ r1 ! r�:

Bi j�r; t� � B iso
i j �r; t� � C�r; t�ei j k rk ; �57�

ÅÆÇ B iso
i j �r; t� ì ËÊÑÕÓÑÒÐÂâ ÚÂÔÕß ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÅÑ

ÕÇÐÊÑÓÂ,

B iso
i j �r; t� � A�r; t� ri rj � B�r; t� di j ;

ei j k ì ÒÔÇÄÆÑÕÇÐÊÑÓ, ÒÓËÐËÏÂáÜËÌ ÊÐÂÚÇÐËÇ ei j k � 0,
ÇÔÎË ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ËÊ ËÐÆÇÍÔÑÄ i, j Ë k ÔÑÄÒÂÆÂáÕ, Ë
ei j k � �1, ÇÔÎË ÄÔÇ ËÐÆÇÍÔÞ i, j Ë k ÓÂÊÎËÚÐÞ Ë ÓÂÔÒÑÎÑ-
ÉÇÐÞ Ä ÙËÍÎËÚÇÔÍÑÏ ËÎË ÂÐÕËÙËÍÎËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [38]). ±ÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÆÄÖØ ÒÔÇÄÆÑÕÇÐÊÑÓÑÄ e ÖÉÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÕÇÐÊÑÓÑÏ, Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑ

eilmejpq � di jdlpdmq � dipdlqdm j � diqdl jdmpÿ
ÿ di jdlqdmp ÿ dipdl jdmq ÿ diqdlpdm j ; �58�

ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓË j � m (ÒÑ ÒÑÄÕÑÓâáÜËÏÔâ ËÐÆÇÍÔÂÏ
ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÔÖÏÏËÓÑÄÂÐËÇ)

eilmempq � �dÿ 2��dipdlq ÿ diqdlp� ; �59�
Ë Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÄÈÓÕÍÂ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß.

ªÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÚÂÔÕË ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÄËÆÂ

E iso
i j �k; t� � E s

i j�k; t� � Ep
i j�k; t� ;

ÅÆÇ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÕÇÐÊÑÓÂ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ËÏÇáÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ

E s
i j�k; t� � E s�k; t�

�
di jÿ ki kj

k 2

�
; Ep

i j�k; t� � Ep�k; t� ki kj
k 2

:

©ÆÇÔß ÚÇÓÇÊ E s�k; t� Ë Ep�k; t� ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ
ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÂâ Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÒÇÍÕ-
ÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÕÇÒÇÓß ×ÖÐÍÙËá Bi j�r� ÍÂÍ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÑÕ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (57):

Bi j�r� �
�1
0

dtBi j�r; t� � B iso
i j �r� � C�r�ei j k rk ; �60�

ÕÑÅÆÂ Bi j�0� � D0di j Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÇÎËÚËÐÂ

Bii�0� � D0d � t0s 2
u �

�
dk
��dÿ 1�E s�k� � E p�k�� �61�

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÓÂÆËÖÔ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ t0, ÅÆÇ s 2

u � Bii�0; 0� � hu2�r; t�iì ÇÅÑ ÆËÔÒÇÓÔËâ,

E s�k� �
�1
0

dtE s�k; t� ; Ep�k� �
�1
0

dtE p�k; t� : �62�

¥Îâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË (60) ÄÞÚËÔÎÇÐËâ, ÔÄâ-
ÊÂÐÐÞÇ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ÒÑÎâ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ, ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÜÂáÕÔâ. ´ÂÍ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

qBi j�0�
qrk

� C�0�ei j k ; �63�

ÿ q2Bi j�0�
qrk qrl

� D s

d�d� 2�
��d� 1�dkldi j ÿ dkidl j ÿ dk jdli

��
� D p

d�d� 2�
�
dkldi j � dkidl j � dk jdli

�
; �64�

q3Bkp�0�
qrn qrm qrj

� ÿ2a�ekp jdnm � ekpmdn j � ekpndm j� ; �65�

ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

q3Bkp�0�
qr2 qrj

� ÿ2a�d� 2�ekp j ;

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ

D s �
�
dk k 2E s�k� � 1

dÿ 1

�1
0

dt


x�r; t� t�x�r; t�� ;

D p �
�
dk k 2E p�k� �

�1
0

dt
�
qu�r; t� t�

qr
qu�r; t�

qr

�
; �66�

C�r� � C�0� ÿ ar2 ;

x�r; t� � rot u�r; t�ìÄËØÓß ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË, Â ×ÖÐÍÙËâC�r�
ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕË
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t�.

£ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÓË ÓÂÔÚÈÕÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇ-
ÓËÔÕËÍ ÚÂÔÕËÙ Ë ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÒÓËÃÎË-
ÉÇÐËÇÏ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÔÕË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÎâ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕÇÌ u�r; t�, Ä ÓÂÏÍÂØ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ
Bi j�r; t� ÂÒÒÓÑÍÔËÏËÓÖÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (44).

3.2. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÎÑÍÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÓË-
ÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ËÊÄÇÔÕÐÑ
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÇÈ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÍÑÕÑÓÑÇ

470 £.ª. ¬Á¸¬ª¯ [µ¶¯ 2011



ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË à××ÇÍÕÂ ÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËË.

¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÒÓÇÆ-
ÔÕÂÄÎÇÐËË ÄÄÇÆÈÏ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá j�r; t; r� �
� d�r�r; t�ÿr�, ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÖá ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË r�r; t� �
� r � const Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÎË ÍÑÐÕÖÓÇ Ä ÆÄÖÏÇÓ-
ÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ. µÓÂÄÐÇÐËÇ ËÖÄËÎÎâ ÆÎâ ÐÇÈ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ
ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ [2 ë 6]�

q
qt
� u�r; t� q

qr

�
j�r; t; r� � qu�r; t�

qr
q
qr

�
rj�r; t; r�� ; �67�

Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (15) Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÑÌ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ P�r; t; r� �
� hd�r�r; t� ÿ r�i.

µÔÓÇÆÐââ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (67) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ
ÒÑÎâ u�r; t�, Ô ÖÚÈÕÑÏ ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÖÓÖÙÖ ë¯ÑÄËÍÑÄÂ (45) Ë
×ÑÓÏÖÎ (63), (64) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÄËÆÇ�

q
qt
ÿD0D

�
P
ÿ
r; t; rjr0�r�

� � Dr
q2

qr 2
r 2P

ÿ
r; t; rjr0�r�

�
;

P
ÿ
r; 0; rjr0�r�

� � d
ÿ
rÿ r0�r�

�
;

�68�

ÅÆÇ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË Ä r-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ D0 Ë r-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Dr � D p ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË (61) Ë
(66); ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÚÇÓÕÑÌ ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚËÎË ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ àÌÎÇÓÑÄÂ ÒÑÎâ r�r; t� ÑÕ ÐÂÚÂÎß-
ÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ r0�r�.

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (68) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

P
ÿ
r; t; rjr0�r�

� � 1

2r
�����������
pDrt

p exp

�
D0t

q2

qr2

�
�

� exp

�
ÿ ln2

�
r exp �Drt�=r0�r�

�
4Drt

�
: �69�

¦ÔÎË ÐÂÚÂÎßÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÓËÏÇÔË ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ,
r0�r� � r0 � const, ÕÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ r Ë Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ àÌÎÇÓÑÄÑ ÒÑÎÇ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑ Ô ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËâ:

P�t; rjr0� �
1

2r
�����
pt
p exp

�
ÿ ln2

�
r exp �t�=r0

�
4t

�
;

�70�
F�t; rjr0� � Pr

�
ln
�
r exp �t�=r0

�
2
���
t
p

�
;

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ t � Drt, Pr �z� ì ËÐÕÇÅÓÂÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
(26).

³ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÒÑÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�r; t�, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÆÂÚÂ, ÍÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß
ÓÂÐÇÇ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÂÐÂÎËÊÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ
ÒÓÑÙÇÔÔÂ, ÒÓË àÕÑÏ ÄÔÇ ÏÑÏÇÐÕÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ÐÂÚËÐÂâ ÔÑ
ÄÕÑÓÑÌ, àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË:


r�r; t�� � r0 ;


r n�r; t�� � r n

0 exp
ÿ
n�nÿ 1�t� ; �71�

Â ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÎáÃÑÌ
×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ

ÖÃÞÄÂÇÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË:

r ��t� � r0 exp �ÿt� ;

ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÐÂÎËÚËË ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ
×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÔÓÇÆÞ Ä ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞØ ÆËÄÇÓÅÇÐÕ-
ÐÞØ ÒÑÕÑÍÂØ. ¶ÑÓÏËÓÑÄÂÐËÇ àÌÎÇÓÑÄÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË Ä ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÊÂ ÔÚÈÕ ×ÎÖÍÕÖÂÙËË ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÑÍÓÖÅ
àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ.

£ÞÛÇ ÏÞ ÑÃÔÖÆËÎË ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔË Ä àÌÎÇÓÑÄÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËË, ÚÕÑ ÖÉÇ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÐÂÏ ÔÆÇÎÂÕß ÓâÆ ÊÂÍÎáÚÇÐËÌ
Ñ ÒÑÄÇÆÇÐËË ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË
Ä ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÞØ ÕÑÚÍÂØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ¿ÕÑ ÉÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÆÂÈÕ ÕÂÍÉÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÄÞâÔÐËÕß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ-ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË.

¥Îâ ÐÂÅÎâÆÐÑÔÕË ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÊÆÇÔß ÆÄÖÏÇÓÐÞÏ
ÔÎÖÚÂÇÏ. ¬ÂÍ ÑÃÔÖÉÆÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 1.1, ÄÂÉÐÞÇ ÔÄÇÆÇ-
ÐËâ Ñ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÏ ÒÑÄÇÆÇÐËË ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÂÐÂÎËÊ ÎËÐËÌ ÖÓÑÄÐâ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞØ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ
r�r; t� � r � const. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÕÂÍËÇ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ ÒÑÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÍÂÍ ÑÃÜÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ ÒÎÑÜÂÆË S�t; r� Ä ÑÃ-
ÎÂÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ r�r; t� > r, ÑÃÜÂâ ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔËM�t; r�,
ÊÂÍÎáÚÈÐÐÂâ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÕÑÓÞØ
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ,
ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË


S�t; r�� � �1
r

d~r
�
drP

ÿ
r; t; ~rjr0�r�

�
;

�72�

M�t; r�� � �1

r
~r d~r

�
drP

ÿ
r; t; ~rjr0�r�

�
:

±ÑÆÔÕÂÄËÄ Ä (72) ÓÇÛÇÐËÇ (69), ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑÏ ÐÇÔÎÑÉÐÞØ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÎÇÅÍÑ ÐÂÌÕË âÄÐÞÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ:


S�t; r�� � � dr Pr� 1�����
2t
p ln

r0�r� exp �ÿt�
r

�
;

�73�

M�t; r�� � � dr r0�r� Pr� 1�����

2t
p ln

r0�r� exp �t�
r

�
;

ÅÆÇ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ Pr �z� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑ ×ÑÓ-
ÏÖÎÇ (26). µÚËÕÞÄÂâ ÕÇÒÇÓß ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ×ÖÐÍÙËË Pr �z�
(28), ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÒÓË t4 1 ÔÓÇÆÐââ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ,
Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÒÎÑÕÐÑÔÕß, ÒÓÇÄÞÛÂáÜÂâ ÖÓÑÄÇÐß r, ÖÃÞÄÂÇÕ
ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ


S�t; r�� � 1��������
ptr
p exp

�
ÿ t
4

��
dr

�����������
r0�r�

p
; �74�

ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ ÊÂÍÎáÚÈÐÐÂâ Ä àÕËØ ÑÃÎÂÔÕâØ ÔÓÇÆÐââ ÏÂÔÔÂ
ÒÓËÏÇÔË



M�t; r�� �Mÿ

������
r
pt

r
exp

�
ÿ t
4

��
dr

�����������
r0�r�

p
�75�

ÏÑÐÑÕÑÐÐÑ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÇÈ ÒÑÎÐÑÌ ÏÂÔÔÇ M � � dr r0�r�.
¿ÕÑ ÇÜÈ ÓÂÊ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÂÇÕ ÔÆÇÎÂÐÐÞÌ ÓÂÐÇÇ ÄÞÄÑÆ Ñ ÕÑÏ,
ÚÕÑ ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓËÏÇÔË ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÔÕÓÇÏâÕÔâ ÔÑÃÓÂÕßÔâ
Ä ÍÎÂÔÕÇÓÞì ÍÑÏÒÂÍÕÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË ÒÑÄÞÛÇÐÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË, ÑÍÓÖÉÈÐÐÞÇ ÓÂÊÓÇÉÈÐÐÞÏË ÑÃÎÂÔÕâÏË.
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¥ËÐÂÏËÍÖ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄÏÑÉÐÑ ÒÓÑËÎÎá-
ÔÕÓËÓÑÄÂÕß ÐÂ ÒÓËÏÇÓÇ, ÍÑÅÆÂ ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ ÒÓËÏÇÔß
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÂ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË r0�r� � r0 �
� const. ±ÓË àÕÑÏ ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕË
(ÒÓËØÑÆâÜÂâÔâ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË), ÄÐÖÕÓË ÍÑÕÑÓÑÌ
r�r; t� > r,

s�t; rjr0� �
�1
r

d~rP�t; ~rjr0� � Pr

�
ln
�
r0 exp �ÿt�=r

������
2t
p

�
;

�76�
ÅÆÇ P�t; rjr0�ì ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ r ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (68)
(Õ.Ç. ×ÖÐÍÙËâ (70)), Â ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË
(ÒÓËØÑÆâÜÂâÔâ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÒÎÑÜÂÆË), ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ
Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

m�t; rjr0�
r0

� 1

r0

�1
r

~r d~rP�t; ~rjr0� � Pr

�
ln
�
r0 exp �t�=r

������
2t
p

�
:

�77�
ªÊ (76), (77) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ �t4 1�
ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÖÃÞÄÂÇÕ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ

s�t; rjr0� �
���������
r0
prt

r
exp

�
ÿ t
4

�
; �78�

Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÄÐÖÕÓË àÕÑÌ ÒÎÑÜÂÆË ÔÑÃËÓÂÇÕÔâ ÒÓÂÍÕË-
ÚÇÔÍË ÄÔâ ÏÂÔÔÂ ÒÓËÏÇÔË:

m�t; rjr0�
r0

� 1ÿ
�����������
r

pr0t

r
exp

�
ÿ t
4

�
: �79�

·ÂÓÂÍÕÇÓ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì àÄÑÎáÙËË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓ-
ÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÕÐÑÛÇÐËâ r=r0.
´ÂÍ, ÇÔÎË r=r0 < 1, ÕÑ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË
s�0; r� � 1 Ë m�0; r� � 1. ¥ÂÎÇÇ, ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÕÑÅÑ ÚÕÑ
ÚÂÔÕËÙÞ ÒÓËÏÇÔË ÒÇÓÄÑÇ ÄÓÇÏâ ÔÕÓÇÏâÕÔâ ÓÂÊÃÇÉÂÕßÔâ,
ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÐÇÃÑÎßÛËÇ ÑÃÎÂÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÞØ r�r; t� < r Ë
ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÐÇÊÐÂÚËÕÇÎßÐÖá ÚÂÔÕß ÑÃÜÇÌ ÏÂÔÔÞ.
³ ÕÇÚÇÐËÇÏ ÄÓÇÏÇÐË àÕË ÑÃÎÂÔÕË ÃÞÔÕÓÑ ÖÄÇÎËÚËÄÂáÕÔâ,

Â ËØ ÏÂÔÔÂ ÒÇÓÇÕÇÍÂÇÕ Ä ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË, ÆÑÄÑÎßÐÑ
ÃÞÔÕÓÑ ÄÞØÑÆâ ÐÂ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË (78),
(79) (ÛÕÓËØÑÄÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 12).

£ ÑÃÓÂÕÐÑÏ, ÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, r=r0 > 1, Ä ÐÂ-
ÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË s�0; r� � 0 Ë m�0; r� � 0. ªÊ-ÊÂ
ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÊÃÇÅÂÐËâ ÚÂÔÕËÙ ÑÃÓÂÊÖáÕÔâ ÐÇÃÑÎßÛËÇ
ÍÎÂÔÕÇÓÐÞÇ ÑÃÎÂÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÞØ r�r; t� > r; àÕË ÑÃÎÂÔÕË
ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÔÑØÓÂÐâáÕÔâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË Ë ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ ÄÕâ-
ÅËÄÂáÕ Ä ÔÇÃâ ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÖá ÚÂÔÕß ÑÃÜÇÌ ÏÂÔÔÞ. ³Ñ
ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÎÑÜÂÆË àÕËØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÖÏÇÐßÛÂáÕÔâ, Â ÏÂÔÔÂ
Ä ÐËØ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÔÑÅÎÂÔÐÑ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÏ ÊÂÄËÔË-
ÏÑÔÕâÏ (78), (79) (ÛÕÓËØÑÄÞÇ ÍÓËÄÞÇ ÐÂ ÓËÔ. 13).

£ÞÛÇ ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÒÓÑÔÕÇÌÛÖá ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÖá
ÊÂÆÂÚÖ Ñ ÆË××ÖÊËË ÔÍÂÎâÓÐÑÌ ÒÓËÏÇÔË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÓÇÅÖÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ Ë à××ÇÍÕÂ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËË. ¥Îâ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ
ÕÂÍÉÇ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÑÔß ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÅÑ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ. £ÔÇ ÐÇÖÚÕÈÐÐÞÇ
×ÂÍÕÑÓÞ ÐÂÚËÐÂáÕ ÆÇÌÔÕÄÑÄÂÕß Ô ÍÂÍÑÅÑ-ÕÑ ÏÑÏÇÐÕÂ
ÄÓÇÏÇÐË, ÕÂÍ ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÔÒÓÂÄÇÆ-
ÎËÄÞ ÎËÛß ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ ÆË××ÖÊËË. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,
àÕË ×ÂÍÕÑÓÞ ÏÑÅÖÕ ÒÓËÄÑÆËÕß Í ÐÑÄÞÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ
à××ÇÍÕÂÏ [2 ë 6].
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²ËÔ. 12. ¥ËÐÂÏËÍÂ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ ÒÓË r=r0 � 0;5.
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²ËÔ. 13. ¥ËÐÂÏËÍÂ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ ÒÓË r=r0 � 1;5 (Â, Ã) Ë r=r0 � 10 (Ä, Å).
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3.3. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
Ë ÇÅÑ àÐÇÓÅËË Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
3.3.1. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ²ÂÔÔÏÑÕ-
ÓËÏ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (16). ¬ÂÍ Ë ÆÎâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË, ÔÎÖÚÂÌÐÖá ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÖá ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ u�r; t�
ÃÖÆÇÏ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÕß ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ �div u�r; t� 6� 0� ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞÏ ÅÂÖÔÔÑÄÞÏ ÒÑÎÇÏ, ÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏ, ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÞÏ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË.

£ÄÇÆÈÏ ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
j�r; t;H� � d�H�r; t� ÿH�, ÍÑÕÑÓÂâ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ËÖÄËÎÎâ [36]�

q
qt
� u�r; t� q

qr

�
j�r; t;H� �

� ÿ q
qHi

�
H

qui�r; t�
qr

ÿHi
qu�r; t�

qr

�
j�r; t;H� �80�

Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËÇÏ j�r; 0;H� � d�H0�r� ÿH�.
µÔÓÇÆÐËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (80) ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ

ÒÑÎâ fu�r; t�g. ¥Îâ ÓÂÔÙÇÒÎÇÐËâ ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÍÑÓÓÇÎâ-
ÙËÌ ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ ¶ÖÓÖÙÖ ë¯ÑÄËÍÑÄÂ (45).
µÚËÕÞÄÂâ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (61), (63) Ë (64) Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË
(66), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÔÍÑÏÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ P�r; t;H� �
� hj�r; t;H�iu [36]:�
q
qt
ÿD0

q2

qr2

�
P�r; t;H� �

�
�
D1

q
qHl

q
qHk

HlHk �D2
q

qHl

q
qHl

H 2
k

�
P�r; t;H� ; �81�

ÅÆÇ D1, D2 ì ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÆË××ÖÊËË,

D1 � �d
2 ÿ 2�D p ÿ 2D s

d�d� 2� ; D2 � �d� 1�D s �D p

d�d� 2� ;

d ì ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ±ÓË ÄÞÄÑÆÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(81) ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂ qHi=qHi � d. ¥Îâ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÌ
ÊÂÆÂÚË d � 3, Â ÆÎâ ÒÎÑÔÍÑÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑ-
ÔÕË d � 2 (ÔÏ. ÊÂÏÇÚÂÐËÇ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (12)).

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ
ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ r Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (81) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

q
qt

P�t;H� �
�
D1

q
qHl

q
qHk

HlHk �D2
q

qHl

q
qHl

H 2
k

�
P�t;H� :
�82�

¯ÂÌÆÈÏ ÕÇÒÇÓß ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÖá ÍÑÓÓÇÎâÙËá ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ hWij�t�i � hHi�r; t�Hj�r; t�i ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ.
µÏÐÑÉÂâ (81) ÐÂ Hi Ë Hj Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ H, ÒÓËØÑÆËÏ Í
ÖÓÂÄÐÇÐËá

q
qt



Wij�t�

� � 2D1



Wi j�t�

�� 2D2di j


E�t�� ;

ÑÕÍÖÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË

E�t�� � E0 exp

�
2
dÿ 1

d
�D s �D p�t

�
; �83�

Â ÆÎâ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

Wi j�t�

�

E�t�� � 1

d
di j �

�
Wi j�0�
E0

ÿ 1

d
di j

�
�

� exp

�
ÿ2 �d� 1�D s �D p

d� 2
t

�
: �84�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÓÇÆÐââ àÐÇÓÅËâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂ-
ÔÕÂÇÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÒÓË àÕÑÏ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ËÊÑÕÓÑÒËÊÂÙËâ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÕÂÍÉÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ àÍÔÒÑÐÇÐÕÞ ÔÒÇÍÕÓÂÎß-
ÐÞÇ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÄØÑÆâÕ ÂÆÆËÕËÄÐÞÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ àÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ
Ë ÆÎâ ÎáÃÞØ ÆÓÖÅËØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÇÅÑ
àÐÇÓÅËË.

3.3.2. £ÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.
£ÄÇÆÈÏ ÕÇÒÇÓß ËÐÆËÍÂÕÑÓÐÖá ×ÖÐÍÙËá àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ E�r; t� � H2�r; t� ì j�r; t;E� � d�E�r; t� ÿ E �, Ô
ÒÑÏÑÜßá ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ P�r; t;E�
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ

P�r; t;E � � 
dÿE�r; t� ÿ E
��

u
� 
dÿH2�r; t� ÿ E

��
H
:

¥Îâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÔÎÇÆÖÇÕ
ÆÑÏÐÑÉËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (81) ÐÂ d�H2 ÿ E � Ë ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑ-
ÄÂÕß ÇÅÑ ÒÑH. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ [36]�

q
qt
ÿD0

q2

qr2

�
P�r; t;E � �

�
�
a

q
qE

E�D
q
qE

E
q
qE

E

�
P�r; t;E � ; �85�

P�r; 0;E � � d
ÿ
Eÿ E0�r�

�
;

Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË

a � 2
dÿ 1

d� 2
�D p ÿD s� ; D � 4�dÿ 1� �d� 1�D p �D s

d�d� 2� :

±ÓË àÕÑÏ a ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÍÂÍ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÏ, ÕÂÍ Ë
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏ. ªÊÏÇÐÇÐËâ ÊÐÂÍÂ a ÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÒÑÎâ E�r; t� Í ÒÑÎá
~E�r; t� � 1=E�r; t�. ³ÎÖÚÂÌ a � 0 �D p � D s� ÊÂÔÎÖÉËÄÂÇÕ
ÑÕÆÇÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ.

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (85) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

P�r; t;E � � 1

2E
��������
pDt
p exp

�
D0t

q2

qr2

�
�

� exp

�
ÿ ln2

�
E exp �at�=E0�r�

�
4Dt

�
: �86�

¥Îâ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÐÇÓÅËË E0�r� � E0 ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ
(86) ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ r Ë ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ

P�t;E � � 1

2E
��������
pDt
p exp

�
ÿ ln2

�
E exp �at�=E0

�
4Dt

�
: �87�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕË-
ÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË àÐÇÓÅËË E�r; t�=E0 ÔÕÂÕËÔÕËÚÇ-
ÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
E�t� � y�t; a� (2).

2 µ¶¯, Õ. 181, å 5
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·ÂÓÂÍÕÇÓÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ (87) âÄÎâ-
ÇÕÔâ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÆÎËÐÐÑÅÑ ÒÑÎÑÅÑÅÑ "ØÄÑÔÕÂ" ÒÓË Dt4 1,
ÑÊÐÂÚÂáÜÇÅÑ ÖÔËÎÇÐËÇ ÓÑÎË ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ ÒÓÑÙÇÔÔÂ
E�t; a� Ä ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËË ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÕÂÕËÔÕËÍË. ¥Îâ
àÕÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÔÇ ÏÑÏÇÐÕÞ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ (ÍÂÍ ÆÎâ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞØ n, ÕÂÍ Ë ÆÎâ n < 0):


En�t�� � En
0 exp

�
ÿ2n dÿ 1

d� 2
�Dp ÿD s�t�

� 4n 2�dÿ 1� �d� 1�D p �D s

d�d� 2� t

�
;

Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË n � 1 ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ

E�t�� � E0 exp �gt� ; g � 2�dÿ 1�

d
�D p �D s� ; �88�

Â �
ln

E�t�
E0

�
� ÿat � ÿ2 dÿ 1

d� 2
�D p ÿD s�t ;

ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÂÓÂÏÇÕÓ a âÄÎâÇÕÔâ ÎâÒÖÐÑÄÔÍËÏ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËÏ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ. ±ÓË àÕÑÏ ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ E�t�, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜÂâ
ÒÑÄÇÆÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÍÑÐÍÓÇÕÐÞØ ÓÇÂÎË-
ÊÂÙËâØ, Ä ÎáÃÑÌ ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ
âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÌ,

E ��t� � E0 exp �ÿat� � E0 exp

�
ÿ2 dÿ 1

d� 2
�D p ÿD s�t

�
;

ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÌ ËÎË ÖÃÞÄÂáÜÇÌ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. ´ÂÍ, ÒÓË
a > 0 �D p > D s� ÍÓËÄÂâ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂÇÕ Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÚÕÑ
ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ ÍÎÂÔÕÇÓÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ, Ë ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÏÑÏÇÐÕÑÄ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÓÇÆÍËÏË, ÐÑ ÃÑÎßÛËÏË
ÄÞÃÓÑÔÂÏË àÐÇÓÅËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ
ÓÇÂÎËÊÂÙËË, ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏË ÆÎâ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞØ ÒÓÑÙÇÔ-
ÔÑÄ. £ ÆÓÖÅÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÒÓË a < 0 �D p < D s�, ÍÓËÄÂâ
ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË, ÚÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ ÑÃ ÑÃÜÇÏ ÖÄÇÎËÚÇÐËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÍÂÉÆÑÌ ÕÑÚÍÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ¯Â
ÓËÔÖÐÍÇ 14 ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÓÇÂÎËÊÂÙËË àÐÇÓ-
ÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÆÎâ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a ÓÂÊÐÞØ ÊÐÂÍÑÄ.

ªÐÆËÍÂÕÑÓÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß Ë ÑÃÜÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ ÒÑÎâ àÐÇÓÅËË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÕÂÍËÇ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÞ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÍÂÍ ÑÃÜÂâ
ÄÇÎËÚËÐÂ ÑÃÝÈÏÂ (Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) ËÎË ÒÎÑÜÂÆË (Ä
ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ) ÑÃÎÂÔÕË, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ E�r; t� > E,

V�t;E � �
�
dr y

ÿ
E�r; t� ÿ E

� � � dr �1
E

d ~E d
ÿ
E�r; t� ÿ ~E

�
;

Ë ÑÃÜÂâ àÐÇÓÅËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÊÂÍÎáÚÈÐÐÂâ Ä àÕÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË,

E�t;E � �
�
drE�r; t� yÿE�r; t� ÿ E

� �
�
�
dr

�1
E

~Ed ~E d
ÿ
E�r; t� ÿ ~E

�
;

ÔÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (86), ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂÏË


V�t;E �� � �1
E

d ~E

�
drP�r; t; ~E � ;


E�t;E �� � �1
E

~E d ~E

�
drP�r; t; ~E � :

³ÓÇÆÐËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ
ÆË××ÖÊËË Ä r-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂ D0) Ë ÆÎâ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ (86) ÒÑÎÖÚÂÇÏ, ÚÕÑ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍÂ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÑÃÝÈÏÂ ÒÓË t!1 (ÒÓË a > 0) ÖÃÞÄÂÇÕ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ



V�t;E �� � 1

a

����������������
D

pE a=Dt

r
exp

�
ÿ a 2t

4D

��
dr

����������������
E

a=D
0 �r�

q
:

±ÓË a < 0 ÔÓÇÆÐËÌ ÑÃÝÈÏ ÒÓË t!1 ÊÂÐËÏÂÇÕ ÄÔÈ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ.

¥Îâ ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË Ä ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÒÓË t!1 (ÕÂÍ ÍÂÍ a < 2D):
E�t;E �� �
� exp �gt�

�
drE0�r�

(
1ÿ 1

�2Dÿ a�

����������������������������������������
D

pt

�
E

E0�r�
��2Dÿa�=Ds

�

� exp

�
ÿ�2Dÿ a�2 t

4

�)
;

ÅÆÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ g ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (88), ÊÐÂÚËÕ, ÒÓË
a > 0 Ä ÍÎÂÔÕÇÓÂØ ÔÑÆÇÓÉËÕÔâ 100% ÑÕ ÑÃÜÇÌ ÔÓÇÆÐÇÌ
àÐÇÓÅËË.

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÒÓË
ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË ÆÎâ ÖÆÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÑÃÝÈÏÂ ÃÑÎßÛËØ ÄÞÃÓÑÔÑÄ Ë ËØ ÑÃÜÇÌ àÐÇÓÅËË, ÒÓËØÑÆâ-

1

t1 t

a4 0

E�r; 0�
E�r; t1�

r
r

E ��t�

1

t1 t

a5 0

E�r; 0�

E�r; t1�

r r

E ��t�

²ËÔ. 14. ³ØÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ àÐÇÓÅËË
ÒÑÎâ ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a > 0 Ë a < 0.
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ÜËÇÔâ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ ÑÃÝÈÏÂ, ËÏÇáÕ ÄËÆ
Vhom�t;E �� �
�

1

a

�������������������������
D

pt

�
E0

E

�a=D
s

exp

�
ÿ a 2t

4D

�
; a > 0 ;

1ÿ 1

jaj

���������������������������
D

pt

�
E

E0

�jaj=Ds
exp

�
ÿ jaj

2t

4D

�
; a < 0 ;

8>>>>><>>>>>:
Ë, ÕÂÍ ÍÂÍ �2Dÿ a� > 0; ÕÑ


Ehom�t;E �� � E0 exp �gt�
(
1ÿ 1

2Dÿ a

����������������������������������
D

pt

�
E

E0

��2Dÿa�=Ds
�

� exp

�
ÿ�2Dÿ a�2t

4D

�)
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË a > 0 �D p > D s� ÖÆÇÎßÐÞÌ ÑÃÜËÌ
ÑÃÝÈÏ ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá, Â ÖÆÇÎßÐÂâ ÑÃÜÂâ àÐÇÓÅËâ,
ÊÂÍÎáÚÈÐÐÂâ Ä àÕÑÏ ÑÃÝÈÏÇ, ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÔÑ ÔÓÇÆÐÇÌ
àÐÇÓÅËÇÌ ÄÑ ÄÔÈÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ¿ÕÑ ÔÄËÆÇÕÇÎßÔÕÄÖÇÕ Ñ
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.

£ ÔÎÖÚÂÇ a < 0 �D p < D s� ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ,
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÑÃÜÇÇ ÖÔËÎÇÐËÇ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë
ÖÆÇÎßÐÞÌ ÑÃÝÈÏ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ àÐÇÓÅËâ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË, ÊÂÐËÏÂÇÕ ÄÔÈ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ.
°ÕÆÇÎßÐÑ ÑÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÄÑÊÓÂÔÕÂ-
ÐËË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ àÐÇÓÅËË E ÄÑ ÄÔÈÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÏÇÎÍÑ-
ÏÂÔÛÕÂÃÐÑÏ ÆËÐÂÏÑ) ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÑÃÓÂÕ-
ÐÑÌ ÄÇÎËÚËÐÞ 1=E. ´Ñ ÇÔÕß ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÍÎÂÔÕÇÓÞ ÍÑÏ-
ÒÂÍÕÐÞØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ Ô ÄÞÕÇÔÐÇÐÐÞÏ ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ
(ÏÂÅÐËÕÐÞØ ÐÖÎÇÌ).

3.3.3. ³ÎÖÚÂÌ a � 0 (D p � D s). £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÓË ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÏ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÖÔÎÑÄËË àÐÇÓÅËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÂ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ (10).
±ÓË àÕÑÏ ÄÔÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÔÕËÍË ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ r Ë ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

P�t;E � � 1

2E
��������
pDt
p exp

�
ÿ ln2 �E=E0�

4Dt

�
:

³ÎÖÚÂÌÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ E�t� Ë 1=E�t� ÕÑÅÆÂ ÕÂÍÉÇ ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ, Â ÄÔÇ ÏÑÏÇÐÕÞ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË: hEn�t�i �
� En

0 exp �n 2gt�, ÅÆÇ g � 4�dÿ 1�D p=d, Ë, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓË
n � 1 ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ àÐÇÓÅËâ hE�t�i � E0 exp �gt�.

¥Îâ ÖÆÇÎßÐÑÅÑ ÔÓÇÆÐÇÅÑ ÑÃÝÈÏÂ ÒÓË t!1 ÒÑÎÖÚÂÇÏ,
ÚÕÑ ÑÐ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÒÑÎÑÄËÐÇ ÑÃÜÇÅÑ
ÑÃÝÈÏÂ, Â ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ àÐÇÓÅËâ ÒÓË àÕÑÏ ÔÕÓÇÏËÕÔâ
Í ÒÑÎÐÑÌ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÎÖÚÂÇ a � 0 �D p � D s� ÏÞ ÄËÆËÏ,
ÚÕÑ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË ÐÇÕ, ÐÑ ÒÓË àÕÑÏ, ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÒÇÓÇ-
ÏÇÉÂÇÏÑÔÕß ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ. ¿ÕÑÕ ÉÇ ÄÞÄÑÆ ÑÕÐÑÔËÕÔâ,
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, Ë Í ÒÑÎá f �r; t� (10).

4. ªÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÇ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË
ÒÂÔÔËÄÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ

£ ÓÂÊÆÇÎÇ 3 ÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÒÑÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË à××ÇÍÕÑÄ

ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËË ÃÞÎË ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕÇÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ àÕËØ ÒÑÎÇÌ. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ÒÑÎÖÚËÕß ÖÔÎÑÄËâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓ-
ÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ËÆÇÌ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÒÑÅÓÂ-
×ËË. ¥Îâ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑÌ ËÐ×ÑÓÏÂÙËË Ñ
ÍÎÂÔÕÇÓÂØ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÊÐÂÐËÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ,
ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÒÓÑ-
ËÊÄÑÆÐÞØ ÔÍÂÎâÓÐÞØ ÒÑÎÇÌ Ë ËØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÇÌ Ô ÔÂÏËÏ
ÒÑÎÇÏ. ¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÕÂÍËØ ÄÇÎËÚËÐ ÕÓÇ-
ÃÖÇÕ ÑÚÇÐß ÅÓÑÏÑÊÆÍËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ, Ë ÓÂÊÑÃÓÂÕßÔâ Ä
ÔÎÇÆÔÕÄËâØ ÕÂÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÑÚÇÐß ÔÎÑÉÐÑ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,
ÕÂÍÑÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÐÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÐÇ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÄÍÎáÚÇÐËâ Ä
ÂÐÂÎËÊ à××ÇÍÕÑÄ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÑÆÐÂÍÑ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÑÕ ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(11) Ë (12) ÎÇÅÍÑ ÒÇÓÇÌÕË Í ÊÂÏÍÐÖÕÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÍÂÍ ÆÎâ
ÔÂÏËØ ÔÓÇÆÐËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ àÕËØ ÒÑÎÇÌ, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ËØ ÄÞÔÛËØ
ÏÐÑÅÑÕÑÚÇÚÐÞØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ
ÂÐÂÎËÊÂ Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ÒÓÑÃÎÇÏ ÑÔÕÂÈÕÔâ ÇÆËÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÌ ÒÖÕß: ËÊÖÚÇÐËÇ ÆÄÖØÕÑÚÇÚÐÞØ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ
×ÖÐÍÙËÌ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË R�r; r1; t� � hr�r; t� r�r1; t�i Ë
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Wi j�r; r1; t� � hHi�r; t�Hj�r1; t�i, ÊÂÄËÔâ-
ÜËØ ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË rÿ r1 ÒÓË ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ
ÖÔÎÑÄËâØ r�r; 0� � r0 Ë H�r; 0� � H0, ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÖÒÓÑÜÂÇÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ [37]. ¬ÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß Ä ÓÂÊ-
ÆÇÎÇ 1, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄÔÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ âÄÎâ-
áÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞÏË ì ÖÆÇÎßÐÞÏË, ÒÓËØÑÆâÜËÏËÔâ ÐÂ
ÇÆËÐËÙÖ ÑÃÝÈÏÂ.

²ÂÊÎËÚÐÞÇ ÍÑÓÓÇÎâÙËË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÞØ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÒÑÎÇÌ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÒÑÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÞÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇÏ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ. ªÔØÑÆÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓË
àÕÑÏ ÆÑÎÉÐÞ ÔÑÆÇÓÉÂÕß ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÇ ÚÎÇÐÞ.

4.1. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ªÔØÑÆâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (11), ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÄÞÒËÛÇÏ ÔÕÑØÂ-
ÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË
R�r; r1; t� � r�r; t� r�r1; t� Ë ÖÔÓÇÆÐËÏ ÇÅÑ ÒÑ ÂÐÔÂÏÃÎá
ÓÇÂÎËÊÂÙËÌ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. ´ÑÅÆÂ ÆÎâ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË hR�rÿ r1; t�i �
� hr�r; t� r�r1; t�i Ô ÖÚÈÕÑÏ ×ÑÓÏÖÎÞ ¶ÖÓÖÙÖ ë¯ÑÄËÍÑÄÂ
(45) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÆÎâ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË �rÿ r1 ! r�:
q
qt



R�r; t�� � ÿ q2

�
Bi j�r� � Bj i�r�

�
qrj qri



R�r; t��ÿ

ÿ q
�
Bi j�r�� Bj i�r�

�
qri



Rj�r; t�

�ÿ q
�
Bi j�r�� Bj i�r�

�
qrj



Ri�r; t�

��
� �2Bi j�0� ÿ Bi j�r� ÿ Bj i�r�

�

Rj i�r; t�

�� 2mr


Rkk�r; t�

�
;

�89�
ÅÆÇ hRkk�r; t�i � q2=qr2hR�r�i, Õ.Ç. ËÐÆÇÍÔÂÏË Ö ×ÖÐÍÙËË
hR�r; t�i ÑÃÑÊÐÂÚÇÐÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ,
ÒÓË àÕÑÏ hRkk�0; t�i < 0.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÎÖÚÂÌÐÑÇ ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË r�r; t� ÃÖÆÇÕ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞÏ Ë ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ ÔÎÖÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÆÎâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ, ÒÓËÐË-
ÏÂâ ÄËÆ

q
qt



R�r; t�� � 2mr D



R�r; t��� q2

qri qrj
Di j�r�



R�r; t�� ;

2*
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ÅÆÇDi j�r�ìÔÕÓÖÍÕÖÓÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ u�r; t�,
Di j�r� � 2

�
Bi j�0� ÿ Bi j�r�

�
:

¬ÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ hR�r; t�i ÕÇÒÇÓß ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÏÑÆÖÎâ ÄÇÍÕÑÓÂ r, Õ.Ç. hR�r; t�i � hR�r; t�i,
Ë ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ r; t ÃÖÆÇÕ ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇÏ

q
qt



R�r; t�� � 1

r dÿ1
q
qr

r dÿ1�

�
�
qDii�r�
qr

�
�
2m� ri rj

r 2
Di j�r�

�
q
qr

�

R�r; t�� ;

ÅÆÇ, ÍÂÍ Ë ÓÂÐÇÇ, d ì ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ¿ÕÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ hR�r; t�i �
� hR�r�i ÒÓË t!1, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÍÓÂÇÄÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá
hR�1�i � r 2

0 ÄËÆÂ [39]

R�r�� � r 2

0 exp

��1
r

dr 0
qDii�r 0�=qr 0

2m� r 0i r
0
j Di j�r 0�=r 0 2

�
:

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ÒÓË r � 0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÕÂÙËÑ-
ÐÂÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
hR�0�i � hr 2�r; t�it!1, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

r 2�r; t��

t!1 � r 2
0 exp

��1
0

dr 0
qDii�r 0�=qr 0

2m� r 0i r
0
j Di j�r 0�=r 0 2

�
> r 2

0 :

�90�

£ÇÓÐÈÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÑÃÜÇÏÖ ÔÎÖÚÂá ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÐÇ ËÏÇáÜÇÅÑ ÊÇÓÍÂÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË (Õ.Ç.
ÑÃÎÂÆÂáÜÇÅÑ ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕßá). ±ÑÎÂÅÂâ r � 0 Ä ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË (89), Ô ÖÚÈÕÑÏ ×ÑÓÏÖÎÞ (64) ÒÓËØÑÆËÏ Í ÐÇÊÂÏÍÐÖ-
ÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá�

q
qt
ÿ 2D p

�

R�0; t�� � 2mr



Rkk�0; t�

�
;



R�0; 0�� � r 2

0 :

�91�
¥Îâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

(91) ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÖá ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÓÂÊÎÑ-
ÉÇÐËâ ÇÅÑ ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË Ä ÓâÆ ÒÑ ÏÂÎÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ mr.
¥Îâ àÕÑÅÑ ÒÑÏÇÕËÏ ÄÇÎËÚËÐÞ hR�0; t�im Ë hRkk�0; t�im
ËÐÆÇÍÔÑÏ m Ë ÒÇÓÇÒËÛÇÏ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÄËÆÇ ÐÇÊÂÏÍÐÖ-
ÕÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ:

R�0; t��m � r 2

0 exp

�
2D pt�

� t

0

dt
2mr


R�0; t��m


Rkk�0; t�

�
m

�
:

�92�

²ÇÛÇÐËÇ ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ, ÍÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß
ÆËÔÔËÒÂÙËÇÌ, ÍÑÕÑÓÑÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ


R�0; t��
0
� 
r 2�r; t��

0
� r 2

0 exp �2D pt� ; �93�
ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (71) ÒÓË n � 2 Ë
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.

¥ÂÎÇÇ ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ m. £ ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË
ËÏÇÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ

R�0; t��

1
� r 2

0 exp

�
2D pt�

� t

0

dt
2mr


R�0; t��
0



Rkk�0; t�

�
0

�
:
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ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ (94) ÒÓË ÏÂÎÞØ ÄÓÇÏÇÐÂØ ÃÖÆÇÕ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß Ë, ÆÑÔÕËÅÐÖÄ ÏÂÍÔËÏÂÎß-
ÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ Ä ÏÑÏÇÐÕ tmax, ÊÂÕÇÏ ÃÖÆÇÕ ÖÏÇÐßÛÂÕßÔâ
ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÆÑ ÄÞØÑÆÂ ÐÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, Ä
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ËÊËÚÇÔÍËÏ ÔÏÞÔÎÑÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
ÊÂÆÂÚË.

°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ËÊ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (89) ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕß ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÐÇ ÔÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ
ÔÕÂÕËÔÕËÍÇ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÑ ÄÔÇ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÄØÑÆËÕ ÕÑÎßÍÑ ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÂâ ÏÂÕÓËÙÂ Bi j�r� � Bj i�r�. ¡ ÆÎâ ÕÂÍÑÌ ÏÂÕÓËÙÞ ÄÔÇ
ÐÇÚÈÕÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ r ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß ÒÓË r � 0
(ÔÏ. ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (65)). ¯ÇÚÈÕÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÒÑ r ×ÖÐÍÙËË
hR�r; t�i ÒÓË r � 0 ÕÂÍÉÇ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß. µÚËÕÞÄÂâ
àÕË ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ, ÔÓÂÊÖ ÉÇ ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÔÒË-
ÓÂÎßÐÑÔÕß ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓËÏÇÔË ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, ÕÂÍ
ÍÂÍ ÑÐÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÄÇÎËÚËÐÑÌ�

qr�r; t�
qri

q2r�r; t�
qrj qrk

�
� 
Ri jk�0; t�

�
:

4.1.1. °ÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÅÓÂ-
ÆËÇÐÕÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË. £ÄÇÆÈÏ ÕÇÒÇÓß ÄÇÍÕÑÓ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ
ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË pk�r; t� � qr�r; t�=qrk, ÕÑÅÆÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÌ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË Ë ÆËÔÒÇÓÔËâ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕÔâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂÏË

Pkl�rÿ r1; t� � ÿ


Rkl�rÿ r1; t�
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°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË t!1 ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (91) ÔÎÇÆÖÇÕ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆËÔÒÇÓÔËË ÅÓÂ-
ÆËÇÐÕÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË

s 2
p �1� �

D p

mr



R�0;1�� :

¥Îâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ àÄÑÎáÙËË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÒÓÑÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (89) ÒÑ rk Ë rl Ë ÒÑÎÑÉËÏ
r � 0. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ Ô ÖÚÈÕÑÏ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (64) ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q
qt



Rkl�0; t�

�
0
� ÿ2 q4Bi j�0�

qri qrj qrk qrl



R�0; t��

0
�

� 2
�4� d �Dp

d



Rkl�0; t�

�
0
�

� 2
D s

d�d� 2�
h
�d� 1� dkl



Rii�0; t�

�
0
ÿ 2


Rkl�0; t�

�
0

i
�

� 2
Dp

d�d� 2�
�
dkl


Rii�0; t�

�
0
� 2


Rkl�0; t�

�
0

�
:

µÚÕÈÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ËÔÕÑÚÐËÍ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÒÑÎâ
ÅÓÂÆËÇÐÕÂ âÄÎâÇÕÔâ ËÊÑÕÓÑÒÐÞÏ

2
q4Bi j�0�

qri qrj qrk qrl
� ÿ 2

d

�1
0

dt
�
qu�r; t�

qr
D
qu�r; tÿ t�

qr

�
dkl �

� 1

d
D �4�r dkl �D �4�r > 0� ;
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ÕÑ Ë ÕÇÐÊÑÓ hRkl�0; t�i ÕÑÉÇ ËÊÑÕÓÑÒÇÐ, Õ.Ç.

Rkl�0; t�

�
0
� 1

d



Rii�0; t�

�
0
dkl :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ ÆËÔÒÇÓÔËË ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÑÎâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕË (95) ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

q
qt



Rkk�0; t�

�
0
� ÿD �4�r



R�0; t��

0
�

� 2
D s�dÿ 1� � �d� 5�D p

d



Rkk�0; t�

�
0
; �96�

ÅÆÇ ÄÕÑÓÑÌÏÑÏÇÐÕ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË hR�0; t�i0 ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (93).

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (96) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

s 2
p �t� �

D
�4�
r


R�0; t��

0

A

�
exp �At� ÿ 1

�
; �97�

ÅÆÇ A � 2�D s�dÿ 1� � �d� 5�D p�=d.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ØÑÕâ àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ Ë ÅÇÐÇÓËÓÖÇÕÔâ

ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÐÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÔÎÂÃÑÌ ÔÉËÏÂÇ-
ÏÑÔÕË �D p 5D s� ËÐÍÓÇÏÇÐÕ ÐÂÓÂÔÕÂÐËâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎß-
ÐÑÅÑ ÓÑÔÕÂ ÓÇÛÇÐËâ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ËÐÍÓÇÏÇÐÕÑÏ
ÆËÔÒÇÓÔËË ÅÓÂÆËÇÐÕÂ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÏ
ÒÑÕÑÍÇ ÉËÆÍÑÔÕË Ô ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞÏ ÐÂÚÂÎßÐÞÏ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇÏ ÒÎÑÕÐÑÔÕË [2 ë 5], ÕÂÍ ÍÂÍ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓ
A � 2D s�dÿ 1�=d.

£ÇÓÐÈÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÄÞÓÂÉÇÐËá (94), ÍÑÕÑÓÑÇ Ô ÒÑ-
ÏÑÜßá ×ÑÓÏÖÎÞ (97) ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÒËÔÂÕß Ä ÑÍÑÐÚÂÕÇÎß-
ÐÑÏ ÄËÆÇ:



r 2�t��

1
� r 2

0 exp

�
2D ptÿ 2

mrD
�4�
r

A2

�
exp �At� ÿ 1ÿ At

��
:

�98�
¥ÂÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ËÏÇÇÕ ÏÂÍÔËÏÖÏ ÒÓË

Atmax � ln
ADp

mrD
�4�
r

;

ÒÓË àÕÑÏ hR�0; t�i1 ÆÑÔÕËÅÂÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ

R�0; t��

1max
� r 2

0

�
AD p

mrD
�4�
r

�2D p=A

exp

�
ÿ 2D p

A

�
;

Â ÖÔÎÑÄËÇÏ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË ÒÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËâ à××ÇÍÕÑÏ
ÆÇÌÔÕÄËâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËË âÄÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇ
t5 tmax.

±ÓË t > tmax ×ÖÐÍÙËâ hR�0; t�i1 ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞÄÂÇÕ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË. ¬ÂÍ ÖÍÂÊÞÄÂÎÑÔß ÓÂÐÇÇ, Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
hR�0; t�i ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ (90) ÒÓË
t!1.

4.2. ±ÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
¬ÂÍ ÖÒÑÏËÐÂÎÑÔß Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 3.3, Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆËÄÇÓ-
ÅÇÐÕÐÑÅÑ ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÏÑÉÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß
ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ÆÎâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÇÅÑ
àÐÇÓÅËË. £ ÒÓËÐÙËÒÇ àÕÖ ÏÇÕÑÆËÍÖ ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
Ë ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÄÇÎËÚËÐ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏË ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ
ÃÇÊ ÖÚÈÕÂ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËË. °ÆÐÂÍÑ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÃÖÆÖÕ ÑÚÇÐß ÅÓÑÏÑÊÆÍËÏË, Ë ËÊ ÐËØ
ÕÓÖÆÐÑ ÃÖÆÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÍÂÍËÇ-ÎËÃÑ ÔÎÇÆÔÕÄËâ.

±ÓË ÂÐÂÎËÊÇ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÏÞ ÖÉÇ
ÏÑÉÇÏ ÖÚËÕÞÄÂÕß ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÆË××Ö-
ÊËË. °ÆÐÂÍÑ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ ÄÔÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕÂÍÉÇ ÑÍÂÉÖÕÔâ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆ-
ÍËÏË. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÓË ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÂÐÂÎËÊÇ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÏÞ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÃÇÊÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ
ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ �div u�r; t� � 0�, Õ.Ç. ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞÌ ÒÑÕÑÍ ÉËÆ-
ÍÑÔÕË ÃÖÆÇÕ ÔÚËÕÂÕßÔâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÞÏ. µÚÈÕ ÔÉËÏÂÇÏÑÔÕË
ÏÇÐâÇÕ ÎËÛß ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÂÆÆËÕËÄ-
ÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÑ ÐÇ ÑÔÐÑÄÐÖá ÕÇÐÆÇÐÙËá ÒÑÄÇÆÇÐËâ
ÏÑÏÇÐÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ.

£ÄÇÆÈÏ ×ÖÐÍÙËá Wi j�r; r1; t� � Hi�r; t�Hk�r1; t�. ´ÑÅÆÂ
ÆÎâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÑ ÕÑÏÖ, ÍÂÍ àÕÑ ÆÇÎÂÎÑÔß ÆÎâ ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÚÂÔÕÐÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ �rÿ r1 ! r�:

q
qt



Wi j�r; t�

� � ÿ2 q2Bi j�r�
qrk qrm



Wkm�r; t�

�ÿ
ÿ 2

q
�
Bik�0� ÿ Bik�r�

�
qrs

q
qrk



Wsj�r; t�

�ÿ
ÿ 2

q
�
Bk j�0� ÿ Bk j�r�

�
qrs

q
qrk



Wis�r; t�

��
� �2Bkq�0� ÿ Bkq�r� ÿ Bqk�r�

� q2

qrq qrk



Wij�r; t�

��
� 2mH



Wij; ss�r; t�

�
; �99�

ÅÆÇ hWij; ss�r; t�iì ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÌ ÕÇÐÊÑÓ,



Wi j; ss�r; t�

� � q2

qr2


Wi j�r; t�

�
;

Ë ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË Wik�r; t� ÒÑ r ÑÃÑÊÐÂÚÂáÕÔâ
ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏË ËÐÆÇÍÔÂÏË ÒÑÔÎÇ ÊÐÂÍÂ ";".

±ÑÎÖÚËÏ ÕÇÒÇÓß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ ÍÑÓÓÇ-
ÎâÙËË, ÒÑÎÂÅÂâ Ä (99) r � 0:

q
qt



Wij�t�

� � ÿ2 q2Bi j�0�
qrk qrm



Wkm�t�

�� 2mH


Wi j; ss�0; t�� :

µÚËÕÞÄÂâ ÕÇÒÇÓß ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÖá ÚÂÔÕß ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ
(64) �D p � 0�, ÒÓËØÑÆËÏ Í ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÆÎâ
ÍÑÓÓÇÎâÙËË:

q
qt



Wij�t�

� � 2�d� 1�D s

d�d� 2� di j


E�t��ÿ

ÿ 4D s

d�d� 2�


Wij�t�

�� 2mH


Wi j; ss�0; t�� ;

ÅÆÇ hE�t�i � hH2�r; t�i ì ÔÓÇÆÐââ àÐÇÓÅËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ. ±ÑÎÂÅÂâ Ä àÕÑÏ ÖÓÂÄÐÇÐËË i � j, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË:

q
qt



E�t�� � 2�dÿ 1�D s

d



E�t��ÿ 2mHD�t� ;

ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÂ D�t�, ÑÒËÔÞÄÂáÜÂâ ÇÈ ÆËÔÔËÒÂÙËá,

D�t� �
D�

rotH�r; t��2E � ÿ
Wii; j j�0; t�
� �100�

ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÆËÔÒÇÓÔËá ÔËÎÞ ÕÑÍÂ Ä ÏÂÅÐËÕÑÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÕÑÍÇ. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓË t!1 ÔÓÇÆÐââ
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àÐÇÓÅËâ ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ hE�1�i.
±ÑÔÍÑÎßÍÖ hE�t�i5E0, ÕÑ ÆËÔÔËÒÂÙËâ ÕÂÍÉÇ ÄÞØÑÆËÕ ÐÂ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ

D�0� � �dÿ 1�D s

dmH



E�1�� :

¬ÂÍ Ë Ä ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß Ä ÄËÆÇ ÓâÆÂ ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ m. £
ÒÇÓÄÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÓÇÛÇÐËÇ


E�t��
1
� E0 exp

�
2�dÿ 1�D st

d
ÿ
� t

0

dt
2mH

E�t��

0

D0�t�
�
;

�101�
ÅÆÇD0�t� ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆËÔÔËÒÂÙËË Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ à××ÇÍÕÂ
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËË. ±ÓË àÕÑÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÊÂÆÂÚË ÐÂ
ÐÂÚÂÎßÐÑÏ àÕÂÒÇ àÄÑÎáÙËË, ÐÂ ÍÑÕÑÓÑÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇ-
ÃÓÇÚß ÆËÔÔËÒÂÙËÇÌ, âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔ-
ÕÂáÜËÏ:


E�t��
0
� E0 exp

�
2�dÿ 1�

d
D st

�
: �102�

4.2.1. ° ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÒÓÇÐÇ-
ÃÓÇÉÈÏ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËÇÌ Ë ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÖÍÂÊÞÄÂÕß
ÐÖÎÇÄÑÌ ËÐÆÇÍÔ. ±ÑÎÖÚËÏ ÕÇÒÇÓß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÎË-
ÚËÐÞ


Wkp; j�r; t�
� � q

qrj



Wkp�r; t�

� � �qHk�r; t�
qrj

Hp�r1; t�
�
;

ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÄÞÚËÔÎËÕß ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕß ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ

H�t� � ei j k


Wki; j�0; t�� � hH rotHi :

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ (99) ÒÑ rj; ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

q
qt



Wkp; j�r; t�

� � ÿ2 q3Bkp�r�
qrn qrm qrj



Wnm�r; t�

�ÿ
ÿ 2

q2Bkp�r�
qrn qrm



Wnm; j�r; t�

�� 2
q2Bkn�r�
qrm qrj



Wmp; n�r; t�

�ÿ
ÿ 2

q
ÿ
Bkn�0� ÿ Bkn�r�

�
qrm

q
qrn



Wmp; j�r; t�

��
� 2

q2Bnp�r�
qrm qrj



Wkm; n�r; t�

�ÿ
ÿ 2

q
ÿ
Bnp�0� ÿ Bnp�r�

�
qrm

q
qrn



Wkm; j�r; t�

�ÿ
ÿ q
ÿ
Bnq�r� � Bqn�r�

�
qrj

q2

qrq qrn



Wkp�r; t�

��
� ÿ2Bnq�0� ÿ Bnq�r� ÿ Bqn�r�

� q2

qrq qrn



Wkp; j�r; t�

�
: �103�

±ÑÎÂÅÂâ r � 0, ÒÇÓÇØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËáÆÎâ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ
ÍÑÓÓÇÎâÙËË

q
qt



Wkp; j�0; t�� � ÿ2 q3Bkp�0�

qrn qrm qrj



Wnm�0; t��ÿ

ÿ 2
q2Bkp�0�
qrn qrm



Wnm; j�0; t��� 2

q2Bkn�0�
qrm qrj



Wmp; n�0; t���

� 2
q2Bnp�0�
qrm qrj



Wkm; n�0; t�� :

µÚËÕÞÄÂâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ (64) ÆÎâ ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË, ÒÑÎÖÚËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ�
q2

qt 2
ÿ 2�d� 5�D s

d�d� 2�
q
qt
ÿ 8

dÿ 1

d 2�d� 2� �D
s�2
�


Wkp; j�0; t�� �
� ÿ2 q3Bkp�0�

qrn qrm qrj

�
q
qt
ÿ 2�d� 3�D s

d�d� 2�
�


Wnm�0; t���
� 4�d� 1�D s

d�d� 2�
�

q3Bjp�0�
qrn qrm qrk

� q3Bkj�0�
qrn qrm qrp

�

Wnm�0; t�� �104�

Ô ËÔÕÑÚÐËÍÑÏ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË, ÔÄâÊÂÐÐÞÏ Ô ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇÏ
ÑÕÓÂÉÂÕÇÎßÐÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËË.

£ÄÇÆÈÏ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË C�r� Ä ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (66) C�r� � C�0� ÿ ar2 � . . . Ë
ÄÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÑÏ (65). ²ÇÛÂÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (104)
ÃÖÆÇÏ ËÔØÑÆâ ËÊ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËØ àÍÔÒÑÐÇÐÕ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÑÌ
ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (102)


Wnm�0; t�� � 1

d
dnm


E�t��

0
:

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (104) ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ Ë ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÄËÆ�

q
qt
ÿ 4D s

d

��
q
qt
� 2�dÿ 1�D s

d�d� 2�
�


Wkp; j�0; t�� �
� 8aD s �d� 3��dÿ 1�

d
ekp j


E�t��

0
: �105�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (105) ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕÇÎâ ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÄÑÊÓÂÔÕÂá-
ÜÇÌ àÍÔÒÑÐÇÐÕÇ, Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ
ÖÃÞÄÂáÜÇÏÖ ÓÇÛÇÐËá. £ÑÊÓÂÔÕÂáÜÇÇ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÓÇÛÇ-
ÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (105) ËÜÇÏ Ä ÄËÆÇ


Wkp; j�0; t�� � Ukp; j�t� exp
�
4D s

d
t

�
:

´ÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ Ukp; j�t� ÖÒÓÑÜÂÇÕÔâ Ë ÒÓËÐËÏÂÇÕ
ÄËÆ "ÖÍÑÓÑÚÇÐÐÑÅÑ" ÖÓÂÄÐÇÐËâ:

qUkp; j�t�
qt

�

� 4aekp j
�d� 2��dÿ 1��d� 3�

3�d� 1� E0 exp

�
2�dÿ 3�D s

d
t

�
:

´ÂÍ ÍÂÍ ÐÂÏ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÔÒËÓÂÎß-
ÐÑÔÕß ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, ÕÑ Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ

Ukp; j�t� � 20aekp jE0t ;

ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÑÔÐÑÄÐÑÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂá-
ÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ


Wkp; j�0; t�� � Ukp; j�t� exp
�
4D s

3
t

�
� 20aekp j



E�t��

0
t :

�106�

£ ÔËÎÖ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ (59) (Ä ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ei jkeki j � 6�
ÆÎâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÑÍÑÐÚÂ-
ÕÇÎßÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

H0�t� � 120a


E�t��

0
t : �107�
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4.2.2. ° ÆËÔÔËÒÂÙËË àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÆËÔÒÇÓÔËË
ÔËÎÞ ÕÑÍÂ Ä ÒÑÕÑÍÇ). ¥ËÔÔËÒÂÙËâ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (100), Ë ÆÎâ ÇÈ ÒÑÎÖÚÇÐËâ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÄÞÄÇÔÕË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ

Wkp; js�0; t�� � q

qrs



Wkp; j�0; t�� � �qHk�r; t�

qrs qrj
Hp�r1; t�

�
r�r1

:

¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (103) ÒÑ rs, ÒÑÎÂÅÂâ r � 0 Ë
ÔÄÑÓÂÚËÄÂâ ÄÔÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÑ ËÐÆÇÍÔÂÏ k � p Ë j � s Ô
ÖÚÈÕÑÏ ×ÑÓÏÖÎÞ (64), ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑ-
ÔÕË ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá

q
qt



Wkk; ss�0; t�� � ÿ2 q4Bkk�0�

qrn qrm qrs qrs



Wnm�0; t��ÿ

ÿ 4
q3Bkk�0�
qrn qrm qrs



Wnm; s�0; t��� 2

q3Bkn�0�
qrm qrs qrs



Wmk; n�0; t���

� 2
q3Bnk�0�
qrm qrs qrs



Wkm; n�0; t��� 4�d� 1�D s

d� 2



Wmm; ss�0; t�� :

´ÇÒÇÓß ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ËÔÕÑÚÐËÍÂÏË ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËâ, àÍÔ-
ÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËÏË ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË,

ÿ 2
q4Bkk�0�

qrn qrm qrs qrs



Wnm�0; t��

0
� ÿ2 q4Bkk�0�

qrn qrn qrs qrs



E�t��

0
�

� ÿ2
�1
0

dt
D�

Du�r; t� t���Du�r; t��E
E�t��
0
�

� ÿ2D� 4�H



E�t��

0
;

ÅÆÇ D
�4�
H � � dkk 4E s�k�. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÎâ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ

ÔÎÖÚÂâ

D
�3�
0 �t� �

�
2D
�4�
H � 2571

a 2

D s

�
15


E�t��

0

28D s
exp

�
28

15
D st

�
:

�108�
ªÊ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÕÓÈØÏÇÓÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ, ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ

ÆËÔÔËÒÂÙËâ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÎâ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÈÐ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâÇÕÔâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕßá ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, Â ÒÓË ÇÈ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËË ì ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËÇÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (102).

£ ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ �d � 2� ÔÒËÓÂÎßÐÑÔÕß ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ
Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

D
�2�
0 �t� �

D
�4�
H

D s



E�t��

0
exp �D st� : �109�

£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆËÔÔËÒÂÙËâ àÐÇÓÅËË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÕÑÎßÍÑ
ÇÈ àÐÇÓÅËÇÌ.

ªÊ ×ÑÓÏÖÎ (108) Ë (109) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆËÔÔËÒÂÙËâ
ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ ÔÓÇÆ-
Ðââ àÐÇÓÅËâ.

4.3. °ÃÑÃÜÇÐËÇ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ
ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ
®Þ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÎË ÓÇÛÇÐËÇ ÓâÆÂ ÊÂÆÂÚ Ñ ÆËÐÂÏËÍÇ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË Ë ÄÇÍÕÑÓÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ËØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ Ä ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÒÑÔÕÂÐÑÄÍÇ (Ô ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞÏË ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË), Ô ÏËÐËÏÖÏÑÏ ÑÒÓÇ-
ÆÇÎâáÜËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÕÑÎßÍÑ ÔÑ ÔÕÂÕËÔÕË-
ÚÇÔÍËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔ-
ÕÇÌ, ÆÇÎßÕÂ-ÍÑÓÓÇÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË. £ àÕÑÏ

ÔÎÖÚÂÇ ÄÔÇ ËÊÖÚÂÇÏÞÇ ÒÑÎâ âÄÎâáÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÑÆÐÑÓÑÆ-
ÐÞÏË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÐÑ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÏË ÔÎÖÚÂÌÐÞÏË
ÒÑÎâÏË. ±ÓË àÕÑÏ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ÔÓÇÆÐËÇ, ÕËÒÂ
Fi j�r; r1; t� �



fi�r; t� fj�r1; t�

�
, ÊÂÄËÔâÕ ÒÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐ-

ÐÞÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÓÂÊÐÑÔÕË rÿ r1, ÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ,

q
qr1

Fi j�r; r1; t� � ÿ q
qr

Fi j�r; r1; t� ;

Õ.Ç. ÒÓË r � r1 ÆÎâ ÐÇÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ r ÄÇÎËÚËÐÞ

fi�r; t� qfj�r; t�=qr

�
ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ�

fi�r; t� qfj�r; t�qr

�
� ÿ

�
fj�r; t� qfi�r; t�qr

�
; �110�

ÍÑÕÑÓÞÏ ÏÞ ÛËÓÑÍÑ ÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ ÄÔÇØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ. ¿ÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÒÓÑÔÕËÎÑ ÂÐÂÎËÊ ÍÂÍ
ÔÂÏÑÌ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÕÂÍ Ë ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕÑÄ, ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÃÑÎßÛËÐÔÕÄÑ ÚÎÇÐÑÄ
ÒÓË r � r1 ÑÃÐÖÎâÇÕÔâ, ÚÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÂÆÄÇÍÙËË
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞØ ÊÂÆÂ-
ÚÂØ. ªÏÇÐÐÑ àÕÑ Ë ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÓÇÛËÕß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÞÇ
ÊÂÆÂÚË Ô ÃÑÎßÛÇÌ ÒÑÎÐÑÕÑÌ, ËÊÃÇÉÂÄ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÅÓÑÏÑÊÆÍËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ.

±ÓË ÐÂÎËÚËË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ
ÓÇÛÇÐËâ ÄÔÇØ ÊÂÆÂÚ ÖÉÇ ÐÇ ÑÃÎÂÆÂáÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË Ë ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ
ÑÚÇÐß ÅÓÑÏÑÊÆÍËÌ ÄËÆ. ±ÑÎÖÚÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÓÇÛÇÐËâ,
ÑÆÐÂÍÑ, ÐÇÔÖÕ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ë ÆÎâ àÕÑÅÑ
ÔÎÖÚÂâ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ (110) ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÕÂÍÉÇ Ë
ËÐÕÇÅÓÂÎ (ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÚÂÔÕâÏ)�

dr fi�r; t� qfj�r; t�qr
� ÿ

�
dr fj�r; t� qfi�r; t�qr

:

±ÑàÕÑÏÖ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÓË ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËË ÄÏÇÔÕÑ (93) ÃÖÆÇÏ ËÏÇÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÄËÆÂ�

dr


r 2�r; t��

0
�
�
dr r 2

0 �r� exp �2D pt� ; �111�

Â ÄÏÇÔÕÑ ×ÑÓÏÖÎÞ (97) ÒÑÎÖÚËÏ�
dr
Dÿ

HHr�r; t��2E
0
�
�
dr
ÿ
HHr0�r�

�2
exp �At��

�D
�4�
r

A

�
dr


r 2�r; t��

0

�
exp �At� ÿ 1

�
; �112�

ÅÆÇ A � 2
��dÿ 1�D s � �d� 5�D p

�
=d:

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÔÓÇÆÐÇÌ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕ-
ÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÒÓË
ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ ÆË××ÖÊËË ÄÏÇÔÕÑ ×ÑÓÏÖÎÞ
(83) ËÏÇÇÏ�

dr


E�r; t��

0
�
�
drE0�r� exp

�
2
dÿ 1

d
�D s �D p� t

�
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÑÉÐÑ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ Ë ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË, Ô
ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÊÂÆÂÚ, âÄÎâáÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎß-
ÐÞÏË Ë ÔÎÖÉÂÕ, ÑÃÓÂÊÐÑ ÅÑÄÑÓâ, ÕÇÏ "cÍÇÎÇÕÑÏ", ÐÂ ×ÑÐÇ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÆËÐÂÏËÍÂ ÔÎÑÉÐÞØ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍËØ
ÆÄËÉÇÐËÌ. ±ÓË àÕÑÏ ÄÔÇ ÚÎÇÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÇÎËÔß Í ÐÖÎá Ä
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ÐÂÛÇÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËË, Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÊÂÆÂÚ
ËÏÇáÕ ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÞÌ ("ÒÑÕÑÍÑÄÞÌ" ) ÄËÆ.

5. £ÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ

©ÂÆÂÚÂ Ñ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ËÊÎÖÚÇ-
ÐËâ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ (13). £ àÕÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ I�x;R� � ju�x;R�j2
ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÐÇÓÂÊÓÞÄÐÑÔÕË (14), ÍÑÕÑÓÑÇ
ÒÑ ×ÑÓÏÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÆÎâ ÒÑÎâ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÒÓËÏÇÔË (11) Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÏ ÒÑÕÑÍÇ, Ë,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÑÎÉÐÂ
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÑÄÂÕßÔâ, ÚÕÑ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ Ä ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËË
ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÑÎâ.

¥Îâ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ, ÒÓÑØÑÆËÏÞØ ÄÑÎÐÑÌ, ÓÂÔÒÓÇ-
ÆÇÎÇÐËÇ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ
ËÏÇÇÕ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ. ±ÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËâ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐËÏÂÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌ-
ÐÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ×ÂÊÞ. ¿ÕÂ
ÑÃÎÂÔÕß ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÑÃÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ
×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ, ÑÚÇÐß ÕÓÖÆÐÂ ÆÎâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂ-
ÐËÌ. ±ÓË ÇÜÈ ÃoÂ ÎßÛËØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ, ÒÓÑØÑÆËÏÞØ ÄÑÎ-
ÐÑÌ, ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÞ-
ØÑÆâÕ ÐÂ ÓÇÉËÏ ÐÂÔÞÜÇÐËâ, Ë àÕÂ ÑÃÎÂÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÑÃÎÂÔÕßá ÔËÎßÐÞØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑ-
ÔÕË.

£ àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ËÐÕÇÐ-
ÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÇÓÇÔÕÂáÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâ Ë ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÄËÆ


I n�x;R�� � n! ; P�x; I � � exp �ÿI � :
±ÑÔÎÇÆÐËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÑÎÖÚÇÐÞ ËÊ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËâ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (13) Ä ÄËÆÇ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÅÑ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ [2 ë 6, 18].

±ÓË àÕÑÏ ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ ÒÎÑÜÂÆß ÑÃÎÂÔÕÇÌ, ÄÐÖÕ-
ÓË ÍÑÕÑÓÞØ I�x;R� > I, Ë ÔÓÇÆÐââ ÖÆÇÎßÐÂâ ÏÑÜÐÑÔÕß,
ÔÑÔÓÇÆÑÕÑÚÇÐÐÂâ Ä ÐËØ, âÄÎâáÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË Ë ÐÇ
ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä
ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ËÐ×ÑÓÏÂÕËÄÇÐ Ë ÒÇÓÇØÑÆ
Í ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍË àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÏÖ ÔÎÖÚÂÌÐÑÏÖ ÒÓÑÙÇÔÔÖ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÍÓËÄÑÌ ÕËÒËÚÐÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÆÎâ ÐÇÅÑ ÃÖÆÇÕ
ÕÂÍÉÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ. °ÃÝâÔÐËÕß ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÄÑÎ-
ÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂÙËâØ
ÏÑÉÐÑ ÕÑÎßÍÑ ËÔØÑÆâ ËÊ ÂÐÂÎËÊÂ ÕÂÍËØ ÄÇÎËÚËÐ, ÍÂÍ
ÖÆÇÎßÐÂâ ÔÓÇÆÐââ ÆÎËÐÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ Ë ÖÆÇÎßÐÑÇ ÔÓÇÆÐÇÇ
ÚËÔÎÑ ÍÑÐÕÖÓÑÄ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ, ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÏÞØ ×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÂÏË ÕËÒÂ (18) Ë (20).

µÍÂÊÂÐÐÞÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÓÑÆÑÎÉÂáÕ ÄÑÊÓÂÔÕÂÕß Ô ÖÄÇ-
ÎËÚÇÐËÇÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
ÆÓÑÃÎÇÐËÇ ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÚÕÑ Ë ÐÂÃÎáÆÂÎÑÔß ÍÂÍ Ä ÎÂÃÑÓÂ-
ÕÑÓÐÞØ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂØ, ÕÂÍ Ë ÒÓË ÚËÔÎÇÐÐÑÏ ÏÑÆÇÎËÓÑ-
ÄÂÐËË. ´ÂÍ, ÐÂ ÓËÔ. 15 ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ×ÑÕÑÅÓÂ×ËË ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ, ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ
Ä ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâØ
[40], ÒÓË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕâØ ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÆËàÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÐËÙÂÇÏÑÔÕË. ¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ×ÑÕÑÅÓÂ×ËË ËÊ
ÓÂÃÑÕÞ [41] ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 16. ¶ÑÕÑÅÓÂ×ËË ÒÑÎÖÚÇÐÞ
Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËâ, ÄÞÒÑÎÐÇÐÐÑÅÑ
Ä ÓÂÃÑÕÂØ [42, 43]. ¯Â ÐËØ âÔÐÑ ÄËÆÐÑ ÄÑÊÐËÍÐÑÄÇÐËÇ
ÍÂÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÑÎâ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÔËÕÖÂÙËâ ÆÑÎÉÐÂ ÐÂÃÎáÆÂÕßÔâ Ë Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÏÑÐÑØÓÑÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÊÂÆÂÚË Ñ ÔÂÏÑ-

ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËË ÄÑÎÐÞ Ä ÔÎÖÚÂÌÐÑ-ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÔÓÇÆÂØ,
ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
(ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ)

q
qx

u�x;R� � i

2k
DR u�x;R� � ik

2
e
ÿ
x;R; I�x;R�� u�x;R� ;

u�0;R� � u0�R� ;

ÕÂÍ ÍÂÍ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (14) ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄËÆÂ ×ÖÐÍÙËË
e�x;R; I�x;R��. ªÐÕÇÓÇÔ Í àÕÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá ÔÄâÊÂÐ Ô
ÒÓÑÃÎÇÏÑÌ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÄÑÎÐ-ÖÃËÌÙ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[44 ë 49]). ¿ÕË ÄÑÎÐÞ, ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑ, âÄÎâáÕÔâ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂ-
ÙËÇÌ ÄÑÆÐÞØ ÏÂÔÔ, ÐÑ, ÒÑ ÏÑÇÏÖ ÏÐÇÐËá, ÑÐË ÐÇ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÑÒËÔÂÐÞ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (ÎËÐÇÌÐÞØ ËÎË
ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ) ÆÎâ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÅÂÓÏÑÐËÍ.

6. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

¬ÂÍ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ, ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇ ÄÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÕÂÍËØ ÄÇÎËÚËÐ, ÍÂÍ ÏÑÏÇÐÕÞ ÒÑÎÇÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
hr n�r; t�i Ë àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ hEn�r; t�i ÆÎâ ÒÑÎÑ-
ÉËÕÇÎßÐÞØ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ n (Õ.Ç. h1=r n�r; t�i Ë
h1=En�r; t�i), ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÑ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ ÊÂÍÑÐÂÏ, ÐËÍÂ-
ÍÑÅÑ ÑÕÐÑÛÇÐËâ Í ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËË àÕËØ ÒÑÎÇÌ ÐÇ ËÏÇÇÕ.
±ÑàÕÑÏÖ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÏÐÑÅÑÚËÔÎÇÐÐÞÇ ÒÑÒÞÕÍË, ÐÂÚËÐÂâ Ô
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÓÂÃÑÕÞ [50] Ë ÔÇÓËË ÓÂÃÑÕ [51 ë 60], ÑÒËÔÂÕß
ÔÎÑÉÐÞÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÓÇÂÎËÊÂ-
ÙËâØ ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ r�r; t� Ë H�r; t� Ä ÓÂÏÍÂØ ÄÞÚËÔÎÇ-
ÐËâ "ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÞØ" ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÆË××ÖÊËË Ä r-ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÍÂÍ ÆÎâ ÔÓÇÆÐËØ ÒÑÎÇÌ,
ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÆÓÖÅËØ ÏÑÏÇÐÕÐÞØ Ë ÍÑÓÓÇÎâÙËÑÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ
ÐÇÔÑÔÕÑâÕÇÎßÐÞ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÔÇ àÕË ×ÖÐÍÙËË ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÕÔâ "ØÄÑÔÕÂÏË" ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕÇÌ, Ä ÕÑ
ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÑÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÕÔâ ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕßá àÕËØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ.

Â Ã

²ËÔ. 15. ±ÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ (Ä ÎÂÃÑÓÂÕÑÓÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ) Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ
×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ (Â) Ë Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ (ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ) ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ (Ã).

Â Ã

²ËÔ. 16. ±ÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÎÂÊÇÓÐÑÅÑ ÒÖÚÍÂ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË Ä
ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÌ ÔÓÇÆÇ (ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËÇ) Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ
×ÑÍÖÔËÓÑÄÑÍ (Â) Ë Ä ÑÃÎÂÔÕË ÔËÎßÐÞØ (ÐÂÔÞÜÇÐÐÞØ) ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ (Ã).
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®Þ ËÊÖÚËÎË ÓâÆ ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÆËÐÂÏËÍÖ Ä ÙÇÎÑÏ, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÄÞ-
ÆÇÎËÕß ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÅÇÐÇÓÂÙËË ÒÑÎÇÌ Ë ÑÕÄÎÇÚßÔâ ÑÕ ÒÑÃÑÚ-
ÐÞØ âÄÎÇÐËÌ, ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÂÆÄÇÍÙËÇÌ àÕËØ ÄÇÎËÚËÐ ÔÎÖ-
ÚÂÌÐÞÏ ÒÑÎÇÏ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÔÉËÏÂÇÏÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ (Ä
ÆËÄÇÓÅÇÐÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ) ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÄÔÇÅÆÂ
ÍÎÂÔÕÇÓËÊÖÇÕÔâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ. ·ÂÓÂÍÕÇÓÐÑÇ
ÄÓÇÏâ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ ÍÂÍ Dpt � 1,
ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÂ D p ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄ-
ÎâáÜÇÌ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ.
°ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ ÆÎâ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ä ÅËÆÓÑ-
ÆËÐÂÏËÚÇÔÍËØ ÒÑÕÑÍÂØ ÒÑÎÇ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÃÖÆÇÕ ÍÎÂÔÕÇÓË-
ÊÑÄÂÕßÔâ ÆÎâ "ÒÎÂÄÖÚÇÌ" ÒÓËÏÇÔË, ÒÓË ÖÚÈÕÇ ÍÑÐÇÚÐÑÌ
ËÐÇÓÙËÑÐÐÑÔÕË ÒÑÎâ ÒÓËÏÇÔË Ë ÆÎâ ÏÐÑÅÑ×ÂÊÐÞØ ÒÑÕÑ-
ÍÑÄ ÉËÆÍÑÔÕË, Õ.Ç. ÄÔÇÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ Ä ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ
ÒÓËÏÇÔË, ÑÕÎËÚÐÑÏ ÑÕ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÔÂÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË,
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÂâ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÔÒÇÍÕÓÂ.

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ E�r; t�, ÕÑ Ä
ÕÓÈØÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ Ä ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ ÕÖÓÃÖ-
ÎÇÐÕÐÑÏ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÕÑÎßÍÑ ÒÓË
ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ D p > D s, ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÂ D s ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÔÑÎÇÐÑËÆÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË. ´ÂÍ,
ÆÎâ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÔÕË ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ ÑÔÖÜÇ-
ÔÕÄÎâÇÕÔâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá ÇÆËÐËÙÂ. £ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÔÍÑÒÂ-
ÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË ÍÎÂÔÕÇÓËÊÂÙËâ àÐÇÓÅËË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ ÕÂÍÉÇ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ D p > D s, Â ÍÎÂÔÕÇ-
ÓËÊÂÙËâ àÐÇÓÅËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÑÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ, ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÄÔÇÅÆÂ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÒÑ-
ÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ÒÑÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË.

£ÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÂÉÐÞÌ ÄÑÒÓÑÔ: ÍÂÍ ÑÙÇÐËÕß ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ
ÏÂÔÛÕÂÃÞ ÔÂÏËØ ÍÎÂÔÕÇÓÑÄ Ë ÓÂÔÔÕÑâÐËÌ ÏÇÉÆÖ ÓÂÊÎËÚ-
ÐÞÏË ÍÎÂÔÕÇÓÂÏË? ÁÔÐÑ ÕÑÎßÍÑ, ÚÕÑ ËØ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ
ÑÒËÔÂÕß ÏÐÑÅÑÕÑÚÇÚÐÞÏË ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâÏË ÄÇÓÑâÕÐÑÔ-
ÕÇÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÎáÃÞÇ ÔÓÇÆÐËÇ ÃÖÆÖÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÒÑÎÑ-
ÅËÏË "ØÄÑÔÕÂÏË" àÕËØ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ. °ÙÇÐËÕß àÕË ÄÇÎË-
ÚËÐÞ ÏÑÉÐÑ ÎËÛß ËÊ ÑÆÐÑÕÑÚÇÚÐÞØ ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËØ
×ÖÐÍÙËÑÐÂÎÑÄ (ËÐÕÇÅÓÂÎßÐÞØ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÆËÐÂÏËÍÖ
ÔËÔÕÇÏÞ Ä ÙÇÎÑÏ) ÕËÒÂ ÆÎËÐÞ ÍÑÐÕÖÓÑÄ, ÚËÔÎÂ ÍÑÐÕÖÓÑÄ
Ë Õ.Ò., ÔÄâÊÂÐÐÞØ Ô ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÑÎÇÌ. £
ÔÄâÊË Ô àÕËÏ ÐÇÔÑÏÐÇÐÐÞÌ ËÐÕÇÓÇÔ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÎÖÚÂÌ-
ÐÑÇ ÎÑÅÐÑÓÏÂÎßÐÑÇ ÒÑÎÇ f �r; t; a� (5), ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ
ÏÑÉÐÑ ÍÂÍ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÄÞÚËÔÎËÕß ÄÔÇ ÔÑÄÏÇÔÕÐÞÇ
ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ÒÑÎâ Ë ÇÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, ÕÂÍ Ë ÒÓÑÄÇÔÕË ÚËÔÎÇÐÐÑÇ ÏÑÆÇ-
ÎËÓÑÄÂÐËÇ.

¡ÄÕÑÓ ÒÓËÊÐÂÕÇÎÇÐ ¬.£. ¬ÑÛÇÎá Ë °.¤. ¹ØÇÕËÂÐË ÊÂ
ÒÑÏÑÜß Ä ÒÑÆÅÑÕÑÄÍÇ ËÎÎáÔÕÓÂÕËÄÐÑÅÑ ÏÂÕÇÓËÂÎÂ, Â
ÕÂÍÉÇ ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ .¡. ±ÂÔÕÖÓÖ ÊÂ ÒÑÎÇÊÐÑÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ
ÄÑÒÓÑÔÂ ÒÇÓÇÏÇÉÂÇÏÑÔÕË ÔÎÖÚÂÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ.
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Some general problems concerning the stochastic approach are discussed in relation to parametrically excited stochastic dynamic
systems described by partial differential equations. Such problems arise in hydrodynamics, magnetohydrodynamics, astro-, plasma and
radio physics and share the feature that their solutions (i.e., moment, correlation and spectral functions, etc.) have all their statistical
characteristics increasing exponentially with time, whereas some solution implementations lead to the formation of random structures
with probability unity as a result of clusterization. It is the goal of this paper to use the ideas of stochastic topography to énd conditions
under which such structures arise.
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