
ÓÂÙËâ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÕÑÍÂ ÆÎâ ÑÃÓÂÊÙÂ, ÑÕÉËÅÂÄÛÇÅÑÔâ ÒÓË
1800 ¬, ÑÍÂÊÂÎÂÔß Ä 3 ÓÂÊÂ ÄÞÛÇ, ÚÇÏ ÆÎâ ÃÑÎÇÇ
ÅÓÂ×ËÕËÊËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ÑÃÓÂÊÙÂ, ÑÕÉËÅÂÄÛÇÅÑÔâ ÒÓË
2140 ¬ [20 ë 22]. ¿ÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÕÇÏ
×ÂÍÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÍÂÓÍÂÔÐÞØ ÖÅÎÇÓÑÆÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÍÑÐ-
ÙÇÐÕÓÂÙËâ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÆÇ×ÇÍÕÑÄ.

7. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

¡ÐÂÎËÊ ÂÐÑÏÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË
dw�T � ÒÓË ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÐËÉÇ 50 ¬ ÒÑÊÄÑÎËÎ ÑÙÇÐËÕß
ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ àÎÇÍÕÓÑÐ-àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ lc Ä
àÎÇÍÕÓÑÆÖÅÑÄÞØ ÏÐÑÅÑÔÎÑÌÐÞØ ÖÅÎÇÓÑÆÐÞØ ÐÂÐÑÕÓÖÃÍÂØ
(lc � 0;2) Ë Ä ÅÓÂ×ËÕÇ (lc � 0;1). µÔÕÂÐÑÄÎÇÐÑ, ÚÕÑ ËÊÏÇ-
ÐÇÐËÇ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÕÑÍÂ ÃÓÑÏËÓÑÄÂÐËÇÏ
àÎÇÍÕÓÑÆÖÅÑÄÞØ MWNT ÐÇ ÄÎËâÇÕ ÐÂ lc. ¡ÐÂÎËÊ ÂÐÑ-
ÏÂÎßÐÑÌ ÚÂÔÕË àÎÇÍÕÓÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË Ë °®³ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ
ÐÂ ÆÑÏËÐËÓÑÄÂÐËÇ ÄÍÎÂÆÑÄ à××ÇÍÕÑÄ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË Ä
àÎÇÍÕÓÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕß Ë °®³.

£ ÃÇÔÒÓËÏÇÔÐÞØ ÍÂÕÂÎËÕËÚÇÔÍËØ MWNT ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÇ ÏÂÅÐÇÕÑÔÑÒÓÑÕËÄÎÇÐËÇ, ÔÄâÊÂÐÐÑÇ ÕÑÎßÍÑ
Ô à××ÇÍÕÂÏË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ, ÚÕÑ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÐÂÎËÚËÇ
ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÅÑ ÊÐÂÍÂ lc Ä àÕËØ ÐÂÐÑÕÓÖÃÍÂØ.

£ ÒÎÇÐÍÂØ, ÔÑÔÕÑâÜËØ ËÊ ÐÂÐÑÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎË-
ÕÑÄ ÅÓÂ×ËÕÂ, ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÞ ÍÄÂÊËÆÄÖÏÇÓÐÞÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ
ÒÑÒÓÂÄÍË Í àÎÇÍÕÓÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË Ë °®³ ì àÕÑ ÒÑÎÐÑ-
ÔÕßá ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ ÕÑÎÜËÐÂ ÍÓËÔÕÂÎÎËÕÑÄ h
ÏÇÐßÛÇ Lj Ë Lwz (h � 15ÿ150 A

�
). £ ÏÂÍÓÑÔÍÑÒËÚÇÔÍËØ

ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ ÅÓÂ×ËÕÂ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÞ ÕÓÇØÏÇÓÐÞÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ
ÒÑÒÓÂÄÍË Í àÎÇÍÕÓÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË Ë °®³, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä
ÕÂÍËØ ÍÓËÔÕÂÎÎÂØ ÄÔÇÅÆÂ h ÃÑÎßÛÇ Lj Ë Lwz .

£ ÖÅÎÇÓÑÆÇ ÎÖÍÑÄËÚÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÂ ÒÓÞÉ-
ÍÑÄÂâ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÆÎËÐÑÌ ÒÓÞÉÍÂ Ë
ÐÇÏÑÐÑÕÑÐÐÑÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË ÒÑ ÏÇÓÇ
ÅÓÂ×ËÕËÊÂÙËË ÐÂÐÑÂÎÏÂÊÂ. °ÃÓÂÊÙÞ Ô ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÌ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÑÌ ÑÕÉËÅÂ (1900 ¬) ËÏÇáÕ ÏËÐËÏÂÎßÐÖá
ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕß Ë ÑÆÐÑÏÇÓÐÖá ÒÓÞÉÍÑÄÖá ÒÓÑÄÑÆË-
ÏÑÔÕß. £ ÆÄÖØ ÆÓÖÅËØ ÑÃÓÂÊÙÂØ Ô ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÂÏË ÑÕÉËÅÂ
1800 Ë 2140 ¬ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÂ ÆÄÖÏÇÓÐÂâ ÒÓÞÉÍÑÄÂâ ÒÓÑ-
ÄÑÆËÏÑÔÕß Ë °®³. °ÙÇÐÍÂ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÕÑÍÂ
ËÊ ÆÂÐÐÞØ ÒÑ °®³ ÆÂÇÕ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ
ÐÂËÃÑÎÇÇ ÆÇ×ÇÍÕÐÑÅÑ ÑÃÓÂÊÙÂ ÐÂ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÕÂÆËË
ÅÓÂ×ËÕËÊÂÙËË (Totv � 1800 ¬).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÂÐÂÎËÊ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÞØ Ë ÒÑÎÇÄÞØ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕÇÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÄÑÔÒÓËËÏÚËÄÑÔÕË, ÏÂÅÐÇÕÑÔÑ-
ÒÓÑÕËÄÎÇÐËâ Ë àÎÇÍÕÓÑÒÓÑÄÑÆÐÑÔÕË ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÙÇÐËÄÂÕß ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ àÎÇÍÕÓÑÐ-àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÐÑÅÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ lc Ë ÑÒÓÇÆÇÎâÕß à××ÇÍÕËÄÐÖá
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÆÄËÉÇÐËâ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÕÑÍÂ. ªÔÍÓËÄÎÇÐËÇ
ÅÓÂ×ÇÐÑÄÞØ ÔÎÑÇÄ Ä ÍÂÓÍÂÔÐÞØ ÖÅÎÇÓÑÆÐÞØ ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖ-
ÓÂØ ÄÇÆÇÕ Í ËÊÏÇÐÇÐËá lc.

²ÂÃÑÕÂ ÃÞÎÂ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ÅÓÂÐÕÂÏË ²¶¶ª å 03-
02-16458 Ë 05-03-32901, ÏÇÉÆËÔÙËÒÎËÐÂÓÐÑÌ ÒÓÑÅÓÂÏ-
ÏÑÌ "ªÐÕÇÅÓÂÙËâ" ³° ²¡¯ (ÅÓÂÐÕ å 113), ±ÓÑÅÓÂÏ-
ÏÑÌ "²ÂÊÄËÕËÇ ÐÂÖÚÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÄÞÔÛÇÌ ÛÍÑÎÞ"
(ÅÓÂÐÕ å 8234), ÒÓÑÅÓÂÏÏÑÌ "µÐËÄÇÓÔËÕÇÕÞ ²ÑÔÔËË"
(µ².01.01.186), ÔÑÄÏÇÔÕÐÞÏ ÅÓÂÐÕÑÏ CRDF Ë ®ËÐËÔÕÇÓ-
ÔÕÄÂ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ²¶ (å 008-X1).
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ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÆËÐÂÏËÍË àÎÇÍÕÓÑÐÂ
Ä ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÞØ ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ

£.£. ¢ÇÎÑÄ, ³.À. ¥ÑÃÓÑØÑÕÑÄ, £.±. ®ÂÔÎÑÄ,
´.Á. ´ÖÆÑÓÑÄÔÍËÌ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

±ÓÑÅÓÇÔÔ Ä ÐÂÐÑÕÇØÐÑÎÑÅËË ÒÑÊÄÑÎËÎ ÔÑÊÆÂÄÂÕß ÕÑÐÍËÇ
ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞÇ ÍÄÂÊËÑÆÐÑÏÇÓÐÞÇ Ë ÍÄÂÊËÆÄÖÏÇÓÐÞÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÔÎÑÉÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ì ÐÂÐÑÕÓÖÃÍË Ë ÐÂÐÑ-
ÒÎÇÐÍË. £ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÐÂÏË ÏÑÆÇÎË ÖÍÂÊÂÐÐÞÇ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÕËÒÂ ÕÑÐÍÑÅÑ
ËÊÑÅÐÖÕÑÅÑ ÙËÎËÐÆÓÂ Ô "ÊÂÍÓÖÚÇÐÐÑÌ ÅÓÂÐËÙÇÌ" ËÎË
ÕÑÐÍÑÌ ËÔÍÓËÄÎÇÐÐÑÌ ÒÎÇÐÍË. £ÐÇ àÕËØ ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÄÑÎÐÑ-
ÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ C�r; t� ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÃÞÔÕÓÑ ÖÃÞÄÂÇÕ (ÏÑÆÇÎß ÏâÅÍËØ ÔÕÇÐÑÍ) ÎËÃÑ ÓÂÄÐâÇÕÔâ
ÐÖÎá (ÏÑÆÇÎß ÉÇÔÕÍËØ ÔÕÇÐÑÍ). ¬ÂÍ Ë Ä ÓÂÃÑÕÂØ [1, 2], ÏÞ
ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ (ÕÓÇØÏÇÓÐÂâ) ÍÄÂÐÕÑÄÂâ ÆËÐÂÏËÍÂ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÂ Ä ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ, ÒÑÏÇÜÇÐÐÞØ Ä àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ
ÒÑÎÇ, ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ
²ÂÛÃÞ:

cH � bP 2

2m
� vint�r� � vext�r; t� ÿ e�h

2mc
hr ;H i � cHso : �1�

©ÆÇÔß r ë ÓÂÆËÖÔ-ÄÇÍÕÑÓ ÕÑÚÍË Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ; bP � ÿi�hHÿ �e=c�A�r; t�; e ì ÊÂÓâÆ àÎÇÍÕÓÑÐÂ; m ì
à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÏÂÔÔÂ ÍÄÂÊËÚÂÔÕËÙÞ; vint�r� ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
ÍÑÐ×ÂÌÐÏÇÐÕÂ; vext;A ì ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ ÄÐÇÛÐËØ ÒÑÎÇÌ;
H�t� � rot A�r; t� ì ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÇ ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ;
r�fs1; s2; s3gì ÏÂÕÓËÙÞ ±ÂÖÎË; bHso�ahr; �Hvint; bP �iì
ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÔÒËÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ô àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ, ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ a ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÕËÒÂ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÅÑ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ [3]. £ ÔÎÖÚÂÇ vint�r� � 0 Ë
ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÐÖÎá ÐÂ ÅÓÂÐËÙÂØ ÕÓÖÃÑÍ
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ËÎË ÒÎÇÐÑÍ, ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÏÑÆÇÎË "ÒÖÔÕÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ".
·ÂÓÂÍÕÇÓÐÖá ÕÑÎÜËÐÖ ÕÓÖÃÍË Ë ÒÎÇÐÍË ÏÞ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏ
ÍÂÍ d, Â ËØ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÒÓÑÆÑÎßÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ (ÐÂÒÓËÏÇÓ
ÆÎËÐÖ ÕÓÖÃÍË) ì ÍÂÍ l0. ²ÂÊÐÑÏÂÔÛÕÂÃÐÑÔÕß Ä ÕÑÐÍËØ
ÒÓÑÕâÉÇÐÐÞØ ÐÂÐÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÖÆÑÃÐÑ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÑÄÂÕß
ÏÂÎÞÏ "ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÏ" ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ m � d=l0 5 1. ®Þ
ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÔÎÖÚÂÇÏ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔÎÂÃÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ
ÒÑÎâ, ÔÚËÕÂâ, ÚÕÑ ÎÂÓÏÑÓÑÄÂ ÚÂÔÕÑÕÂ oH � ejHj=�mc� �
� �h=�mdl0� Ë ÏÂÅÐËÕÐÂâ ÆÎËÐÂ lH �

������
dl0

p
.

¬ÄÂÐÕÑÄÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ C�r; t� (Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ) ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËáºÓÈÆËÐÅÇÓÂ

i�hCt � cHC : �2�

®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ
(àÎÇÍÕÓÑÐÂ) Ä ÕÂÍËØ ÕÓÖÃÍÂØ Ë ÒÎÇÐÍÂØ Ô ÏÇÆÎÇÐÐÑ
ÏÇÐâáÜËÏËÔâ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏË ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂÏË, Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ÏÂÎÞÇ ÔÇÅÏÇÐÕÞ Ô ÒÓÑÆÑÎßÐÞÏË ÏÂÔÛÕÂÃÂÏË
ÒÑÓâÆÍÂ ÕÑÎÜËÐÞ d Ô ÃÑÎßÛÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßáÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓâÏÞÏ ÙËÎËÐÆÓÑÏ Ë ÓÑÄÐÞÏ ÔÎÑÇÏ.
±ÑÐâÕÐÑ, ÚÕÑ à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÆËÐÂÏËÍÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÕÂÍËØ
ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÑÆÐÑ- Ë ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ Ë ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÕßÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Ô à××ÇÍÕËÄÐÞÏ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ L̂ n

ÐÂ ÑÔË ÕÓÖÃÍË ËÎË ÐÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒÎÇÐÍË ÆÎâ ÄÑÎÐÑÄÑÌ
×ÖÐÍÙËË cn:

i�hcn
t � L̂ ncn ; �3�

ÅÆÇ n ì ÐÑÏÇÓ "ÒÑÆÊÑÐÞ ÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ". ¥Îâ
ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ (2) Í (3) ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ ÔØÇÏÖ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ
ÍÑÕÑÓÑÌ ÆÎâ ÐËÉÐËØ ÒÑÆÊÑÐ n5 mÿ1 ×ÖÐÍÙËâ C ÄÑÔÔÕÂ-
ÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ ÒÑ cn Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÇÌÔÕÄËâ ÐÂ cn "ÔÒÎÇ-
ÕÂáÜÇÅÑ" ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 3.1). £ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ
ÊÂÆÂÚÂØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ i�hq=qt ÊÂÏÇÐâÇÕÔâ àÐÇÓÅËÇÌ E.

²ÂÊÎËÚÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÇ ÓÂÊÏÇÓÞ Ë ÐÂÎËÚËÇ ÔÄÑÃÑÆ-
ÐÞØ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÆÂáÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÐÂÐÑ-
ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÄÑÎÐÑÄÑÆÑÄ ËÎË ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞØ ÔËÔÕÇÏ Ô ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏË [6 ë 15]. ±ÑÆÑÃÐÞÇ ÊÂÆÂÚË,
ÔÄâÊÂÐÐÞÇ Ô ÄÑÎÐÑÄÑÆÂÏË, ÄÑÊÐËÍÂáÕ Ä àÎÇÍÕÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍÇ, ÂÍÖÔÕËÍÇ, ÕÇÑÓËË ÖÒÓÖÅÑÔÕË, ×ËÊËÍÇ ÑÍÇÂÐÂ Ë Õ.Æ.
ªÔÍÎáÚÇÐËÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ, ÒÓËÄÑÆâÜÇÇ Í ÒÑÐËÉÇÐËá
ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÊÂÆÂÚË, ÑÃÞÚÐÑ ÒÓÑÄÑÆËÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá
ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÑÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÓÂÊÆÇÎÇÐËá ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÐÂ ÒÓÑÆÑÎß-
ÐÞÇ Ë ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÏÑÆÞ. ¥Îâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¤ÇÎßÏÅÑÎßÙÂ
ÕÂÍÑÇ ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇ ÃÞÎÑ ÒÓÑÆÇÎÂÐÑ Ä [16], ÅÆÇ ÄÞÒËÔÂÐÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕËÒÂ (3) ÆÎâ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌÏÑÆÞ Ë ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ,
ÒÑÆÃËÓÂâ ÍÓËÄËÊÐÖ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂ, ÏÑÉÐÑ ÔÑÊÆÂÕß ÓÇÊÑÐÂ-
ÕÑÓÞ Ô ÑÆÐÑÏÑÆÑÄÞÏË ÔÄâÊÂÐÐÞÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË [17]. £
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑ-ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚÂØ ÂÐÂÎÑÅËÚ-
ÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÃÞÎË ÄÞÄÇÆÇÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [1, 2, 7 ë 15].
©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÊÂÆÂÚË Ñ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂØ ÔØÑÉË Ô ÊÂÆÂÚÂÏË
×ËÊËÍË ÏÑÎÇÍÖÎ, ÒÓË àÕÑÏ ÓÑÎß ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÍÑÐ×ÂÌÐ-
ÏÇÐÕÂ ËÅÓÂÇÕ ÍÖÎÑÐÑÄÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Ô "ÊÂÏÑÓÑÉÇÐ-
ÐÞÏË" ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË ÕâÉÇÎÞØ âÆÇÓ. £ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÎËÕÇÓÂÕÖÓÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ Ä ÓÂÊÐÑÏÂÔÛÕÂÃ-
ÐÞØ ÊÂÆÂÚÂØ, ÐÂÊÞÄÂáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË Ô ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÊÐÂÚ-
ÐÞÏ ÔËÏÄÑÎÑÏ [19].

£ÑÎÐÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ cn ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß: 1) ÆÇÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÏË Ë ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ËÊÏÇÐâáÜË-
ÏËÔâ ÐÂ ÏÂÔÛÕÂÃÂØ ÒÑÓâÆÍÂ l0; 2) ÆÇÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÏË Ë
ÃÞÔÕÓÑÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÏË, Õ.Ç. ËÊÏÇÐâáÜËÏËÔâ ÐÂ ÏÂÔÛ-
ÕÂÃÂØ lk5 l0; 3) ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÏË ÐÂ

ÏÂÎÞØ ÖÚÂÔÕÍÂØ Ô ÏÂÔÛÕÂÃÂÏË5 l0. ³ÍÑÓÑÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ
ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÏÞ ØÂÓÂÍÕÇÓËÊÖÇÏ "ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇ-
ÔÍËÏ" ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÏ h�lk=l0, ÅÆÇ lk�max jqcn=qxjÿ1 ì
ØÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÆÎâ cn ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ. °ÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÇ ×ÑÓ-
ÏÖÎÞ ÆÎâC ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÏÇÉÆÖ
lk; d Ë l0 ËÎË, ÚÕÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ, ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË m Ë h.

£ àÕÑÏ ÆÑÍÎÂÆÇ ÏÞÒÓËÄÑÆËÏ à××ÇÍÕËÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
"ÐÂ ÒÑÆÊÑÐÂØ ÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ" (3), ÂÍÍÖÓÂÕÐÑ
ÄÞÄÇÆÇÐÐÞÇ Ë ÒÓËÅÑÆÐÞÇ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÄÔÇØ ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐ-
ÐÞØ ÒÓÑÆÑÎßÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. ¬ÎÂÔÔ àÕËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÑÍÂ-
ÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÛËÓÇ, ÚÇÏ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [7 ë 11]. ªÊ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÔÎÇÆÖáÕ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ Ë ÎÑÄÖÛÇÍ ÊÂ ÔÚÇÕ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ
ÕÓÖÃÍË, ÄÎËâÐËÇ ÔÒËÐÂ ÐÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÖá ÑÆÐÑÏÇÓÐÖá
ÆËÐÂÏËÍÖ Ä ÕÓÖÃÍÂØ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 4), ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÇÓÇÄÑÓÑÕÂ ÔÒËÐÂ Ä ËÔÍÓËÄÎÇÐ-
ÐÞØ ÕÓÖÃÍÂØ Ë Õ.Æ.

®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÏÔâ ÊÆÇÔß ÒÓËÏÇÓÑÏ ÐÂÐÑÕÓÖÃÑÍ.
²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÂÄÕÑÓÑÄ ÆÑÍÎÂÆÂ, ÑÕÐÑÔâÜËÇÔâ Í ÐÂÐÑÒÎÇÐ-
ÍÂÏ Ë ÑÒÕËÚÇÔÍËÏ ÒÎÂÐÂÓÐÞÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÂÏ, ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä
[15, 17]. ¯ÂÐÑÒÎÇÐÍÂÏ ÕÂÍÉÇ ÒÑÔÄâÜÇÐÞ ÓÂÃÑÕÞ [18, 19].

2. ¿××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÐÂ ÒÑÆÊÑÐÇ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ Ä ÐÂÐÑÕÓÖÃÍÇ

2.1. ¶ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ÐÂ m-Ì ÒÑÆÊÑÐÇ
Ä ËÊÑÅÐÖÕÑÌ ÕÓÖÃÍÇ
°ÒÓÇÆÇÎËÏ ÒÑÆØÑÆâÜÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑ-
ÔÕË ÑÔË ÕÓÖÃÍË. ¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÑÔß ÕÓÖÃÍË ì ÍÓËÄÂâ
gìÊÂÆÂÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ r � R�x�, r 2RR3, x 2RR, ÅÆÇR�x�ì
ÅÎÂÆÍÂâ ÄÇÍÕÑÓ-×ÖÐÍÙËâ, x ì ÐÂÕÖÓÂÎßÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÐÂ
g, Õ.Ç. ÆÎËÐÂ ÕÓÖÃÍË, ÑÕÔÚËÕÂÐÐÂâ ÑÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÑÌ ÕÑÚÍË x�, jqxR�x�j � 1, qx � q=qx. £ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ
ÍÓËÄËÊÐÂ ÑÔË k�x� � jq2xRj 6� 0, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐ ÕÓÇØÅÓÂÐÐËÍ
¶ÓÇÐÇ

�
qxR; n � q2xR=jq2xRj; b � �qxR; n�

	
Ë ÍÓÖÚÇÐËÇ ÑÔË

K�x�: qxn � ÿKbÿ kqxR, qxb � Kn. ±ÑÄÑÓÂÚËÄÂâ n�x�, b�x�
ÐÂ ÖÅÑÎ y�x� � � xx� K�x� dx, ÒÑÔÕÓÑËÏ ÄÇÍÕÑÓÞ n1�x�, n2�x�.
´ÑÅÆÂ ÄÄÇÆÇÐÐÞÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ r � R�x� � y�x; y1; y2�,
y�x; y1; y2� � y1n1�x� � y2n2�x� ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ �x; y1; y2� Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÑÔË ÕÓÖÃÍË ÃÖÆÖÕ ÑÓÕÑÅÑ-
ÐÂÎßÐÞ.

¢ÖÆÇÏ ÒÑÐËÏÂÕß ÒÑÆ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÏË ÕÓÖÃÍÂÏË ÊÂÏ-
ÍÐÖÕÞÇ ÕÓÖÃÍË ËÎË ÕÓÖÃÍË, ÐÂ ÍÑÐÙÂØ ÍÑÕÑÓÞØ ÆÎâ
×ÖÐÍÙËË C ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕË ¢ÑÓÐÂ ë
¬ÂÓÏÂÐÂ. ±ÇÓËÑÆ ÕÓÖÃÍË ÃÖÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÂÕß l0. ±ÓË
ÒÓÑØÑÉÆÇÐËË l0 ÄÇÍÕÑÓÞ n1�x�, n2�x� ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä
P�y0� n1�x�,P�y0�n2�x�, ÅÆÇP�y0�ìÏÂÕÓËÙÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÐÂ
ÖÅÑÎ y0�

� x��l0
x� K�x� dx. £ ÔËÎÖ àÕÑÅÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ �x; y1; y2�

ÐÇ âÄÎâáÕÔâ ÅÎÑÃÂÎßÐÞÏË ì ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÕÑÚÍÇ Ä
ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞÿ
x� nl0; P�ÿny0� y

�
, n � 0;�1;�2; . . . , ÅÆÇ y � fy1; y2gT

ì ÄÇÍÕÑÓ-ÔÕÑÎÃÇÙ ËÊ ÆÄÖØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ, Ë ÖÔÎÑÄËÇ ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÐÑÔÕË ËÏÇÇÕ ÄËÆ C�x; y� � C

ÿ
x� l0;P�ÿy0� y

�
.

¥Îâ ÖÒÓÑÜÇÐËâ ×ÑÓÏÖÎ Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ
ÍÎÂÔÔÑÏ ÏÑÆÇÎßÐÞØ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ ÄËÆÂ
vint � vint�x �;D�x�ÿ1P�F�ÿ1y�, ÅÆÇ D�x� > 0, vint�x �; y1; y2�
ì ÅÎÂÆÍÂâ ×ÖÐÍÙËâ, P�F� ì ÏÂÕÓËÙÂ ÒÑÄÑÓÑÕÂ ÐÂ ÖÅÑÎ
"ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ" ÍÓÖÚÇÐËâ F�x�, x � ì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ×ËÍÔËÓÑ-
ÄÂÐÐÂâ ÕÑÚÍÂ ÐÂ ÑÔË ÕÓÖÃÍË.

¥Îâ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ ÔÎÇ-
ÆÖÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß "ÏÅÐÑÄÇÐÐÞÇ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ" ×ÖÐÍÙËË.
°ÐË ËÏÇáÕ ÄËÆ exp�ihy;A�R�i�w n

j , j � 1; . . . ; r, ÅÆÇ w n
j ì
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ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÒÑ y ÐÂ 1 ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÊÂÆÂÚË�
ÿ �h2

2m

�
q2

qy21
� q2

qy22

�
� vint�x; y�

�
w n
j � e n?�x�w n

j : �4�

¯ÂÎËÚËÇ ÐÑÏÇÓÂ j Ö ×ÖÐÍÙËÌ w n
j ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ

ÊÐÂÚÇÐËÇ en?�x� ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ; ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂ-
ÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÍÓÂÕÐÑÔÕß ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ r ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x. ¶ÖÐÍÙËË w n

j �x; y� Ë e n?�x�
ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ ÚÇÓÇÊ w n

j �x �; y�, e?�x ��:
w n
j �x; y� � Dÿ1�x�w n

j

ÿ
x �;Dÿ1�x�Pÿ1�x� y��

� exp
�
ibj�xÿ x ��� ;

e n?�x� �
e n?�x ��D2�x ��

D2�x� :

¥Îâ ÐÇÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÕÓÖÃÍË w n
j �x �; y� Ë bj ÄÞÃËÓÂáÕÔâ

ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÑ; bj ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÑÉËÕß ÓÂÄÐÞÏË ÐÖÎá. ¥Îâ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÕÓÖÃÍË ÙÇÎÇÔÑÑÃÓÂÊÐÑ ÄÞÃÓÂÕß bj ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑÃÞ w n

j �x� l0, P�ÿy0� y� � w n
j �x; y�. ´ÑÅÆÂ

ÑÆÐÑÏÇÓÐÞÌ ÒÑ x à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ÍÄÂÐÕÑÄÞÌ ÏÂÕÓËÚÐÞÌ
ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ

L̂ n � p̂2

2m
� vext�x� � e n?�x� ÿ

�h2k2�x�
8m

�

� e

c

�x
0

�
qxR�x 0�; qA�R�x

0�; t�
qt

�
dx 0�

� �hB
 E2
p̂

m
� L̂y 
 E2 ÿ e�h

2mc
Er 
 hr ;H i� L̂sy; �5�

ÅÆÇ p̂ � ÿi�hq=qx,

L̂y � L
�

�h

m
�qxF� p̂ÿ e

2mc
hqxR;H i

�
ÿ e

mc
hY?;H i p̂�

�
�
Y;Hvext � e

c

qA�R; t�
qt

� kn
p̂2

2m

�
;

L̂sy � a
ÿ
M 0 
 hr ; qxRi �M 1 
 hr ; n1i p̂�

�M 2 
 hr ; n2i p̂
�
:

©ÆÇÔß ÄÄÇÆÇÐÞ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ: En ì ÇÆËÐËÚÐÂâ
n� n-ÏÂÕÓËÙÂ; B ì ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÂâ r� r-ÏÂÕÓËÙÂ Ô ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕÂÏË Bj j 0 � bjdj j 0 ; L�x� ì r� r-ÏÂÕÓËÙÂ ÏÑÏÇÐÕÂ
Ô àÎÇÏÇÐÕÂÏË Lj j 0 �hw n

j ; l̂w
n
j 0 iy, l̂ �ÿi�h�y1q=qy2 ÿ y2q=qy1�;

Mk�x�ìÏÂÕÓËÙÞ ÓÂÊÏÇÓÑÏ r� r (k � 0; 1; 2) ÄËÆÂ

�M 0�j j 0 � ÿi�h
D
w n
j ;
ÿ�q1vint� q2 ÿ �q2vint� q1�w n

j 0

E
y
;

�M 1�j j 0 �


w n
j ; �q2vint�w n

j 0
�
y
;

�M 2�j j 0 � ÿ


w n
j ; �q1vint�w n

j 0
�
y

;

qi � q=qyi; 
 ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ ÕÇÐÊÑÓÐÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ
ÏÂÕÓËÙ; Y�x� � Y1n1 � Y2n2, Y?�x� � Y2n1 ÿ Y1n2 ì
ÕÓÇØÏÇÓÐÞÇ "ÄÇÍÕÑÓÞ", ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÖÕß
"ÆËÒÑÎßÐÞÇ" 2� 2-ÏÂÕÓËÙÞ �Yi�j j 0 �x� �



w n
j ; yi w

n
j 0
�
y
,

i � 1; 2; h�; �iy ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞÏ y.

¥Îâ ÔÎÖÚÂâ lk4 d ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ ÕËÒÂ (5) ÃÞÎ ÒÑÎÖÚÇÐ
Ä [1, 2]. "¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ" ÿ�h2k�x�2=�8m�,

ÄÒÇÓÄÞÇ ÄÄÇÆÇÐÐÞÌ Ä [16], ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐËÏÂÕß ÄÑ
ÄÐËÏÂÐËÇ Ä ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÔÎÖÚÂÇ (lk � l0). ªÏÇÐÐÑ
àÕÑÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ Ä
ÒÖÔÕÑÏ ÄÑÎÐÑÄÑÆÇ [16], ÔÑÊÆÂÄÂâ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÒÓËÕâÉÇ-
ÐËÇ Í ÕÑÚÍÂÏ ÐÂËÃÑÎßÛÇÌ ÍÓËÄËÊÐÞ ÑÔË.

¦ÔÎË cn ÇÔÕß ÓÇÛÇÐËÇ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3), ÕÑ
×ÖÐÍÙËâCn ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ ÒÑ ×ÑÓÏÖÎÇ

Cn�x; y; t� � G�x; y�ÿ1=4ÿwn
0 �x; y; t� � ŵ n

1

��
� exp

�
ie

�hc

�x
x�



qxR;A�R�

�
dx

�
cn�x; t� ;

ÅÆÇ G�x; y� � �1ÿ khy; ni�2,

wn
0 � exp

�
i


y;A�R����

� w n
1 �x; y� 0 � � � w n

n�1�x; y� 0

0 w n
1 �x; y� � � � 0 wn

n�1�x; y�
���� �������� ����;

�6�

ŵ n
1 � wn

0 �x; p̂; y; t�ì ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÒÑÒÓÂÄÍÖ ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓ, âÄÐÞÌ ÄËÆ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÆÎâ ÆÂÎßÐÇÌ-
ÛÇÅÑ ÐÇÔÖÜÇÔÕÄÇÐ.

2.2. ¤ÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ×ÂÊÞ Ë ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ.
£ ÐÇÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÕÓÖÃÍÇ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3) ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÊÂÆÂÚÖ ÓÂÔÔÇâÐËâ Ë ÊÂÆÂÚÖ ÑÃ àÄÑÎáÙËË
ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÂÍÇÕÑÄ. £ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÕÓÖÃÍÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ
C ÄÎÇÚÇÕ ÊÂ ÔÑÃÑÌ ÃÎÑØÑÄÔÍÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÆÎâ ÄÇÍÕÑÓ-
×ÖÐÍÙËË cn:

cn�x� l0; t� � exp

�
ie

�hc

�l0
0



qxR;A�R�

�
dx

�
cn�x; t� :

¥Îâ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÕÓÖÃÍË ×ÂÊÂ

e

�hc

�l0
0



qxR;A�R�

�
dx � 2pF

F0
;

ÅÆÇ F ì ÒÑÕÑÍ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÚÇÓÇÊ ÑÃÎÂÔÕß, ÑØÄÂÕÞ-
ÄÂÇÏÖá ÑÔßá ÕÓÖÃÍË,

F �
�l0
0



qxR;A�R�

�
dx ;

F0 � 2p�hc=e ì ÍÄÂÐÕ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ. ´ÂÍÑÇ ÓÂ-
ÄÇÐÔÕÄÑ ÇÔÕß ÒÓÑâÄÎÇÐËÇ à××ÇÍÕÂ ¡ÂÓÑÐÑÄÂ ë¢ÑÏÂ [20].

3. °ÃÑÃÜÇÐÐÞÌ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËÌ ÒÓËÐÙËÒ

3.1. "°ÒÇÓÂÕÑÓÐÑÇ" ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ
ªÊÎÑÉËÏ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ËÆÇË "ÑÃÑÃÜÇÐÐÑÅÑ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÓËÐÙËÒÂ", ÒÓËÄÑÆâÜÇÅÑ Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (3), (5). £ÑÎÐÑÄÞÇ
×ÖÐÍÙËËC � Cn�x; y; t� ÐÂ ÐËÉÐËØ ÒÑÆÊÑÐÂØ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ
ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕÔâ Ä ÄËÆÇ ÆÇÌÔÕÄËâ ÊÂÄËÔâÜÇÅÑ
ÑÕ x; p̂ � ÿi�hq=qx; t; y "ÔÒÎÇÕÂáÜÇÅÑ" ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ŵ n �
� wn�x; p̂; y; t� ÐÂ ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ y ×ÖÐÍÙËá cn�x; t�:

Cn�x; y; t� � wn�x; p̂; y; t�cn�x; t� : �7�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ x Ë p̂ ÐÇ ÍÑÏÏÖÕËÓÖáÕ, ÕÑ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÆÑÅÑÄÑÓËÕßÔâ Ñ ÔÒÑÔÑÃÇ ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐËâ ÆÇÌÔÕÄËâ àÕËØ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÔÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ ÑÒÇÓÂÕÑÓ
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p̂ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÒÇÓÄÞÏ, Â ÑÒÇÓÂÕÑÓ xìÄÕÑÓÞÏ (ÔÏ. [22, 23]).
¬ ×ÑÓÏÖÎÇ (7) ÆÑÃÂÄÎâÇÕÔâ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ, ÚÕÑÃÞ cn ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÎÂ ÖÓÂÄÐÇÐËá (3). ¬ÂÍ Ë Ä ÊÂÆÂÚÂØ ÐÂ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ, ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ ŵ n Ë L̂n

ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ. £ÞÚËÔÎÇÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂n

ÑÃÑÃÜÂÇÕ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÖ ±ÂÌÇÓÎÔÂ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËÇ ÆËÔÒÇÓ-
ÔËÑÐÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ (ÔÓ. [24]). µÚËÕÞÄÂâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÇ
ÄÞÓÑÉÆÇÐËÇ e n?�x� Ä ÊÂÆÂÚÇ (4), ÒÑÆ cn�x; t� ÔÎÇÆÖÇÕ
ÒÑÐËÏÂÕß 2r-ÏÇÓÐÖá ÄÇÍÕÑÓ-×ÖÐÍÙËá, Â ÒÑÆ ŵn ì 2� 2r-
ÏÂÕÓËÚÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ p̂; x.

±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ (7) ÆÎâ Cn âÄÎâÇÕÔâ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏ
ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÏÇÕÑÆÂ ¢ÑÓÐÂ ë°ÒÒÇÐÅÇÌÏÇÓÂ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
×ÖÐÍÙËâ wn ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ p̂, Ë ×ÑÓÏÖÎ [21] ÆÎâ £¬¢-
×ÖÐÍÙËÌ cn (£¬¢ ì £ÇÐÕÙÇÎß ë¬ÓÂÏÇÓÔ ë¢ÓËÎÎáàÐ),
ÄÍÎáÚÂâ ÔËÕÖÂÙËË Ô ÕÑÚÍÂÏË ÒÑÄÑÓÑÕÂ Ë ×ÑÍÖÔËÓÑÄÍÑÌ.
¶ÑÓÏÖÎÂ (7) âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÂÎËÊÂÙËÇÌ ËÆÇË ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ
ÑÔÓÇÆÐÇÐËâ [23 ë 26]: ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÃÎÑÍ ÆËÂÅÑÐÂÎËÊÖáÜÇÅÑ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Û ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË (ÒÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ m) ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâÇÕÔâ Ä ÄËÆÇ Û � exp�iŜ � �Pn j ŵ nih ŵ nj, hâ j b̂ i �
� � dy �â�b̂ �, hŵ njŵ n 0 i � dnn 0 . ±ÑÔÎÇ "ÒÑÆÍÓÖÕÍË" ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ (2) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

Ûÿ1
�
ÿ i�h

q
qt
� Ĥ

�
Û �

X
n

jŵ ni
�
ÿ i�h

q
qt
� L̂ n

�
h ŵ nj � 0 :

¥Îâ ×ÖÐÍÙËË Cn � ŵ nc n ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ�
ÿ i�h

q
qt
� Ĥ

�
Cn � jŵ ni

�
ÿ i�h

q
qt
� L̂ n

�
cn � 0 ;

àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÇ (3).
±ÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ŵ n Ä ÄËÆÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ x, p̂

âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÏ. £ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÎËÕÇÓÂ-
ÕÖÓÇ ×ÖÐÍÙËâ ÑÕ x, p̂ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÔÇÄÆÑÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎß-
ÐÞÏ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÏ, Â ÊÂÆÂáÜÂâ ÇÅÑ ×ÖÐÍÙËâ ì ÔËÏÄÑÎÑÏ.
±ÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ ŵ n Ë L̂ n Í ÔËÏÄÑÎÂÏ wn Ë Ln ÆÂÇÕ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÐÇ ÃÇÔÒÑÍÑËÕßÔâ Ñ ÐÇÍÑÏÏÖÕÂÕËÄÐÑÔÕË
ÑÒÇÓÂÕÑÓÑÄ x Ë p̂. ¬ÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÕÑÚÐÑ ÄÞÚËÔÎËÕß wn Ë Ln

ÐÇ ÖÆÂÇÕÔâ, Ë ÓÇÚß ÏÑÉÇÕ ËÆÕË ÕÑÎßÍÑ Ñ ÄÞÚËÔÎÇÐËË
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ wn Ë Ln

ÒÑ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÖ m:

wn � wn
0 �x; p; y� � wn

1 �x; p; y� � wn
2 �x; p; y� � . . . ; wn

j � m j ;

Ln � Ln
0�x; p� � Ln

1�x; p� � Ln
2�x; p� � . . . ;Ln

j �
m j�h2

md 2 :

°ÃÜËÇ ×ÑÓÏÖÎÞ ÆÎâ wnk ËL
n
k ÒÓËÄÇÆÇÐÞ Ä [15], Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ

ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ.
ªØ ÐÂØÑÉÆÇÐËÇ ÕÓÇÃÖÇÕ ÒÓËÄÎÇÚÇÐËâ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ àÎÇÏÇÐ-
ÕÂÓÐÞØ ÒÑÐâÕËÌ Ë ×ÑÓÏÖÎ ÑÒÇÓÂÕÑÓÐÑÅÑ ËÔÚËÔÎÇÐËâ [22],
ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÑÔÕÖÒÐÞ ÔÕÖÆÇÐÕÂÏ 3-ÅÑ ËÎË 4-ÅÑ ÍÖÓÔÑÄ
×ËÊËÍÑ-ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÔÕÇÌ. ³ ÆÓÖÅÑÌ ÔÕÑ-
ÓÑÐÞ, ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ "ÒÑÆÍÓÖÕÍË" Ä ÍÄÂÐÕÑÄÑÏ
ÑÔÓÇÆÐÇÐËË ÊÂÚÂÔÕÖá ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÕÇØÐËÚÇÔÍË
ÄÇÔßÏÂ ÔÎÑÉÐÖá ÊÂÆÂÚÖ. ±ÑàÕÑÏÖ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ ÂÆËÂÃÂÕË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ Ä ÄËÆÇ (7) Ë (3), ÒÑ ÐÂÛÇÏÖ ÏÐÇÐËá,
âÄÎâÇÕÔâ ÇÅÑ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÂÅÏÂÕËÚÐÑÌ Ë ÒÓÑÔÕÑÌ ×ÑÓÏÑÌ.

¥Îâ ÏÐÑÅËØ ÊÂÆÂÚ wn
j Ë Ln

j ì ÒÑÎËÐÑÏÞ ÒÑ p,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÕÑÅÆÂ ŵ n Ë L̂n ì ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÇ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÞ. ¶ÖÐÍÙËâ wn

0 ÚÂÔÕÑ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ËÏÒÖÎßÔÂ, Ä
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ŵ n

0 ì ÑÃÞÚÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ x, y. ¯Ñ,
ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, wn

1 ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ p, ÚÕÑ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÑÔÕß ÒÓËÏÇÐÇÐËâ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËâ (ÔÏ.
ÓÂÊÆÇÎ 3.3).

3.2. ±ÇÓÇÐÑÓÏËÓÑÄÍÂ àÐÇÓÅËË
Ë ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË
³ÒÇÍÕÓ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ (5) ÔËÎßÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ
ËÊÏÇÐÇÐËâ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, Õ.Ç. ÑÕ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÑÌ ÔËÎÞ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ ÚÂÔÕËÙÖ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÔË
ÕÓÖÃÍË.

¥Îâ ÒÓËÏÇÓÂ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÓÖÃÍÖ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÄÐÇÛ-
ÐËØ ÒÑÎÇÌ. ´ÑÅÆÂ à××ÇÍÕËÄÐÞÌ "ÒÓÑÆÑÎßÐÞÌ" ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
(ÂÐÂÎÑÅ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ®ÑÓÊÂ Ä ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ ×ËÊËÍÇ) Ä
ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ "×ÎÖÍÕÖÂÙËâÏË" ÓÂÊÏÇÓÑÄ ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, "ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÌ" ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÑÌ àÐÇÓÅËË en?�x�. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÖá
ÕÓÖÃÍÖ Ä ÔÎÇÆÖáÜËØ ÔÎÖÚÂâØ: 1) en? � en?�x0� � const;
2) en?�x� ËÏÇÇÕ ÐÂ ÒÇÓËÑÆÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÖá ÕÑÚÍÖ ÏËÐË-
ÏÖÏÂ x0. £ ÔÎÖÚÂÇ 1) ÔÒÇÍÕÓ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ (5) ËÏÇÇÕ ÄËÆ
E nn � en? � ennk . ¯Â ÚÂÔÕß ÔÒÇÍÕÓÂ ennk 5 en? ÏÑÉÇÕ ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÄÎËâÕß ÍÓËÄËÊÐÂ ÑÔË (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÑÓÅÂÐËÊÑÄÞÄÂÕß
ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ [9, 16]) Ë ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ, ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÔÑ
ÔÒËÐÑÏ [2]. £ ÔÎÖÚÂÇ 2) ÕÑÚÍÂ ÏËÐËÏÖÏÂ x0 ÒÑÓÑÉÆÂÇÕ
ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÖá ÔÇÓËá ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍË ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞØ
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ("ÎÑÄÖÛÇÚÐÞØ" ÔÑÔÕÑâÐËÌ, ÂÐÂÎÑ-
ÅËÚÐÞØ ÐËÉÐËÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ âÆÇÓ Ä ÏÑÎÇÍÖÎâÓÐÑÌ
×ËÊËÍÇ) Ë ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ E nn � en?�x0� � ennk , ÒÓË
àÕÑÏ ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ËÅÓÂÇÕ
ÐËÍÂÍÑÌ ÓÑÎË Ë ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÚÕÇÐ Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÇÑÓËË
ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ. ±ÓÑÆÑÎßÐÂâ ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ lk ÔÄâÊÂÐÂ Ô ennk
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ ennk � �h2=�2ml2k�.

²ÂÊÖÏÐÑ ÒÓÇÆÎÑÉËÕß ÔÎÇÆÖáÜÖá ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËá
ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ (5) Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ
ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ennk Ë en?�x0�:

a) ÆÎËÐÐÑÄÑÎÐÑÄÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ,

lk � l0 ; ennk �
d 2

l 20
en?�x0� ; h � 1 ;

Ã) ÔÓÇÆÐÇÄÑÎÐÑÄÞÇ,

lk �
������
dl0

p
; ennk �

d

l0
en?�x0� ; h � ���

m
p

;

Ä) ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÞÇ,

lk � d ; ennk � en?�x0� ; h � m ;

Å) ÖÎßÕÓÂÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÞÇ,

lk � d 3=2

l
1=2
0

; ennk �
l0
d
en?�x0� ; h � m 3=2 :

±ÓË ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÆÎËÐÇ ÄÑÎÐÞ

lk � d 2

l0
; ennk �

l 20
d 2

en?�x0� ; h � m 2

ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÓÂÊÓÖÛÂÇÕÔâ. ¢ÎËÊÍÂâ
ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËâ ÆÎâ ÂÃÔÕÓÂÍÕÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÃÞÎÂ ÒÓÑÄÇÆÇÐÂ
Ä [27]. £ ÔÎÖÚÂÇ a) ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (3) ÔÎÇÆÖÇÕ ÓÇÛÂÕß ÕÑÚÐÑ; Ä
ÔÎÖÚÂâØ Ã) ë Å) ÏÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐâÕß ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËÇ, ÒÓË àÕÑÏ Ä ÔÎÖÚÂÇ Ã) ÔÒËÐ ÏÑÉÇÕ ÄÎËâÕß ÐÂ
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÖá ÆËÐÂÏËÍÖ; Ä ÔÎÖÚÂÇ Å) ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÃÑÓÐÑÄÔÍËÏ (ÔÏ. ÒÓËÏÇÓÞ Ä
ÓÂÊÆÇÎÇ 4).

3.3. ° ÕÑÚÐÑÔÕË ÄÞÄÑÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÐÂ ÒÑÆÊÑÐÂØ ÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ
³ ÒÑÏÑÜßá ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÓÑÙÇÆÖÓÞ [15] ÑÒÇÓÂÕÑÓ
(5) ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß Ô ÎáÃÑÌ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá.
°ÆÐÂÍÑ ÇÅÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË ÕÇØÐË-
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ÚÇÔÍËÏË ÕÓÖÆÐÑÔÕâÏË. £ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ Ĥ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÄÓÇÏÇÐË, ÓÂÊÖÏÐÑ ÔÕÓÑËÕß ÑÒÇÓÂÕÑÓ L̂n Ô ÕÂÍÑÌ ÕÑÚ-
ÐÑÔÕßá, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÌ ÇÅÑ ÔÒÇÍÕÓ E nn âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÃÎËÉÇ-
ÐËÇÏ ÔÒÇÍÕÓÂ enn ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ Ĥ. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÕÓÇÃÖÇÕÔâ
ÄÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÖÔÎÑÄËâ jE nn ÿ ennj5 jE nn ÿ E n�n�1�j. ¬ÂÍ ÒÓÂ-
ÄËÎÑ, ÏÑÉÐÑ ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÕÓÇÏâ ÚÎÇÐÂÏË ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂n. ¥Îâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÃÔÕÄÇÐ-
ÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ (5) ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÄÖØ ÒÇÓÄÞØ
ÚÎÇÐÑÄ.

£ ÔÎÖÚÂÇ Å) (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 3.2) ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÒÇÓËÑÆ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ md 2=�h ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÔÓÂÄÐËÏÞÏ ÔÑ
ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËâ ÚÂÔÕËÙÇÌ ÕÓÖÃÍË mlkl0=�h,
ÒÑàÕÑÏÖ ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÇ ÓÂÊÆÇÎÇÐËÇ ÐÂ ÒÓÑÆÑÎßÐÞÇ Ë ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÞÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÕÑÅÆÂ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎÂ Ë ÂÆËÂÃÂÕËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÒÇÓÇÔÕÂÇÕ ÓÂÃÑÕÂÕß. ±ÓË àÕÑÏ Ä
×ÑÓÏÖÎÇ (7) ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÇÌÔÕÄËâ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ŵn1 ÐÂ ×ÖÐÍ-
ÙËá cn ÐÇÎßÊâ ÔÚËÕÂÕß "ÒÑÒÓÂÄÍÑÌ", ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ŵ n

1c
n � 1.

°ÕÄÇÚÂáÜÂâ ÕÂÍËÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ ÚÂÔÕß ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ
L̂n ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇÏ ÐË ÆÎâ ÍÂÍËØ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ Ĥ. ´ÂÍÖá ÔËÕÖÂÙËá ÖÆÂÇÕÔâ ËÐÑÅÆÂ ÒÓÑÂÐÂÎË-
ÊËÓÑÄÂÕß Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ £¬¢ [28].
´ÑÚÐÑÔÕß ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËÌ Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÑÕ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÌ ÏÇÉÆÖ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË m Ë h ÒÓÑÂÐÂÎËÊË-
ÓÑÄÂÐÂ Ä [14, 15].

4. ¯ÇÍÑÕÑÓÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÕÓÖÃÑÍ
Ô ÍÓÖÅÎÞÏ ÔÇÚÇÐËÇÏ

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÍÑÐ×ÂÌÐÏÇÐÕÂ ÄÞÃÇÓÇÏ
vint � mO2�x��y21 � y22�=2. ´ÑÅÆÂ en?�x� � O�x��n� 1�, ÍÓÂÕ-
ÐÑÔÕß ÄÞÓÑÉÆÇÐËâ ÊÂÆÂÚË (4) ÓÂÄÐÂ n� 1, Ë, ÔÎÇÆÑÄÂ-
ÕÇÎßÐÑ, ÏÂÕÓËÚÐÞÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ L̂n ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß
2�n� 1� � 2�n� 1�. £ÞÃÇÓÇÏ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ wn

j ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
×ÖÐÍÙËË ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ ÏÑÏÇÐÕÂ

l̂ � ÿi�h
�
y1

q
qy2
ÿ y2

q
qy1

�
� ÿi�h q

qj
;

ÍÑÕÑÓÞÇ ËÏÇáÕ ÄËÆ exp�ilj� u jl j k�r�, ÅÆÇ l � 0;�1; . . .;
k � 0; 1; . . .; y1 � r cosj, y2 � r sinj. £ ÃÂÊËÔÇ fwn

j g ÅÂ-
ÏËÎßÕÑÐËÂÐ L̂n ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÃÎÑÚÐÑ-ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÑÌ ÏÂÕ-
ÓËÙÞ Ô 2� 2-ÃÎÑÍÂÏË L̂nl, ÑÕÄÇÚÂáÜËÏË ÒÓÑÇÍÙËË
ÏÑÏÇÐÕÂ ÐÂ ÑÔß ÕÓÖÃÍË, ÓÂÄÐÖá l :

L̂ nl � ÿ �h2

2m

q2

qx2
� �hO�x� �n� 1� ÿ �h2k2

8m
ÿ

ÿ �he

2mc
hqxR;H i lÿ �h

2



r ; a l�x�� : �8�

©ÆÇÔß a l�x� � e�mc�ÿ1Hÿ 2amlO�x�2qxR, k�x�ì ÍÓËÄËÊÐÂ
ÑÔË ÕÓÖÃÍË Ä ÕÑÚÍÇ x. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÄÇÍÕÑÓ cn�x; t�
ÔÑÔÕÂÄÎÇÐ ËÊ ÆÄÖØÍÑÏÒÑÐÇÐÕÐÞØ ÄÇÍÕÑÓ-×ÖÐÍÙËÌ
cnl�x; t�, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËØ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ i�hcnl

t � L̂ nlcnl.
±ÓËÄÇÆÇÏ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÇÅÑ ÕÑÚÐÞÇ Ë ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËÇ
ÓÇÛÇÐËâ.

4.1. ÁÄÐÑ ÓÇÛÂÇÏÂâ ÏÑÆÇÎß ÆÎâ ÔÒËÓÂÎßÐÑÌ ÕÓÖÃÍË
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÒËÓÂÎßÐÖá ÕÓÖÃÍÖ Ô ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍË ÔËÏ-
ÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÔÇÚÇÐËÇÏ Ë ÑÔßá

R�x� �
�
r1 sin

x

r
; ÿr1 cos

x

r
; r2

x

r

�
; r �

����������������
r21 � r22

q
:

¥Îâ àÕÑÌ ÕÓÖÃÍË ÍÓËÄËÊÐÂ ÑÔË k�x� � r1=r
2 � const,

ÍÓÖÚÇÐËÇ ÑÔË K�x� � r2=r
2 � const.

£ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÔÇÚÇÐËÇ ÕÓÖÃÍË ÒÑÔÕÑâÐÐÑ,
O�x� � O � const, Ë ÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÑ ÄÆÑÎß
ÑÔË ÔÒËÓÂÎË, H � �0; 0;H�, ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐ (8) ÖÐËÕÂÓÐÑ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÇÐ ÑÒÇÓÂÕÑÓÖ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐ-
ÕÂÏË:

Uÿ1L̂ nlU � ÿ �h2

2m

q2

qx2
ÿ �h

2mr

�
1 0
0 ÿ1

��
ÿ i�h

q
qx

�
�

� �hO�n� 1� ÿ lr2
2r

�hoH � �h2r22
8mr4

ÿ

ÿ �hoH

2

�
1 0
0 ÿ1

�
� amO2 �hl

r

�
r2 r1
r1 ÿr2

�
;

U�x� �
exp

�
ÿ ix

2r

�
0

0 exp

�
ix

2r

�
0BB@

1CCA ;

ÅÆÇoH � eH=�mc�ìÎÂÓÏÑÓÑÄÂ ÚÂÔÕÑÕÂ.±ÑàÕÑÏÖ ÔÒÇÍÕÓ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂ nl (8) Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÔÒËÓÂÎßÐÑÌ ÕÓÖÃÍÇ
ÐÇÒÓÇÓÞÄÇÐ Ë ËÏÇÇÕ ÄËÆ

E nl�q� � q2

2m
� �hO�n� 1� ÿ r2oHl

2r
� �h2r22
8mr4

ÿ

ÿ s"#
�h

mr

����������������������������������������������������������������������������������������
q�moHr

2
ÿ am2O2lr2

�2

� �am2O2lr1
�2s
;

ÅÆÇ s"# � �1.
±ÖÔÕß ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ Cn�x; y� ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË

ÒÑÄÕÑÓâÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÍÂÉÆÞÇ N ÄËÕÍÑÄ. ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÄÑ-
ÆËÕ Í ÃÎÑØÑÄÔÍÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË cnl Ô ÍÄÂÊËËÏ-
ÒÖÎßÔÑÏ I=�2p�hrN �, I � ÿIAB � I lB, ÅÆÇ

IAB � e

c

�2prN
0



qxR;A�R�

�
dx � e

c
NF ;

I lB � �hl

�2prN
0

K dx :

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÔÎÑÄËÇ ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕË Cn ËÏÇÇÕ ÄËÆ:

N

�
2prq ln

�h
ÿ pÿ 2prKl� 2pF

F0

�
� 2pn :

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÔÒÇÍÕÓ ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ L̂ nl Ô ÖÍÂÊÂÐÐÞÏË
ÃÎÑØÑÄÔÍËÏË ÖÔÎÑÄËâÏË ÆËÔÍÓÇÕÇÐ: E nln � E nl�q ln�, ÅÆÇ

q ln � �h

r

�
n

N
� lr2

r
� 1

2

�
ÿ F
rF0

;

F � pr21H ì ÒÑÕÑÍ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÚÇÓÇÊ ÒÎÑÜÂÆß
ÒÓÑÇÍÙËË ÔÒËÓÂÎË. ³ÎÂÅÂÇÏÑÇ IAB ÇÔÕß ÒÓÑâÄÎÇÐËÇ
à××ÇÍÕÂ ¡ÂÓÑÐÑÄÂ ë¢ÑÏÂ, Â I lB ì×ÂÊÞ ¢ÇÓÓË. °ÕÏÇÕËÏ,
ÚÕÑ IB � 0 ÒÓË l � 0. ªÊ ÓÂÃÑÕÞ [14] ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÅÑ ÕÇÓÏÂ IB � 0 ÆÎâ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÔÇÚÇ-
ÐËâ ÕÓÖÃÍË. ±ÓË r2 � 0 E nln ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÔÒÇÍÕÓ ÊÂÏÍÐÖ-
ÕÑÌ ÕÑÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÓÖÃÍË.

£ ÓÂÊÆÇÎÂØ 4.2 ë 4.6 ÏÞ ËÔÔÎÇÆÖÇÏ ÔËÕÖÂÙËË, Ä ÍÑÕÑÓÞØ
Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (3) ÏÑÉÐÑ ÒÓËÏÇÐËÕß ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ.

4.2. ¥ËÐÂÏËÍÂ ÔÒËÐÂ Ä ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÓÇÉËÏÇ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÓÖÃÍÖ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÞ Ô O�x� 6� const
Ë ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ i�hcnl

t � L̂nlcnl. ªÔÔÎÇÆÖÇÏ Ä
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"ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÓÇÉËÏÇ" [14] àÄÑÎáÙËá ÄÑÎÐÑÄÞØ
ÒÂÍÇÕÑÄ cnl�x; t�, ÊÂÆÂÐÐÞØ ÖÔÎÑÄËÇÏ cnl�x; 0� �
� exp�iS n

0 �x�=�h�A nl
0 �x�, ÅÆÇ A nl ì ÆÄÖÏÇÓÐÞÌ ÄÇÍÕÑÓ. £

àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ×ÖÐÍÙËË cnl ËÏÇáÕ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÌ ÄËÆ Ë
ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎËÄÂáÕÔâ ÒÑ:

1) ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ x � X�x0; t� ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¯ßáÕÑÐÂ

m�x � ÿ�hO 0�x��n� 1�; xjt�0 � x0 ;

m _xjt�0 �
qS n

0

qx
�x0� ;

2) ÓÇÛÇÐËâÏ A nl�x0; t� ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÔÒËÐÑÓÂ A nl:

dA nl

dt
ÿ i

2



r ; al

ÿ
x�t���A nl � 0 ; A nljt�0 � A nl

0 �x0� : �9�

¦ÔÎË ÒÓË t < t � âÍÑÃËÂÐ J nl�x0; t� � jqX=qx0j 6� 0, ÕÑ

cnl�x; t� � exp

�
iS n
ÿ
x0�x; t�; t

�
�h

� i#
ÿ
x0�x; t�; t

���
� A nl

ÿ
x0�x; t�; t

������������������������������
J nl
ÿ
x0�x; t�; t

�q ;

ÅÆÇ

S n�x0; t� � S n
0 �x0� �

�t
0

�
m

2
_X �x0; t�2ÿ

ÿ �hO
ÿ
X�x0; t�

��n� 1�
�
dt ;

#�x0; t� � l

2

�t
0



qxR

ÿ
X�x0; t�

�
;H
�
dt ;

x0�x; t� ì ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ X �x0; t� � x ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
x0. ±ÓË t > t � ÒÑÔÎÇ ÒÑâÄÎÇÐËâ ×ÑÍÂÎßÐÞØ ÕÑÚÇÍ (ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ Ä ÏÇÔÕÂØ ÔÖÉÇÐËâ ÕÓÖÃÍË Ë ÄÃÎËÊË ÇÇ ÍÑÐÙÂ)
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ Ô ÒÑÏÑÜßá ÍÂÐÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ
ÑÒÇÓÂÕÑÓÂ [29].

4.3. ³ÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÇ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË
Ä ÍÑÓÑÕÍÑÄÑÎÐÑÄÑÏ ÓÇÉËÏÇ
±ÖÔÕß Ä ÕÓÖÃÍÇ Ô ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÕÑÎÜËÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË Cn

ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÕ ÖÔÎÑÄËá ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕË ÚÇÓÇÊ ÍÂÉÆÞÌ
ÄËÕÑÍ ÔÒËÓÂÎË Ë ÚÂÔÕÑÕÂ O�x� Ô ÕÇÏ ÉÇ ÒÇÓËÑÆÑÏ ËÏÇÇÕ
ÐÂ ÄËÕÍÇ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÖá ÕÑÚÍÖ ÏËÐËÏÖÏÂ x0. ´ÑÅÆÂ
×ÖÐÍÙËË, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ àÐÇÓÅËË E nln < max en?�x�, ÎÑÍÂÎË-
ÊÑÄÂÐÞ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍË ÆÑÔÕÖÒÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË; ×ÖÐÍÙËË,
ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ E nln > max en?�x�, ÆÇÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÞ Ë ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÕ "ÃÂÎÎËÔÕËÚÇÔÍËÇ" ÔÑÔÕÑâÐËâ [30].

ÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÇ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÏÑÉÐÑ ÓÂÊÆÇÎËÕß ÐÂ ÆÄÇ
ÅÓÖÒÒÞ:

1) ÐËÊÍÑÎÇÉÂÜËÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÐÑÏÖ
ÒÓËÃÎËÉÇÐËá (ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ¢ÑÓÐÂ ë°ÒÒÇÐÅÇÌÏÇÓÂ ÆÎâ
(2)) ÔÑ ÔÒÇÍÕÓÑÏ

E nnl � �hO�x0��n� 1� � �h

�������������������������������
�hO 00�x0��n� 1�

m

r �
n� 1

2

�
ÿ

ÿ mr1
2r

H2l sin

�
x0
r

�
ÿ mr2

2r
H3l�

� �hs"#

���� ec Hÿ 2amlO 2�x0� qxR�x0�
���� ;

ÅÆÇ s"# � �1 ÑÕÄÇÚÂáÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâÏ ÔÒËÐÂ ÄÆÑÎß ÄÇÍ-
ÕÑÓÂ �e=c�Hÿ 2amlO�x0�2qxR�x0�;

2) ÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞÇ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÃÞÔÕÓÑÑÔÙËÎÎË-
ÓÖáÜËÏ £¬¢-ÓÇÛÇÐËâÏ ÔÑ ÔÒÇÍÕÓÑÏ

E nln
s � E nn

0 ÿ �honln
H ÿ �honln

s �O�m2� ;

ÅÆÇ E nn
0 ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ¢ÑÓÂ ë ©ÑÏ-

ÏÇÓ×ÇÎßÆÂ

1

p

�x2
x1

P dx � �h

�
n� 1

2

�
; P �

��������������������������������������������������
2m
ÿ
E nn
0 ÿ �hO�x��n� 1��q

:

©ÆÇÔß x1 < x2 ÔÖÕß ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ P � 0,

onnl
H � el�2mcT�ÿ1

�T
0



qxR �X�x0; t��;H

�
dt �

� el�mcT�ÿ1
�x2
x1



qxR;H

�
mPÿ1 dx ;

T � 2

�x2
x1

mPÿ1 dx

ì ÒÇÓËÑÆ ÊÂÏÍÐÖÕÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÐÂ ÖÓÑÄÐÇ àÐÇÓÅËË E nn
0 ,

onnl
s ìÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ¶ÎÑÍÇ ÏÂÕÓËÙÞ ÏÑÐÑÆÓÑÏËË ÔËÔÕÇÏÞ

(9) (ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ Ä ÔËÎÖ ÔÂÏÑÔÑÒÓâÉÇÐÐÑÔÕË ÏÂÕÓËÙÞ

r ; al�x�t��� Ë ÕÂÍËÇ, ÚÕÑ ÿp=T < onnl

s 4 p=T ). ¥Îâ ÎÑÍÂ-
ÎËÊÑÄÂÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ×ÂÊÞ IAB � 0, I lB � 0.

³ÒÇÍÕÓ ÃÂÎÎËÔÕËÚÇÔÍËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

E � E nn
0 ÿ �honnl

H ÿ �honnl
s � �ho l

B �O�m 2� ;

ÅÆÇ E nn
0 ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÔÎÑÄËÇÏ�2prN
0

P dx � 2p�hnÿ IAB ;

onnl
H � el�cT�ÿ1

�2prN
0



qxR;H

�Pÿ1 dx ;
T �

�2prN
0

mPÿ1 dx ;

onnl
s ì ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ¶ÎÑÍÇ ÔËÔÕÇÏÞ (9), o l

B � ��hT �ÿ1I lB.

4.4. CÒËÐ-ÑÓÃËÕÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÜÇÒÎÇÐËÇ
Ë ÕÇÑÓËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ
±ÖÔÕß H � 0, a5 �mO�ÿ1. ´ÑÅÆÂ ÒÑÒÓÂÄÍÂ onnl

s ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÒÑÆÔÚËÕÂÐÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÕÇÑÓËË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ [2].
¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÏÂÕÓËÙÂ ÏÑÐÑÆÓÑÏËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (9)

M�E�2aml

�T
0

O
ÿ
X�x0; t�

�2

r ; qxR

ÿ
X�x0; t�

��
dt�O�a2�

Ë ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ¶ÎÑÍÇ Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá O�a2� ÔÖÕß ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ
ÚËÔÎÂ ÏÂÕÓËÙÞ

2amlTÿ1
�T
0

O
ÿ
X �x0; t�

�2

r ; qxR

ÿ
X�x0; t�

��
dt �

� 2amlTÿ1
�2prN
0

O�x�
r ; qxR�x��mPÿ1 dx :
±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ, ÚÕÑ ÕÇÑÓËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ ÓÂÃÑÕÂÇÕ ÕÑÎßÍÑ
ÒÓË a5 �mO�ÿ1.
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4.5. £ÎËâÐËÇ ÔÒËÐÂ ÐÂ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÖá ÆËÐÂÏËÍÖ
ÔÎÂÃÑÄÑÊÃÖÉÆÇÐÐÞØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ
Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ H
±ÖÔÕß jal�x�j 6� 0 (ÕÇÓÏÞ ÐÇ ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕÔâ) Ë
O�x� � O � const. ´ÑÅÆÂ ÔËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ i�hcnl

t � L̂ nlcnl

ËÏÇÇÕ ÃÞÔÕÓÑÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËÇ £¬¢-ÓÇÛÇÐËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÄÑÔÔÕÂÐÂÄÎËÄÂáÕÔâ ÒÑ ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏ ÆÄÖØ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËØ
ÔËÔÕÇÏ m�x � ÿHv l"# [14], ÅÆÇ

v l
"# � ÿ

e�h

�2mc�


qxR;H

�
lÿ s"#

2
�h
��a l�x��� ;

��a l�x��� � ����������������������������������������������������������������������������
o2

H � �2amO2l �2 ÿ 2
e

c
alO2



qxR;H

�r
:

¿ÍÔÕÓÇÏÖÏÞ v l"# ÐÂØÑÆâÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâÿjal�x�j ÿ s"#amO2
�
qx

�
ÿ 1

2



qxR;H

�
l

�
� 0 :

´ÑÚÍÂÏ ÏËÐËÏÖÏÂ v l
"# ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ "ÎÑÄÖÛÍË". ¥Îâ

ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ s# ÏËÐËÏÖÏÞ Ë ÏÂÍÔËÏÖÏÞ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ v l"#
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÏËÐËÏÖÏÂÏ Ë ÏÂÍÔËÏÖÏÂÏ
ÿ�1=2�hqxR;H i l, Õ.Ç. ×ÂÊÑÄÞÌ ÒÑÓÕÓÇÕ ÔÒËÐÑÄÑÌ
ÚÂÔÕËÙÞ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÂÊÑÄÞÏ ÒÑÓÕÓÇÕÑÏ
ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÌ ÃÇÔÔÒËÐÑÄÑÌ. ¥Îâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ s" ÂÐÂÎÑÅËÚ-
ÐÂâ ÍÂÓÕËÐÂ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË amO2 < ja l�x ��j, ÅÆÇ
x � ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÑÚÍÂÏ ÏËÐËÏÖÏÂ Ë ÏÂÍÔËÏÖÏÂ
ÿ�1=2�hqxR;Hil. ¥Îâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ s# ÏÂÍÔËÏÖÏ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ��h=2�ja l�x ��j ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô
ÏÂÍÔËÏÖÏÑÏ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÆÎâ ÃÇÔÔÒËÐÑÄÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ, Â
ÆÎâ s" ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÐÂ ÕÖ ÉÇ ÄÇÎËÚËÐÖ. °ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ
ÎáÃÑÒÞÕÐÂâ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÇÒÂÓËÓÑÄÂÕß ÔÒËÐÑÄÞÇ
ÚÂÔÕËÙÞ Ô ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÒÓÑÇÍÙËÇÌ ÏÑÏÇÐÕÂ l : Ä ÆËÂÒÂÊÑÐÇ
àÐÇÓÅËÌ

�hO�n� 1� ÿ �he

2mc



qxR�x ��;H

�
lÿ �h

2

��a l�x ���� <
< E < �hO�n� 1� ÿ �he

2mc



qxR�x ��;H

�
l� �h

2

��a l�x ����
ÚÂÔÕËÙÂ Ô ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÔÒËÐÂ s" ÃÖÆÇÕ ÒÓÑØÑÆËÕß ÚÇÓÇÊ
ÕÓÖÃÍÖ, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÚÂÔÕËÙÂ Ô ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÔÒËÐÂ s#
ÃÖÆÇÕ ÑÕÓÂÉÂÕßÔâ ÑÕ ÐÇÇ.

¦ÔÎË amO2 > ja l�x ��j, ÕÑ ÆÎâ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ s" Ä
ÙÇÐÕÓÇ "ÏÂÅÐËÕÐÑÌ" ÎÑÄÖÛÍË (ÕÑÚÍÇ ÏËÐËÏÖÏÂ
ÿ�1=2�hqxR;Hi l ) ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÃÂÓßÇÓ ì ÎÑÄÖÛÍÂ ÓÂÔÒÂÆÂ-
ÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÇ; Ä ÕÑÚÍÂØ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÿ�1=2�hqxR;H i l
ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÇ ÕÑÚÍË ÏËÐËÏÖÏÂ.

4.6. ±ÇÓÇÄÑÓÑÕ ÔÒËÐÂ (ÔÒËÐ-×ÎËÒ)
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ e=�mc�H � 2amlO2qxR�x ��. ´ÑÅÆÂ x �

ÇÔÕß ÕÑÚÍÂ ÏËÐËÏÖÏÂ ÿ�1=2�hqxR;H i l, Â ja l�x ��j � 0. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Ä ÕÑÚÍÂØ x � ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÇ ÕÇÓÏÑÄ,
ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÇÓÇÄÑÓÑÕ ÔÒËÐÂ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ÄÑÊßÏÇÏ ÑÔß Ä ÄËÆÇ ÆÖÅË ÑÍÓÖÉÐÑ-
ÔÕË R�x� � r�cos�x=r�; sin�x=r�; 0� Ë ÒÑÎÇ e=�mc�H �
� 2amlO2�ÿ1; 0; 0�. ´ÑÅÆÂ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ

v l
"# � ÿ�h jl joH sin

�
x

r

�
ÿ s"#�hoH

���� sin� p
4
ÿ x

2r

�����

Ë x � � pr=2, ÒÓËÚÇÏ ÅÎÂÄÐÞÌ ÚÎÇÐ £¬¢-ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (3) ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË m�x � ÿ�v l��0, ÅÆÇ

v l
� � ÿ�hjl joH sin

�
x

r

�
� �hoH sin

�
p
4
ÿ x

2r

�
[31, 32]. ±ÑÕÇÐÙËÂÎ v l� ÐÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ v l"#.

¡ÄÕÑÓÞ ÃÎÂÅÑÆÂÓâÕ ÊÂ ÆËÔÍÖÔÔËË £.¡. ¤ÇÌÎÇÓÂ Ë
.¡. ¹ÇÓÐÑÊÂÕÑÐÔÍÑÅÑ. ²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ÒÑÆ-
ÆÇÓÉÍÇ ÅÓÂÐÕÑÄ DFG-²¡¯ Ë ²¶¶ª 05-01-00968Â.
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