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Ä ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ

².¡. ³ÖÓËÔ, ª.¡. ¥ÏËÕÓËÇÄ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ
£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÓÂÃÑÕÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÔÒÇÍÕÓ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä
ËÆÇÂÎßÐÞØ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ Ë ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ËÊ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ Ä ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ ËÎË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÏ Ä ÊÂÄËÔËÏÑ-
ÔÕË ÑÕ ÑÓËÇÐÕÂÙËË ÒÑÎâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÅÓÂ×Ë-
ÚÇÔÍËØ ÑÔÇÌ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍË. £ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÅÑ
ÔÒÇÍÕÓÂ ÛËÓËÐÂ ÑÃÓÂÊÖáÜÇÌÔâ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÏËÐËÊÑÐÞ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍÑÅÑ
ËÐÆÇÍÔÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÑÎâ. ±ÑÔÕÓÑÇÐÂ ÍÄÂÐÕÑÄÂâ ÕÇÑÓËâ
ÊÂÕÖØÂÐËâ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ÕÂÍËØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕ-
ÍÂØ. ±ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÑÍ ËÊ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ âÏ Ä ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ
ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÐÂ ×ÑÐÑÐÂØ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔËÎßÐÑ ÒÑÆÂÄÎÇÐÑ ÐÂÆÎÇÉÂÜËÏ ÄÞÃÑÓÑÏ
ÄÇÎËÚËÐÞ Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÑÎâ. £ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÆÂÉÇ ÒÓË
ÍÑÏÐÂÕÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÄÓÇÏâ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ
ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÏÑÉÇÕ ÔÑÔÕÂÄÎâÕß ÔÑÕÐË ÒÇÓËÑÆÑÄ.

¹ÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÃÑÎßÛÑÌ ËÐÕÇÓÇÔ Í ÍÄÂÐÕÑÄÞÏ ÕÑÚÍÂÏ Ä
ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄÞØ ÅÇÕÇÓÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ÊÐÂ-
ÚËÕÇÎßÐÞÏ ÑÕÎËÚËÇÏ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ Ä
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÑÚÍÇ ÑÕ ÔÒÇÍÕÓÂ ÑÃÝÇÏÐÑÅÑ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ ËÎË
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ âÏÞ, ÅÆÇ àÕÑÕ ÔÒÇÍÕÓ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÌ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ
ÒÓËÏÇÓÂ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÌ ÆÇÏÑÐÔÕÓÂÙËË ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄ,
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞØ àÕÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá, ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË
ËÐÉÇÍÙËÑÐÐÞÇ ÎÂÊÇÓÞ ÐÂ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÍÂØ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÂÍÕËÄÐÑÌ ÔÓÇÆÞ Ô ÚËÔÕÑ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÏ
ÔÒÇÍÕÓÑÏ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÆÑÔÕËÅÐÖÕß ÍÂÓÆËÐÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÐËÉÇ-
ÐËâ Ë ÄÞÔÑÍÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÐÑÌ ÔÕÂÃËÎßÐÑÔÕË ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÒÑÓÑÅÑÄÑÅÑ ÕÑÍÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÎÂÊÇÓÂÏË ÐÂ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
âÏÂØ [1 ë 6].

£ÇÔßÏÂ ÒÇÓÔÒÇÍÕËÄÐÞÏ ÏÑÉÇÕ ÕÂÍÉÇ ÑÍÂÊÂÕßÔâ ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ Ä ÖÐËÒÑÎâÓÐÞØ ÒÓËÃÑÓÂØ,
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ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÍÂÔÍÂÆÐÞØ ÎÂÊÇÓÂØ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÅÇÐÇÓÂÙËâ
ËÊÎÖÚÇÐËâ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÊÂ ÔÚÇÕ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâÏË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÑÆÐÑÅÑ ÕËÒÂ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ).
¬ÑÐÙÇÒÙËâ ÖÐËÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄÑÅÑ ÎÂÊÇÓÂ,
ÄÒÇÓÄÞÇ ÄÞÆÄËÐÖÕÂâ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [7 ë 9] Ä ÄËÆÇ ËÆÇË
ÔÕËÏÖÎËÓÑÄÂÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÇ, ÃÞÎÂ
ÄÒÑÔÎÇÆÔÕÄËË ÄÑÒÎÑÜÇÐÂ Ä ÍÂÔÍÂÆÐÑÏ ÎÂÊÇÓÇ ÐÂ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÞØ âÏÂØ [10, 11]. ±ÓË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËË ÖÒÑÓâÆÑÚÇÐÐÞØ
ÏÂÔÔËÄÑÄ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÐÑ ÒÑÄÞÛÇÐÂ à××ÇÍÕËÄÐÑÔÕß Ë ÍÂÔÍÂÆÐÞØ
ÎÂÊÇÓÑÄ [12 ë 15].

±ÑÕÓÇÃÑÄÂÎËÔß ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÞÇ ÖÔËÎËâ ÆÎâ ÒÓÂÍÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÓÇÂÎËÊÂÙËË ÏÂÔÔËÄÑÄ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ Ô ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÃÑÎßÛÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËÇÌ, ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÞØ Ä
ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑÏ ÑÕÐÑÛÇÐËË Ë ÑÆÐÑÓÑÆÐÞØ ÒÑ ÓÂÊÏÇÓÂÏ Ë
×ÑÓÏÇ [16]. ª ÔÇÌÚÂÔ ÏÑÉÐÑ ÑÉËÆÂÕß, ÚÕÑ Ä ÐÇÆÂÎÇÍÑÏ
ÃÖÆÖÜÇÏ ÔÕÂÐÇÕ ÓÇÂÎßÐÞÏ ËÊÅÑÕÑÄÎÇÐËÇ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÞØ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ, ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÜËØ ÔÑÃÑÌ ÓÇÛÇÕÍË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ. ¬ÂÍ ÏÞ
ÒÑÍÂÉÇÏ ÐËÉÇ, Ä ÕÂÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ÏÑÉÐÑ ÄÑÊÃÖÉÆÂÕß
ÃÎÑØÑÄÔÍËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÐÂ ÚÂÔÕÑÕÂØ ÕÇÓÂÅÇÓÙÑÄÑÅÑ ÆËÂ-
ÒÂÊÑÐÂ, ÑÃÎÂÆÂáÜËÇ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÄÞÔÑÍÑÌ ÆÑÃÓÑÕ-
ÐÑÔÕßá. £ ÐÂÔÕÑâÜÇÏ ÆÑÍÎÂÆÇ ÃÖÆÖÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÞ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÃÑÕ [17 ë 19], Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÃÞÎÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ
ÕÇÑÓËâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏ àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ Ä ËÆÇÂÎßÐÞØ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ Ë ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ
ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ (2D Ë 3D ³²¬´) Ë
ÕÇÑÓËâ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ÕÂÍËØ ÔÄÇÓØ-
ÓÇÛÇÕÍÂØ. ®Þ ÒÓÑÆÇÏÑÐÔÕÓËÓÖÇÏ, ÚÕÑ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá ÔÑ
ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂÏË ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ âÏ Ä ³²¬´ ÒÑâÄÎâáÕÔâ
ÐÑÄÞÇ ÒÓËÄÎÇÍÂÕÇÎßÐÞÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ ÔÒÇÍÕ-
ÓÑÏ, ÑÃÎÂÔÕßá ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË Ë ÓÂÔÔÇâÐËÇÏ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ
ÒÖÕÇÏ ÄÞÃÑÓÂ ÄÇÎËÚËÐÞ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÇÅÑ
ÑÓËÇÐÕÂÙËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÅÎÂÄÐÞØ ÑÔÇÌ ³²¬´.

2. ³ÒÇÍÕÓ Ë ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ
Ä ËÆÇÂÎßÐÞØ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ Ë ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ
ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ Ä ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ
ªÊÖÚÂÇÏÂâ ÐÂÏË ÔËÔÕÇÏÂ ì àÕÑ ÏÂÔÔËÄ ÔÎÂÃÑ ÔÄâÊÂÐÐÞØ
ÑÆËÐÂÍÑÄÞØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ, ÔÕÓÑÅÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍË ÓÂÔ-
ÒÑÎÑÉÇÐÐÞØ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë ÑÃÓÂÊÖáÜËØ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ËÆÇÂÎßÐÖá ÑÆÐÑÏÇÓÐÖá, ÆÄÖÏÇÓÐÖá ËÎË ÕÓÇØÏÇÓ-
ÐÖá ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÖ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1 Ä
ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÒÓËÏÇÓÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÍÄÂÆÓÂÕÐÂâ ÆÄÖÏÇÓÐÂâ
³²¬´. ®Þ ÒÑÎÂÅÂÇÏ, ÚÕÑ ÍÂÉÆÂâ ÍÄÂÐÕÑÄÂâ ÕÑÚÍÂ
ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÖá âÏÖ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÑÆÑÃÐÑ
ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ËÏÇÇÕ ÏÇÔÕÑ Ä ÎÂÊÇÓÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ. ³ÒÇÍÕÓ
àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÍÂÉÆÑÌ âÏÇ ÚËÔÕÑ ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ. £ ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄËÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÒÇÍÕÓ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÔÄÇÓØÓÇ-
ÛÇÕÍÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÐÂÃÑÓ ÏËÐËÊÑÐ, ÄÑÊÐËÍÂá-
ÜËØ ËÊ-ÊÂ ÕÖÐÐÇÎßÐÑÌ ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ ÑÃÓÂÊÖáÜËÏË ÇÇ
ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÕÑÚÍÂÏË. °ÕÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÐÂ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÖá
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÄÑÌÔÕÄ ÔÎÑËÔÕÞØ ÒÇÓËÑÆË-
ÚÇÔÍËØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ì ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÑâÄÎÇÐËâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÑÌ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ÒÓÑÄÑÆËÏÑÔÕËì ÄÒÇÓÄÞÇ ÖÍÂÊÂÎ
¬ÇÎÆÞÛ [20], Â Ä ÓÂÃÑÕÇ ¿ÔÂÍË Ë ¸Ö [21] ÃÞÎÂ ÆÂÐÂ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÓÇÂÎËÊÂÙËâ àÕÑÅÑ à××ÇÍÕÂ ÐÂ ÔÎÑË-
ÔÕÞØ ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄÞØ ÅÇÕÇÓÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ì ÑÆÐÑÏÇÓ-
ÐÞØ ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÑÄÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ. £ ÐÂÛÇÌ ÓÂÃÑÕÇ
ÆÂÎÇÇ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÒÑÎÂÅÂÕß, ÚÕÑ ÄÇÎËÚËÐÞ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ Ë ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÏÇÉÆÖ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË
ÕÑÚÍÂÏË ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÏÂÎÞ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ "ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÑ-
ÔÕË" ÏËÐËÊÑÐÞ [22], Õ.Ç. ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÏÇÉÆÖ
ÏËÐËÊÑÐÂÏË ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ

ÒÑÎâ F, �hOD5W 2, ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ Ë ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÑÆÐÑÏËÐË-
ÊÑÐÐÑÇ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ 1. ©ÆÇÔß �hO � eFa ì ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÂâ
ÚÂÔÕÑÕÂ, Õ.Ç. àÎÇÍÕÓÑÔÕÂÕËÚÇÔÍÂâ àÐÇÓÅËâ, ÐÂÃËÓÂÇÏÂâ ÐÂ
ÒÇÓËÑÆÇ ÔÄÇØÓÇÛÇÕÍË Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ
a, D ì ÛËÓËÐÂ ÏËÐËÊÑÐÞ ÓÂÊÓÇÛÇÐÐÞØ àÐÇÓÅËÌ, W ì
ÄÇÎËÚËÐÂ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÜÇÎË ÏÇÉÆÖ ÏËÐËÊÑÐÂÏË. ¥Îâ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÏËÐËÊÑÐÖ, ÑÃÓÂÊÖáÜÖáÔâ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÑÅÑ ÖÓÑÄÐâ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÂÐËâ Ä ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÑÚÍÇ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ ÆÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ
ÏËÐËÊÑÐÇ ³²¬´, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÑÏ Ĥ0 Ä
ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, Ä ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆ

ĤFC � �Ĥ0 � eF � r�C � EC : �1�
¥Îâ ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÆÑÃÐÑ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÃÂÊËÔÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß
×ÖÐÍÙËË £ÂÐßÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÏËÐËÊÑÐÞ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÔËÎßÐÑÌ ÔÄâÊË ÃÎËÊÍË Í ÄÑÎÐÑÄÞÏ ×ÖÐÍÙËâÏ Ä
ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÍÂØ Ë ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÑÑÕ-
ÐÑÛÇÐËÇÏ [23]

j q i � 1����
N
p

X
K

exp
�
iK�rÿ q�� uK�r� ; �2�

ÅÆÇNìÒÑÎÐÑÇ ÚËÔÎÑ ÖÊÎÑÄ³²¬´, q �Pi niai ìÄÇÍÕÑÓÞ
ÖÊÎÑÄ ³²¬´, ai ì ÃÂÊËÔÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ ³²¬´, ÔÖÏÏËÓÑÄÂ-
ÐËÇ ÄÇÆÇÕÔâ ÒÑ ÓÂÊÓÇÛÇÐÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ
ÄÇÍÕÑÓÂ K, ÎÇÉÂÜËÏ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÒÇÓÄÑÌ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ
³²¬´, exp �iKr� uK�r� ì ÃÎÑØÑÄÔÍËÇ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ×ÖÐÍ-
ÙËË ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ Ĥ0. ±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (1) ÄÑÎÐÑÄÖá
×ÖÐÍÙËá Ä ÄËÆÇ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ×ÖÐÍÙËâÏ £ÂÐßÇ
C �PCq j qi, ÒÑÎÖÚËÏ ÆÎâ ÂÏÒÎËÕÖÆ Cq ÖÓÂÄÐÇÐËÇ

�Eÿ eF � q�Cq ÿ
X
q1

1

4
Dqÿq1Cq1 � 0 ; �3�

ÅÆÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Dq =4 ÔÖÕß ÏÑÆË×ËÙËÓÑÄÂÐÐÞÇ ÒÑÎÇÏ
ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ, ÔÄâÊÞÄÂáÜËÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÕÑÚÍË,
ÓÂÊÐÇÔÇÐÐÞÇ ÐÂ ÄÇÍÕÑÓ ³²¬´ q .

²ÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (3) ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞ ÆÎâ
ÆÄÖØ ÍÎÂÔÔÑÄ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ [17].
¦ÔÎË ÄÔÇ ÑÕÐÑÛÇÐËâ ÒÓÑÇÍÙËÌ ÒÑÎâ ÐÂ ÃÂÊËÔÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ
³²¬´ F � ai=F � ak, i 6� k, ÒÓË ÆÂÐÐÑÌ ÑÓËÇÐÕÂÙËË ÒÑÎâ
ËÓÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞ (Firr ÐÂ ÓËÔ. 1), ÕÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÞ ÄÔÇØ ÖÊÎÑÄ ³²¬´ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÓÂÊÎËÚÐÞÏË.
³ÒÇÍÕÓ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆËÔÍÓÇÕÇÐ Ë ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÆÄÖÏÇÓÐÖá
(2D³²¬´) ËÎË ÕÓÇØÏÇÓÐÖá (3D³²¬´) ÎÇÔÕÐËÙÖ £ÂÐßÇ ë
ºÕÂÓÍÂ:

eR � ÿeF � R � ÿ
X

ni�eF � ai� : �4�

£ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÒÓÑÇÍÙËÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ÐÂ ÃÂÊËÔÐÞÇ ÄÇÍÕÑÓÞ ³²¬´ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ (ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÑÎâ), Ä
ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÏ Í ÒÑÎá ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÄÑÊÐËÍÂáÕ
ÙÇÒÑÚÍË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ Ô ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÏ (ÓËÔ. 1). ±ÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËÇ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕßá
ÕÖÐÐÇÎËÓÑÄÂÐËâ ÏÇÉÆÖ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÕÑÚÍÂÏË Ä àÕËØ
ÙÇÒÑÚÍÂØ ÄÇÆÇÕ Í ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÏÖ ÆËÔÍÓÇÕÐÑÏÖ ÔÒÇÍÕÓÖ
ÐÑÔËÕÇÎÇÌ (4). µÚÇÕ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÏÇÉÆÖ

1 ¹ÕÑÃÞ ÒÑÎÖÚËÕß ËÊ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÓÂÃÑÕÞ [22] ÖÔÎÑÄËÇ ËÊÑÎËÓÑÄÂÐÐÑ-
ÔÕË ÏËÐËÊÑÐÞ Ä ÐÂÒËÔÂÐÐÑÏ ÊÆÇÔß ÄËÆÇ, ÐÖÉÐÑ ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ à××ÇÍÕËÄ-
ÐÂâ ÏÂÔÔÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÏËÐËÊÑÐÇ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÇÇ ÛËÓËÐÑÌ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ
m � �h 2=Da2.
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ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÕÑÚÍÂÏË Ä ÙÇÒÑÚÍÂØ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÍÂÚÇÔÕÄÇÐ-
ÐÑÏÖ ËÊÏÇÐÇÐËá ÔÒÇÍÕÓÂ Ë ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ¥ÄËÉÇÐËÇ
Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÙÇÒÑÚÍÂØ ÐÇ ÍÄÂÐÕÖÇÕÔâ, Ë ÄÑÊÐËÍÂáÕ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÏËÐËÊÑÐÞ. ²ÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ ÏÇÉÆÖ
ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÕÑÚÍÂÏË Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÙÇÒÑÚÍÂØ àÍÔÒÑÐÇÐ-
ÙËÂÎßÐÑ ÃÞÔÕÓÑ ÖÏÇÐßÛÂáÕÔâ Ô ÓÑÔÕÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ
ÏÇÉÆÖ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÕÑÚÍÂÏË, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÛËÓËÐÂ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËâ ÒÑÎâ: ÚÇÏ ÃÑÎßÛÇ ÒÇÓËÑÆ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÙÇÒÑÚÇÍ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ d?, ÕÇÏ ÏÇÐßÛÇ ÛËÓËÐÂ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ
ÏËÐËÊÑÐÞ D?, ÓÂÄÐÂâ ÖÏÐÑÉÇÐÐÑÏÖ ÐÂ ÚÇÕÞÓÇ ÓÇÊÑÐÂÐÔ-
ÐÑÏÖ ËÐÕÇÅÓÂÎÖ ÏÇÉÆÖ ÃÎËÉÂÌÛËÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÕÑÚ-
ÍÂÏË Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÙÇÒÑÚÍÂØ (ÓËÔ. 1, 2). ³ ÖÚÇÕÑÏ
ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÔÒÇÍÕÓ
ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÑÆÐÑÏÇÓÐÖá ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÖá ÎÇÔÕÐËÙÖ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËÌ (ÓËÔ. 3Ã):

eN�k� � 1

2
D? cos �kd?� ÿNeFdk ; �5�

D? / exp �ÿad?� ;
ÅÆÇ ÚËÔÎÑ N ÐÖÏÇÓÖÇÕ ÔÕÖÒÇÐË ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ,
k ì ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÄÆÑÎß

ÙÇÒÑÚÇÍ, dk ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÞÏË ÙÇÒÑÚÍÂÏË ¬´, a ì ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ,
ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ Ë ÅÇÑÏÇÕÓËË
ÍÑÐÍÓÇÕÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ.

¥Ñ ÔËØ ÒÑÓ ÓÇÚß ÛÎÂ ÑÃ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ³²¬´. ¯Ñ Ä ÕÂÍÑÌ
ÔÎÑÉÐÑÌ Ô ÕÇØÐÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ Ô
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑÏ ÅÇÕÇÓÑÅÓÂÐËÙ ÐÇËÊÃÇÉÇÐ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÓÂÊ-
ÃÓÑÔ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÒÓËÄÑÆâÜËÌ Í ÆËÔÒÇÓÔËË àÐÇÓÅËÌ
ÓÂÊÏÇÓÐÑÅÑ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ Ë ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ.
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ ÓÇÂÎßÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÅÓÂ-
ÐËÚÇÐÞ, Ë ÚËÔÎÑ ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÒÑÎâ
ÍÑÐÇÚÐÑ. £ ÓÂÃÑÕÇ [24] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË ÔÎÂÃÑÏ ÆËÂÅÑ-
ÐÂÎßÐÑÏ ÃÇÔÒÑÓâÆÍÇ Ä ÙÇÒÑÚÍÇ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ Ä ÏÑÆÇÎË
ÔËÎßÐÑÌ ÔÄâÊË, àÎÇÍÕÓÑÐ ÎÑÍÂÎËÊÖÇÕÔâ ÐÂ ÆÎËÐÇ
lloc � d�D?=2�2=hde 2i, ÅÆÇ d ì ÒÇÓËÑÆ ÙÇÒÑÚÍË, hde 2i ì
ÔÓÇÆÐÇÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÂâ ÆËÔÒÇÓÔËâ ÖÓÑÄÐÇÌ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ Ä
¬´. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÚÇÓÇÊ L ÎËÐÇÌÐÞÌ ÓÂÊÏÇÓ ³²¬´ Ä
ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ Í ÒÑÎá ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÅÑÄÑ-
ÓËÕß Ñ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÏ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÔÒÇÍÕÓÇ ÏÑÉÐÑ ÎËÛß
ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ lloc 4L4 d. ¦ÔÎË ÉÇ ÔÑÑÕÐÑÛÇ-
ÐËÇ ÆËÔÒÇÓÔËË ËÛËÓËÐÞ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐD? ÕÂÍÑÄÑ,
ÚÕÑ lloc < d, ÕÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑÎÐÂâ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËâ Ä ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÑÏ Í àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÑÎá ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, Ë ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇ-
ÃÓÇÚß. £ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË d < lloc < L ÆÎËÐÂ
ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ
ÄÇÎËÚËÐÑÌ ÓÂÊÃÓÑÔÂ ÖÓÑÄÐÇÌ ÍÄÂÐÕÑÄÂÐËâ. ®Þ ÒÑÎÖ-

Frat k �5; 1�
Frat k �1; 1�

Frat k �0; 1�

Firr

²ËÔ. 1. ±ÓËÏÇÓÞ ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞØ Frat Ë ËÓÓÂÙËÑÐÂÎßÐÑÅÑ Firr ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐËÌ ÒÑÎâ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÇ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
ÕÑÚÇÍ.

�1; 1�

�3; 2� �2; 1�
�3; 1�

�4; 1�
�1; 0�

²ËÔ. 2. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÛËÓËÐÞ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ
ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÇ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ ÑÕ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍÑÅÑ ËÐÆÇÍ-
ÔÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ (Ä ÎÑÅÂÓË×ÏËÚÇÔÍÑÏÏÂÔÛÕÂÃÇ).

in

�hO

Lloc

el

Â

³²¬Á

Ã

in
�hoopt

4 �ho� �hO

EN�k?�

k? N

in, el

2D ³²¬´

D?

²ËÔ. 3. ³ÒÇÍÕÓ Ë ÍÂÐÂÎÞ ÐÇÖÒÓÖÅÑÅÑ (in) Ë ÖÒÓÖÅÑÅÑ (el) ÓÂÔÔÇâÐËâ Ä
ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÇ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ (³²¬Á) Ä ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ (Â) Ë Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÇ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
ÕÑÚÇÍ ÒÓË ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâØ ÒÑÎâ (Ã) (�hO � eFa ì ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÖÓÑÄÐâÏË ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ, D? ì ÛËÓËÐÂ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ, �hoopt ì àÐÇÓÅËâ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÑÄ,
�ho� � �hsp=RD ì ÄÇÓØÐââ ÅÓÂÐËÙÂ àÐÇÓÅËÌ ÂÍÕÖÂÎßÐÞØ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ
×ÑÐÑÐÑÄ).

6*
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ÚÂÇÏ, ÚÕÑ Ä ÓÇÂÎßÐÞØ ³²¬´ ÆÎâ ÄÔÇØ ÓÂÙËÑÐÂÎßÐÞØ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ ÒÑÎâ, ÍÓÑÏÇ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÅÎÂÄÐÞØ, ÆÇÎÑÍÂÎË-
ÊÂÙËË Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ Í àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÑÎá ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË
ÐÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ. ©Â ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ àÕËØ ÅÎÂÄÐÞØ ÓÂÙËÑ-
ÐÂÎßÐÞØ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÌ Ä ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÔËÎßÐÑÏ ÒÑÎÇ ÆÎâ
ÑÒËÔÂÐËâ ÔÒÇÍÕÓÂ Ë ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËâ ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ.

3. ¢ÎÑØÑÄÔÍËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË
©ÂÆÂÚÂ Ñ ÆÄËÉÇÐËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÌ
ÓÇÛÇÕÍÇ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ, ÐÂØÑÆâÜÇÅÑÔâ Ä ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ ÑÆÐÑ-
ÓÑÆÐÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ, ÃÞÎÂ Ä ÙÇÐÕÓÇ ÄÐËÏÂÐËâ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎÇÌ Ô ÔÂÏÑÅÑ ÐÂÚÂÎÂ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÕÇÑÓËË ÕÄÇÓÆÑÅÑ ÕÇÎÂ. £ ÔÄÑÇÌ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ
1928 Å. [25], ÊÂÎÑÉËÄÛÇÌ ÑÔÐÑÄÞ àÕÑÌ ÕÇÑÓËË, ¢ÎÑØ,
ËÔÒÑÎßÊÖâ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ
àÎÇÍÕÓÑÐ Ä ÕÂÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÓÂÔÔÇâÐËâ Ë
ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÏÇÉÆÖ ÊÑÐÂÏË ÓÂÊÓÇÛÇÐÐÑÌ àÐÇÓÅËË ÃÖÆÇÕ
ËÔÒÞÕÞÄÂÕß ÑÔÙËÎÎâÙËË (ÍÂÍ Ä ËÏÒÖÎßÔÐÑÏ, ÕÂÍ Ë Ä
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ) Ô ÚÂÔÕÑÕÑÌ

f � eFa

h
; �6�

ÅÆÇ FìÐÂÒÓâÉÇÐÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, aìÒÇÓËÑÆ
ÍÓËÔÕÂÎÎÂ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, h ì
ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ±ÎÂÐÍÂ.

±ÓËÄÇÆÇÏ ÊÆÇÔß àÕÑ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ
ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ³²¬´. ³ÒÇÍÕÓ ÄÞÃÓÂÐÐÑÌ ÏËÐË-
ÊÑÐÞ ³²¬´ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔËÎßÐÑÌ ÔÄâÊË ËÏÇÇÕ ÄËÆ

E�K� �
X
R

DR

4
exp �iK � R� ; �7�

ÅÆÇ K ì ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ, ÎÇÉÂÜËÌ Ä ÒÇÓÄÑÌ ÊÑÐÇ
¢ÓËÎÎáàÐÂ ³²¬´. ¦ÔÎË ÏÅÐÑÄÇÐÐÑ ÄÍÎáÚËÕß àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÇ ÒÑÎÇ, ÕÑ ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÃÖÆÖÕ ÓÂÄÐÑÄÇÔÐÑ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÑ ÃÎÑØÑÄÔÍËÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ ÏËÐËÊÑÐÞ.
±ÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÒÑÎâ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÃÖÆÖÕ ÆÄËÅÂÕßÔâ Ä
K-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ô ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá eFt=�h, ÒÓÇÕÇÓÒÇ-
ÄÂâ ÃÓàÅÅÑÄÔÍËÇ ÑÕÓÂÉÇÐËâ ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÊÑÐÞ ¢ÓËÎÎáàÐÂ,
ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÔÙËÎÎâÙËâÏ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ. ±ÓËÏÇÐââ Í àÎÇÍÕÓÑÐÂÏ ÊÂÍÑÐÞ ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ
ÆËÐÂÏËÍË

�hv�K� � HKE�K� ; q
qt
��hK� � eF ; �8�

Ô ÖÚÇÕÑÏ (7) ÒÑÎÖÚËÏ ÕÑÍ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ÄËÆÇ

j�t� � ene

�
dKv

�
K� eFt
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�
f �K� �
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X
R

eneDRR

2�h



cos �K � R�� sin �ORt� ; �9�

ÅÆÇ OR � eF � R �P ni�eF � ai� �
P

niOi ì ÛÕÂÓÍÑÄÔÍËÇ
ÚÂÔÕÑÕÞ ³²¬´; ne ì ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ; f �K� ì
×ÖÐÍÙËâ ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ, ÐÑÓÏË-
ÓÑÄÂÐÐÂâ ÐÂ ÑÆËÐ àÎÇÍÕÓÑÐ; ÖÅÎÑÄÞÇ ÔÍÑÃÍË ÑÊÐÂÚÂáÕ
ÖÔÓÇÆÐÇÐËÇ Ô ×ÖÐÍÙËÇÌ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËâ.

ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (9) ÏÑÉÐÑ ÖÄËÆÇÕß ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÒÓÇ-
ËÏÖÜÇÔÕÄÂ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËâ ³²¬´ ÆÎâ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÒÓË-
ÏÇÐÇÐËÌ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÒÇÓÇÆ ÔÎÑËÔÕÞÏË ÔÄÇÓØ-
ÓÇÛÇÕÍÂÏË, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞÏË ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË âÏÂÏË. £ ÔÎÑ-
ËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÐÂ ÑÆÐÑÌ
ÚÂÔÕÑÕÇ O � eFa=�h, ÅÆÇ a ì ÒÇÓËÑÆ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍË. £

³²¬´ ÔÒÇÍÕÓ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ (2D ³²¬´)
ËÎË ÕÓÇØ (3D ³²¬´) ÃÂÊÑÄÞØ ÚÂÔÕÑÕ Oi (ÓÇÊÑÐÂÐÔÐÞÇ
ËÐÕÇÅÓÂÎÞ DR=4 àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÖÃÞÄÂáÕ Ô ÓÑÔÕÑÏ
ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÏÇÉÆÖ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÕÑÚÍÂÏË jRj, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ, ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÆÓÖÅËØ ÅÂÓÏÑÐËÍ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ
ÏÇÐßÛÇ ÂÏÒÎËÕÖÆ ÃÂÊÑÄÞØ ÔÎÂÅÂÇÏÞØ). °ÒÇÓËÓÖâ ÑÓËÇÐ-
ÕÂÙËÇÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÃÂÊÑÄÞØ ÄÇÍ-
ÕÑÓÑÄ ³²¬´ Ë ÇÅÑ ÄÇÎËÚËÐÑÌ, ÏÞ ËÏÇÇÏ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß
ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÏÇÐâÕß ÃÂÊÑÄÞÇ ÚÂÔÕÑÕÞ [12].

£ÑÊÏÑÉÇÐ ÆÓÖÅÑÌ ÔÒÑÔÑÃ ÑÒËÔÂÐËâ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎ-
ÎâÙËÌ, ÑÔÐÑÄÂÐÐÞÌ ÐÂ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÔÑÃ-
ÔÕÄÇÐÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ÅÂÏËÎßÕÑÐËÂÐÂ ĤF ÆÎâ ³²¬´ Ä
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ. £ àÕÑÏ ×ÑÓÏÂÎËÊÏÇ
ÃÎÑØÑÄÔÍËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ
ÃËÇÐËâ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ.
±ÖÔÕß Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ÄÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ
àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÃÓÂÊÖÇÕ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÖá ÔÏÇÔß ÛÕÂÓÍÑÄÔÍËØ
ÔÑÔÕÑâÐËÌ (5):

C�t � 0� �
X

w 0
N; kjN; ki : �10�

£ÓÇÏÇÐÐaÂ â àÄÑÎáÙËâ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ËÊÄÇÔÕÐÂ, Ë
ÏÑÉÐÑ ÔÓÂÊÖ ÐÂÒËÔÂÕß ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ä ÄËÆÇ

C�t� �
X

w 0
N; k exp

�
ÿ i

�h
e kNt
�
jN; ki : �11�

±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÖÓÑÄÐË ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ àÍÄËÆË-
ÔÕÂÐÕÐÞ, ÑÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÓÇÊÖÎßÕÂÕÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
ÃËÇÐËÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ä ÍÂÉÆÑÌ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ
ÕÑÚÍÇ ÑÔÙËÎÎËÓÖÇÕ ÔÑ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ. ±ÓË ÏÅÐÑ-
ÄÇÐÐÑÏ ÄÍÎáÚÇÐËË ÒÑÎâ ËÊÐÂÚÂÎßÐÑ àÎÇÍÕÓÑÐÞ ÓÂÄÐÑ-
ÄÇÔÐÑ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ÒÑ ÃÎÑØÑÄÔÍËÏ ÔÑÔÕÑâÐËâÏ ÏËÐË-
ÊÑÐÞ ³²¬´. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÆÎâ ÕÑÍÂ ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÇ Ô ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÏ ÓÂÐÇÇ Ä ÍÄÂÊË-
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË (9), ÑÆÐÂÍÑ ÇÅÑ ÔÏÞÔÎ ÔÕÂÐÑ-
ÄËÕÔâ ÆÓÖÅËÏ. ¢ÎÑØÑÄÔÍËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÒÓË ÕÂÍÑÏ ÑÒËÔÂ-
ÐËË âÄÎâáÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÃËÇÐËâÏË Ë ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÒÓË
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÏ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ Ä ÔÑÔÕÑâÐËâ ÛÕÂÓ-
ÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ.

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ âÄÎÇ-
ÐËâ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÍÓÂÌÐÇ ÊÂÕÓÖÆÐÇÐÑ ËÊ-ÊÂ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÔÕË ÄÞÒÑÎÐÇÐËâ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÉÇÔÕÍËØ ÖÔÎÑ-
ÄËÌ ÔÎÂÃÑÔÕË ÓÂÔÔÇâÐËâ ÊÂ ÒÇÓËÑÆ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ,

tÿ1eff <
O
2p
� eFa

h
; �12�

ÅÆÇ tÿ1eff ì à××ÇÍÕËÄÐÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ ÔÕÑÎÍÐÑÄÇÐËÌ. ±ÑàÕÑÏÖ
ÒÇÓÄÞÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÕÂÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ, ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË
ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐÐÞØ ¢ÎÑØÑÏ Ä 1928 Å. [25], ÃÞÎË ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ
ÕÑÎßÍÑ Ä ÐÂÚÂÎÇ 90-Ø ÅÑÆÑÄ ÒÓÑÛÎÑÅÑ ÄÇÍÂ Ä ËÆÇÂÎßÐÑ
ÚËÔÕÞØ Ë ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËØ ÔÎÑËÔÕÞØ ÅÇÕÇÓÑÔÕÓÖÍÕÖÓÂØ ì
ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ âÏ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆ-
ÐËÍÑÄÞØ ÔÑÇÆËÐÇÐËÌ A IIIBV [26, 27]. £ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ
ÒÇÓËÑÆ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÐÑÔÕË Ä ÆÇÔâÕÍË ÓÂÊ
ÒÓÇÄÑÔØÑÆËÕ ÏÇÉÂÕÑÏÐÞÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ, Ë ÖÔÎÑÄËÇ (12)
ÏÑÉÇÕ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÖÉÇ ÒÓË ÒÓËÇÏÎÇÏÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, ÔÑÔÕÂÄÎâáÜÇÌ ÆÇÔâÕÍË Í£ ÔÏÿ1;
ÒÓË àÕÑÏ ÚÂÔÕÑÕÂ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÓâÆÍÂ
ÕÇÓÂÅÇÓÙ. °ÕÔáÆÂ ÑÅÓÑÏÐÞÌ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÓÇÔ Í
âÄÎÇÐËá ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ: ÑÐ
ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐ ÒÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕßá ÔÑÊÆÂÐËâ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÑÄ Ë ÒÓËÇÏÐËÍÑÄ ËÊÎÖÚÇÐËâ Ä ÕÇÓÂÅÇÓÙÑÄÑÏ ÚÂÔÕÑÕ-
ÐÑÏ ÆËÂÒÂÊÑÐÇ.
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°ÆÐÂÍÑ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ, ÍÂÍ Ë Ä ÑÃÝÇÏÐÞØ
ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÂØ, ÒÓË ÎáÃÑÌ ÄÇÎËÚËÐÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÔËÎßÐÑÇ ÐÇÖÔÕÓÂÐËÏÑÇ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÐÑÔËÕÇ-
ÎÇÌ ÐÂ ÍÑÎÇÃÂÐËâØ ÓÇÛÇÕÍË, ÒÓËÄÑÆâÜÇÇ Í ÃÞÔÕÓÑÏÖ
ÊÂÕÖØÂÐËá ÑÔÙËÎÎâÙËÌ. ¥ÂÉÇ Ä ÑÃÎÂÔÕË ÑÚÇÐß ÐËÊÍËØ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓ T ' 10 ¬ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâ-
ÙËÌ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÄÔÇÅÑ ÆÇÔâÕÑÍ ÒÇÓËÑÆÑÄ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ [28].
¥ÂÎÇÇ ÏÞ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÓÇ-
ÛÇÕÑÍ Ä ³²¬´ ÇÔÕß ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔËÎßÐÑÅÑ ÒÑÆÂÄÎÇÐËâ
ÄÔÇØ ÍÂÐÂÎÑÄ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÊÂ ÔÚÇÕ à××ÇÍÕËÄÐÑÅÑ ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ
ÔÒÇÍÕÓÑÏ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÖÕÇÏ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ Ë
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ. ¯ÂÛ
ÂÐÂÎËÊ ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ Ä ÕÇØÐÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÞØ
³²¬´ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÐÂÃÎáÆÇÐËÇ ÔÑÕÇÐ ÒÇÓËÑ-
ÆÑÄ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÒÓË ÍÑÏÐÂÕÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ.
¥Îâ ÔÓÂÄÐÇÐËâ, Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ÒÓË ÍÑÏÐÂÕ-
ÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÃÎÑØÑÄÔÍËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÊÂÕÖØÂáÕ ÊÂ ÑÆËÐ ÒÇÓËÑÆ [29].

4. ²ÂÔÔÇâÐËÇ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ
Ë ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ
±ÓÑÄÇÆÇÏ ÕÇÒÇÓß ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ
ÒÑÆÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÔÇâÐËâ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ Ë
³²¬´. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 3Â ÒÑÍÂÊÂÐ ÔÒÇÍÕÓ ÔÎÑËÔÕÑÌ ÔÄÇÓØÓÇ-
ÛÇÕÍË Ä àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ. ±ÂÓÂÃÑÎÑËÆÞ ÐÂ ÍÂÉÆÑÌ
ÔÕÖÒÇÐË ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
àÐÇÓÅËË àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÑÕ ÇÅÑ ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÑÌ âÏÞ. ªÏÇÐÐÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÛËÓÑÍÑÏÖ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÏÖ
ÔÒÇÍÕÓÖ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÏÖ ÆÄËÉÇÐËá àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÄÆÑÎß
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ âÏ, ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÑÔÕÂÇÕÔâ ÔËÎßÐÞÏ ÒÓË ÎáÃÑÌ
ÄÇÎËÚËÐÇ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ. ¿ÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÇÓÇÍÓÞ-
ÕËÇ ÔÑÔÕÑâÐËÌ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÕÖÒÇÐÇÌ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕ-
ÐËÙÞ ÆÇÎÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÍÂÍ ÖÒÓÖÅÑÇ ÓÂÔÔÇâÐËÇ, ÕÂÍ Ë
ÓÂÔÔÇâÐËÇ Ô ÖÚÂÔÕËÇÏ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ Ë ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑ-
ÐÑÄ.

³ËÕÖÂÙËâ ÍÂÓÆËÐÂÎßÐÑ ÏÇÐâÇÕÔâ Ä ³²¬´. ©ÆÇÔß, ÍÂÍ
ÏÞ ÖÃÇÆËÎËÔß, ÏÑÉÐÑ ÄÂÓßËÓÑÄÂÕß ÛËÓËÐÖ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ
ÏËÐËÊÑÐ, ÏÇÐââ ÑÓËÇÐÕÂÙËá ÒÑÎâ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÅÎÂÄÐÞØ
ÑÔÇÌ ³²¬´, Ë ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ à××ÇÍÕËÄÐÑ ÖÒÓÂÄÎâÕß
ÔÒÇÍÕÓÑÏ ³²¬´ Ä àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ, Â ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,
Ë ÓÂÔÔÇâÐËÇÏ.

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ËÊ ÓËÔ. 3Ã ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÇâÐËÇ Ô
ÖÚÂÔÕËÇÏ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÑÄ ÄÐÖÕÓË ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐË-
ÊÑÐ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÇÔÎË ÛËÓËÐÂ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÏËÐËÊÑÐÞ
ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÏÇÐßÛÇ àÐÇÓÅËË ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÑÄ:

�ho0 > D? : �13�

±ÖÔÕß ÕÇÒÇÓß ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÇ ÊÑÐÞ ÐÇ ÒÇÓÇÍÓÞÄÂáÕÔâ
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍË, Ë ÆÎâ ÄÔÇØ ÐÂÕÖÓÂÎßÐÞØ n ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ
ÖÔÎÑÄËÇ

nO� D?
2�h

< o0 < �n� 1�Oÿ D?
2�h

; �14�

ÅÆÇ �hO � eFakìÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÇÆÐËÏË ÔÕÖÒÇÐâÏË
ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ, D?ìÛËÓËÐÂ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐË-
ÊÑÐ. ´ÑÅÆÂÏÇÉÏËÐËÊÑÐÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÖÒÓÖÅÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ
Ë ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÂ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÂØ ÕÂÍÉÇ ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÑÆÂÄÎÇÐÐÞÏË (ÓËÔ. 3Ã).

¢ÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ
ÔËÎßÐÑÇ ÒÑÆÂÄÎÇÐËÇ ÏÇÉÏËÐËÊÑÐÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ ÓÂÔÔÇâ-
ÐËâ ÐÂ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÂØ. ¹ÕÑÃÞ ÖÃÇÆËÕßÔâ Ä àÕÑÏ,
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÒÓËÐâÕß ÄÑ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑ-
ÔÕË ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÏË ×ÑÐÑÐÂÏË Ä ³²¬´.

£ÑÎÐÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÛÕÂÓÍÑÄ-
ÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ (5) ËÏÇÇÕ ÆÄÂ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞØ ÏÂÔÛÕÂÃÂ. ¿ÕÑ
ÆÎËÐÂ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ
Lloc � Dk=eF Ë ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÌ ÏÂÔÛÕÂÃ ×ÖÐÍÙËÌ £ÂÐßÇ,
Õ.Ç. ì Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÔËÎßÐÑÌ ÔÄâÊË ì ÓÂÊÏÇÓ ÍÄÂÐÕÑ-
ÄÑÌ ÕÑÚÍËRD. ªÏÇÐÐÑ ÒÑÔÎÇÆÐËÌ, ÔÂÏÞÌÏÂÎÞÌÏÂÔÛÕÂÃ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÄÇÓØÐáá ÅÓÂÐËÙÖ ÄÑÎÐÑÄÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ×ÑÐÑ-
ÐÑÄ, à××ÇÍÕËÄÐÑ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄÖáÜËØ Ô àÎÇÍÕÓÑÐÂÏË. £
ÓÂÃÑÕÇ [18] ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß ËÔÒÖÔÍÂÐËâ ËÎË
ËÊÎÖÚÇÐËâ ×ÑÐÑÐÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÏ Ä ³²¬´ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ
×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÖ

Q�q� � ��
 qj exp iq � rj q���2 � 1 ; q5 q � ;�
q

q �

�ÿb
; q4 q � ;

8<: �15�

ÅÆÇ q � � p=RD, Â ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÔÕÇÒÇÐË Ä (15) b � 8, ÇÔÎË
×ÖÐÍÙËâ £ÂÐßÇ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÒÂÆÂÇÕ ÊÂ ÒÓÇÆÇÎÂÏË
ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÑÚÍË Ë ÐÇ ËÏÇÇÕ ÓÂÊÓÞÄÑÄ ÒÇÓÄÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÑÌ. ¦ÔÎË ÉÇ à××ÇÍÕËÄÐÞÇ ÏÂÔÔÞ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÄÐÖÕÓË Ë
ÔÐÂÓÖÉË ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÕÑÚÍË ÓÂÊÎËÚÂáÕÔâ Ë ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÓÂÊÓÞÄ ÒÇÓÄÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ, ÕÑ ÄÑÎÐÂ ÑÃÓÞÄÂ ÆÂÇÕ b � 6.

´ÂÍÂâ ÔËÎßÐÂâ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÂ ÑÕ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ ×ÑÐÑÐÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÑÎÐÑÔÕßá
ÒÑÆÂÄËÕß ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÐÂ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÂØ ÏÇÉÆÖ
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏË ÏËÐËÊÑÐÂÏË ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ
(ÓËÔ. 3Ã). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ËÊ (15) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÇÔÎË
àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍËÌ ÊÂÊÑÓ ÏÇÉÆÖ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏË ÏËÐËÊÑÐÂÏË
ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ àÐÇÓÅËá ÂÍÕÖÂÎßÐÞØ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÑÄ
�ho� � �hsp=RD, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÖá ×ÑÓÏ×ÂÍÕÑÓÑÏ,

�hOÿ D? > �ho� ; �16�
ÕÑ Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ àÐÇÓÅÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÂÊÑÓÂ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕß
ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÂ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÂØ ÏÇÉÆÖ ÏËÐËÊÑÐÂÏË
ÒÂÆÂÇÕ ÍÂÍ ��hOÿ D?�ÿb, b5 6.

±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËÌ (13), (14), (16) ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÏ
à××ÇÍÕËÄÐÞÏ ÍÂÐÂÎÑÏ ÓÂÔÔÇâÐËâ Ä ËÆÇÂÎßÐÑÌ ³²¬´
ÑÔÕÂÇÕÔâ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÐÂ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÂØ ÄÐÖÕÓË
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ. £ÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÑÕÐáÆß ÐÇ ÑÚÇ-
ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÕÂÍÑÇ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÆÑÎÉÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕß Í ÊÂÕÖØÂ-
ÐËá ÑÔÙËÎÎâÙËÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÃÎÑØÑÄÔÍËÏ ÑÔÙËÎÎâÙËâÏ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÆÄËÉÇÐËÇ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, Â ÓÂÔÔÇËÄÂÇÕÔâ Ä àÕÑÏ ÍÂÐÂÎÇ ÎËÛß ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ. ±ÑàÕÑÏÖ ÆÎâ ÑÙÇÐÍË ÔÍÑÓÑÔÕË
ÊÂÕÖØÂÐËâ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÒÓË ÓÂÔÔÇâÐËË ÄÐÖÕÓË ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ
ÏËÐËÊÑÐ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÄÇÓÑâÕ-
ÐÑÔÕÇÌ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ. ¯ÇÑÃØÑÆËÏÂ ÃÑÎÇÇ ÔÕÓÑÅÂâ Ë ÒÑÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕÇÎßÐÂâ ÕÇÑÓËâ. ±ÑÔÍÑÎßÍÖ ÄÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇ-
ÐËË ÃÎÑØÑÄÔÍËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË âÄÎâáÕÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË ÃËÇ-
ÐËâÏË ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ,
ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä àÕÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË ÇÔÕß ÔÎÇÆ-
ÔÕÄËÇ ÒÑÕÇÓË ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÏÇÉÆÖ ÆÂÐÐÞÏË ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâÏË ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÂØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÕÑâÐËâÏË Ô
ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ËÎË ËÔÒÖÔÍÂÐËÇÏ ×ÑÐÑÐÂ. ´ÑÅÆÂ ÇÔÕÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÑÒËÔÂÐËâ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâ-
ÙËÌ âÄÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÂÎËÊÏ ÏÂÕÓËÙÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, ÐÇÆËÂÅÑ-
ÐÂÎßÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÍÑÕÑÓÑÌ ÍÂÍ ÓÂÊ Ë ÑÒËÔÞÄÂáÕ ÔÕÇÒÇÐß
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÔÑÔÕÑâÐËÌ.

5. ´ÇÑÓËâ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ
Ä ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ. ¬ÄÂÐÕÑÄÑÇ ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ,
ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ×ÂÊÑÄÖá ÓÇÎÂÍÔÂÙËá
±ÓË ÒÑÔÕÓÑÇÐËË ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË, ÑÒË-
ÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ, Ä [18] ÏÞ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ
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ÔÎÇÆÖÇÏ ÒÓÑÙÇÆÖÓÇ, ÓÂÊÄËÕÑÌ ¬ÑÐÑÏ Ë ­ÂÕÕËÐÆÉÇÓÑÏ
[30], Ë ÊÂÕÇÏ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÓËÏÇÐÇÐÐÑÌ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ
ÍËÐÇÕËÍË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ [7 ë 9, 31].
®Þ ËÔØÑÆËÏ ËÊ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËâ Ñ ÔÎÂÃÑÔÕË ÓÂÔÔÇâÐËâ ÊÂ
ÒÇÓËÑÆ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ (12). ¿ÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß
ÊÂÏÍÐÖÕÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ àÎÇÏÇÐÕÑÄ
ÏÂÕÓËÙÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕË Ä ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËË (5),
r k; k
N;N 0 , ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÒÑÛÕÂÓÍÑÄÔÍËÏ ËÐÆÇÍÔÂÏN,N 0 Ë

ÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞØ ÒÑ ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÄÇÍÕÑÓÂÏ ÆÄËÉÇÐËâ Ä ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐÂØ k. £ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÓÂÔÔÇâÐËâ àÕË ÏÂÕÓËÚ-
ÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÕ ÔÑ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕÑÕÑÌ,
r k; k
N;N 0 � r k; k

N;N 0
��
t�0 exp

�ÿi�NÿN 0�Ot�, ÚÕÑ ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ
ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÅÑ ÄÍÎáÚÇÐËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÆÂÇÕ ÒÑÎÖ-
ÚÇÐÐÑÇ ÓÂÐÇÇ Ä ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ ÕÑÍÂ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ (9).

°ÃÜËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ Ä [18], ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ
ÔÎÑÉÐÞ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ, ÒÑàÕÑÏÖ ÊÆÇÔß ÏÞ ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ
ÎËÛß ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÑ
ÄÆÑÎß ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÃÂÊËÔÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÒÓâÏÑ-
ÖÅÑÎßÐÑÌ ³²¬´ Ë ÒÓËÏÇÐËÏÑ ÒÓËÃÎËÉÇÐËÇ ÃÎËÉÂÌÛËØ
ÔÑÔÇÆÇÌ. ¥Îâ ÔÎÖÚÂâ ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÅÑ ÄÍÎáÚÇÐËâ ÒÑÎâ ÏÂÕ-
ÓËÙÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÑ ÑÆÐÑÓÑÆÐÂ,

r k; k
N�n;N 0�n � r k; k

N;N 0 ; �17�

Â ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÕÑÍÂ Ä ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÃÎËÉÂÌÛËØ ÔÑÔÇÆÇÌ
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÏÂÕÓËÙÞ ÒÎÑÕ-
ÐÑÔÕË r k; k

N;N�1, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÌ ÍÄÂÐÕÑÄÞÇ ÃËÇÐËâ ÏÇÉÆÖ
ÔÑÔÇÆÐËÏË ÔÕÖÒÇÐâÏË ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ:

j � ÿe tr �r̂v̂� /
�
dk Im r k; k

N;N�1 : �18�

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ rk; kN;N�1�t� ËÏÇÇÕ ÔÎÇÆÖáÜËÌ ÄËÆ [18]:�
ÿ q
qt
ÿ iO

�
r k; k
N;N�1 �

�
X
q; k 0

�
Wk; k 0

q r k; k
N;N�1 ÿ cos �qkak�Wk 0; k

q r k 0 ; k 0
N;N�1

�
: �19�

©ÆÇÔß O � eFak=�h ì ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÂâ ÚÂÔÕÑÕÂ, ak ì ÒÇÓËÑÆ
³²¬´ Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ, q Ë qk ì
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ, ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ ×ÑÐÑÐÂ Ë ÇÅÑ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÂ ÄÆÑÎß ÒÑÎâ. ±ÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß (19) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÑÕÇÓá
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕËÏÇÉÆÖÛÕÂÓÍÑÄÔÍËÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÊÂ ÔÚÇÕ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ô ×ÑÐÑÐÂÏË (Ô ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ q).
±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÖØÑÆÖ àÎÇÍÕ-
ÓÑÐÑÄ ËÊ ÔÑÔÕÑâÐËÌ jN; ki, jN� 1; ki Ä ÎáÃÞÇ ÆÓÖÅËÇ
ÔÑÔÕÑâÐËâ Ô ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕßá Wk; k 0

q . ±ÓË àÕÑÏ r k; k
N;N�1

ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÒÓÑÔÕÑ ÊÂ ÔÚÇÕ ÖÏÇÐßÛÇÐËâ ÚËÔÎÂ àÎÇÍÕÓÑ-
ÐÑÄ Ô ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏ ÄÑÎÐÑÄÞÏ ÄÇÍÕÑÓÑÏ k, ÖÚÂÔÕÄÖáÜËØ Ä
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÌ ÔÏÇÔË, Ë ×ÂÊÑÄÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ.
¯ÂÒÓÑÕËÄ, ÒÓË ÒÇÓÇØÑÆÂØ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä ÔÑÔÕÑâÐËâ jN; ki,
jN� 1; ki ÄÂÉÐÂ ×ÂÊÂ, ÍÑÕÑÓÖá ÑÐË ÒÓËÑÃÓÇÕÂáÕ ÒÓË
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË Ô ×ÑÐÑÐÑÏ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÂâ ÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ
cos qkak.

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÏÂÔÛÕÂÃ ÐÇÑÆÐÑÓÑÆÐÑÔÕË ÓÂÔÔÇË-
ÄÂáÜÇÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ (Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÆÎâ ÐÂÛÇÅÑ ÔÎÖÚÂâ ì
àÕÑ ÆÎËÐÂ ÄÑÎÐÞ ×ÑÐÑÐÂ) Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÄÞÛÂÇÕ ÒÇÓËÑÆ ³²¬´, ËÎË, Ä
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ, qkak ÍÓÂÕÐÑ 2p. ´ÑÅÆÂ ÒÓÑÆÑÎßÐÞÌ ÄÑÎÐÑ-
ÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ àÎÇÍÕÓÑÐÂ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇ ÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË
ÓÂÔÔÇâÐËË, Ë ×ÂÊÑÄÞÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß cos qkak ÃÎËÊÑÍ Í
ÇÆËÐËÙÇ. µÚËÕÞÄÂâ ÕÇÒÇÓß, ÚÕÑ ÕÑÍ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ (18)
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ ËÐÕÇÅÓÂÎÖ ÑÕ ×ÖÐÍÙËË r k; k

N;N�1 ÒÑ ÒÑÒÇ-

ÓÇÚÐÞÏ ÍÄÂÊËËÏÒÖÎßÔÂÏ, Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ ÑÃÇ ÚÂÔÕË (19) ÒÑ k
ÒÓË ÖÔÎÑÄËË qk � 0, ÒÑÎÖÚËÏ, ÚÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ÒÓÂÄÑÌ
ÚÂÔÕË àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÞÌ
ÐÖÎß ì ÕÑÍ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä àÕËØ ÖÔÎÑÄËâØ ÐÇ
ÊÂÕÖØÂÇÕ. £ àÕÑÏ ÑÕÓÂÉÂÇÕÔâ ÔÒÇÙË×ËÍÂ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÓÂÔÔÇâ-
ÐËâ: ÒÑÕÇÓË ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÏÇÉÆÖ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍËÏË ÔÑÔÕÑâ-
ÐËâÏË jNi Ë jN� 1i ÐÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ, ÇÔÎË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ
ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÐÂ ÑÃÂ ÔÑÔÕÑâÐËâ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÊÂÕÖØÂÐËâ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÐÇÕ, ÇÔÎË ÒÓË ÓÂÔÔÇâÐËË ÏÇÐâÇÕÔâ
ÎËÛß ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ Í àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÑÎá ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, Â qk � 0. ±ÓË ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔË-
ÚÇÔÍÑÏ ÑÒËÔÂÐËË qk ì àÕÑ ÄÇÎËÚËÐÂ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ËÏ-
ÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ, ÒÑÕÇÓâÐÐÑÅÑ (ÒÓËÑÃÓÇÕÇÐÐÑÅÑ) ÒÓË
ËÔÒÖÔÍÂÐËË (ÒÑÅÎÑÜÇÐËË) ×ÑÐÑÐÂ.´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÍÑ-
ÓÑÔÕß ÊÂÕÖØÂÐËâ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÒÑ ÔÄÑÇÏÖ ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ
ÔÏÞÔÎÖ ÃÎËÊÍÂ Í ÔÍÑÓÑÔÕË ÓÂÔÔÇâÐËâ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ÍÄÂÊË-
ËÏÒÖÎßÔÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ.

´ÂÍÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ, ÑÆÐÂÍÑ, ÎÇÅÍÑ ÏÑÉÇÕ ÒÓËÄÇÔÕË Í
ÐÇÆÑÓÂÊÖÏÇÐËâÏ. £ ÔËÎßÐÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ ÒÑÎÇ ÆÄËÉÇ-
ÐËÇ ÄÆÑÎß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÍÄÂÐÕÖÇÕÔâ, Ë ÒÑÐâÕËÇ
ÒÓÑÆÑÎßÐÑÅÑ ÍÄÂÊËËÏÒÖÎßÔÂ ÕÇÓâÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ.
ªÊ ÄÞÛÇÔÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÏÑÉÇÕ ÒÑÍÂÊÂÕßÔâ, ÚÕÑ ÓÂÔÔÇâÐËÇ
ÄÐÖÕÓË ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÊÑÐ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ (5) Ä
ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÒÇÓÇØÑÆÑÄ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÐÇ ÆÑÎÉÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕß
Í ÊÂÕÖØÂÐËá ÑÔÙËÎÎâÙËÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ àÕÑ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÒÑÒÇ-
ÓÇÚÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ. ¯Ñ àÕÑ ÐÇ ÕÂÍ. ±ÓË ÒÇÓÇ-
ØÑÆÂØ ÄÐÖÕÓË ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ ÒÓÑÆÑÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ×ÑÐÑÐÂ, ÍÑÕÑÓÞÌ ËÔÒÖÔÍÂÇÕ ËÎË ÒÑÅÎÑ-
ÜÂÇÕ àÎÇÍÕÓÑÐ, ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÎáÃÑÌ, qk 6� 0. ©ÂÍÑÐ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÒÓÑÆÑÎßÐÑÌ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ËÏÒÖÎßÔÂ ÆÎâ
³²¬´ Ä ÙÇÎÑÏ ÔÑÃÎáÆÂÇÕÔâ ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ, ÑÆÐÂÍÑ ËÏ-
ÒÖÎßÔ ÑÕÆÂÚË ÒÑÎÖÚÂÇÕ ÖÉÇ ÐÇ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÌ àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ àÎÇÍÕÓÑÐ, Â ÄÔâ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂ Ä ÙÇÎÑÏ.
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÒÓË ÓÂÔÔÇâÐËË ÄÐÖÕÓË ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ
ÏËÐËÊÑÐ cos qkak 6� 1, Ë ÕÂÍÑÇ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÊÂÕÖØÂÐËá ÑÔÙËÎÎâÙËÌ.

¯ÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓË ÄÞÄÑÆÇ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ
ÍËÐÇÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÎÑÔß, ÚÕÑ Ä ÐÖÎÇÄÑÌ
ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÂ ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÂâ ÔÏÇÔßÛÕÂÓÍÑÄ-
ÔÍËØ ÔÑÔÕÑâÐËÌ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÄËÆÖ ÔÎÂÃÑÔÕË ÓÂÔÔÇâ-
ÐËâ, ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÕÑÍÂ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑ ÃÑÎßÛÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÕÑÍÂ, Ë ÒÑÔÎÇÆÐËÏ ÏÑÉÐÑ
ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. ¯ÂÒÓÑÕËÄ, ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ, ÍÑÅÆÂ
ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕß ÏÇÉÆÖ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍËÏË ÔÑÔÕÑâÐËâÏË ÖÉÇ
ÒÑÎÐÑÔÕßá ÓÂÊÓÖÛÇÐÂ, ÅÎÂÄÐÞÏË Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË (19)
ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÐÇ ÖÚËÕÞÄÂÇÏÞÇ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ ÆËÂÅÑÐÂÎß-
ÐÞÇ àÎÇÏÇÐÕÞ ÏÂÕÓËÙÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕË, Â ÐÇÆËÂÅÑÐÂÎßÐÞÇ
ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ ÎËÛß Ä ÏÇÓÖ ÓÂÔÔÇâÐËâ. ±ÓÑÙÇÆÖÓÂ
ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÆÎâ ÏÂÕÓËÙÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÐÂ ÃÑÎß-
ÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ Ë ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÕÑÍÂ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ
ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ Ô ÖÚÇÕÑÏ ÓÂÊÑÅÓÇÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍËÏ ÒÑÎÇÏ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ËÊÎÑÉÇÐÂ Ä [31] Ë Ô ÕÇÏ ÉÇ ÖÔÒÇØÑÏ
ÏÑÉÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ Ë ÆÎâ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ
ÄÑÎßÕ-ÂÏÒÇÓÐÑÌ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË ³²¬´.

6. ©ÂÕÖØÂÐËÇ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ
Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍÇ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ
µÓÂÄÐÇÐËÇ (19), ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ
ÑÔÙËÎÎâÙËÌ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËØ ÒÓË ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÏ ÄÍÎáÚÇÐËË
ÒÑÎâ, ÆÎâ ÑÆÐÑÏÇÓÐÑÌ ÙÇÒÑÚÍË ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ Ô ÒÇÓËÑ-
ÆÑÏ a ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÒÓÑÔÕÑÌ ÄËÆ:�
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¢ÎÑØÑÄÔÍËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÊÂÕÖØÂáÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÔÑ
ÄÓÇÏÇÐÇÏ Ô ÆÇÍÓÇÏÇÐÕÑÏ

g � p

�h2

X
n; q

�2nq � 1���Vq
N�1;N�1�n ÿ V

q
N;N�n

��2 d�nOÿ oq� :
�21�

©ÆÇÔß q ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ÄÑÎÐÑÄÑÌ ÄÇÍÕÑÓ
×ÑÐÑÐÂ, Vq

n ì ÏÂÕÓËÚÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÐÂ n ÒÇÓËÑ-
ÆÑÄ ÙÇÒÑÚÍË ÔÑ ÔÒÑÐÕÂÐÐÞÏ ËÔÒÖÔÍÂÐËÇÏ ×ÑÐÑÐÂ, nq ì
×ÑÐÑÐÐÞÇ ÚËÔÎÂ ÊÂÒÑÎÐÇÐËâ. £ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÆÇÍÓÇ-
ÏÇÐÕÂ ÊÂÕÖØÂÐËâ ÄØÑÆËÕ ÓÂÊÐÑÔÕß ÏÂÕÓËÚÐÞØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ä ÔÑÔÇÆÐËØ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍËØ ÔÑÔÕÑâÐËâØ,
ÒÑÕÇÓá ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË ÏÇÉÆÖ ÍÑÕÑÓÞÏË ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (21). °Õ ÑÃÞÚÐÑÌ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ô
ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇÏ ËÎË ËÔÒÖÔÍÂÐËÇÏ ×ÑÐÑÐÂ, Wn

q , ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ g ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ×ÂÊÑÄÞÏÏÐÑÉËÕÇÎÇÏ 1ÿ cos qka: ËÊ (19)
Ë (21) ÔÎÇÆÖÇÕ g �Pn; q�1ÿ cos qka�Wn

q . ¿ÕÑ ÑÕÓÂÉÂÇÕ
ÔÒÇÙË×ËÍÖ ×ÂÊÑÄÑÅÑ ÓÂÔÔÇâÐËâ: ÒÑÕÇÓË ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÔÕË
ÏÇÉÆÖ ÔÑÔÕÑâÐËâÏË jNi Ë jN� 1i ÐÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ, ÇÔÎË
ÓÂÔÔÇËÄÂáÜËÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÑÆËÐÂÍÑÄÑ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÐÂ ÑÃÂ
ÔÑÔÕÑâÐËâ.

¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÑÕÔÖÕÔÕÄËá ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ, ÖÄÇÎË-
ÚËÄÂâ ÒÑÎÇ, Ä ËÆÇÂÎßÐÞØ ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ³²¬´ ÏÑÉÐÑ
ÆÑÔÕËÅÐÖÕß ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑ ÃÑÎßÛÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË
ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ: ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÔÎÑÄËÌ (13),
(14), (16) ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÔÇâÐËâ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ F ÿb,
b > 6. ¶ÂÍÕËÚÇÔÍË Ä àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËâØ àÕÑ
ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÒÓË O4 sp=RD

ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎâÕßÔâ ÐÇÔÑÄÇÓÛÇÐÔÕÄÑÏ ÓÇÂÎßÐÑÌ ÔÕÓÖÍ-
ÕÖÓÞ, Â ÐÇ ÓÂÔÔÇâÐËÇÏ ÐÂ ×ÑÐÑÐÂØ.

7. ©ÂÕÖØÂÐËÇ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ÆÄÖÏÇÓÐÞØ
Ë ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ
£ ÆÄÖÏÇÓÐÞØ Ë ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ³²¬´ ËÊ-ÊÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË
ÆÄËÉÇÐËâ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ Ä ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÑÏ Í àÎÇÍÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÏÖ ÒÑÎá ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÊÂÕÖØÂÐËÇ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâ-
ÙËÌ ÖÉÇ ÐÇ âÄÎâÇÕÔâ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÞÏ, Ë ÆÇÍÓÇÏÇÐÕ
ÊÂÕÖØÂÐËâ ÔÂÏ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÄÓÇÏÇÐË. £ÇÎËÚËÐÂ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÂÕÖØÂÐËâ, G�t� � ÿq=qt� j�t�=j0�t��, ÅÆÇ j0�t� ì
ÕÑÍ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÓÂÔÔÇâÐËâ, ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ
ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ g�k�, ÒÑ ÔÄÑÇÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÇ Ë
×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ ÔÏÞÔÎÖ ÔØÑÆÐÑÌ Ô ÆÇÍÓÇÏÇÐÕÑÏ ÊÂÕÖØÂÐËâ
ÑÔÙËÎÎâÙËÌ g (20) Ä ÑÆÐÑÏÇÓÐÞØ ³²¬´, ÐÑ ÕÇÒÇÓß ÖÉÇ
ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÄÇÍÕÑÓÂ k, ÍÑÕÑÓÞÌ ØÂÓÂÍÕÇÓË-
ÊÖÇÕ ÆÄËÉÇÐËÇ àÎÇÍÕÓÑÐÂ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÌ ÏËÐËÊÑÐÇ. °ÆÐÂÍÑ
ÍÓÑÏÇ g�k� ÍÄÂÐÕÑÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÓÇÎÂÍÔÂÙËË Ä 2D Ë 3D
³²¬´ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÚÎÇÐÞ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÒÇÓÇ-
ÏÇÛËÄÂÐËâ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐÂØ. ³ÂÏÑ ÒÑ ÔÇÃÇ àÕÑ
ÒÇÓÇÏÇÛËÄÂÐËÇ ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÊÂÕÖØÂÐËá ÑÔÙËÎÎâÙËÌ,
ÑÆÐÂÍÑ ÇÅÑ ÄÎËâÐËÇ ÐÂ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË
ÊÂÕÖØÂÐËâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ. £ ÓÂÃÑÕÇ [19]
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ì ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕË
ÊÂÕÖØÂÐËâ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ, ÒÓÑÄÇÆÇÐ ÒÑÆÓÑÃÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÂÕÖØÂÐËâ ÑÕ ÛËÓËÐÞ ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ Ë ÄÇÎËÚËÐÞ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÒÓË
ÓÂÔÔÇâÐËË ÐÑÔËÕÇÎÇÌ ÐÂ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÂØ ÄÐÖÕÓË
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ. ©ÆÇÔß ÉÇ
ÏÞ ÒÓËÄÇÆÇÏ ÎËÛß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÚÇÕÂ ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÒÑ
ÄÓÇÏÇÐË ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÂÕÖØÂÐËâ ÕÑÍÂ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÅÑ ÄÍÎáÚÇÐËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÄÆÑÎß
ÑÆÐÑÅÑ ËÊ ÃÂÊËÔÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÒÓâÏÑÖÅÑÎß-
ÐÑÌ ³²¬´, ÔÚËÕÂâ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËâ (13), (14), (16) ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ
Ë ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÕÑÎßÍÑ ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÐÂ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑ-
ÐÂØ ÄÐÖÕÓË ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ.

£ àÕËØ ÖÔÎÑÄËâØ ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÂÕÖØÂÐËâ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ G�t�
ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÂ ÔÓÂÊÖ ÉÇ ÒÑÔÎÇ ÄÐÇÊÂÒÐÑÅÑ ÄÍÎáÚÇÐËâ ÒÑÎâ
Ë ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÒÑÔÕÑâÐÐÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÒÓË ÃÑÎßÛËØ
ÄÓÇÏÇÐÂØ. ©ÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÂÕÖØÂ-
ÐËâ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ G�0� ÑÕ ÔÕÇÒÇÐË ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ
ÒÑÎÇÏ Ë ÛËÓËÐÞ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ ÒÓË ÍÑÏÐÂÕÐÑÌ
ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÒÓËÄÇÆÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 4. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÑÃÎÂÔÕË
ËÊÏÇÐÇÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÂÕÖØÂÐËâ ÏÇÐâÇÕÔâ ÐÂ
ÆÄÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÇÎËÚËÐÞ. ©ÐÂâ àÕÖ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß, ÄÞÃÑÓÑÏ
ÄÇÎËÚËÐÞ Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ä 2D Ë 3D
³²¬´ ÏÑÉÐÑ ÆÑÃËÕßÔâ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÒÑÆÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔ-
ÔÇâÐËâ Ë ÖÄÇÎËÚÇÐËâ ÄÓÇÏÇÐË ÉËÊÐË ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâ-
ÙËÌ. £ÞÒÑÎÐÇÐËÇ ÖÔÎÑÄËâ ÒÑÆÂÄÎÇÐËâ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÂ
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÂØ ÏÇÉÆÖ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏË ÏËÐËÊÑÐÂÏË
�hOÿ D? > �ho� ÒÓË ÄÞÃÓÂÐÐÞØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ ÓÂÔÚÇÕÂ ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÚÂÔÕÑÕÂ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ fBO �
� O=2p > 1012 ¤Ù. ´ÑÅÆÂ ËÊ ÓËÔ. 4Ã ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÓÇÏâ
ÉËÊÐË ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ³²¬´ ÏÑÉÇÕ ÆÑÔÕËÅÂÕß
ÔÑÕÇÐ ÒÇÓËÑÆÑÄ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÒÓË ÍÑÏÐÂÕÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ.
´ÂÍÑÇ ÔËÎßÐÑÇ ÒÑÆÂÄÎÇÐËÇ ÓÂÔÔÇâÐËâ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ
ÐÇÆÑÔÕËÉËÏÑ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ, ÅÆÇ ÒÓË ÍÑÏÐÂÕ-
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²ËÔ. 4. (Â)®ÂÍÔËÏÂÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÂÕÖØÂÐËâ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ
G�0� ÒÓË ÍÑÏÐÂÕÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÐÑÌ ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ÔÄÇÓØÓÇ-
ÛÇÕÍÇ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ GaAs Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ a � 100 A

�
Ä

ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÆÎËÐÞ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ Ä àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ
ÒÑÎÇ (ÄÞÓÂÉÇÐÐÑÌ Ä ÒÇÓËÑÆÂØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍË a) Ë ÛËÓËÐÞ ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÑÌÏËÐËÊÑÐÞD? (Ä ÇÆËÐËÙÂØ �ho� � �hsp=RD � 4;3Ïà£),RD � 25 A

�
ì

ÓÂÊÏÇÓ ¬´. (Ã) ´Ñ ÉÇ ÒÓË ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÐÑÌ ÆÎËÐÇ ÎÑÍÂÎËÊÂÙËË Ä 3
ÒÇÓËÑÆÂ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍË (ÄÇÓØÐâââ ÍÓËÄÂâ); ÐËÉÐââ ÍÓËÄÂâ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÂÕÖØÂÐËâ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ
ÐÂ ÃÑÎßÛËØ ÄÓÇÏÇÐÂØ G�1�.
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ÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË ÊÂÕÖØÂáÕ ÊÂ ÄÓÇÏâ ÒÑÓâÆÍÂ
ÑÆÐÑÅÑ ÒÇÓËÑÆÂ [29].

8. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ
®Þ ÖÃÇÆËÎËÔß, ÚÕÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÑÍ ËÊ
ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÍÑÐÕÓÑÎËÓÑÄÂÕß ÒÓÑÙÇÔÔÞ
ÓÂÔÔÇâÐËâ. ¢ÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÄÓÇÏâ ÉËÊÐË ÃÎÑØÑÄÔÍËØ
ÑÔÙËÎÎâÙËÌ Ä ÕÂÍËØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÖÄÇÎË-
ÚÇÐÑ ÐÂ ÆÄÂ ÒÑÓâÆÍÂ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔÎÖÚÂá
ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÑÍ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞØ ÍÄÂÐÕÑÄÞÏË
âÏÂÏË, Ë ÔÑÔÕÂÄÎâÕß ÔÑÕÐË ÒÇÓËÑÆÑÄ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÒÓË
ÍÑÏÐÂÕÐÑÌ ÕÇÏÒÇÓÂÕÖÓÇ. ³ÕÑÎß ÔËÎßÐÑÇ ÒÑÆÂÄÎÇÐËÇ
ÓÂÔÔÇâÐËâ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ ÊÂ ÔÚÇÕ ÐÑÄÞØ, ÑÕÔÖÕ-
ÔÕÄÖáÜËØ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ
ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ ÔÒÇÍÕÓÑÏ àÎÇÍÕÓÑÐÑÄ ÒÖÕÇÏ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ÄÇÎËÚËÐÞ ÒÓËÎÑÉÇÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ,
ÐÑ Ë ÇÅÑ ÑÓËÇÐÕÂÙËË ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÅÎÂÄÐÞÏ ÑÔâÏ
ÆÄÖÏÇÓÐÑÌ ËÎË ÕÓÇØÏÇÓÐÑÌ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍË ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
ÕÑÚÇÍ.

¡ ËÏÇÐÐÑ, ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ àÎÇÍÕ-
ÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ Ä ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ
ÒÑÊÄÑÎâÇÕ:

ì ÄÂÓßËÓÑÄÂÕß Ä ÛËÓÑÍËØ ÒÓÇÆÇÎÂØ ÛËÓËÐÖ ÒÑÒÇÓÇÚ-
ÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÆÄËÉÇÐËá Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ
Í àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏÖ ÒÑÎá ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÂ
àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÑÓËÇÐÕÂÙËË àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ
ÒÑÎâ;

ì ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÑÆÂÄËÕß ÑÆÐÑ×ÑÐÑÐÐÞÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ
ÓÂÔÔÇâÐËâ Ô ÖÚÂÔÕËÇÏ ÑÒÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÑÄ, ÑÒÓÇÆÇÎâá-
ÜËÇ ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÔÇâÐËâ ÐÑÔËÕÇÎÇÌ Ä ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÓÇ-
ÛÇÕÍÂØ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÔÑÇÆËÐÇÐËÌ A IIIBV;

ì ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÑÎÐÑÔÕßá ÒÑÆÂÄËÕß ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÐÂ
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÂØ ÏÇÉÆÖ ÒÑÒÇÓÇÚÐÞÏË ÏËÐËÊÑ-
ÐÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÕÐÑÔâÕÔâ Í ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÔÕÖÒÇÐâÏ ÛÕÂÓ-
ÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÞ ÔÑÔÕÑâÐËÌ;

ì ÐÂÆÎÇÉÂÜËÏ ÄÞÃÑÓÑÏ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ Ë ÄÇÎËÚËÐÞ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ ÔËÎßÐÑ ÒÑÆÂÄËÕß ÓÂÔÔÇâÐËÇ ÄÐÖÕÓË
ÒÑÒÇÓÇÚÐÞØ ÏËÐËÊÑÐ ÐÂ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ×ÑÐÑÐÂØ.

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÎÑËÔÕÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÑÍ, Ä
ÆÄÖÏÇÓÐÞØ Ë ÕÓÇØÏÇÓÐÞØ ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÂØ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÞØ
ÕÑÚÇÍ ÔÒÇÍÕÓ ÃÎÑØÑÄÔÍËØ ÑÔÙËÎÎâÙËÌ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÆÄÖØ ËÎË
ÕÓÇØ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÚÂÔÕÑÕ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÉÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÒÇÓÇ-
ÔÕÓÂËÄÂÕß ÒÖÕÇÏ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÄÇÎËÚËÐÞ Ë ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ.

£ÔÇ àÕË ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÆÇÎÂáÕ ÆÄÖÏÇÓÐÞÇ Ë ÕÓÇØÏÇÓÐÞÇ
ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍË ËÊ ÍÄÂÐÑÄÞØ ÕÑÚÇÍ ÄÇÔßÏÂ ÒÓËÄÎÇÍÂÕÇÎß-
ÐÞÏË ÆÎâ ÒÓËÃÑÓÐÞØ ÒÓËÏÇÐÇÐËÌ Ä àÎÇÍÕÓÑÐËÍÇ Ë
ÑÒÕÑàÎÇÍÕÓÑÐËÍÇ.

²ÂÃÑÕÂ ÃÞÎÂ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ²¶¶ª (ÅÓÂÐÕ 02-02-17610),
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­ÂÊÇÓ ÐÂ "ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÑÌ ÎÇÔÕÐËÙÇ"
Ô ÍÑÅÇÓÇÐÕÐÑÌ àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÌ ÒÑÆÔËÔÕÇÏÑÌ

£.¶. ¦ÎÇÔËÐ, À.£. ¬ÑÒÂÇÄ

1. £ÄÇÆÇÐËÇ
¬ÂÍ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍË ÏÐÑÅÑ ÎÇÕ ÐÂÊÂÆ [1, 2],
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÑÎâ E0 Í
ÒÑÎÖÒÓÑÄÑÆÐËÍÖ (ËÎË ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍÇ [3, 4]) ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÓÂÆËÍÂÎßÐÑÏÖ ËÊÏÇÐÇÐËá àÎÇÍÕÓÑÐÐÑÅÑ ÔÒÇÍÕÓÂ: ÐÇÒÓÇ-
ÓÞÄÐÞÌ ÔÒÇÍÕÓ ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÞÌ ÐÂÃÑÓ àÍÄË-
ÆËÔÕÂÐÕÐÞØ ÖÓÑÄÐÇÌ (ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÂâ ÎÇÔÕÐËÙÂ, ÓËÔ. 1),
ÓÂÊÆÇÎÇÐÐÞØ àÐÇÓÅËÇÌ �hoB (oB � eEa ì ÃÎÑØÑÄÔÍÂâ
ÚÂÔÕÑÕÂ, aì ÒÇÓËÑÆ ÍÓËÔÕÂÎÎÂ ËÎË ÔÄÇÓØÓÇÛÇÕÍË). ³ ÕÇØ
ÒÑÓ ÒÓÇÆÒÓËÐËÏÂáÕÔâ ÒÑÒÞÕÍË ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÏÇÉÖÓÑÄ-
ÐÇÄÞÇ ÒÇÓÇØÑÆÞ ÆÎâ ÅÇÐÇÓÂÙËË àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ.
¯Ñ ÑÐË ÄÔÕÓÇÚÂáÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÞÇ ÕÓÖÆÐÑÔÕË:

1. ²ÂÔÔÇâÐËÇ Ë ÆËÔÔËÒÂÙËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÖÛËÓÇÐËá
ÖÓÑÄÐÇÌ.

2. £ÑÊÏÑÉÐÂâ ÅÇÐÇÓÂÙËâ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß Ä ÎÖÚÛÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÑÌ [5], ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÇÓÑâÕÐÑÔÕË ÒÇÓÇØÑÆÂ
Ô ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ Ë ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇÏ ÒÑÎâ ÍÑÏÒÇÐÔËÓÖáÕ ÆÓÖÅ
ÆÓÖÅÂ.

nÿ 1

n

o oB � eE0a

n� 1

n� 2

²ËÔ. 1. °ÆÐÑÒÑÆÊÑÐÐÂâ ÛÕÂÓÍÑÄÔÍÂâ ÎÇÔÕÐËÙÂ.
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