
±ÇÓÄÑÌ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÓÂÃÑÕÑÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ñ ÒÓËÐÙËÒÇ ÑÕÐÑ-
ÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÚËÕÂÕß ÓÂÃÑÕÖ, ÒÑâÄËÄÛÖáÔâ Ä 1914
ÅÑÆÖ Ä ÒÓÑÕÑÍÑÎÂØ ÊÂÔÇÆÂÐËÌ ¢ÇÓÎËÐÔÍÑÌ ¡ÍÂÆÇÏËË
¯ÂÖÍ, ÒÑÆ ÐÂÊÄÂÐËÇÏ "Die formale Grundlagen der allge-
meiner RelativitaÈ tstheorie" 1. ¿ÕÂ ÓÂÃÑÕÂ, ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ËÔÒÓÂ-
ÄÎÇÐÐÂâ Ë ÆÑÒÑÎÐÇÐÐÂâ, ÃÞÎÂ ÒÑÊÆÐÇÇ, Ä 1916 Å., ÐÂÒÇÚÂ-
ÕÂÐÂ ÄAnnalen d. Physik; ÑÕÆÇÎßÐÞÇ ÑÕÕËÔÍË ÇÇ ÃÞÎË ÊÂÕÇÏ
ÄÞÒÖÜÇÐÞ Ä ÒÓÑÆÂÉÖ, ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ÚÇÏÖ ËÏÇÐÐÑ àÕÂ ÓÂÃÑÕÂ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ë ÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÌ ËÊÄÇÔÕÐÑÔÕßá 2.
Lorentz, ÚËÕÂÄÛËÌ Ä ­ÇÌÆÇÐÇ Ä 1915 ë 1916 ÅÑÆÂØ ÎÇÍÙËË
ÒÑ ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË, ÐÂÊÄÂÎ ËØ: "¿ÌÐÛÕÇÌÐÑÄÔÍÂâ
ÕÇÑÓËâ ÕâÅÑÕÇÐËâ" 3; ÏÂÕÇÏÂÕËÍ Hilbert ÐÂÊÄÂÎ ÔÄÑË
ÔÕÂÕßË, ÒÑâÄËÄÛËÇÔâ Ä 1915 ë 1916 ÅÑÆÂØ, "Die GruÈ ndla-
gen der Physik" 4 (°ÔÐÑÄÞ ×ËÊËÍË), ÐÂÍÑÐÇÙ, ÏÂÕÇÏÂÕËÍ
Weyl ÄÞÒÖÔÕËÎ Ä 1918 ÅÑÆÖ ÍÐËÅÖ, ÒÑÔÄâÜÇÐÐÖá àÕËÏ
ÕÇÑÓËâÏ, ÒÑÆ ÐÂÊÄÂÐËÇÏ "Raum, Zeit, Materie" 5. µÉÇ
ÑÆÐË àÕË ÐÂÊÄÂÐËâ Ô ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÌ âÔÐÑÔÕßá ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ,
ÚÕÑ ÔÑÊÆÂÐÐÂâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÑÏ ÕÇÑÓËâ ÑÃÐËÏÂÇÕ ÔÑÃÑÌ ÄÔá
×ËÊËÍÖ, Â ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÕÇÑÓËâ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÐÇ ËÏÇÕß
ÅÎÖÃÑÍÑÅÑ, ÊÂØÄÂÕÞÄÂáÜÇÅÑ ËÐÕÇÓÇÔÂ; ÚÕÑ àÕÑ ÕÂÍ, ÒÑÍÂ-
ÊÞÄÂÇÕ Ë ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÚÕÑ Ô ÏÑÏÇÐÕÂ ÇÇ ÒÑâÄÎÇÐËâ
Çá ÊÂÐâÎËÔß ÕÂÍËÇ ÄÞÆÂáÜËÇÔâ ×ËÊËÍË Ë ÏÂÕÇÏÂÕËÍË,
ÍÂÍ Lorentz, Hilbert, Weyl. ¯Ñ ÕÇÑÓËâ àÕÂ ÆÎâ ÔÄÑÇÅÑ
ËÊÎÑÉÇÐËâ, ÃÑÎÇÇ ËÎË ÏÇÐÇÇ ÒÑÎÐÑÅÑ Ë ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÐÑÅÑ,
ÕÓÇÃÖÇÕ ÑÚÇÐß ÔÎÑÉÐÑÅÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÒÒÂÓÂÕÂ,
ÒÑÚÕË ÐËÍÑÏÖ ËÊ ×ËÊËÍÑÄ ÐÇ ÆÑÔÕÖÒÐÑÅÑ. ±ÑÒÖÎâÓÐÞÇ
ËÊÎÑÉÇÐËâ àÕÑÌ ÕÇÑÓËË, ÍÂÍ ÃÞ ØÑÓÑÛÑ ÑÐË ÐÇ ÃÞÎË
ÐÂÒËÔÂÐÞ, ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÆÂÕß ÐËÚÇÅÑ, ÍÓÑÏÇ ÐÇâÔÐÞØ, ÐÇÕÑÚ-
ÐÞØ Ë ÕÖÏÂÐÐÞØ ÑÃÓÂÊÑÄ ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÍÕÑ ÉÇÎÂÎ ÃÞ ËÏÇÕß
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ "ÄÊÅÎâÆ Ë ÐÇÚÕÑ" Ñ ÕÇÑÓËË
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ¯ÂÔÕÑâÜÂâ ÔÕÂÕßâ ÒÑ ÔÄÑÇÌ ÍÓÂÕÍÑÔÕË ÐÇ

ÏÑÉÇÕ ÒÓÇÕÇÐÆÑÄÂÕß ØÑÕß ÐÂ ÔÍÑÎßÍÑ-ÐËÃÖÆß ËÔÚÇÓÒÞÄÂ-
áÜÇÇ ÑÃÝâÔÐÇÐËÇ ÕÇÑÓËË ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ¦Ç ÙÇÎßá âÄÎâÇÕÔâ
ÄÞâÔÐÇÐËÇ ÅÎÂÄÐÞØ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÒÑÎÑÉÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ë
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ ËØ Í ÓÇÛÇÐËá ÆÄÖØ ËÎË ÕÓÇØ ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÑ
ÒÓÑÔÕÞØ ÄÑÒÓÑÔÑÄ, ÍÂÍ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÐÂÆÇÎÂÄÛËÇ Ä ÒÑÔÎÇÆ-
ÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÏÐÑÅÑ ÛÖÏÂ ÄÑÒÓÑÔÞ Ñ ÆÄËÉÇÐËË ÒÇÓËÅÇÎËâ
®ÇÓÍÖÓËâ ËÎË ÑÃ ÑÕÍÎÑÐÇÐËË ÎÖÚÂ Ä ÒÑÎÇ ÕâÅÑÕÇÐËâ
³ÑÎÐÙÂ. ³ÂÏÑ ÔÑÃÑÌ ÓÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÐÂ ÑÔÐÑÄÐÞÇ ÒÑÎÑÉÇ-
ÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÐÇ ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÏÑÕÓÇÕß, ÍÂÍ ÐÂ ÕÇÑÓÇÏÞ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÉÐÑ ÚËÔÕÑ ÆÇÆÖÍÕËÄÐÞÏ ÒÖÕÇÏ ÄÞÄÇÔÕË ËÊ
ÆÓÖÅËØ, ÖÉÇ ÐÇ ÒÑÆÎÇÉÂÄÛËØ ÔÑÏÐÇÐËá ÑÔÐÑÄÑÒÑÎÑÉÇ-
ÐËÌ. ²ÂÊÝâÔÐÇÐËÇ ÑÔÐÑÄ ÕÇÑÓËË ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÑÃÝâÔÐÇÐËá
ËÎË, ÎÖÚÛÇ, Í ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐËá ÒÓËÚËÐ, ÒÑÚÇÏÖ ËÏÇÐÐÑ ËØ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÔÚËÕÂÕß ÊÂ ÕÂÍÑÄÞÇ. ¥ÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÒÓÂÄËÎßÐÑ-
ÔÕË ÕÇÑÓËË ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÍÂÕß ÐÇ Â priori, Â a posteriori. ¯Ñ ÐÇ
àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÇ ÒÑÆÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÄÞÄÑÆÑÄ Ë ÐÇ ÒÓÇÆ-
ÄËÆÇÐËÇ ÐÑÄÞØ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞØ âÄÎÇÐËÌ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÔÂÏÑÇ ÄÂÉÐÑÇ Ä ÕÇÑÓËË ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. °ÔÐÑÄÞ
ÕÇÑÓËË ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ËÏÇáÕ ÅÓÑÏÂÆÐÑÇ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ; Ä àÕÑÏ ËØ ÊÐÂÚÇÐËË ÐÖÉÐÑ ËÔÍÂÕß ÅÎÂÄÐÖá
ÙÇÐÐÑÔÕß ÕÇÑÓËË, Â ÐÇ Ä ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÑÒÞÕÂØ, ÇÇ ÒÑÆÕÄÇÓÉ-
ÆÂáÜËØ, ÍÂÍ ÃÞ ÃÎÇÔÕâÜË àÕË ÑÒÞÕÞ ÐË ÃÞÎË.

¤ÇÑÏÇÕÓËâ Ë ×ËÊËÍÂ. ¥Ñ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËá Ë
×ËÊËÍÖ ÔÏÑÕÓÇÎË, ÍÂÍ ÐÂ ÆÄÇ ÐÂÖÍË, ÒÑ cÖÜÇÔÕÄÖ ÔÑÄÇÓ-
ÛÇÐÐÑ ÓÂÊÎËÚÐÞÇ. ¯Â ÅÇÑÏÇÕÓËá Ä ×ËÊËÍÇ ÔÏÑÕÓÇÎË, ÍÂÍ
ÐÂ ÚÕÑ-ÕÑ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ×ËÊËÍÇ ÄÐÇÛÐÇÇ; ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎß-
ÐÑÇ ÔÑÆÇÓÉÂÐËÇ ×ËÊËÍË ÆÂÄÂÎÑÔß ÑÒÞÕÑÏ Ë ÕÑÎßÍÑ
ÑÒÞÕÑÏ. ¦ÄÍÎËÆÑÄÂ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ ÃÞÎÂ ÎËÛß ÓÂÏÍÑÌ, ÒÓÂÄÆÂ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÌ, ì ÕÂÍ ÍÂÍ
ÄÔâÍÑÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ âÄÎÇÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÎÑ Ä àÕÑÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ì ÐÑ ÄÑ ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐËÚÇÏ Ô àÕËÏ âÄÎÇÐËÇÏ
ÐÇ ÔÄâÊÂÐÐÑÌ. ±ÓÂÄÆÂ, Ä ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÏ ÕÇÒÇÓß "ÔÒÇ-
ÙËÂÎßÐÑÏ" ÒÓËÐÙËÒÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË (1905 Å.) Minkow-
ski ÒÑÎßÊÑÄÂÎÔâ ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ 4-ÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÐÇ
ËÏÇÄÛÇÌ ÄÔÇØ ÒÓËÊÐÂÍÑÄ ÅÇÑÏÇÕÓËË ¦ÄÍÎËÆÂ Ë ÔÄâÊÂÐÐÑÌ
Ô ×ËÊËÍÑÌ ÚÇÓÇÊ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑ ÄØÑÆËÄÛÇÌ Ä ÐÇÇ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ, ÓÂÄÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ. £ àÕÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË
àÎÇÏÇÐÕ ÆÎËÐÞ ÑÒÓÇÆÇÎâÎÔâ ÚÇÓÇÊ ds2 � dx2 � dy2�
�dz2 ÿ c2 dt 2, ÅÆÇ x, y, z ÑÊÐÂÚÂáÕ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇÐÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ, t ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÄÓÇÏâ Ë c ì ÔÍÑÓÑÔÕß
ÔÄÇÕÂ. ¿ÕÂ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÐÇÇÄÍÎËÆÑÄÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ
ÅÇÑÏÇÕÓËË ÃÞÎÑ ÃÞ ds2 � dx2 � dy2 � dz2 � dc2t 2; ÍÓÑÏÇ
ÕÑÅÑ ÑÐÂ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ×ËÊËÍÑÌ, ÕÂÍ ÍÂÍ Ä ÐÇÌ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ
ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ c, ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ; ÐÑ ÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËá ®ËÐÍÑÄ-
ÔÍÑÅÑ ÔÏÑÕÓÇÎË ÍÂÍ ÐÂ ÄÇÜß ÚËÔÕÑ ×ÑÓÏÂÎßÐÑÅÑ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÂ, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ Ä ×ËÊËÍÇ ÔÏÑÕÓâÕ ÐÂ

�������ÿ1p
, Ë ÃÑÎÇÇ ÕÇÔÐÂâ

ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ×ËÊËÍÑÌ Ë ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ ÄÔÇ ÉÇ ÇÜÇ ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÎÂ.
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¤ÇÑÏÇÕÓËâ ÃÞÎÂ ÆÎâ ×ËÊËÍË ÓÂÏÍÑÌ, ÚÇÏ-ÕÑ ÄÐÇÛ-
ÐËÏ, ÒÑÔÕÑÓÑÐÐËÏ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÔÑÆÇÓÉÂÐËá ×ËÊËÍË.
¯ÂÑÃÑÓÑÕ, ÆÎâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÅÇÑÏÇÕÓÑÄ ×ËÊËÍÂ ÍÂÊÂÎÂÔß
ËÐÑÅÆÂ ÐÂÖÍÑÌ, ÑÒÞÕÐÞÇ ÆÂÐÐÞÇ ÍÑÕÑÓÑÌ ÃÞÎË ÐÇÑÃØÑ-
ÆËÏÞ ÆÎâ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÔÂÏÞØ ÑÔÐÑÄ ÅÇÑÏÇÕÓËË. ²ÂÊÃË-
ÓÂÕßÔâ Ä ÑÔÐÑÄÂØ ÅÇÑÏÇÕÓËË, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÄÞØÑÆËÕ ÊÂ ÒÓÇÆÇ-
ÎÞ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßË. £ ÍÐËÉÍÇ PoincareÂ "La science et
l'hypothese" 6 ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÒÓÇÄÑÔØÑÆÐÇÌÛËÌ ÑÃÜÇÆÑ-
ÔÕÖÒÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ
ÔÑÃÑÌ ÑÔÐÑÄÞ ÅÇÑÏÇÕÓËË, ì ÍÂÍ ÐÖÉÐÑ ÔÏÑÕÓÇÕß ÐÂ
ÂÍÔËÑÏÞ ÅÇÑÏÇÕÓËË ¦ÄÍÎËÆÂ, Â ÕÂÍÉÇ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ­ÑÃÂ-
ÚÇÄÔÍÑÅÑ, ²ËÏÂÐÂ Ë ÄÔÇØ ÆÓÖÅËØ, ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞØ ÒÑ ÔÄÑÇÏÖ
ÚËÔÎÖ ÐÇÇÄÍÎËÆÑÄÞØ ÅÇÑÏÇÕÓËÌ. ®Þ ÑÅÓÂÐËÚËÏÔâ ÊÆÇÔß
ÕÑÎßÍÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇÏ ÄÑÒÓÑÔÂ Ñ ÔÄâÊË ÏÇÉÆÖ ÑÒÞÕÑÏ Ë
ÂÍÔËÑÏÂÏË ËÎË ÄÞÄÇÆÇÐÐÞÏË Ô ËØ ÒÑÏÑÜßá ÕÇÑÓÇÏÂÏË
ÅÇÑÏÇÕÓËË. £ÞâÔÐÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÒÖÐÍÕÂ ÄÂÉÐÑ ÆÎâ ÒÑÐËÏÂ-
ÐËâ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËá.

¥Ñ ÕÇØ ÒÑÓ, ÒÑÍÂ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÎÂ ÑÆÐÂ ÅÇÑÏÇÕÓËâ
¦ÄÍÎËÆÂ, ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÎÑ ÐËÍÂÍËØ ÔÑÏÐÇÐËÌ Ä "×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÌ" ËÔÕËÐÐÑÔÕË ÇÇ ÂÍÔËÑÏ, ØÑÕâ ÇÜÇ ¤ÂÖÔÔ ÔÚËÕÂÎ
ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÏ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÞÌ ÑÒÞÕ ÒÓÑ-
ÄÇÓÍË ÒÑÎÑÉÇÐËâ Ñ ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ ÆÄÖÏ ÒÓâÏÞÏ ÔÖÏÏÞ ÖÅÎÑÄ
ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ. ³ ÏÑÏÇÐÕÂ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÅÇÑÏÇÕÓËË ­ÑÃÂÚÇÄ-
ÔÍÑÅÑ, ²ËÏÂÐÂ Ë ÆÓÖÅËØ ÄÑÒÓÑÔ ÑÃ ÑÒÞÕÐÑÌ ÒÓÑÄÇÓÍÇ
ÅÇÑÏÇÕÓËË ÒÓËÑÃÓÇÎ ÑÔÑÃÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ. ¤ÇÑÏÇÕÓËâ ­ÑÃÂ-
ÚÇÄÔÍÑÅÑ, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÑÕÓËÙÂÇÕ ÒÑÔÕÖÎÂÕ ¦ÄÍÎËÆÂ, ÒÑ
ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÚÇÓÇÊ ÆÂÐÐÖá ÕÑÚÍÖ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÔÕË ÕÑÎßÍÑ
ÑÆÐÖ ÒÓâÏÖá, ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÖá ÆÂÐÐÑÌ ÒÓâÏÑÌ, Ë ÒÓÑÕËÄÑ-
ÒÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÇÏÖ ÒÑÔÕÖÎÂÕ ÒÓâÏÑ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÞÌ:
ÕÂÍËØ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÒÓâÏÞØ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÍÑÎßÍÑ
ÖÅÑÆÐÑ. ´ÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÂâ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ²ËÏÂÐÂ
ÖÍÎÑÐâÇÕÔâ ÑÕ ÅÇÑÏÇÕÓËË ¦ÄÍÎËÆÂ Ä ÆÓÖÅÖá ÔÕÑÓÑÐÖ Ë
ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÑÕÓËÙÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ
ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÒÓâÏÞØ. ¬ÂÍ ­ÑÃÂÚÇÄÔÍËÌ, ÕÂÍ Ë ²ËÏÂÐ (Ä
ÔÄÑÇÌ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË) ÒÓËÐËÏÂáÕ ÄÔÇ ÒÓÑÚËÇ
ÂÍÔËÑÏÞ ¦ÄÍÎËÆÂ. ¬ÂÍ ÑÚÇÐß ØÑÓÑÛÑ Ë ÒÓÑÔÕÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ
Ä ÄÞÛÇÐÂÊÄÂÐÐÑÌ ÍÐËÉÍÇ PoincareÂ , ÑÃÇ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÎÑÅË-
ÚÇÔÍË ÄÒÑÎÐÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞ Ë ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ Ä ÔÇÃÇ ÐËÍÂÍËØ
ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËÌ. ¥Îâ ÔÖÏÏÞ ÖÅÎÑÄ ÕÓÇÖÅÑÎß-
ÐËÍÂ ÐË­ÑÃÂÚÇÄÔÍËÌ, ÐË ²ËÏÂÐ ÖÉÇ ÐÇ ÐÂØÑÆâÕ ÄÇÎËÚËÐÞ,
ÓÂÄÐÑÌ ÆÄÖÏ ÒÓâÏÞÏ. µ ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ ÔÖÏÏÂ ÖÅÎÑÄ
ÏÇÐßÛÇ ÆÄÖØ ÒÓâÏÞØ, Ö ²ËÏÂÐÂ ÃÑÎßÛÇ. ¤ÂÖÔÔ ÐÂÛÇÎ Ä
ÔÄÑÇÏ ÑÒÞÕÇ, ÚÕÑ Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÑÛËÃÑÍ ÐÂÃÎáÆÇÐËÌ ÔÖÏÏÂ
ÖÅÎÑÄ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÓÂÄÐâÇÕÔâ ÆÄÖÏ ÒÓâÏÞÏ. ´ÂÍ ÍÂÍ
ËÊÏÇÓÇÐËâ ÖÅÎÑÄ ÏÑÉÐÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË Ô ÃÑÎßÛÑÌ ÕÑÚÐÑ-
ÔÕßá, ÕÑ ÑÒÞÕ ¤ÂÖÔÔÂ, ÍÂÍ ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ ÍÂÉÇÕÔâ,
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÇ "×ËÊËÚÇÔÍÑÇ" ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑ (ÕÂÍ ÏÑÉÐÑ ÐÂÊÄÂÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÄÔÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÕÇØ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÔÇÃÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄËÕß ËÎË ÎÑÅËÚÇÔÍË
ÒÑÔÕÓÑËÕß) ÇÔÕß ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÇ ÇÄÍÎËÆÑÄÑ, ÔÕÑÎß ÆÎâ ÐÂÔ
ÒÓËÄÞÚÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ. ¯Ñ, ÄÑ-ÒÇÓÄÞØ, ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÑÕ
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÏÂÎÞ, ÚÕÑ
ÑÐË, ÐÇÔÏÑÕÓâ ÐÂ ÔÄÑÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ Ë ÐÂ ÔÓÂÄÐËÕÇÎßÐÖá
ÕÑÚÐÑÔÕß ÐÂÃÎáÆÇÐËÌ ¤ÂÖÔÔÂ, ÄÔÇ ÉÇ ÇÜÇ Ë ËÏÇÐÐÑ àÕËÏ
ÑÒÞÕÑÏ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÞ ÃÞÕß ÐÇ ÏÑÅÖÕ, Â ÄÑ-ÄÕÑÓÞØ, ÆÂÉÇ
ÇÔÎË ÃÞ ÑÒÞÕ Ë ÆÂÎ Ô ÂÃÔÑÎáÕÐÑÌ ÕÑÚÐÑÔÕßá ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ
ÔÖÏÏÞ ÖÅÎÑÄ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÆÄÖÏ ÒÓâÏÞÏ, ÕÑ Ë ÕÑÅÆÂ
ÐÇÎßÊâ ÃÞÎÑ ÃÞ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑ ì ÇÄÍÎËÆÑÄÑ, ÐÇ ÑÅÑÄÑÓËÄ ÑÆÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ
ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÄÂÉÐÑÅÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ,

ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÑÒÞÕ ÕÑÉÇ ÆÂÇÕ ÔÖÏÏÖ ÏÇÐßÛÖá ÆÄÖØ
ÒÓâÏÞØ. ³ÆÇÎÂÎ ÎË ÃÞ ×ËÊËÍ ËÊ àÕÑÅÑ ÄÞÄÑÆ, ÚÕÑ
ÅÇÑÏÇÕÓËâ ¦ÄÍÎËÆÂ ÐÇÄÇÓÐÂ? ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ÑÐ ÊÂÆÂÎ ÃÞ
ÄÑÒÓÑÔ, ÍÂÍ ÃÞÎÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐÑ ËÊÏÇÓÇÐËÇ ÖÅÎÑÄ. ¦ÏÖ
ÑÕÄÇÕËÎË ÃÞ: ÑÕÔÚÇÕÑÏ ÒÑ ÆÇÎÇÐÐÑÏÖ ÍÓÖÅÖ Ë Ô ÒÑÏÑÜßá
ÊÓËÕÇÎßÐÑÌ ÕÓÖÃÞ. ±ÓËÏÇÐÇÐËÇ ÊÓËÕÇÎßÐÑÌ ÕÓÖÃÞ ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÔÄÇÕÑÄÞÏ ÎÖÚÑÏ ÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÍÂÍ ÒÓâÏÑÌ,
ÔÑÇÆËÐâáÜÇÌ ÆÄÇ ÄÇÓÛËÐÞ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ, ÔÖÏÏÖ ÖÅÎÑÄ
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ËÊÏÇÓâáÕ, Ë ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÑÕ ÆÄÖØ ÒÓâÏÞØ ÆÎâ
àÕÑÌ ÔÖÏÏÞ ×ËÊËÍ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÏÑÅ ÃÞ, ÇÔÎË ÃÞ ÒÑÉÇÎÂÎ,
ÑÃÝâÔÐËÕß ÐÇ ÐÇÄÇÓÐÑÔÕßá ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË, Â
ÒÓÑÔÕÑ "ËÔÍÓËÄÎÇÐËÇÏ" ÔÄÇÕÑÄÑÅÑ ÎÖÚÂ (ÐÂÑÃÑÓÑÕ, ÃÖÆß
ÑÐÂ ÓÂÄÐÂ ÆÄÖÏ ÒÓâÏÞÏ, ÖÚÇÐÞÌ, ÄÑ ÚÕÑ ÃÞ ÕÑ ÐË ÔÕÂÎÑ
ÉÇÎÂáÜËÌ ÔÕÑâÕß ÐÂ ÕÑÚÍÇ ÊÓÇÐËâ ÅÇÑÏÇÕÓËË ­ÑÃÂÚÇÄ-
ÔÍÑÅÑ, ÏÑÅ ÃÞ ÑÕÍÎÑÐÇÐËÇ ÑÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÕÇÑÓÇÏÞ
­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ ÕÂÍÉÇ ÑÃÝâÔÐËÕß "ËÔÍÓËÄÎÇÐËÇÏ" ÎÖÚÂ).
¯Ñ ×ËÊËÍ, ÅÑÄÑÓâÜËÌ ÑÃ ËÔÍÓËÄÎÇÐËË ÎÖÚÂ, ÒÑÆÓÂÊÖÏÇ-
ÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÑÐ àÕÑ ËÔÍÓËÄÎÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÍÂÍËÏ-ÐËÃÖÆß
ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÃÐÂÓÖÉËÕß; ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÑÐ ÏÑÅ àÕÑ
ÔÆÇÎÂÕß, ÇÏÖ ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ËÏÇÕß ÍÂÍÑÌ-ÐËÃÖÆß ÆÓÖÅÑÌ
"×ËÊËÚÇÔÍËÌ" ÂÒÒÂÓÂÕ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÂÄÂÎ ÃÞ, ÒÑ ÇÅÑ ÏÐÇ-
ÐËá, "ÐÂÔÕÑâÜÖá" ÒÓâÏÖá ÎËÐËá; ÔÓÂÄÐËÄ ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÎÖÚ
Ô àÕÑÌ ÒÓâÏÑÌ, ÑÐ ÏÑÅ ÃÞ ÕÑÅÆÂ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÎÖÚ
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ËÔÍÓËÄÎÇÐ Ë ÚÕÑ ÇÅÑ ÐÑÄÞÌ ÂÒÒÂÓÂÕ ÆÂÇÕ
ÔÖÏÏÖ Ä ÆÄÂ ÒÓâÏÞØ ÖÅÎÂ. ¯Ñ ÇÅÑ ÕÑÓÉÇÔÕÄÑ ÃÞÎÑ ÃÞ
ÑÚÇÐß ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÐÞÏ Ë ÍÓÂÕÍÑÄÓÇÏÇÐÐÞÏ; ÖÚÇÐÞÌ, ÔÕÑâ-
ÜËÌ ÐÂ ÕÑÚÍÇ ÊÓÇÐËâ ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ, ÒÑÒÓÑÔËÎ ÃÞ ÇÅÑ
ÆÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÇÅÑ ÐÑÄÞÌ ÂÒÒÂÓÂÕ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÒÓâÏÖá,
Â àÕÑÅÑ ÐÂÛ ×ËÊËÍ, ÐÇ ÒÓËÆÖÏÂÄ ÆÓÖÅÑÅÑ ÐÑÄÑÅÑ ÂÒÒÂ-
ÓÂÕÂ, ÖÉÇ ÐËÍÂÍ ÐÇ ÏÑÅ ÃÞ ÔÆÇÎÂÕß. ¡ ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓËÆÖÏÞ-
ÄÂÕß ÕÂÍËÇ ÂÒÒÂÓÂÕÞ ÆÑ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË ÐÇÎßÊâ, ÕÑ âÔÐÑ,
ÚÕÑ ÑÒÞÕ ÏÑÉÇÕ ÆÂÕß ÑÕÄÇÕ ÐÂ ÐÂÛ ÄÑÒÓÑÔ ÎËÛß
ÒÑÔÕÑÎßÍÖ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÞ ÐÂÛÇÏÖ ÑÔÐÑÄÐÑÏÖ ÂÒÒÂÓÂÕÖ,
ÔÍÂÉÇÏ, ÔÄÇÕÑÄÑÏÖ ÎÖÚÖ, ÒÓËÒËÔÞÄÂÇÏ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÓâÏÑÌ
ÎËÐËË. ¯Ñ ÒÓËÒËÔÂÕß ËÏÇÐÐÑ ÔÄÇÕÑÄÑÏÖ ÎÖÚÖ, Â ÐÇ ÚÇÏÖ-
ÐËÃÖÆß ÆÓÖÅÑÏÖ, ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÓâÏÑÌ ÎËÐËË ÊÂÄËÔËÕ ËÔÍÎá-
ÚËÕÇÎßÐÑ ÑÕ ÐÂÛÇÅÑ ÒÓÑËÊÄÑÎÂ. ¯Â ÄÞâÔÐÇÐËÇ àÕÑÅÑ
ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÂ ÏÞ ÑÃÓÂÜÂÇÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÒÑÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÕÂ
ÅÇÑÏÇÕÓËâ, ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐ, ì ÐÇÇÄÍÎË-
ÆÑÄÂ ÅÇÑÏÇÕÓËâ, Ë ÏÑÉÇÕ ÒÑÍÂÊÂÕßÔâ, ÚÕÑ ÄÇÓÐÑÔÕß ËÎË
ÐÇÄÇÓÐÑÔÕß ÕÇÑÓËË ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÔÎÖÉËÕ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑÏ
ÐÇÒÓÂÄËÎßÐÑÔÕË ËÎË ÒÓÂÄËÎßÐÑÔÕË ÅÇÑÏÇÕÓËË ¦ÄÍÎËÆÂ.
®ÇÉÆÖ ÕÇÏ àÕÑ ÐÇ ÕÂÍ; ÉÇÎÂáÜËÌ ÔÚËÕÂÕß ÅÇÑÏÇÕÓËá
¦ÄÍÎËÆÂ ÚÇÏ-ÕÑ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÞÏ ÏÑÉÇÕ Ë ÄÒÓÇÆß àÕÑ
ÆÇÎÂÕß, ÐÇ ÔÏÖÜÂâÔß àÌÐÛÕÇÌÐÑÄÔÍËÏË ÓÂÔÔÖÉÆÇÐËâÏË Ë
ÕÇÑÓËâÏË, ÐÑ ÕÑÅÆÂ ÑÐ ÆÑÎÉÇÐ ÑÕÍÂÊÂÕßÔâ ÔÚËÕÂÕß
ÒÓâÏÞÏË ÕÇ ÎËÐËË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÂáÕ ÐÂÏ ÐÂÛË ÑÔÐÑÄÐÞÇ
ËÊÏÇÓËÕÇÎßÐÞÇ ÒÓËÃÑÓÞ: ÔÄÇÕÑÄÑÌ ÎÖÚ, ÍÓÂÌ ÎËÐÇÌÍË Ë
ÕÑÏÖ ÒÑÆÑÃÐÑÇ. ®Þ ÖÄËÆËÏ, ÚÕÑ, ÇÔÎË ÔÚËÕÂÕß ÔÄÇÕÑÄÑÌ
ÎÖÚ ÒÓâÏÑÌ, ÇÔÎË ÒÓËÐËÏÂÕß, ÚÕÑ ÍÓÂÌ ÎËÐÇÌÍË ì
ÒÓâÏÂâ, ÕÑ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ, ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÞÇ, ÚÇÏ ÕÇ, ÍÑÕÑÓÞÇ
ÒÓÑËÊÄÇÎ ¤ÂÖÔÔ, ÆÂÆÖÕ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâ ÑÕ ÅÇÑÏÇÕÓËË
¦ÄÍÎËÆÂ.

¯Ñ, ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ ÑÕ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÆÂáÕ ËÎË ÏÑÅÖÕ ÆÂÕß
ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐÐÞÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ, ÄÂÉÐÑ Ô
ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÖÔÕÂÐÑÄËÕß, ÚÕÑ, ÓÂÊ ÒÓâ-
ÏÂâ ×ËÊËÚÇÔÍË ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ, ÔÍÂÉÇÏ, Ô ÒÑÏÑÜßá ÔÄÇÕÑ-
ÄÑÅÑ ÎÖÚÂ, ÕÑ ÕÑÎßÍÑ ÑÒÞÕ ÏÑÉÇÕ ÖÍÂÊÂÕß ÐÂÏ, ÍÂÍÑÅÑ
ÓÑÆÂ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÄÇÓÐÂ ÆÎâ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. ¯Ñ
ÅÇÑÏÇÕÓËÌ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ; ÍÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÖá ËØ ÒÓÑÄÇÓÍÖ,
ÍÂÍËÇ ÄÞÄÑÆÞ Ë ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÅÇÑÏÇÕÓËÌ ÖÆÑÃÐÇÇ Ë ÎÖÚÛÇ
ÄÔÇÅÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÒÓÑÄÇÓËÕß? ¤ÇÑÏÇÕÓËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÞØ ÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËÇ ÐÇËÊÏÇÐâÇÏÞØ ×ËÅÖÓ (ÒÇÓÇÐÑÔ

6 ±ÖÂÐÍÂÓÇ ¡. ¯ÂÖÍÂ Ë ÅËÒÑÕÇÊÂ (±ÇÓ. ¡. ¢ÂÚËÐÔÍÑÅÑ). ³ÑÄÓÇÏÇÐÐÑÇ
ËÊÆÂÐËÇ: ±ÖÂÐÍÂÓÇ ¡., Ä ÔÃ. ° ÐÂÖÍÇ (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1983) Ô. 5.
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×ËÅÖÓÞ Ô ÑÆÐÑÅÑ ÏÇÔÕÂ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ä ÆÓÖÅÑÇ, ÒÇÓÇ-
ÏÇÜÇÐËÇ ×ËÅÖÓ ËÎË ÒÇÓÇÆÄËÉÇÐËÇ, ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÕÄÇÓ-
ÆÑÅÑ ÕÇÎÂ) ÑÚÇÐß ÐÇÏÐÑÅÑ; ÅÎÂÄÐÞÇ ËÊ ÐËØ: ÅÇÑÏÇÕÓËâ
­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ, ²ËÏÂÐÂ, ¦ÄÍÎËÆÂ. ¡ÐÂÎËÊ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÒÑÎÑ-
ÉÇÐËÌ àÕËØ ÅÇÑÏÇÕÓËÌ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ö Helmholtz'Â,
Sophus'Â Lie, B. Russel'Â Ë ÆÓ. ©ÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÃÑÎßÛËÌ
ÍÎÂÔÔ ÅÇÑÏÇÕÓËÌ ÑØÄÂÕÞÄÂáÕ ÔÑÃÑÌ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ
ÅÇÑÏÇÕÓËË ²ËÏÂÐÂ. ¥Îâ ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÔÄÑËØ ÅÇÑÏÇÕÓËÌ
²ËÏÂÐ ÍÎÂÆÇÕ Ä ÑÔÐÑÄÖ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÆÎËÐÞ.

±ÖÔÕß ÏÞ ËÏÇÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ n ËÊÏÇÓÇÐËÌ, ÒÖÔÕß
x1; x2; . . . ; xn ì n ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ
ÕÑÚÍË Ä àÕÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, Ë ÒÖÔÕß ds ì àÎÇÏÇÐÕ ÆÎËÐÞ
ÆÖÅË. £ÞÓÂÉÇÐËÇ

ds 2 �
X
i k

ai k dxi dxk ;

ÅÆÇ ai k ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ x1; x2; . . . ; xn,
âÄÎâÇÕÔâ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÞÏ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË.
¥Îâ ÍÂÉÆÑÌ ÆÂÐÐÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ×ÖÐÍÙËË ai k ËÏÇáÕ
ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ ÄÒÑÎÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÌ ÄËÆ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ
ÅÇÑÏÇÕÓËË ¦ÄÍÎËÆÂ, Ë Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ

ds 2 � dx 2
1 � dx 2

2 � dx 2
3 ;

ÆÎâ ÅÇÑÏÇÕÓËË ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ

ds 2 � dx 2
1 � dx 2

2 � dx 2
3

1ÿ �a2=4��x2 � y2 � z2� ;

ÅÆÇ aì ÐÇÍÑÕÑÓÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ.
±ÑÎÂÅÂâ ÄÑÑÃÜÇ ds 2 �Pi k ai k dxk, ÏÞ àÕËÏ ÔÂÏÞÏ

ÑÕÃÓÂÔÞÄÂÇÏ ÖÉÇ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÂÍÔËÑÏÖ Ñ ÒÂÓÂÎ-
ÎÇÎßÐÞØ, ÐÑ Ë ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÆÓÖÅËÇ ÂÍÔËÑÏÞ; ÕÂÍ, Ä ÔÂÏÑÏ
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÇ ÃÖÆÖÕ ÄÇÓÐÞ ÂÍÔËÑÏÞ, ÆÑÒÖÔÍÂáÜËÇ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÇÓÇÐÑÔÂ ËÎË ÐÂÎÑÉÇÐËâ ×ËÅÖÓ (àÕË
ÂÍÔËÑÏÞ Ö ¦ÄÍÎËÆÂ âÄÐÑ ÐÇ ×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÐÞ; ÒÑÆÓÑÃÐÑ-
ÔÕË ÒÑ àÕËÏ ÄÑÒÓÑÔÂÏÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÍÐËÅÇHilbert'Â: "Die
GruÈ ndlagen der Geometrie") 7.

¿ÕÑ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇ, ÒÑ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÖ, Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÒÓÑÄÇÓÇÐÑ ÐÂ ÑÒÞÕÇ.
¬ÑÐÇÚÐÑ, ÊÆÇÔß ÄÑÊÏÑÉÇÐ ÕÑÎßÍÑ ËÆÇÂÎßÐÞÌ ÏÞÔÎÇÐÐÞÌ
ÑÒÞÕ; Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÒÓÑÄÇÓÍÂ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÇ ÐÂ
ÔÂÏÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ ds 2, Â ÐÂ ÕÇØ ÄÞÄÑÆÂØ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÊ
ÐÇÅÑ ÆÇÎÂáÕ. ¦ÔÎË ÑÒÞÕ ÆÂÇÕ Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ai k � 0 ÆÎâ i 6� k Ë ai k � 1 ÆÎâ i � k, ÕÑ ÏÞ ËÏÇÇÏ
ÅÇÑÏÇÕÓËá ¦ÄÍÎËÆÂ; ÇÔÎË ai k ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ×ÖÐÍÙËâÏË
ÑÕ xi, ÕÑ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÅÇÑÏÇÕÓËá, ØÂÓÂÍÕÇÓ ÍÑÕÑÓÑÌ ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÄËÆÂ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ.

£ "ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÏ" ÒÓËÐÙËÒÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ¿ÌÐ-
ÛÕÇÌÐÖ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÄÓÇÏâ, ÍÂÍ ÄÇÎËÚËÐÖ,
Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏË ËÊÏÇÓÇÐËâÏË ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÖá, ÑÕ
ÐËØ ÐÇÑÕÆÇÎËÏÖá. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ, ÑÐ ÍÎÂÆÇÕ Ä ÑÔÐÑÄÖ ÔÄÑËØ
ÐÑÄÞØ, ÃÑÎÇÇ ÑÃÜËØ ÕÇÑÓËÌ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÐÇ ÕÓÇØ ËÊÏÇÓÇ-
ÐËÌ, Â ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÚÇÕÞÓÇØ ËÊÏÇÓÇÐËÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÑÆÐÂ
ËÊ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÃÖÆÇÕ ÄÓÇÏÇÐÇÏ. ¬ÂÉÆÑÇ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ âÄÎÇ-
ÐËÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÏÇÔÕÑÏ ÇÅÑ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ (ÕÓË ÒÓÑÕâÉÇÐ-
ÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ) Ë ÏÑÏÇÐÕÑÏ, Ä ÍÑÕÑÓÞÌ ÑÐÑ ÒÓÑËÔØÑ-
ÆËÕ (ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÄÓÇÏÇÐË); ËÊ ÒÓËÓÂÜÇÐËÌ àÕËØ ÚÇÕÞÓÇØ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔÎÂÅÂÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ àÎÇÏÇÐÕÂ ÆÎËÐÞ

ds 2 �
X
i k

ai k dxi dxk ; i; k � 1; 2; 3; 4 ;

Ä àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÄÔÇ ÚÇÕÞÓÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ËÅÓÂáÕ
ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÑÆËÐÂÍÑÄÖá ÓÑÎß; ÐÂ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ ÄÓÇÏâ
(ÔÍÂÉÇÏ x4) ÐÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ Ô ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÏË
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË x1, x2, x3. Hilbert'ÑÏ 8 ÃÞÎË ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÕÇ
ÖÔÎÑÄËâ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÆÑÎÉÐÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß ai k ÆÎâ ÕÑÅÑ,
ÚÕÑÃÞ ÚÇÕÄÇÓÕÂâ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ, ÄÓÇÏâ, ÐÇ ÒÑÕÇÓâÎÂ ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÒÓËÔÖÜËÇ ÇÏÖ ÑÔÑÃÞÇ ÒÓËÊÐÂÍË, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÐÑ ÆÑÎÉÐÑ
ÔÑØÓÂÐËÕß ÄÑ ÄÔâÍÑÌ ÕÇÑÓËË.

±ÇÓÄÑÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ªÕÂÍ, ÒÇÓÄÞÏ ÑÔÐÑÄ-
ÐÞÏ ÒÑÎÑÉÇÐËÇÏ ÕÇÑÓËË ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÃÖÆÇÕ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ:

à Î ÇÏ Ç Ð Õ Æ Î Ë ÐÞ ÑÒÓ Ç Æ Ç Î â Ç Õ Ô â ×Ñ ÓÏ ÖÎ Ñ Ì

ds2 �
X
i k

ai k dxi dxk ; i; k � 1; 2; 3; 4 ;

Ë Ñ ÒÞ Õ Ó ÇÛÂ Ç Õ, Ú ÇÏ Ö Ó Â Ä Ð âáÕ Ô â × Ö Ð Í Ù Ë Ë ai k.
¤ÇÑÏÇÕÓËâ Ë ÏÇØÂÐËÍÂ. ®ÇØÂÐËÍÂ ¯ßáÕÑÐÂ ÒÓËÒËÔÞ-

ÄÂÇÕ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÏÖ Ë ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÏÖ ÆÄËÉÇÐËá ÔÑÄÇÓ-
ÛÇÐÐÑ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ. ¦ÔÎËÏÞ ÄÏÇÔÕÑ ÆÂÐÐÑÌ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÄÑÊßÏÇÏ ÆÓÖÅÖá ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÖá
ÔËÔÕÇÏÖ, ÆÄËÅÂáÜÖáÔâ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÇÓÄÑÌ ÓÂÄÐÑ-
ÏÇÓÐÑ Ë ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑ, ÕÑ àÕÑ ÒÓâÏÞÏ ×ËÊËÚÇÔÍËÏ
ÑÒÞÕÑÏ ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ ÃÞÕß ÐÇ ÏÑÉÇÕ. £ÔâÍÑÇ ÆÓÖÅÑÇ
ÆÄËÉÇÐËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÑÃÐÂÓÖÉÇÐÑ ÑÒÞÕÑÏ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÓË
àÕÑÏ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÐÑÄÞÇ, ÓÂÐÇÇ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÄÛËÇ ÔËÎÞ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÇÔßÏÂ ÒÓÑÔÕÑÌ ÔÎÖÚÂÌ: ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ ÍÓÖÅÖ.
¿ÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ ÆÂÇÕ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÖÍÂÊÂÕß ÐÂ ÆÄÂ ÊÂÏÇÚÂ-
ÕÇÎßÐÞØ ×ÂÍÕÂ, ÑÆËÐ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÄÂÉÐÑÅÑ ÒÓËÐÙËÒË-
ÂÎßÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ, ÆÓÖÅÑÌ ì ØÂÓÂÍÕÇÓÂ àÍÔÒÇÓËÏÇÐ-
ÕÂÎßÐÑÅÑ.

£ÑÊßÏÇÏ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÕÇÎÑ, ËÏÇáÜÇÇ ×ÑÓÏÖ ÛÂÓÂ, Ë
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÄÑ ÄÔÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÑÐÑ ÑÆÐÑ ÕÑÎßÍÑ
Ö ÐÂÔ Ë ËÏÇÇÕÔâ. ®ÑÉÇÏ ÎË ÏÞ ÓÇÛËÕß ÄÑÒÓÑÔ Ñ ÕÑÏ,
ÄÓÂÜÂÇÕÔâ àÕÑÕ ÛÂÓ ËÎË ÐÇÕ? £ÐÇ ÛÂÓÂ ÐÇÕ ÐË ÑÆÐÑÅÑ
×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÎÂ, ÐË ÑÆÐÑÌ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË, ÍÑÕÑÓÂâ
ÏÑÅÎÂ ÃÞ ÐÂÏ ÒÑÏÑÚß Ä àÕÑÏ ÑÕÐÑÛÇÐËË. ®Þ ÆÑÎÉÐÞ
ÑÃÓÂÕËÕßÔâ Í ÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÐÂ ÔÂÏÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ÛÂÓÂ ËÎË ÄÐÖÕÓË ÐÇÅÑ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÏÞ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÑÃÐÂÓÖÉËÎË ÒÓËÔÖÕÔÕÄËÇ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÙÇÐÕ-
ÓÑÃÇÉÐÑÌ ÔËÎÞ, ÊÂÏÇÕËÎË, ÚÕÑ ÛÂÓ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÔÉÂÕ Ö
ÒÑÎáÔÑÄ, ÚÕÑ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ¶ÖÍÑ
ÄÓÂÜÂÇÕÔâ. ¿ÕÑ ÊÂÔÕÂÄËÕ ÐÂÔ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÛÂÓ
ÐÂÛ ÄÓÂÜÂÇÕÔâ, ÏÞ ÆÂÉÇ ÄÞÚËÔÎËÏ ÔÍÑÓÑÔÕß ÇÅÑ ÄÓÂÜÇ-
ÐËâ. ¯Ñ ÊÂÕÇÏ ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÄÑÒÓÑÔ: ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÚÇÏÖÉÇ
ÑÐ ÄÓÂÜÂÇÕÔâ, ËÃÑ ÄÇÆß ÄÐÇÛÐËØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ ÕÇÎ, ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÍÑÕÑÓÞÏ ÑÐ ÏÑÅ ÃÞ ÄÓÂÜÂÕßÔâ, ÐÇ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖÇÕ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÆÑÎÉÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÍÂÍÑÇ-ÕÑ ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÑ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐËÚÇÏ ÔÂÏÑ ÒÑ ÔÇÃÇ ÐÇ ÑÕÏÇÚÇÐÑ, Ä
ÍÑÕÑÓÑÏ ÐÇÕ ÐË ÑÆÐÑÅÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÎÂ Ë ÍÑÕÑÓÑÇ
ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇÆÑÔÕÖÒÐÑ ÔÂÏÑ ÒÑ ÔÇÃÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËá, Ë ÄÑÕ ÒÑ
ÑÕÐÑÛÇÐËá Í àÕÑÏÖ "ÂÃÔÑÎáÕÐÑÏÖ" ÐÇ×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ ÄÓÂÜÇÐËÇ Ë ÒÓÑËÔØÑÆËÕ. ¯Ñ ÄÔÇ, ÚÕÑ ÐÇ
ËÏÇÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÓÇÂÎßÐÑÔÕË Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇÆÑÔÕÖÒÐÑ
×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ ÐÂÃÎáÆÇÐËá, ÑÕÐÑÔËÕÔâ ÖÉÇ, ÇÔÎË ÖÅÑÆÐÑ,
Í ÏÇÕÂ×ËÊËÍÇ, ÐÑ ÐËÍÂÍ ÐÇ Í ×ËÊËÍÇ. £ ÕÂÍÑÇ ÂÃÔÑÎáÕÐÑÇ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÏÑÉÐÑ ÄÇÓËÕß ËÎË ÐÇ ÄÇÓËÕß, ÐÑ ÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕßÔâ ËÏ, ÍÂÍ ÓÇÂÎßÐÑ ×ËÊËÚÇÔÍË ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜËÏ ÑÃÝÇÍ-
ÕÑÏ ÆÎâ ÑÃÝâÔÐÇÐËâ ×ËÊËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ, ÐÇÎßÊâ. ¯Ñ
ÕÑÅÆÂ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÐßáÕÑÐÑÄÂ ÏÇØÂÐËÍÂ
ÏÑÉÇÕ ÆÂÕß ÑÕÄÇÕÞ ÐÂ ÄÑÒÓÑÔÞ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞÇ ÒÑ ÔÖÜÇ-

8 ³Ï. ÕÂÍÉÇ ÐÑÄÞÌ ÒÇÓÇÄÑÆ ÐÂ ÓÖÔÔÍËÌ âÊÞÍ À.¡. ¥ÂÐËÎÑÄÂ,
¥.£. ¨ÂÓÍÑÄÂ: ¥. ¤ËÎßÃÇÓÕ ªÊÃÓÂÐÐÞÇ ÕÓÖÆÞ ´. 2 ¡ÐÂÎËÊ, ×ËÊËÍÂ,
ÒÓÑÃÎÇÏÞ, Personalia (±ÑÆ ÓÇÆ. ¡.¯. ±ÂÓÛËÐÂ) (®.: ¶ÂÍÕÑÓËÂÎ,
1998).

7 Hilbert D. "Die GruÈ ndlagen d. Physik Zweite Mitteilung" (GoÈ ttingen
Nachrichten, 1916). ±ÇÓÇÄÑÆ ÐÂ ÓÖÔÔÍËÌ âÊÞÍ: "°ÔÐÑÄÂÐËâ ÅÇÑÏÇÕÓËË"
(®.-­.: ¤ÑÔÕÇØÕÇÑÓËÊÆÂÕ, 1948).

´. 169, å 12] °¢»ª« ±²ª¯¸ª± °´¯°³ª´¦­¾¯°³´ª ¿«¯º´¦«¯¡ 1341



ÔÕÄÖ "×ËÊËÚÇÔÍË" ÑÕÄÇÕËÕß ÐÇÎßÊâ. ¿ÕÑ ì ÒÂÓÂÆÑÍÔ, ÐÂ
ÍÑÕÑÓÞÌ ÄÒÇÓÄÞÇ ÑÃÓÂÕËÎ ÔÄÑÇ ÄÐËÏÂÐËÇ Mach; Einstein
ÄÞÄÇÎ àÕÑÕ ÒÂÓÂÆÑÍÔ ËÊ ÊÂÃÄÇÐËâ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÑÐ ÐÂØÑ-
ÆËÎÔâ, Ë ÆÂÎ ÐÂ ÐÇÅÑ ÑÕÄÇÕ: ÐßáÕÑÐÑÄÂ ÏÇØÂÐËÍÂ, ÄÑÑÃÜÇ
ÅÑÄÑÓâ, ÐÇÄÇÓÐÂ. ¯ÂÔÕÑâÜÂâ ÏÇØÂÐËÍÂ ÐÇ ÆÂÇÕ ÆÎâ ÕÂÍÑÅÑ
ÛÂÓÂ ÐË ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÑÌ ÔËÎÞ, ÐË ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÍÂÚÂÐËâ ÏÂâÕÐËÍÂ ¶ÖÍÑ Ë Õ.Ò., ì ÄÔÇ àÕË ÔËÎÞ Ë âÄÎÇÐËâ
ÒÑâÄâÕÔâ ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ, ÍÑÅÆÂ ÄÓÂÜÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÔÑÄÇÓ-
ÛÂÕßÔâ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÍÂÍÑÏÖ-ÐËÃÖÆß ÆÓÖÅÑÏÖ "×ËÊË-
ÚÇÔÍÑÏÖ" ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÖ, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÑÉÐÑ ÑÃÐÂÓÖÉËÕß ÐÂ
×ËÊËÚÇÔÍËØ ÕÇÎÂØ, ÐÂØÑÆâÜËØÔâ Ä ÐÇÏ. ±ÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÇ Ë
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÐËÍÂÍÑÌ ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÑÌ ÓÑÎË ÐÇ
ËÅÓÂÇÕ, ÓÂÄÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÍÂÍ Ë ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ ÍÓÖÅÖ ËÎË
ÍÂÍÑÇ-ÐËÃÖÆß ÆÓÖÅÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ; ÄÔÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÇ
ÔËÔÕÇÏÞ Ë ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËâ ËØ ÓÂÄÐÑÙÇÐÐÞ
ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ. ¦ÔÎË ËÏÇÇÕÔâ ÑÆËÐ ÕÑÎßÍÑ ÛÂÓ Ë ÃÑÎßÛÇ
ÐËÚÇÅÑ, ÕÑ ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÖÕÄÇÓÉÆÂÕß, ÚÕÑ ÑÐ ÄÇÓÕËÕÔâ ËÎË
ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÒÑÍÑÇ, ÔÍÂÚÇÕ ËÎË ÒÇÓÇÆÄËÅÂÇÕÔâ, ÍÂÍ ÇÏÖ
ÖÅÑÆÐÑ. ¯ËÍÂÍËÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ âÄÎÇÐËâ ÐÇ ÑÃÐÂÓÖÉÂÕ àÕÑÅÑ,
ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ ÄÔÇ àÕË ÔÍÂÚÍË, ÄÓÂÜÇÐËâ Ë ÕÑÏÖ ÒÑÆÑÃÐÑÇ
ÒÓÑËÔØÑÆâÕ ÐÇ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í "×ËÊËÚÇÔÍÑÏÖ" ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÖ, Â ÕÑÎßÍÑ ÏÞÔÎËÏÞ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÆÓÖÅËÏ, ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÖáÜËÏ ÓÇÂÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂÏ. ±ÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ ÏÇØÂÐËÍÂ ÄÑÊÏÑÉÐÂ, Ë ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÄÇÎËÚÂÌ-
ÛÖá ÊÂÔÎÖÅÖ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ.

¥ÓÖÅÑÌ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÌ ×ÂÍÕ, ÔÎÇÆÖáÜËÌ ËÊ ÐÂÃÎáÆÇ-
ÐËÌ ÐÂÆ ÄÓÂÜÇÐËÇÏ, ì àÕÑ ÕÑ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ, ÚÕÑ
ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÂâ ÔËÎÂ ÄÔÇÅÆÂ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÏÂÔÔÇ ÄÓÂ-
ÜÂáÜÇÅÑÔâ ÕÇÎÂ. ³ËÎÂ ÕâÅÑÕÇÐËâ ÒÑ ÊÂÍÑÐÖ ¯ßáÕÑÐÂ
ÕÂÍÉÇ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ ÏÂÔÔÇ, ÐÑ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÊÂÍÑÐÂ
¯ßáÕÑÐÂ ÏÂÔÔÂ ËÏÇÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÒÓËÚËÐÞ, ÄÞÊÞÄÂáÜÇÌ
ÕâÅÑÕÇÐËÇ; ÏÇÉÆÖ ÕÇÏ, ÍÂÍ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÙÇÐÕÓÑÃÇÉÐÑÌ
ÔËÎÞ, ÄÞÊÞÄÂÇÏÑÌ ÄÓÂÜÇÐËÇÏ, ÑÐÂ ËÅÓÂÇÕ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ
ÒÂÔÔËÄÐÖá ÓÑÎß; ÏÂÔÔÂ, ÂÍÕËÄÐÑ ÔÑÊÆÂáÜÂâ ÔËÎÖ, Ë ÏÂÔÔÂ
ËÐÇÓÕÐÂâ ËÎË ÒÂÔÔËÄÐÂâ, ì ÒÓÑÔÕÑÌ ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ, ì ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÒÓË ÒÓÑÄÇÓÍÇ ÑÒÞÕÑÏ Ô ÑÅÓÑÏÐÑÌ
ÔÕÇÒÇÐßá ÕÑÚÐÑÔÕË ÓÂÄÐÞÏË ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ 9. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ ÐÇ
ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÎÖÚÂÌÐÑÅÑ ØÂÓÂÍÕÇÓÂ, Â ÐßáÕÑÐÑÄÂ ÏÇØÂ-
ÐËÍÂ ÐÇ ÆÂÇÕ ÇÏÖ ÑÃÝâÔÐÇÐËâ. ¯ßáÕÑÐ ÄÑ ÄÕÑÓÑÏ ÔÄÑÇÏ
ÊÂÍÑÐÇ ÒÓÑÔÕÑ ÄÞÔÕÂÄÎâÇÕ, ÍÂÍ ÒÑÔÕÖÎÂÕ, ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ,
ÚÕÑÃÞ ËÐÇÓÕÐÂâ ÏÂÔÔÂ, ÖÏÐÑÉÇÐÐÂâ ÐÂ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ, ÓÂÄÐâ-
ÎÂÔß ÃÞ ÔËÎÇ, ì Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË ÔËÎÇ, ÄÞÊÄÂÐÐÑÌ ÕÑÌ ÉÇ
ÏÂÔÔÑÌ, ÕÑÌ ÉÇ ÒÑ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÖ, ÐÑ ÖÉÇ ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ
ÂÍÕËÄÐÑ.

´ÑÉÆÇÔÕÄÑ ÏÂÔÔ ì ÂÍÕËÄÐÑÌ, ÕâÅÑÕÇáÜÇÌ Ë ÒÂÔÔËÄ-
ÐÑÌ, ËÐÇÓÕÐÑÌ ì ¿ÌÐÛÕÇÌÐ ÄÑÊÄÑÆËÕ Ä ÒÓËÐÙËÒ Ë
ÐÂÊÞÄÂÇÕ ÇÅÑ ÒÓËÐÙËÒÑÏ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË.

±ÓÇÆÔÕÂÄËÏ ÔÇÃÇ ÑÆÐÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ K,
ÒÑÍÑâÜÖáÔâ, Ë ÆÓÖÅÖá K 0, ÐÂØÑÆâÜÖáÔâ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÅÑ Ë ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÆÄËÉÇÐËâ
ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÒÇÓÄÑÌ. ®ÂÕÇÓËÂÎßÐÂâ ÕÑÚÍÂ, ÆÄËÅÂá-
ÜÂâÔâ ÒÑ ÒÓâÏÑÌ Ä K, ÃÖÆÇÕ ÆÄËÅÂÕßÔâ ÒÑ ÒÂÓÂÃÑÎÇ Ä K 0.
¦ÔÎË ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ K 0 ËÎË ÑÔß ÒÂÓÂÃÑÎÞ ÄÊâÕß
ÊÂ x-ÑÔß, ÕÑ Ä ÔËÔÕÇÏÇ K 0

d2x 0

dt 2
� g � postoqnnoj :

¦ÔÎË m ì ÏÂÔÔÂ ÕÑÚÍË, ÕÑ ÍÂÉÆÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÐÂÒË-
ÔÂÐÐÑÇ Ä ÄËÆÇm d2x 0=dt 2 � mg, ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ ÏÇÉÆÖ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ ËÐÇÓÕÐÑÌ

ÏÂÔÔÞ ÐÂ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ Ë ÔËÎÑÌ mg. ³ËÎÖ mg ÏÑÉÐÑ
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÒÓËÐÙËÒÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ-
ÔÕË, ÍÂÍ ÔËÎÖ ÕâÅÑÕÇÐËâ, ÒÓËÚÇÏ m ËÏÇÇÕ ÖÉÇ ÕÑÅÆÂ
ÊÐÂÚÇÐËÇ ÐÇ ÏÂÔÔÞ ËÐÇÓÕÐÑÌ, Â ÏÂÔÔÞ ÂÍÕËÄÐÑÌ, ÄÑÊÃÖÉ-
ÆÂáÜÇÌ ÔËÎÖ mg, ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ ÄÑÊÃÖÉÆÂÇÕÔâ ÔËÎÂ mg
ÂÍÕËÄÐÑÌ ÏÂÔÔÑÌ m ÍÂÍÑÅÑ-ÐËÃÖÆß ÕâÉÇÎÑÅÑ ÕÇÎÂ ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ©ÇÏÎË (mg ÑÊÐÂÚÂÇÕ Ä ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
mM=r2, ÅÆÇ m ìÏÂÔÔÂ ÕâÉÇÎÑÅÑ ÕÇÎÂ, MìÏÂÔÔÂ ©ÇÏÎË,
r ì ÓÂÆËÖÔ ©ÇÏÎË; âÔÐÑ, ÚÕÑ m âÄÎâÇÕÔâ ÊÆÇÔß ÄÑÊÃÖÆËÕÇ-
ÎÇÏ ÔËÎÞ).

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÇ Ë ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÇ ÆÄËÉÇ-
ÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÏÑÉÇÕ Ë ÐÇ ÃÞÕß ÊÂÏÇÚÇÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ Ä
ÐÇÌ ÐÂØÑÆâÜËÏÔâ, ÇÔÎË ÆÑÒÖÔÕËÕß, ÚÕÑ ÕÂÍÑÇ ÖÔÍÑÓÇÐÐÑÇ
ÆÄËÉÇÐËÇ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÒÓËÔÖÕÔÕÄËá ÕâÅÑÕÇáÜÇÅÑ ÒÑÎâ
Ë ÚÕÑ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎß ÑÃÝâÔÐâÇÕ ÄÔÇ ÔÑÄÇÓÛÂáÜËÇÔâ
ÍÓÖÅÑÏ ÐÇÅÑ âÄÎÇÐËâ ËÏÇÐÐÑ àÕËÏ ÕâÅÑÕÇÐËÇÏ. ¸ÇÐÕÓÑ-
ÃÇÉÐÖá ÔËÎÖ, ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÒÓËÐÙËÒÂ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË,
ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÇÏ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÍÂÍ ÔËÎÖ, ÒÑ ÒÓËÓÑÆÇ ÔÄÑÇÌ
ÔÑÄÒÂÆÂáÜÖá Ô ÔËÎÑÌ ÕâÅÑÕÇÐËâ Ë ÐËÚÇÏ ÑÕ ÐÇÇ ÒÑ
ÔÖÜÇÔÕÄÖ ÐÇ ÑÕÎËÚÐÖá; ÐÂÍÑÐÇÙ, ÕÑ ÉÇ ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß
ÒÓÑ ÄÔÇ ÔËÎÞ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÇ ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍË, Ä ÍÑÑÓÆËÐÂÕ-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ, ÔÄâÊÂÐÐÑÌ Ô ÆÄËÅÂáÜËÏÔâ ÕÇÎÑÏ.

£ ÒÓËÓÑÆÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ ÏÂÔÔÞ, ÔÑÊÆÂáÜËÇ ÄÑÍÓÖÅ ÔÇÃâ
ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ ÕâÅÑÕÇáÜÇÇ ÒÑÎÇ; ÇÔÎË ÏÞ ÄÑÊßÏÇÏ
ÍÂÍÖá-ÐËÃÖÆß ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ K �, ÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓ
ÕâÅÑÕÇáÜÇÅÑ ÒÑÎâ ÃÖÆÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÕÑÅÑ, ÍÂÍÖá ËÏÇÐÐÑ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÖá ÔËÔÕÇÏÖ ÏÞ ÄÞÃÓÂÎË; Ä ÆÓÖÅÑÌ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ K � 0, ÆÄËÅÂáÜÇÌÔâ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í
ÒÇÓÄÑÌ, ÃÖÆÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÆÓÖÅÑÇ ÕâÅÑÕÇáÜÇÇ ÒÑÎÇ.
¥ÄËÅÂâÔß ÄÏÇÔÕÇ Ô K � 0, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓËÒËÔÂÕß ÄÔÇ, ÚÕÑ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ Ä K � 0, ÐÇ ÆÄËÉÇÐËá K � 0 ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá K �, Â
ÕÑÏÖ ÕâÅÑÕÇáÜÇÏÖ ÒÑÎá, ÍÑÕÑÓÑÇ ËÏÇÇÕÔâ Ä K � 0 Ë
ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÒÑÎâ Ä K �.

¯Ñ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Í ÆÓÖÅÑÌ,
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÄÊâÕÑÌ, ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ, ÄÎÇÚÇÕ ÊÂ
ÔÑÃÑÌ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÄËÆÂ ÕÇØ ×ÖÐÍÙËÌ ai k, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÅÇÑÏÇÕÓËË ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ; ÇÔÎË Ä ÑÆÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ËÏÇÇÏ

ds 2 �
X
i k

ai k dxi dxk ; i; k � 1; 2; 3; 4 ;

ÕÑ Ä K � 0 ÒÑÎÖÚËÏ

ds 2 �
X
i k

a 0i k dx
0
i dx

0
k

Ë, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ a 0i k 6� ai k, ÕÂÍ ÍÂÍ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÏÇÉÆÖ xi Ë
x 0i ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂ.

±ÓËØÑÆËÕÔâ ÆÑÒÖÔÕËÕß, ÚÕÑ ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Í ÆÓÖÅÑÌ ÏÇÐâÇÕ ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÕâÅÑÕÇáÜÇÇ
ÒÑÎÇ, ÐÑ Ë ÅÇÑÏÇÕÓËá ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, Â àÕÑ
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ ÏÇÉÆÖ ÕâÅÑÕÇáÜËÏ ÒÑÎÇÏ Ë ai k, Õ.Ç.
ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ, ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÔÄâÊß.

¯Â àÕÑÏ ÑÔÐÑÄÂÐËË ¿ÌÐÛÕÇÌÐ ÐÂÊÞÄÂÇÕ ÄÇÎËÚËÐÞ ai k
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂÏË ÕâÅÑÕÇÐËâ Ë ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕ ËØ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô
ÊÇÏÐÞÏ ÖÔÍÑÓÇÐËÇÏ ÚÇÓÇÊ gi k, ÐÑ àÕÑ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÐËÚÇÅÑ
ÍÓÑÏÇ ÕÑÎßÍÑ ÚÕÑ ÖÍÂÊÂÐÐÑÌ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÔÕË ÏÇÉÆÖ
ÅÇÑÏÇÕÓËÇÌ Ë ÕâÅÑÕÇÐËÇÏ Ä ÔÇÃÇ ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ.

£ÕÑÓÑÇ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÒÂÓÂÆÑÍÔ®ÂØÂ, ¿ÌÐÛÕÇÌÐ ÒÓËØÑÆËÕ Í
ÄÞÄÑÆÖ Ñ ÆÑÒÖÔÕËÏÑÔÕË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ ÑÆÐÑÌ
ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ Ë ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑ ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÔËÔÕÇÏÞ ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕ Í ÆÓÖÅÑÌ ÕÂÍÑÌ ÉÇ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÐÑ ÄÔÇØ

9 ±Ñ ÒÑÔÎÇÆÐËÏ ÆÂÐÐÞÏ (1921 Å.) Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ 1=�3� 107�. ¥ÂÐÐÞÇ
1999 Å. ÔÏ. ¯ÑÄÑÔÕË ×ËÊËÍË Ä ÔÇÕË Internet ÐÂ Ô. 1324 ÆÂÐÐÑÅÑ ÐÑÏÇÓÂ.

1342 £.¬. ¶²¦¥¦²ª¬³ [µ¶¯ 1999



ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÄÑÑÃÜÇ (ÕÂÍ ÍÂÍ ÔáÆÂ
ÄÍÎáÚÇÐÑ Ë ÆÄËÉÇÐËÇ, ÕÑ àÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÐÑÄÞÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ x 0i , i � 1; 2; 3; 4; ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏË
×ÖÐÍÙËâÏË ÚÇÕÞÓÇØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ xi, i � 1; 2; 3; 4).

´ÓÇÕßÇ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ
ÉÇ ÒÓËÐÙËÒ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕË, ¿ÌÐÛÕÇÌÐ ÒÓËØÑÆËÕ Í
ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ àÎÇÏÇÐÕ ÆÖÅË, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËÌ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ×ËÊË-
ÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, Õ.Ç.

ds 2 �
X
i k

gi k dxi dxk ; i; k � 1; 2; 3; 4 ;

ÄÍÎáÚÂÇÕ Ä ÔÇÃâ 10 ×ÖÐÍÙËÌ gi k, ÑÕ ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÄËÔËÕ ÐÇ
ÕÑÎßÍÑ ×ÑÓÏÂ ÅÇÑÏÇÕÓËË, ÐÑ Ë ÕâÅÑÕÇáÜÇÇ ÒÑÎÇ Ä ÆÂÐÐÑÌ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ.

¹ÇÕÄÇÓÕÑÇ ÑÔÐÑÄÐÑÇ ÒÑÎÑÉÇÐËÇ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ¹ÕÑÃÞ
ÒÑÔÕÓÑËÕß ÐÂ àÕËØ ÑÔÐÑÄÂÐËâØ ÏÇØÂÐËÍÖ Ë ×ËÊËÍÖ,
ÐÖÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÇÜÇ ÑÆÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ. ¦ÔÎË
ÄÞÃÑÓ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓÑËÊÄÑÎÇÐ, ì ÕÑ ÍÂÍ
ÑÒËÔÞÄÂÕß Ô ÇÇ ÒÑÏÑÜßá ÒÓËÓÑÆÖ? ¬ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ
ÒÑÎÖÚËÕß ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÇ ÑÕ ÆÑÒÖÜÇÐÐÑÅÑ
ÒÓÑËÊÄÑÎÂ? £ÇÆß ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ âÔÐÑ, ÚÕÑ ÊÂÍÑÐÞ ÒÓËÓÑÆÞ
ÑÕ ÐÇÅÑ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ. °ÕÄÇÕ ÐÂÒÓÂÛËÄÂÇÕÔâ ÔÂÏ ÔÑÃÑÌ: ÓÂÊ
ÊÂÍÑÐÞ ÒÓËÓÑÆÞ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÐÂÛÇÅÑ ÒÓÑËÊÄÑÎÂ, ÑÐË
ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ ÑÕ ËÊÃÓÂÐÐÑÌ ÐÂÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕ-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ. £ÞÓÂÉÂâÔß ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍË, ÊÂÍÑÐÞ ÒÓË-
ÓÑÆÞ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÎáÃÞÏ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâÏ. ¤ÇÐËá ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÖÆÂ-
ÎÑÔß ÐÂÌÕË Ë Ô×ÑÓÏÖÎËÓÑÄÂÕß ÊÂÍÑÐÞ ÏÇØÂÐËÍË Ë ×ËÊËÍË
ËÏÇÐÐÑ Ä ÕÂÍÑÌ ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÌ Ë ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ ËÊÃÓÂÐ-
ÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ×ÑÓÏÇ. ¬ ËÊÎÑÉÇÐËá ÑÔÐÑÄ-
ÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÇØÂÐËÍË Ë ×ËÊËÍË ÏÞ ÔÇÌÚÂÔ Ë ÒÇÓÇÌÆÇÏ.
³ÍÂÊÂÐÐÑÇ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ÑÃÝâÔÐâÇÕ ÎËÛß ÕÑÕ ÒÖÕß, ÒÑ
ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÛÇÎ ¿ÌÐÛÕÇÌÐ, ÐÑ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÔÎÖÉËÕß ÇÜÇ
ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑÏ ÒÓÂÄËÎßÐÑÔÕË ÇÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËÌ, ØÑÕâ Ô
ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ ÇÅÑ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ËÏÇáÕ ÑÚÇ-
ÄËÆÐÑÇ ÒÓÇËÏÖÜÇÔÕÄÑ ÒÇÓÇÆ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏË ÖÕÄÇÓÉ-
ÆÇÐËâÏË ÏÇØÂÐËÍË ¯ßáÕÑÐÂ.

°ÔÐÑÄÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. ®Þ ÐÇ ÃÖÆÇÏ ÔÎÇÆÑ-
ÄÂÕß Ä ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÖÕË, ÒÑ ÍÑÕÑÓÑÏÖ ÛÇÎ ¿ÌÐÛÕÇÌÐ, ÐÑ
ÒÑÔÎÇÆÖÇÏ ÊÂHilbert'ÑÏ, ËÊÎÑÉËÄÛËÏ ÇÅÑ ÕÇÑÓËá Ä ÃÑÎÇÇ
ÆÑÔÕÖÒÐÑÏ Ë ÒÓÑÔÕÑÏ ÄËÆÇ. ¿ÌÐÛÕÇÌÐ ËÔØÑÆËÕ Ä ÔÄÑËØ
ÒÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÞØ ÓÂÃÑÕÂØ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Poisson'Â
Dj � 4p%, ÅÆÇ j ì ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ ÕâÅÑÕÇÐËâ,
Â % ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÂÕÇÓËË. °ÃÑÃÜÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÒÖÕÇÏ ÄÄÇÆÇÐËâ ÄÏÇÔÕÑ j 10 ÒÑÕÇÐÙËÂÎÑÄ gi k Ë ÄÏÇÔÕÑ %
10 ÆÓÖÅËØ ÄÇÎËÚËÐ, ÑÒÓÇÆÇÎâáÜËØ ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÏÂÕÇÓËË,
ÆÂÇÕ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÖ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÑÎÖÚËÕß ÉÇÎÂÇÏÞÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ Ë ÒÑÍÂÊÂÕß ËØ ÒÓÂÄËÎßÐÑÔÕß. ¯Ñ ÒÓÑÙÇÔÔ ÑÃÑÃÜÇ-
ÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÒÓÑÔÕ Ë ÐÇ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÑÆÐÑ-
ÊÐÂÚÇÐ, ÚÕÑÃÞ ÏÑÉÐÑ ÃÞÎÑ ÎÇÅÍÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÑÙÇÐÍÖ
ÄÔÇÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÎÖÚÂÇÏÞØ ÕÂÍËÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÓÇÊÖÎßÕÂ-
ÕÑÄ.

¥ÑÒÖÔÕËÏ ÄÏÇÔÕÇ Ô Hilbert'ÑÏ 10, ÚÕÑ ÄÔÇ ÔÑÃÞÕËâ,
ÔÑÄÇÓÛÂáÜËÇÔâ Ä ÒÓËÓÑÆÇ, ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ
"ÏËÓÑÄÑÌ" ×ÖÐÍÙËË H; àÕÂ ×ÖÐÍÙËâ H ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÚÇÕÞÓÇØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x1, x2, x3, x4; ÒÇÓÄÞÇ ÕÓË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
ÚËÔÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇÐÐÞÇ, ÚÇÕÄÇÓÕÂâ x4 Ä ÆÂÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÄÓÇÏâ. ¶ÖÐÍÙËâH ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ

ËÊÃÓÂÐÐÑÌ ÐÂÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ÒÑàÕÑÏÖ, ÍÂÍ
ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÑÐÂ ÐÇ ÃÖÆÇÕ âÄÐÑ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ x1, x2, x3,
x4; ÑÐÂ ÃÖÆÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÐËØ ÚÇÓÇÊ ÒÑÔÓÇÆÔÕÄÑ ÔÎÇÆÖá-
ÜËØ ÄÇÎËÚËÐ.

1. 10 ×ÖÐÍÙËÌ gi k Ë ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑ xi; ÏÞÏÑÅÎË ÃÞ
ÆÑÒÖÔÕËÕß ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß H ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÎáÃÑÅÑ
ÒÑÓâÆÍÂ: ÐÑ ÒÑ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ Poisson'Â ÏÞ
ÒÓËÐËÏÂÇÏ, ÚÕÑ H ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ gi k, Ë ËØ ÒÇÓÄÞØ Ë
ÄÕÑÓÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ. ®Þ ÒÓËÐËÏÂÇÏ ÕÂÍÉÇ, ÚÕÑ àÕË gi k
ÓÂÄÐÑ ÍÂÍ Ë ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ, ÒÑÄÔáÆÖ ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞ Ë
ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞ.

2. ´ÇØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÔÑÃÑÌ
ÔÑÔÕÑâÐËÇ ÏÂÕÇÓËË. ´ÂÍËÏË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÃÖÆÖÕ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÏÂÕÇÓËË, ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÕÄÂ,
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ (ÄÇÍÕÑÓ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎ Ë ÔÍÂÎâÓ-
ÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ); ÇÔÎË ÕÇÑÓËâ ÏÂÕÇÓËË ÑÆÐËÏË àÕËÏË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË ÑÃÑÌÕËÔß ÐÇ ÏÑÉÇÕ, ÕÑ ÔáÆÂ ÐÖÉÐÑ ÄÍÎá-
ÚËÕß ÇÜÇ Ë ÆÓÖÅËÇ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ; ÇÔÎË ÔÕÂÕß ÐÂ
ÕÑÚÍÖ ÊÓÇÐËâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÏÂÕÇÓËË, ÕÑ
ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÞÎÑ ÃÞ ÄÍÎáÚËÕß Ä ÚËÔÎÑ àÕËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ
ÑÆÐÖ ÎËÛß àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÖá ÒÎÑÕÐÑÔÕß Ë ÒÑÕÇÐÙËÂÎÞ
ÄÇÍÕÑÓÐÞÌ Ë ÔÍÂÎâÓÐÞÌ. ¦ÔÎË, ÐÂÍÑÐÇÙ, ÔÕÂÕß ÐÂ ÕÑÚÍÖ
ÊÓÇÐËâ Mie, ÕÑ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ ÔÑÊÆÂÐËâ ÕÇÑÓËË ÏÂÕÇÓËË
ÊÐÂÐËÇ ÄÇÍÕÑÓÂ-ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ë ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, Â
ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÇÓÄÞÌ ËÏÇÇÕ 3 ÔÎÂÅÂÇÏÞØ, ÕÑ ÄÔÇÅÑ-ÐÂÄÔÇÅÑ,
ÊÐÂÚËÕ, ÊÐÂÐËÇ ÚÇÕÞÓÇØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ q1, q2, q3, q4, ÍÂÍ
×ÖÐÍÙËÌ ÑÕ x1, x2, x3, x4. Hilbert ÐÂ ÑÔÐÑÄÂÐËË ÕÇÑÓËË
Mie ÒÓËÐËÏÂÇÕ, ÚÕÑH ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ q1, q2, q3, q4 Ë ËØ ÒÇÓÄÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑ xi. ¯Ñ àÕÑ ÆÑÒÖÜÇÐËÇ ÆÎâ ÑÚÇÐß ÏÐÑÅËØ
ÄÑÒÓÑÔÑÄ, ÓÇÛÇÐÐÞØ ÕÇÑÓËÇÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, ÄÑÄÔÇ ÐÇÔÖ-
ÜÇÔÕÄÇÐÐÑ.

ªÕÂÍ, ÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ËÏÇÇÕÔâ "ÏËÓÑÄÂâ ×ÖÐÍÙËâ":

H � H

�
gi k;

qgi k
qxl

;
qgi k

qxl qxm
; qi ;

qqi
qxk

�
;

ÅÆÇ i; k; l;m � 1; 2; 3; 4.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ËÐÕÇÅÓÂÎ

J �
�
H

���
g
p

dx1 dx2 dx3 dx4 ; �1�

Ä ÍÑÕÑÓÑÏ dx1 dx2 dx3 dx4 ì àÎÇÏÇÐÕ ÑÃÝÇÏÂ, g ì
ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕ, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÞÌ ËÊ ÄÔÇØ gi k Ë H ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇ-
ÐËá ì ËÐÄÂÓËÂÐÕ. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ���
g
p

dx1 dx2 dx3 dx4 ÕÂÍÉÇ ÃÖÆÇÕ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ, Õ.Ç. ÑÕ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ J ì
ÕÑÉÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕ, ÓÂÄÐÑ ÍÂÍ Ë ÄÔâÍÂâ ÄÂÓËÂÙËâ àÕÑÅÑ
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ.

£ÔÇ ÔÑÃÞÕËâ ÔÑÄÇÓÛÂáÕÔâ Ä ÒÓËÓÑÆÇ ÕÂÍ, ÚÕÑ ÄÂÓËÂ-
ÙËâ àÕÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ddJ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá:

dJ � 0 : �2�

¿ÕÑ ì ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÊÂÍÑÐ ×ËÊËÍË ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. °Ð ÆÑÎÉÇÐ
ÊÂÏÇÐËÕß ÔÑÃÑÌ ÄÔÇ ÆÓÖÅËÇ ÊÂÍÑÐÞ ×ËÊËÍË: ÊÂÍÑÐ ÄÔÇÏËÓ-
ÐÑÅÑ ÕâÅÑÕÇÐËâ, ÖÓÂÄÐÇÐËâ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ÊÂÍÑÐÞ ÄÊÂËÏÑÆÇÌ-
ÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÏÂÔÔÂÏË Ë ÄÔÇ ÕÑÏÖ ÒÑÆÑÃÐÑÇ.

¥Îâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ àÕÑÕ ÊÂÍÑÐ ËÏÇÎ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÐÖÉÐÑ ÊÐÂÕß, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË H.
±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÑÐÑ ÐÂÏ ËÊÄÇÔÕÐÑ. £ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâH
ÄØÑÆâÕ 10 ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ gi k Ë ÚÇÕÞÓÇ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÞØ
×ÖÐÍÙËË qi, ÐÑ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ dJ � 0 ÄÞÕÇÍÂáÕ 14 ÆË××ÇÓÇÐ-
ÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ; ÒÇÓÄÞÇ 10 ËÊ ÐËØ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ

10 ¿ÌÐÛÕÇÌÐ, ­ÑÓÇÐÙ Ë ÆÓÖÅËÇ ÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÕÂÍÉÇ àÕËÏ ÉÇ ÔÒÑÔÑÃÑÏ
ËÊÎÑÉÇÐËâ. ®Þ ÒÓËÄÑÆËÏ Hilbert'Â ÍÂÍ ÒÇÓÄÑÅÑ, ÒÓËÏÇÐËÄÛÇÅÑ àÕÑÕ
ÏÇÕÑÆ.
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ÄÂÓËÂÙËÇÌ ×ÖÐÍÙËÌ gi k; ÏÞ ËØ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏ ÍÓÂÕÍÑ ÚÇÓÇÊ

Gik � 0 11 ; i; k � 1; 2; 3; 4 ; �3�

ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÚÇÕÞÓÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÄÂÓËÂÙËÇÌ
×ÖÐÍÙËÌ qi; ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ËØ ÚÇÓÇÊ

Qi � 0 : �4�

³ËÔÕÇÏÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3) Ë (4) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÐÂÏ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß gi k
Ë qi Ä ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ.

µÓÂÄÐÇÐËâ (3) Ë (4), ÄÞÄÇÆÇÐÐÞÇ ËÊ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂ dJ � 0,
ÔÂÏË ÃÖÆÖÕ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË (ÃÑÎÇÇ ÕÑÚÐÞÌ ÔÏÞÔÎ àÕÑÅÑ
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËâ ÊÂ ÐÇËÏÇÐËÇÏ ÏÇÔÕÂ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ
ÐÇ ÑÃÝâÔÐâÇÏ) Ë ÑÕ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ, ËÊÃÓÂÐÐÑÌ
ÐÂÏË, ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ. ±ÓÑËÊÄÑÎßÐÑÔÕß ËÊÃÓÂÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ-
ÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÄÞÓÂÊËÕÔâ ÊÆÇÔß Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ àÕË 14 ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ ÐÇ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞ, ÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ ÏÇÉÆÖ ÔÑÃÑÌ
ÚÇÕÞÓßÏâ ÕÑÉÆÇÔÕÄÂÏË. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ 4 ËÊ 14
×ÖÐÍÙËÌ gi k Ë qi ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÃÓÂÐÞ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ Ë ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (3) Ë (4) ÐÇ ÑÒÓÇÆÇÎâÕÔâ. ±ÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏË
ÊÐÂÚÇÐËâÏË 4 ËÊ 14 ×ÖÐÍÙËÌ Ë ×ËÍÔËÓÖÇÕÔâ ÄÞÃÓÂÐÐÂâ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ.

¯Â ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ ÍÂÉÇÕÔâ, ÚÕÑ ÆÎâ ÐÂØÑÉÆÇÐËâ ÄËÆÂ
"ÏËÓÑÄÑÌ" ×ÖÐÍÙËË H ÆÑÎÉÐÞ âÄËÕßÔâ ÐÇÒÓÇÑÆÑÎËÏÞÇ
ÊÂÕÓÖÆÐÇÐËâ. ¡ ÏÇÉÆÖ ÕÇÏ ÄÞÃÑÓ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË H ÆÎâ
ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛÑÅÑ ÍÎÂÔÔÂ âÄÎÇÐËÌ ÒÑÚÕË ÑÆÐÑÊÐÂÚÇÐ. £
ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÎÖÚÂÌ, ì ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÂÅÂÇÏ,
ÚÕÑ ÕÂÍÑÌ ÔÎÖÚÂÌ ÄÑÊÏÑÉÇÐ, Â ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÆÂÄÂÇÏÞÇ
ÕÇÑÓËÇÌ, ÒÑÍÂÊÞÄÂáÕ, ÚÕÑ ÑÐ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ Ë ÐÂÃÎáÆÂ-
ÇÕÔâ,ì ÍÑÅÆÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ q1, q2, q3, q4 ìÄÇÎËÚËÐÞ ÏÂÎÞÇ;
ÄÏÇÔÕÑ ÐËØ ÄÄÇÆÇÏ ÕÑÅÆÂ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ eq1, eq2, eq3, eq4,
ÒÓËÚÇÏ e ÃÖÆÇÕ ÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÏÂÎÑÇ ÚËÔÎÑ, Â q1, q2, q3, q4
ËÏÇáÕ ÖÉÇ ÍÑÐÇÚÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ. ²ÂÊÎÑÉËÏ ÊÂÕÇÏ H ÒÑ
ÄÑÊÓÂÔÕÂáÜËÏ ÔÕÇÒÇÐâÏ e, ÕÑÅÆÂ

H � K 0 � eL� e2M� . . .

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÑÎßÍÑ ÒÇÓÄÞÇ ÚÎÇÐÞ àÕÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâK 0 Ë
eL. K 0 ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ gi k Ë ÒÇÓÄÞØ, Ë ÄÕÑÓÞØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ àÕËØ ×ÖÐÍÙËÌ ÒÑ xi, L ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ gi k, ËØ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, qi Ë ËØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ.H âÄÎâÇÕÔâ ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÑÏ; K;L;M; . . . ÕÑÉÇ ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ËÐÄÂÓËÂÐÕÂÏË.
°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ K 0, ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ gi k, ËØ
ÒÇÓÄÞØ Ë ÄÕÑÓÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ Ë ÔÑÆÇÓÉÂÜËØ ÄÕÑÓÞÇ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÕÑÎßÍÑ ÎËÐÇÌÐÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÄÔÇÅÑ-ÐÂÄÔÇÅÑ
ÕÑÎßÍÑ ÑÆËÐ; àÕÑÕ ×ÂÍÕ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎÇÐ. ¦ÆËÐÔÕÄÇÐÐÞÌ
ËÐÄÂÓËÂÐÕ àÕÑÕ ÃÖÆÇÕ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÓËÏÂÐÑÄÔÍÂâ
ÍÓËÄËÊÐÂ ÚÇÕÞÓÇØÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ. °ÃÑÊÐÂÚËÏ ÇÇ
ÚÇÓÇÊ K. °ÚÇÄËÆÐÑ, K 0 ÏÑÉÇÕ ÓÂÄÐâÕßÔâ K ËÎË K� l, ÅÆÇ
lìÐÇÍÑÕÑÓÑÇ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÇ, ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÇ ÑÕ xi ÚËÔÎÑ. ®Þ
ÒÑÎÑÉËÏ l � 0; Ä ÃÑÎÇÇ ÒÑÊÆÐËØ ÓÂÃÑÕÂØ Einstein Ë Weyl
ÄÞâÔÐËÎË, ÍÂÍÑÇ ÑÅÓÑÏÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ËÏÇÇÕ àÕÂ ÒÑÔÕÑâÐ-
ÐÂâ l; ÊÂ ÐÇËÏÇÐËÇÏÏÇÔÕÂ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇÏÞÆÑÎÉÐÞ
àÕÑÕ ÄÑÒÓÑÔ ÑÔÕÂÄËÕß Ë ÒÑÎÑÉËÏ

K 0 � K :

±ÖÔÕß Dmn ì ÏËÐÑÓ ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕÂ g, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÅÑ
ËÊ gi k, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÚÎÇÐÖ ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕÂ gmn; ÑÃÑ-
ÊÐÂÚËÏDmn=g ÚÇÓÇÊ g mn; ÄÄÇÆÇÏ ÇÜÇ ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇ-
ÐËâ.

±ÖÔÕß

ik
m

� �
� 1

2
�gimk � gmki ÿ gikm�

Ë ÒÖÔÕß

ik
m

� �
�
X
m

gnm ik
m

� �
; i; k;m; n � 1; 2; 3; 4 :

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ

K � ÿ 1

2

X
i k

g i kKi k ;

ÒÓËÚÇÏ

Kik �
X
l

q
qxi

kl
l

� �
ÿ q
qxl

ik
l

� �
�

�
X
lm

kl
m

� �
mi
l

� �
ÿ ik

m

� �
ml
l

� �
:

Kik ÐÑÔËÕ ÐÂÊÄÂÐËÇ ÓËÏÂÐÑÄÔÍÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ ÍÓËÄËÊÐÞ:
ÄÞÄÑÆ àÕÑÌ ×ÑÓÏÖÎÞ ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË Ä ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÌ
ÅÇÑÏÇÕÓËË Bianchi. ®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ K Ä
ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÃÖÆÇÕ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÔÎÑÉÐÞÏ, ÐÑ ÒÓË
ÓÇÛÇÐËË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÔÒÇÙËÂÎßÐÞØ ÊÂÆÂÚ ÑÐÑ ÚÓÇÊÄÞ-
ÚÂÌÐÑ ÖÒÓÑÔÕËÕÔâ.

£ÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ L ÕÓÇÃÖÇÕ ÑÔÑÃÑÅÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËâ.
°ÆÐÂÍÑ, ÇÔÎË ÔÎÇÆÑÄÂÕß ÕÇÑÓËË Mie, Ë ÇÅÑ ÐÂÌÕË ÐÇ-
ÕÓÖÆÐÑ. ¦ÜÇ ºÄÂÓÙÛËÎßÆ ÒÑÍÂÊÂÎ, ÚÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔ-
ÄÇÎÎÂ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÄÞÄÇÆÇÐÞ ËÊ ÔÄÑÇÅÑ ÓÑÆÂ ÅÂÏËÎßÕÑÐÑÄÂ
ÒÓËÐÙËÒÂ. ®Þ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÔÎÂÅÂÇÏÞÇ ÄÇÍÕÑÓÂ-ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ A1, A2, A3 ÚÇÓÇÊ q1, q2, q3, ÔÍÂÎâÓÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ j
ì ÚÇÓÇÊ q4; ÒÖÔÕß ÄÇÍÕÑÓ r1, r2, r3 ÑÊÐÂÚÂÇÕ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍËÌ
ÕÑÍ ÒÇÓÇÐÑÔÂ %v1, %v2, %v3, ÒÓËÚÇÏ % ì àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ
ÒÎÑÕÐÑÔÕß, v ì ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß; r4 ÓÂÄÐâÇÕÔâ %;
ÒÖÔÕß, ÐÂÍÑÐÇÙ,

Mik � qqk
qxi
ÿ qqi
qxk

: �a�

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ËÐÕÇÅÓÂÎ

L 0 �
��X

i k

M 2
i k ÿ

X
i

riqi

�
dx1 dx2 dx3 dx4

Ë ÒÑÎÑÉËÏ dL0 � 0.
£ÂÓËÂÙËâ àÕÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÂÇÕ ÐÂÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔ-

ÄÇÎÎÂX
i

qMik

qxi
� ÿrk ; �b�

qMik

qxl
� qMkl

qxi
� qMli

qxk
� 0 : �c�

(£ ÑÃÞÚÐÞØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ, ÄÏÇÔÕÑ (Â) ÒËÛÖÕ

E1 � ÿ qj
qx1
ÿ qA1

qt
� qq4

qx1
ÿ qq1
qx4
�M14 ;

H1 � qA3

qx2
ÿ qA2

qx3
�M32 i t:d :;11®Þ ËÏÇÇÏ 10 ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, Â ÐÇ 16 ÒÑ ÕÑÌ ÒÓËÚËÐÇ, ÚÕÑ gik, ÓÂÄÐÑ ÍÂÍ Ë

Gik, ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ËÐÆÇÍÔÑÄ i Ë k.

1344 £.¬. ¶²¦¥¦²ª¬³ [µ¶¯ 1999



ÄÏÇÔÕÑ (b) Ë (Ô) ÒËÛÖÕ:

curlH � qE
qt
� %v ;

curlE � ÿ qH
qt

;

divE � % ;
divH � 0 :�

£ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÕÄÂ, ÄÕÑ-
ÓÑÌ ÚÎÇÐ Ä L1 ÑÕÒÂÆÂÇÕ, Ë ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÆÎâ ÒÖÔÕÑÕÞ.

Mie Ä ÔÄÑÇÌ ÕÇÑÓËË ÕÂÍÉÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕ ÕÂÍÖá
×ÖÐÍÙËá L, ÐÑ ÊÂÏÇÐâÇÕ ÄÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ

P
i ri qi ÚÇÓÇÊ

ÐÇÍÑÕÑÓÖá ×ÖÐÍÙËá f ÑÕ qi; ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ö ÐÇÅÑ
àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ qi. ¯Ñ Mie ÐÂÒËÔÂÎ ÔÄÑá ÕÇÑÓËá ÐÇ ÆÎâ ÑÃÜÇÅÑ
ÒÓËÐÙËÒÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË; ÑÐ ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÑÄÂÎÔâ Ä ÔÄÑËØ
ÓÂÃÑÕÂØ ÒÇÓÄÞÏ "ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÏ" ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÑÕÐÑÔËÕÇÎß-
ÐÑÔÕË, ÒÑàÕÑÏÖ ÇÅÑ L0 ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÇÓÇÐÇÔÇÐÑ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ H ÆÎâ "ÏËÓÑÄÑÌ" ×ÖÐÍÙËË
Hilbert'Â. ¥Îâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÄÑÔÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ×ÖÐÍÙËÇÌ
Mie Ä ÑÃÜÇÏ ÒÓËÐÙËÒÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË, ÇÅÑ ÐÂÆÑ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÃÑÃÜËÕß, Ë Ä ÕÇÑÓËË ËÐÄÂÓËÂÐ-
ÕÑÄ ÎÇÅÍÑ ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÕÂÍËÏ ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÏ Ë,
ÊÐÂÚËÕ, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÏ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÎáÃÞÏ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËâÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÃÖÆÇÕ

L �
��X

i k l m

MikMlm g ilg km ÿ f

�X
i k

g i kqi qk

��
�

� ���
g
p

dx1 dx2 dx3 dx4 : �5�

¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Hilbert Ë ÄÔÕÂÄÎâÇÕ ÍÂÍ ÄÕÑÓÑÌ ÚÎÇÐ Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ×ÖÐÍÙËË H. ¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓ-
ÐÑÔÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ K; ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÃÞÎË
ÑÆËÐÂÍÑÄÞ, L ÐÖÉÐÑ ÇÜÇ ÖÏÐÑÉËÕß ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ
ÚËÔÎÇÐÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ e. °ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÚÕÑ àÕÑ e �
� 8pk=c2, ÅÆÇ k ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÕâÅÑÕÇÐËâ, c ì ÔÍÑÓÑÔÕß
ÔÄÇÕÂ, Õ.Ç. e � 1;87� 10ÿ27 ì ÄÇÎËÚËÐÂ ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ
ÏÂÎÂâ, ÚÕÑ ÍÂÍ ÓÂÊ Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÐÂÛÇÏÖ ÓÂÊÎÑÉÇÐËá
ÏËÓÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËËH Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÌ ÓâÆ 12.

£ÇÔßÏÂ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎÇÐ ÕÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÕÂÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÄ
L, ÒÑÎÖÚÂÇÏÞØ Ô ÒÑÏÑÜßá qi Ë ËØ ÒÇÓÄÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ,
ËÏÇÇÕÔâ ÕÂÍÉÇ ÄÇÔßÏÂ ÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ. Mie
ÐÂÔÚËÕÞÄÂÇÕ ËØ ÄÔÇÅÑ ÚÇÕÞÓÇ, ÐÑ ÄÞÃËÓÂÇÕ ËÊ ÐËØ ÕÑÕ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÆÂÇÕ ÇÏÖ ÔÓÂÊÖ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ.

¦ÔÎË ÐÇ ÔÕÂÕß ÐÂ ÕÑÚÍÖ ÊÓÇÐËâ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË
ÏÂÕÇÓËË Mie, ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ L ÏÑÉÐÑ ÆÂÕß Ë ÆÓÖÅÖá
×ÑÓÏÖ. ¥Îâ ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÆÂÚ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÊÂÆÂÚ ÂÔÕÓÑÐÑ-
ÏËÚÇÔÍËØ, de Sitter, Einstein Ë ÆÓÖÅËÇ ÕÂÍ Ë ÒÑÔÕÖÒÂáÕ; ÐÑ,
ÍÂÍ ÏÞ ÄÔÍÑÓÇ ÒÑÍÂÉÇÏ, ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞØ Ë
ÔÂÏÞØ ËÐÕÇÓÇÔÐÞØ ÂÔÕÓÑÐÑÏËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ ×ÑÓÏÂ ×ÖÐÍ-
ÙËË L ÐÇ ÃÖÆÇÕ ËÅÓÂÕß ÐËÍÂÍÑÌ ÓÑÎË.

ªÕÂÍ, ÏÞ ÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ

H � K� eL ;

ÅÆÇ K ì ÍÓËÄËÊÐÂ 4-ÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ Ë L ì
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (5).

±ÓËÏÇÓÞ. ´ÇÒÇÓß ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓËÔÕÖÒËÕß Í ÓÇÛÇÐËá
ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÊÂÆÂÚ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ë ÆÑÎÉÐÞ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÔÑÔÕÑâÐËË ÆÂÕß ÕÇÑÓËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ Ë ÍÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ ÑÐÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÓÇÛÇÐËá ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ Ë
×ËÊËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ.

1-Ì ÒÓËÏÇÓ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÎËÛÇÐÑ
ÏÂÕÇÓËË, ÕÑÅÆÂ L � 0 Ë Ö ÐÂÔ ÑÔÕÂÇÕÔâ

J �
�
K
���
g
p

dx1 dx2 dx3 dx4 :

ªÊ dJ � 0 ÔÎÇÆÖÇÕ ÕÇÒÇÓß 10 ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

Gik � 0 :

¦ÔÎË ÆÑÒÖÔÕËÕß, ÚÕÑ ÒÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖ ÕÇÑÓËË Ë ÔÎÇÆÖÇÕ
ÔÆÇÎÂÕß, ÚÕÑ gi k ìÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞÇ Ë ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË,
ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇÏ àÕËØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÃÖÆÖÕ

gi k � 0 ; esli i 6� k ; i

gii � 1 ; esli i � 1; 2; 3 ; i

g44 � ÿ1
(ÊÐÂÚÇÐËÇ ÆÎâ g44 ÿ1, Â ÐÇ�1 ÄÞÕÇÍÂÇÕ ËÊ ÕÇØ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÌ,
ÍÑÕÑÓÞÏ ÆÑÎÉÐÞ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÕß gi k ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ x4
ÑÊÐÂÚÂÎÑ ÄÓÇÏâ). ®Þ ÒÑÎÖÚËÏ ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ

ds 2 � dx 2
1 � dx 2

2 � dx 2
3 ÿ dx 2

4 ;

Õ.Ç. ÕÑ ÔÂÏÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ds 2, ÍÑÕÑÓÑÇ ÏÞ ËÏÇÇÏ Ä
"ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÏ" ÒÓËÐÙËÒÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ.
³ÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ ÔáÆÂ ÐÇ ÄØÑÆËÕ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÏÞ ÒÑÎÑÉËÎË ÇÇ
ÓÂÄÐÑÌ ÇÆËÐËÙÇ, ÚÕÑ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÄÎËâÇÕ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÄÞÃÑÓ
ÇÆËÐËÙÞ ÆÎâ x4, Õ.Ç. ÄÓÇÏÇÐË.

£ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÏÂÕÇÓËË ÏÞ ËÏÇÇÏ, ÊÐÂÚËÕ, ÑÃÞÚÐÑÇ
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ds 2, Õ.Ç. ÇÄÍÎËÆÑÄÖ ÅÇÑÏÇÕÓËá Ä ÕÓÇØ-
ÏÇÓÐÑ ÒÓÑÕâÉÇÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ 13.

2-Ì ÒÓËÏÇÓ. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÏÞ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ, ÐÂØÑÆâÜÇÇÔâ ÄÐÖÕÓË ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÑÚÇÐß
ÏÂÎÑÌ Ô×ÇÓÞ, ÑÒËÔÂÐÐÑÌ ËÊ ÐÇÍÑÕÑÓÑÌ ÕÑÚÍË x1, x2, x3,
x4; ÇÔÎË ÓÂÆËÖÔ ÇÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎ, ÕÑ ÄÐÖÕÓË àÕÑÌ Ô×ÇÓÞ
ÄÇÎËÚËÐÞ gi k ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß, ÍÂÍ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÂÍ ÎÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ds 2 ÄÔÇÅÆÂ
ÏÑÉÐÑ ÒÓËÄÇÔÕË Í ÄËÆÖ

ds 2 � dx 2
1 � dx 2

2 � dx 2
3 ÿ dx 2

4 ;

ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÔÕË ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ-
ÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ. °ÕÔáÆÂ ÄÞÄÑÆËÏ, ÚÕÑ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ
ÏÂÎÑÏ ÄÔÇÅÆÂ ÄÇÓÇÐ "ÏÂÎÇÐßÍËÌ" ÒÓËÐÙËÒ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ-
ÔÕË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ "ÏËÓÑÄÂâ" ×ÖÐÍÙËâ ÑÃÓÂÕËÕÔâ Ä

H � e
�
L dx1 dx2 dx3 dx4

Ë, ÄÂÓßËÓÖâ ÇÇ, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÔÇ gi k ËÎË ÓÂÄÐÞ ÇÆËÐËÙÇ �i � k�
ËÎË ÐÖÎá �i 6� k�: ÇÔÎË ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ ÒÑÎÑÉËÕß ÐÇ ÓÂÄÐÑÌ

12 ¥ÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ e � 8pk=c2 ÏÑÉÐÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÑÚÇÐß
ÒÓÑÔÕÞØ ÒÓËÏÇÓÑÄ; ÊÂ ÐÇËÏÇÐËÇÏ ÏÇÔÕÂ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÑ ÊÆÇÔß ÏÞ
ÑÒÖÔÍÂÇÏ.

13 £ ÒÑÊÆÐÇÌÛÇÏ ÔÄÑÇÏ ÓÂÊÄËÕËË ÕÇÑÓËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÒÓËØÑÆËÕ Í
ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ Ä ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÏÂÕÇÓËË ÄÔÇ gmn ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá, Õ.Ç. ÃÇÊ
ÏÂÕÇÓËË ÄÑÑÃÜÇ ÐËÍÂÍÑÅÑ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ.
³ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÕÑ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÑ ÒÓÂÄËÎß-
ÐÞÌ ÄÞÄÑÆ.
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ÇÆËÐËÙÇ, ÕÑ

ds 2 � dx 2
1 � dx 2

2 � dx 2
3 ÿ g44 dx

2
4 ;

ÑÚÇÄËÆÐÑ g44 � c 2; àÕÑ ÉÇ ÔÂÏÑÇ g44, ÍÂÍ ÄËÆÐÑ ËÊ
ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (5) ÆÎâ L, ÃÖÆÇÕ ÔÕÑâÕß Ë Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ
®ÂÍÔÄÇÎÎÂ; ÐÂÏ ÒÑÐâÕÐÑ ÕÇÒÇÓß, ÒÑÚÇÏÖ Ä ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÏ
ÒÓËÐÙËÒÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ÄÇÎËÚËÐÂ "×ËÊËÚÇÔÍÂâ" ÄØÑ-
ÆËÕ Ä ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ds 2; ÐÂÏ ÒÑÐâÕÐÑ
ÕÂÍÉÇ Ë ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ, ÚÕÑ c ì ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ ÇÔÕß
ÄÇÎËÚËÐÂ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ. °ÐÂ ÃÖÆÇÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÒÑÔÕÑÎßÍÖ,
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÒÓÂÄÑ ÔÚËÕÂÕß gi k ÐÇÊÂÄËÔËÏÞÏ ÑÕ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ xi.

3-Ì ÒÓËÏÇÓ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÖá ÊÂÆÂÚÖ
ÑÆÐÑÅÑ ÕÇÎÂ, Õ.Ç. ÕÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ
ÔÑÊÆÂÇÕÔâ ÑÆÐÑÌ ÕâÅÑÕÇáÜÇÌ ÏÂÔÔÑÌ. ±ÑÏÇÔÕËÏ àÕÖ
ÏÂÔÔÖ Ä ÐÂÚÂÎÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ë ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ,
ÚÕÑ ÑÐÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÛÂÓÂ. ¤ÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ, Çá
ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÑÇ, ÆÑÎÉÐÑ ÕÑÅÆÂ ËÏÇÕß ÔËÏÏÇÕÓËá ÛÂÓÂ, ÐÑ,
ÍÑÐÇÚÐÑ, ÒÓË ÕÑÏ ÕÑÎßÍÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË, ÚÕÑ ÛÂÓ
ÐÇÒÑÆÄËÉÇÐ Ë ÚÕÑ ÄÔÇ ÐÂØÑÆËÕÔâ Ä ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÏ ÔÑÔÕÑâ-
ÐËË, Õ.Ç. ÄÔÇ gi k ÑÕ t ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ. £ÄÇÆÇÏ ÖÔÎÑÄËâ ÛÂÓÑÄÑÌ
ÔËÏÏÇÕÓËË Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ds 2. ±Ñ ºÄÂÓÙÛËÎßÆÖ
ÔÂÏÞÏ ÑÃÜËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ ÆÎâ ds 2, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÏ
àÕÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá, ÇÔÎË ÄÄÇÔÕË ÒÑÎâÓÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ

x1 � r cos# ;

x2 � r sin# cosj ;

x3 � r sin# sinj

Ë ÒÑÎÑÉËÕß

x4 � t ;

ÃÖÆÇÕ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ 14

ds 2 � F�r� dr 2 � G�r��d#2 � sin2 # dj2� �H�r� dt 2 ;

ÐÑ ÄÏÇÔÕÑ r ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÄÊâÕß

r 0 �
���������
G�r�

p
;

ÕÑÅÆÂ

ds 2 �M�r� dr 2 � r 2�d#2 � sin2 # dj2� ÿW�r� dt 2

(ÊÐÂÚÑÍ 0 ÐÂÆ r ÏÞ ÑÒÖÔÍÂÇÏ).
¥ÄÇ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË ÑÕ r, Õ.Ç. M�r� Ë W�r�

ÆÑÎÉÐÞ ÃÞÕß ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÞ ËÊ ÄÂÓËÂÙËË ËÐÕÇÅÓÂÎÂ J. ¥Îâ
ÐÂØÑÉÆÇÐËâ àÕÑÌ ÄÂÓËÂÙËË ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÊÐÂÕß ÐÇ ÕÑÎßÍÑ
K, ÐÑ Ë ×ÖÐÍÙËá L, ÐÑ ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÔÕÖÒËÕß ÊÆÇÔß ÕÂÍ ÉÇ,
ÍÂÍ ÒÑÔÕÖÒÂáÕ Ä ÕÇÑÓËË ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ, ÓÇÛÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
Poisson'ÂDC � 4p%; ÄÏÇÔÕÑ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ËÔÍÂÕß ÐÇÒÓÇÓÞÄ-
ÐÞÇ Ë ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÇ ×ÖÐÍÙËË C, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜËÇ àÕÑÏÖ
ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ DC � 0, ÐÂØÑ-
ÆâÕÔâ ÇÅÑ ÓÇÛÇÐËâ Ë ÆÑÒÖÔÍÂÇÕÔâ, ÚÕÑ ÑÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ ÏÇÔÕÑ ÍÑÐÙÇÐÕÓÂÙËË ÏÂÕÇÓËË %;
ÕÑÚÐÑ ÕÂÍÉÇ ÏÞ ÒÑÔÕÖÒÂÇÏ Ë ÊÆÇÔß. ®Þ ÑÕÃÓÑÔËÏ
×ÖÐÍÙËá L, ÐÑ ÊÂÕÑ ÒÓË ÓÇÛÇÐËË ÑÔÕÂÄÛËØÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
ÏÞ ÆÑÒÖÔÕËÏ ÓÇÛÇÐËâ Ô ÑÔÑÃÇÐÐÞÏË ÕÑÚÍÂÏË Ë ÒÓÇÆ-
ÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÏÂÔÔÂ ÔÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÑÄÂÐÂ Ä àÕËØ ÕÑÚÍÂØ.

®Þ ÆÑÎÉÐÞ, ÊÐÂÚËÕ, ÓÇÛËÕß ÊÂÆÂÚÖ

d
�
K
���
g
p

dr d# djdt � 0 :

¥Îâ àÕÑÅÑ ÏÞ ÆÑÎÉÐÞ ÄÞÚËÔÎËÕß ÍÓËÄËÊÐÖ K, ËÔØÑÆâ
ËÊ ÕÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÆÎâ gi k, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÕÑâÕ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ
ds 2. £ÞÚËÔÎÇÐËâ àÕË ÆÑÄÑÎßÐÑ ÆÎËÐÐÞÇ Ë Ä ÍÑÐÙÇ ÍÑÐÙÑÄ
ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÕÂÍÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÆÎâ K

���
g
p

:

K
���
g
p �

(�
r 2W 0����������
MW
p

�
ÿ 2

rM 0 �����Wp
M 3=2

ÿ

ÿ 2
����������
MW
p

� 2

�����
W

M

r )
sin# ;

ÄÏÇÔÕÑ ×ÖÐÍÙËË M Ë W ÄÄÇÆÇÏ ×ÖÐÍÙËË m�r� Ë w�r� ÕÂÍ,
ÚÕÑÃÞ

M � r

rÿm
i W � w2 rÿm

r
:

¿ÕÑ ÆÂÇÕ

K
���
g
p �

���
rW 0����������
MW
p

�0
ÿ 2m 0w

�
sin# :

©ÐÂÚÑÍ 0 ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÊÆÇÔß ÄÔáÆÖ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ r.
±ÓÑËÊÄÑÆâ ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, Ö ÐÂÔ Ä ÍÑÐÙÇ
ÍÑÐÙÑÄ ÑÔÕÂÇÕÔâ

d
�
K
���
g
p

dr d# djdt � ÿd
�
2m 0w dr � 0 ;

Â àÕÑ ÆÂÇÕ ÆÄÂ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

m 0 � 0 i w 0 � 0 ;

Õ.Ç.m � ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ Ëw � ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ.±ÑÎÑÉËÏm � a Ë
w � 1; ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÐÇ ÃÖÆÇÕ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇÏ ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚË,
ÕÂÍ ÍÂÍ ÔÑ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ w, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÔÄâÊÂÐ ÕÑÎßÍÑ ÄÞÃÑÓ
ÇÆËÐËÙÞ ÄÓÇÏÇÐË.

¿ÕÑ ÆÂÇÕ ÐÂÏ ÆÎâ ds 2 ÕÂÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ:

ds 2 � r

rÿ a
dr 2 � r 2�d#2 � sin2 # dj2� ÿ rÿ a

r
dt 2 : �6�

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚË ÒÓËÄÑÆËÕ ÐÂÔ Í
×ÖÐÍÙËâÏ gi k, ËÏÇáÜËÏ ÑÔÑÃÖá ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ì Ô×ÇÓÖ
ÓÂÆËÖÔÑÏ a; ÐÂ àÕÑÌ Ô×ÇÓÇ ÐÂØÑÆâÕÔâÏÂÔÔÞ, ÄÞÊÞÄÂáÜËÇ
ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ Ô ÛÂÓÑÄÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ. ¦ÔÎË
ÒÑÎÑÉËÕß a � 0, Õ.Ç. ÒÓËÐâÕß, ÚÕÑ ÑÔÑÃÇÐÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑ-
ÔÕË ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ, ÕÑ ×ÖÐÍÙËË gi k ÔÕÂÐÑÄâÕÔâ ÐÇÒÓÇÓÞÄ-
ÐÞÏË Ë ÑÆÐÑÊÐÂÚÐÞÏË, ÐÇ ËÏÇáÜËÏË ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ
×ÖÐÍÙËâÏË, ÐÑ Ä ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ ÑÐË ÒÓËÐËÏÂáÕ ÕÑ ÔÂÏÑÇ
ÊÐÂÚÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ ËÏÇáÕ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË Ë
ÍÑÕÑÓÑÇ, ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆËÏ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÕÔÖÕÔÕÄËá ÏÂÕÇ-
ÓËË.

ªÕÂÍ, ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ ÐÂÌÆÇÐÑ, Ë ÐÂÏ ÐÖÉÐÑ
ÕÇÒÇÓß ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÊÂÍÑÐÞ ÆÄËÉÇÐËâ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÞØ
ÚÂÔÕËÙ, ÐÂØÑÆâÜËØÔâ Ä ÕÂÍÑÏ ÒÑÎÇ Ë ÐÇ ÄÑÊÏÖÜÂáÜËØ
ÇÅÑ. ¥Îâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÐÂÌÕË àÕË ÊÂÍÑÐÞ, ÏÞ ÆÑÒÖÔÕËÏ,
ÚÕÑ ÆÄËÉÇÐËÇ ËØ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ ÑÐÑ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ
Ö ¯ßáÕÑÐÂ, ÍÑÅÆÂ ÐÂ ÐËØ ÐÇ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÐËÍÂÍÂâ ÔËÎÂ, Õ.Ç.
ÏÞ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÑÐË ÆÄËÉÖÕÔâ ÒÑ ÎËÐËâÏ ÍÓÂÕ-
ÚÂÌÛÇÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ËÎË ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏ ÎËÐËâÏ: àÕÑ14 ³Ï. ÕÂÍÉÇ Hilbert: loc. cit.
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ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ

d
�
ds � 0 ;

Ë ÐÂÏ ÐÖÉÐÑ ÓÇÛËÕß ÐÑÄÖá ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÖá ÒÓÑÃÎÇÏÖ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ r, j, #, t ÍÂÍ ×ÖÐÍÙËË ÍÂÍÑÅÑ-ÐËÃÖÆß

ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ p; ÐÂÛÇÌ ÊÂÆÂÚÇÌ ÃÖÆÇÕ ÓÇÛËÕß ÔËÔÕÇÏÖ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÒÑÎÖÚÂÇÏÖá ËÊ ÖÔÎÑÄËâ

d
�(

r

rÿ a

�
dr

dp

�2

�

� r2
��

d#

dp

�2

� sin2 #

�
dj
dp

�2 �
ÿ rÿ a

r

�
dt

dp

�2
)1=2

dp � 0 :

­ÇÅÍÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ ÍÓËÄÞÇ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂ-
ÊÑÏ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÇ, ÃÖÆÖÕ ÒÎÑÔÍËÏË. ¯Ñ ÕÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ
ÑÅÓÂÐËÚËÕßÔâ ÕÇÏË ÍÓËÄÞÏË ÍÓÂÕÚÂÌÛÇÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÎÇÉÂÕ Ä ÒÎÑÔÍÑÔÕË àÍÄÂÕÑÓÂ, Ë ÒÑÎÑÉËÕß
# � p=2. ±ÓÇÆÞÆÖÜÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÇÓÇÒËÛÇÕÔâ ÕÑÅÆÂ Ä
ÄËÆÇ

d
� ��������������������������������������������������������������������������������

r

rÿ a

�
dr

dp

�2

� r2
�
dj
dp

�2

ÿ rÿ a
r

�
dt

dp

�2
s

dp � 0 :

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖáÕ ÕÓË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ

d

dp

�
2r

rÿ a
dr

dp

�
� a

�rÿ a�2
�
dr

dp

�2

ÿ 2r

�
dj
dp

�
� a
r2

�
dt

dp

�2

� 0 ;

d

dp
r 2

dj
dp
� 0 ;

d

dp

rÿ a
r 2

dt

dp
� 0 : �7�

´ÓË ÒÇÓÄÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ËØ ÃÖÆÖÕ:

r

rÿ a

�
dr

dp

�2

� r2
�
dj
dp

�2

ÿ rÿ a
r

�
dt

dp

�2

� A ;

r 2
dj
dp
� B ;

rÿ a
r

dt

dp
� C ; �7 0�

ÅÆÇ A, B, C ì ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ©ÐÂÚÇÐËÇ
ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ C ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÎËÛß ÄÞÃÑÓ ÇÆËÐËÙ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÑÎÑÉËÏ C � 1.

¦ÔÎË ËÔÍÎáÚËÏ ËÊ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ p Ë t, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÆÄËÉÇÐËâ; ÒÑÎÖÚËÄ ÇÅÑ, ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÏ ÇÜÇ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÖ 1=r � r Ë ÕÑÅÆÂ, Ä ÍÑÐÙÇ ÍÑÐÙÑÄ,
ÒÑÎÖÚËÏ:�

dr
dj

�2

� 1� A

B 2
ÿ Aa

B 2
rÿ r2 � ar3 : �8�

¿ÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÑÚÇÐß ÒÑØÑÉÇ ÐÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÇÒÎÇÓÂ ÆÎâ
ÆÄËÉÇÐËâ ÒÎÂÐÇÕ. ±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÄÑÆËÕÔâ Ë ÒËÛÇÕÔâ ÕÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ.

©ÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ àÐÇÓÅËË ÆÂÇÕ

m

2

��
dr

dt

�2

� r2
�
dj
dt

�2�
ÿ k

Mm

r
� a ;

ÅÆÇ a ì àÐÇÓÅËâ, m ì ÏÂÔÔÂ ÒÎÂÐÇÕÞ, ÍÑÕÑÓÖá Ä
ÆÂÎßÐÇÌÛÇÏ ÒÑÎÑÉËÏ ÓÂÄÐÑÌ 1,MìÏÂÔÔÂ CÑÎÐÙÂ, kì
ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ÕâÅÑÕÇÐËâ.

©ÂÍÑÐ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÒÎÑÜÂÆÇÌ ÆÂÇÕ

r 2
dj
dt
� b ;

ËÔÍÎáÚÂâ t Ë ÄÄÑÆâ r � 1=r, ÒÑÎÖÚËÏ�
dr
dj

�2

� a

b2
ÿ kM

b2
rÿ r2 :

B ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (8) ÄÏÇÔÕÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÞØ A Ë B ÄÄÇÆÇÏ ÐÑÄÞÇ
ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ a Ë b ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ

Aa
B 2
� kM

b2
; 1� A � aA

kM
;

ÕÑÅÆÂ ÑÐÑ ÒÇÓÇÌÆÇÕ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËÇ�
dr
dj

�2

� a

b2
� kM

b2
rÿ r2 ÿ ar3 :

°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÓË
lim a � 0 ÒÇÓÇØÑÆËÕ Ä ÍÇÒÎÇÓÑÄÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËâ
ÒÎÂÐÇÕ. ¦ÔÎË a ÑÚÇÐß ÏÂÎÑ, ÕÑ ÒÑÔÎÇÆÐËÌ ÚÎÇÐ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
ÕÑÎßÍÑ ÕÑÅÆÂ ÏÑÉÐÑ ÑÕÍËÐÖÕß, ÍÑÅÆÂ r ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÔÕÂÕß
ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛËÏ, Õ.Ç. Ä ÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÒÎÂÐÇÕÂ ÐÇ
ÒÓÑØÑÆËÕ ÔÎËÛÍÑÏ ÃÎËÊÍÑ ÑÍÑÎÑ CÑÎÐÙÂ.

¯ÂÌÆÇÏ ×ËÊËÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÄÇÎËÚËÐÞ a. ¥Îâ àÕÑÅÑ
ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ ÍÓÖÅÖ. ®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
r � ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ ÃÖÆÇÕ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (7) Ë ÚÕÑ, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ ÍÓÖÅÖ
ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÐÑ ÕÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7) ÆÂÇÕ

r 2
�
dj
dt

�2

� a
2r

ÄÞÓÂÉÇÐËÇ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÇÆËÐËÙÂ ÄÓÇÏÇÐË ÄÞÃÓÂÐÂ ÕÂÍ, ÚÕÑ
c � 1; ÇÔÎË c 6� 1, ÕÑ

r 2
�
dj
dt

�2

� a
2r

c2 :

¯Ñ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬ÇÒÎÇÓÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÆÎâ ÍÓÖÅÑÄÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ

r 2
�
dj
dt

�2

� k
M

r 2
:

CÓÂÄÐËÄÂâ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÆÄÇ ×ÑÓÏÖÎÞ, ÒÑÎÖÚËÏ

a
2
� kM

c 2
�� 1;5� 105 sm dlq Solnca� :

©ÐÂÚËÕ, ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ a ËÅÓÂÇÕ Ö ÐÂÔ ÓÑÎß ÏÂÔÔÞ CÑÎÐÙÂ Ë
ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ Ä ÔÂÐÕËÏÇÕÓÂØ. ¥Îâ ³ÑÎÐÙÂ ÑÐÂ ÓÂÄÐÂ 1,5 ÍÏ.

¥Îâ ÄÔÇØ ÒÎÂÐÇÕ ÄÇÎËÚËÐÂ a, ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÑÚÇÐß
ÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ-ÄÇÍÕÑÓÑÏ ËØ ÑÓÃËÕ, Ë
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÇÒÎÇÓÂ ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÄÇÓÐÑ Ä ÑÚÇÐß Ë ÑÚÇÐß
ÃÑÎßÛÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÕÑÚÐÑÔÕË. ´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÆÑÃÂÄÑÚÐÞÌ
ÚÎÇÐ ar3, ÐÇ ÄØÑÆâÜËÌ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ, ÏÑÉÇÕ Ä
ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÑÔÑÃÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÑÍÂÊÂÕß ÔÄÑÇ ÄÎËâÐËÇ. ´ÂÍ ÍÂÍ
ÄÇÎËÚËÐÂ a ÆÎâ ÄÔÇØ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÐÂÏ ÒÎÂÐÇÕ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ
ÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÆËÖÔÂÏË-ÄÇÍÕÑÓÂÏË ËØ ÑÓÃËÕ, ÕÑ
ÆÎâ ÕÑÅÑ, ÚÕÑÃÞ ÖÚÇÔÕß ÄÎËâÐËÇ a, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÓË
ÓÇÛÇÐËË ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (8) ÄÑÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕßÔâ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÇÏ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ a, ÒÖÔÕß e1, e2, e3 ì
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ÍÑÓÐË ÄÞÓÂÉÇÐËâ

f �r� � a
b2
� kM

b2
rÿ r2 � ar3 � 0 :

°ÚÇÄËÆÐÑ,

e1 � e2 � e3 � � 1

a

Ë

f�r� � �rÿ e1��t2 ÿ r��1ÿ a�r� e1 � e2�
�
:

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ ÃÖÆÇÕ

dj � dr��������������������������������������������������������������������������
�rÿ e1��e2 ÿ r��1ÿ a�r� e1 � e2�

�q : �9�

¥ÄËÉÇÐËÇ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ, ÑÚÇÄËÆÐÑ, ÏÇÉÆÖ r � e1 Ë r � e2.
²ÂÊÎÂÅÂâ Ä ÓâÆ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ a, ÒÑÎÖÚËÏ 15

dj � dr����������������������������������rÿ e1��e2 ÿ r�p �
1� a

2
�e1 � e2� � a

2
r
�
;

Ë ËÐÕÇÅÓËÓÖâ

jÿ j0 � ÿ
a
2

���������������������������������
�rÿ e1��e2 ÿ r�

p
�

�
�
1� 3

4
a�e1 � e2�

�
arcsin

�e1 � e2�=2ÿ r
�e1 ÿ e2�=2 :

¿ÕÂ ×ÑÓÏÖÎÂ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÞÚËÔÎËÕß ÖÅÑÎ F ÏÇÉÆÖ ÓÂÆËÖ-
ÔÂÏË-ÄÇÍÕÑÓÂÏË ÕÑÚÇÍ ÐÂËÃÑÎßÛÇÅÑ Ë ÐÂËÏÇÐßÛÇÅÑ
ÖÆÂÎÇÐËâ ÑÕCÑÎÐÙÂ, Õ.Ç. ÏÇÉÆÖ r � e1 Ë r � e2. OÚÇÄËÆÐÑ,

F � p
�
1� 3

4
a�e1 � e2�

�
:

¬ÑÅÆÂ ÒÎÂÐÇÕÂ ÄÇÓÐÇÕÔâ Í ÏÇÔÕÖ ÐÂËÃÑÎßÛÇÅÑ ÖÆÂÎÇÐËâ
(ÒÇÓËÅÇÎËá), ÕÑ, ÊÐÂÚËÕ, ÑÐÂ ÒÑÄÇÓÐÇÕÔâ ÐÂ ÖÅÑÎ

2F � 2p
�
1� 3

4
a�e1 � e2�

�
:

¥Îâ ÍÇÒÎÇÓÑÄÂ ÆÄËÉÇÐËâ ÏÞ ËÏÇÇÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ
ÖÅÑÎ 2Fk � 2p; ÏÞ ÄËÆËÏ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÕÑ ÒÑ ÕÇÑÓËË
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÒÇÓËÅÇÎËÌ ÑÓÃËÕÞ ÒÓË ÑÆÐÑÏ ÑÃÑÓÑÕÇ ÒÎÂ-
ÐÇÕÞ ÑÍÑÎÑ CÑÎÐÙÂ ÒÇÓÇÏÇÜÂÇÕÔâ ÐÂ ÖÅÑÎ

o � 3

2
a�e1 � e2�p :

±ÖÔÕß T ì ÒÇÓËÑÆ ÑÃÓÂÜÇÐËâ ÒÎÂÐÇÕÞ, a ì ÃÑÎßÛÂâ
ÒÑÎÖÑÔß ÑÓÃËÕÞ, eì àÍÔÙÇÐÕÓËcËÕÇÕ ÑÓÃËÕÞ. ªÏÇÇÏ

a � kM

c2
� �2p�

2a2

T 2c2
;

e1 � e2 � 2

a�1ÿ e2� :

±ÑÆÔÕÂÄÎââ, ÐÂÌÆÇÏ:

o � 24p3
a2

T 2c2�1ÿ e2� ;

àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ÑÚÇÐß ÏÂÎÂâ; ÆÎâ ÒÎÂÐÇÕÞ ®ÇÓÍÖÓËÌ Ë ÊÂ
ÔÕÑ ÎÇÕ, Õ.Ç. ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ O � �100=T 0�o, ÅÆÇ T 0 ì
ÒÇÓËÑÆ ÑÃÓÂÜÇÐËâ ®ÇÓÍÖÓËâ, ÄÞÓÂÉÇÐÐÞÌ Ä ÊÇÏÐÞØ
ÅÑÆÂØ, ÒÑÎÖÚËÏ

O � 43 00 :

£ÇÎËÚËÐÂ, ÍÑÕÑÓÂâ ÒÓÇÄÑÔØÑÆÐÑ ÔÑÅÎÂÔÖÇÕÔâ Ô ÑÒÞÕÑÏ Ë
ÍÑÕÑÓÖá ÐË ÑÆÐÂ ÆÓÖÅÂâ ÕÇÑÓËâ, ÐÇ ÄÄÑÆâ ÐÑÄÞØ ÅËÒÑÕÇÊ,
ÔÒÇÙËÂÎßÐÑ ÆÎâ àÕÑÅÑ ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÞØ, ÑÃÝâÔÐËÕß ÐÇ
ÏÑÉÇÕ 16 !

¥Îâ ÆÓÖÅËØ ÒÎÂÐÇÕ ÄÇÎËÚËÐÂO ÊÐÂÚËÕÇÎßÐÑ ÏÇÐßÛÇ, Ë
ÒÓÑÄÇÓÍÂ ÑÒÞÕÑÏ ÐÇ ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÕÂÍÑÅÑ ÓÇÛÂáÜÇÅÑ
ÊÐÂÚÇÐËâ, ÍÂÍ ÆÎâ ®ÇÓÍÖÓËâ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍË, ÒÂÆÂáÜÇÌ ÒÓâÏÑ ÐÂ ³ÑÎÐÙÇ; ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÇ ÎËÐËË, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÕÂÍÑÏÖ ÆÄËÉÇ-
ÐËá, ÄÑÊÏÑÉÐÞ. ´ÑÅÆÂ j � ÒÑÔÕÑâÐÐÑÌ, Ë ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß r
ÑÕ t ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

d2r

dt 2
� 3a

2r�rÿ a�
�
dr

dt

�2

ÿ a�rÿ a�
2r3

:

£ àÕÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÑÃÞÚÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ ÒÓËÐâÕÂ ÊÂ
ÇÆËÐËÙÖ; ÏÞ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÇÔÎË���� drdt

���� < 1���
3
p rÿ a

r
� cr���

3
p ;

ÕÑ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÇ; ÇÔÎË ÉÇ

dr

dt
>

cr���
3
p ;

ÕÑ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÇ; ÄÇÎËÚËÐÂ cr, ÍÂÍ ÏÞ
ÆÂÎÇÇ ÖÄËÆËÏ, ËÏÇÇÕ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÔÄÇÕÂ Ä ÕÑÚÍÇ r.

®ÂÔÔÖ ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÒÎÂÐÇÕÞ ÏÞ ÒÓËÐâÎË Ä ÐÂÛËØ
ÓÂÔÚÇÕÂØ ÓÂÄÐÑÌ ÇÆËÐËÙÇ. ±ÑàÕÑÏÖ, Ô ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÑÃÞÚÐÑÌ ÏÇØÂÐËÍË, ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ
d2r=dt 2 ÊÂ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÔËÎÞ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜÇÌ ÐÂ ÇÆËÐËÙÖ
ÏÂÔÔÞ. ®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÕÇÑÓËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÑÃØÑÆËÕÔâ ÃÇÊ
ÒÑÐâÕËâ Ñ ÔËÎÇ, ÐÑÏÑÉÇÕ ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ÄÑÒÓÑÔ, ÐÇÏÑÉÇÕ ÎË
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ËÊÏÇÐÇÐËÇ ÊÂÍÑÐÂ ¯ßáÕÑÐÂ ÆÂÕß ÕÇ ÉÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ, ÚÕÑ Ë ÕÇÑÓËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ. °ÕÄÇÕ ÐÂ àÕÑ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÌ. £ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ, ÆÎâ ÒÓâÏÑÎËÐÇÌÐÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÐßáÕÑÐÑÄÑÌ ÔËÎÞ ÆÑÎÉÐÑ
ËÏÇÕß ÄËÆ

Fd � ÿ a
2r 2
� a2

2r 3
� 3a
2r�rÿ a�

�
dr

dt

�2

;

àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ, ÆÎâ ÑÚÇÐß ÏÂÎÇÐßÍËØ a, ÒÇÓÇ-
ØÑÆËÕ Ä ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ

F � ÿ kM

r 2
:

¯Ñ ÏÞ ÄËÆÇÎË, ÚÕÑ ÆÎâ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÑ ÍÓÖÅÖ ÒÑ ÕÇÑÓËË
¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÔËÎÂ ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÎÂ ÃÞ ÃÞÕß ÓÂÄÐÑÌ

Fc � ÿ a
2r 2

:

15 £ÞÓÂÉÇÐËÇ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÇ a2, ÑÕÃÓÂÔÞÄÂÇÏ.

16 ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÐÂÃÎáÆÂÇÏÑÇ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÇÓËÅÇÎËâ ®ÇÓÍÖÓËâ ÐÇ-
ÔÍÑÎßÍÑ ÃÑÎßÛÇ, ÐÑ ÓÂÊÐËÙÂ ÏÇÉÆÖ ÐÂÃÎáÆÇÐÐÞÏ Ë àÕËÏ ÖÅÎÑÏ Ä 43 00

ÑÃÝâÔÐâÇÕÔâ ÄÑÊÏÖÜÂáÜËÏ ÄÎËâÐËÇÏ ÆÓÖÅËØ ÒÎÂÐÇÕ; ËÏÇÐÐÑ àÕÑÕ
ÑÔÕÂÕÑÍ Ä 43 00 ÐÇ ÒÑÆÆÂÇÕÔâ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓËÕÇÎßÐÑÏÖ ÑÃÝâÔÐÇÐËá Ä
ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÑÌ ÕÇÑÓËË.
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°ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ Fc Ë Fd ÐÇ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÚÂÔÕÐÞÏË
ÔÎÖÚÂâÏË ÑÆÐÑÅÑ Ë ÕÑÅÑ ÉÇ ÑÃÜÇÅÑ ÊÂÍÑÐÂ. ¦ÔÎË Ä
ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ Fd ÑÕÃÓÑÔËÕß ÚÎÇÐÞ, ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÓÂÆË-
ÂÎßÐÖá ÔÍÑÓÑÔÕß, Õ.Ç. dr=dt Ë ÓÂÄÐÞÇ ÐÖÎá ÒÓË ÆÄËÉÇÐËË
ÒÑ ÍÓÖÅÖ, ÕÑ ÄÔÇ ÑÔÕÂÄÛÇÇÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ Fc. £ÞÓÂ-
ÉÇÐËÇ ÆÎâ ÔËÎÞ ÒÑ ÕÇÑÓËË ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ (ÇÔÎË ÐÂÔÕÂËÄÂÕß
ÐÂ ÄÄÇÆÇÐËË ÕÇÓÏËÐÂ "ÔËÎÂ" Ë ÒÓËÆÂÄÂÕß ÇÏÖ ÊÐÂÚÇÐËÇ
ÄÇÎËÚËÐÞ, ÓÂÄÐÑÌ ÏÂÔÔÇ, ÖÏÐÑÉÇÐÐÑÌ ÐÂ ÖÔÍÑÓÇÐËÇ)
ÃÖÆÇÕ ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍË, Õ.Ç.
ÐÇ ËÏÇÇÕ ÊÐÂÚÇÐËâ ÖÐËÄÇÓÔÂÎßÐÑÅÑ ÊÂÍÑÐÂ Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, Ä
ÍÂÍÑÏ ÇÅÑ ËÏÇÇÕ ÊÂÍÑÐ ÄÔÇÏËÓÐÑÅÑ ÕâÅÑÕÇÐËâ¯ßáÕÑÐÂ. £
ÒÓÇÆÇÎÇ, Õ.Ç. ÆÎâ ÑÚÇÐß ÏÂÎÞØ a, Fc Ë Fd, ÍÑÐÇÚÐÑ,
ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ë ÆÂáÕ F.

4-Ì ÒÓËÏÇÓ. °ÃÓÂÕËÏÔâ ÕÇÒÇÓß Í ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËá ÆÄË-
ÉÇÐËâ ÔÄÇÕÂ. ³ÄÇÕ, ÍÂÍ ÏÂÕÇÓËÂÎßÐÂâ ÕÑÚÍÂ, ÆÄËÉÇÕÔâ ÒÑ
ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËÏ ÎËÐËâÏ, ÐÑ Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÐÇÇ Ë ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ
ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë Ä ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÏ ÒÓËÐÙËÒÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË,
ÆÎËÐÂ àÕËØ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ ÎËÐËÌ ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, Ë ÏÞ ËÏÇÇÏ
ÆÎâ ÐËØ

ds 2 � 0 :

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ Ô àÕËÏ Ä ËÐÕÇÅÓÂÎÂØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (7) ÏÞ
ÆÑÎÉÐÞ ÒÑÎÑÉËÕßA � 0, Ë ÕÓÂÇÍÕÑÓËâÏË ÔÄÇÕÑÄÞØ ÎÖÚÇÌ
ÃÖÆÖÕ ÍÓËÄÞÇ, ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËâ�

dr
dj

�2

� 1

B 2
ÿ r2 ÿ ar3

Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÆÎâ lim a � 0 ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ ÚÓÇÊÄÞ-
ÚÂÌÐÑ ÒÓÑÔÕÑ; ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ

Br � sin�jÿ j0� ;

ÅÆÇ j0 ì ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, Õ.Ç. ÒÑÒÓÑÔÕÖ
ÒÓâÏÖá

r � B

sin�jÿ j0�
:

£ÇÎËÚËÐÂ B ËÏÇÇÕ ÊÆÇÔß ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÓÂÕÚÂÌÛÇÅÑ ÓÂÔÔÕÑâ-
ÐËâ ÎÖÚÂ ÑÕ CÑÎÐÙÂ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÐÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ a � 0, ÐÑ ÒÑÎÑÉËÏ
ÕÑÎßÍÑ, ÚÕÑ a ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÏÂÎÑ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÐÂËÃÑÎÇÇ
ÃÎËÊÍÑÌ Í CÑÎÐÙÖ ÕÑÚÍÑÌ ÕÓÂÇÍÕÑÓËË. ±ÖÔÕß e1, e2, e3 ì
ÍÑÓÐË ÖÓÂÄÐÇÐËâ

1

B 2
ÿ r2 � ar3 � 0

Ë ÒÖÔÕß e1 Ë e2 ÒÇÓÇØÑÆâÕ Ä ÒÓÇÆÇÎÇ ÒÓË lim a � 0 Ä ÍÑÓÐË
ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

1

B 2
ÿ r2 � 0 ;

Õ.Ç. ÒÖÔÕß

lim e1 � 1

B
i lim e2 � ÿ 1

B
:

£ÞÓÂÉÇÐËÇ

dr����������������������������������
1=B 2 ÿ r2 � ar3

p � dj �10�

ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÕÂÍ ÉÇ, ÍÂÍ Ë
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (9) ÐÂ Ô. 1349. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ

jÿ j0 � ÿ
a
2

���������������������������������
�rÿ e1��e2 ÿ r�

p
�

�
�
1� 3

4
a�e1 � e2�

�
arcsin

�e1 � e2�=2ÿ r
�e1 ÿ e2�=2 ; �9 0�

ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÞÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÆÎâ e1 Ë e2 ÎÇÅÍÑ ÄÞÚËÔÎËÕß; ÏÞ
ÒÑÎÖÚËÏ

e1 � 1

B
ÿ 1

2

a
B 2

; e2 � ÿ 1

B
ÿ 1

2

a
B 2

:

¦ÔÎË ÐÂÒËÔÂÕß ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (9 0) Ä ÄËÆÇ

r � 2

e1 � e2
�

�
(
1ÿ e2 ÿ e1

e2 � e1
sin

�
jÿ j0 �

a
2

���������������������������������
�rÿ e1��e2 ÿ r�

p �)ÿ1
;

ÕÑ ÔÓÂÊÖ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ËÏÇÇÏ ÆÇÎÑ Ô ÍÓËÄÑÌ, ÑÚÇÐß ÒÑØÑÉÇÌ
ÐÂ ÅËÒÇÓÃÑÎÖ, àÍÔÙÇÐÕÓËcËÕÇÕ ÍÑÕÑÓÑÌ

e � e2 ÿ e1
e2 � e1

� 2B

a
;

B ÒÓËÃÎËÉÇÐÐÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÃÎËÉÂÌÛÇÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÕÓÂÇÍ-
ÕÑÓËË ÑÕ CÑÎÐÙÂ, Õ.Ç. ÒÑ ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËá ÑÚÇÐß ÄÇÎËÍÑ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô a; ÅËÒÇÓÃÑÎÂ àÕÂ, ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ËÏÇÇÕ
ÑÚÇÐß ÃÑÎßÛÑÌ àÍÔÙÇÐÕÓËcËÕÇÕ Ë ÏÂÎÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ
ÒÓâÏÑÌ.

¥Îâ ÂÔËÏÒÕÑÕ àÕÑÌ ÅËÒÇÓÃÑÎÞ r � 1 Ë r � 0; ÊÐÂÚËÕ,
j ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ:

1ÿ e2 ÿ e1
e2 � e1

sin

�
jÿ j0 �

a
2

������������ÿe1e2p �
� 0 :

±ÑÆÔÕÂÄËÏ ÔáÆÂ ÊÐÂÚÇÐËÇ e1 Ë e2 Ë ÄÑÊßÏÇÏ ÒÓÑËÊÄÑÎß-
ÐÖá ÒÑÔÕÑâÐÐÖá j0 � �a=2�

������������ÿe1e2p
; ÖÅÑÎ j, ËÊÏÇÓâÇÏÞÌ

ÑÕ àÕÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÅÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ, ÃÖÆÇÕ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎâÕßÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ

sinj � sin�pÿ j� � e2 � e1
e2 ÿ e1

� a
2B

:

µÅÎÞ, ÑÃÓÂÊÖÇÏÞÇ ÂÔËÏÒÕÑÕÂÏË Ô ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ j0,
ÃÖÆÖÕ, ÊÐÂÚËÕ, ÑÚÇÐß ÏÂÎÞ Ë ÓÂÄÐÞ

j � � a
2B

;

ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÃÖÆÇÕ

C � a
B
:

¦ÔÎË ÎÖÚ ÔÄÇÕÂ ËÆÇÕ ÒÑ ÕÂÍÑÌ ÅËÒÇÓÃÑÎÇ, ÕÑ ³ÑÎÐÙÇ
ÃÖÆÇÕ ÐÂØÑÆËÕßÔâ Ä ÇÇ ×ÑÍÖÔÇ. ¥Îâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÖÆÂÎÇÐÐÞØ
ÑÕ ³ÑÎÐÙÂ ÚÂÔÕÇÌ ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ ÅËÒÇÓÃÑÎÇ ÏÑÉÐÑ ÑÕÑÉ-
ÆÇÔÕÄËÕß Ô ÆÄËÉÇÐËÇÏ ÒÑ ÂÔËÏÒÕÑÕÇ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÏÞ
ÒÓËØÑÆËÏ Í ÄÞÄÑÆÖ, ÚÕÑ ÎÖÚ ÔÄÇÕÂ, ÒÓÑØÑÆâÜËÌ ÑÍÑÎÑ
³ÑÎÐÙÂ, ÑÕÍÎÑÐâÇÕÔâ ËÏ ÐÂ ÖÅÑÎ:

C � a
B
� kM

c 2B
;
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ÅÆÇ B ì ÍÓÂÕÚÂÌÛÇÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÎÖÚÂ ÑÕ ³ÑÎÐÙÂ. ¿ÌÐÛ-
ÕÇÌÐ ÄÞÚËÔÎËÎ àÕÑÕ ÖÅÑÎ ÆÎâ ÎÖÚÂ, ÍÂÔÂáÜÇÅÑÔâ ÔÑÎÐÇÚ-
ÐÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË, Ë ÐÂÛÇÎ C � 1;7 00; ÑÒÞÕÞ, ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐ-
ÐÞÇ Ä 1919 ÅÑÆÖ ÂÐÅÎËÌÔÍÑÌ àÍÔÒÇÆËÙËÇÌ Ä ¢ÓÂÊËÎËË,
ÃÎÇÔÕâÜÇ ÒÑÆÕÄÇÓÆËÎË àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐÐÞÌ
¿ÌÐÛÕÇÌÐÑÏ ÊÂÓÂÐÇÇ.

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10), ÆÂáÜÇÅÑ ÆÄËÉÇÐËÇ
ÔÄÇÕÂ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÏÐÑÅÑ ÎáÃÑÒÞÕÐÑÅÑ; ÊÂ
ÐÇËÏÇÐËÇÏ ÏÇÔÕÂ ÏÞ ÐÇ ÏÑÉÇÏ ÒÑÏÇÔÕËÕß ÊÆÇÔß àÕÑÅÑ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ; ÖÍÂÉÇÏ ÕÑÎßÍÑ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÇ
ÔÎÖÚÂË. ¦ÔÎË ÎÖÚ ÔÄÇÕÂ ÒÑÆØÑÆËÕ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÎËÊÍÑ Í
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË r � 3a=2, ÕÑ ÑÐ ÄÑÍÓÖÅ àÕÑÌ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
ÊÂÍÓÖÚËÄÂÇÕÔâ Ë ÖÉÇ ÑÕÑÌÕË ÑÕ ÐÇÇ ÐÇ ÏÑÉÇÕ. ¹ÇÓÇÊ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß r � a ÐË ÑÆËÐ ÎÖÚ ÒÓÑÐËÍÐÖÕß ÐÇ ÏÑÉÇÕ.
¦ÔÎË ÎÖÚ ËÆÇÕ ÒÑ ÒÓâÏÑÌ ÒÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËá Í ÙÇÐÕÓÖ
CÑÎÐÙÂ, ÕÑ ÇÅÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ

dr

dt
� cr � 1ÿ a

r
17 ;

ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÇÅÑ ÄÔÇ ÄÓÇÏâ ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÇ Ë Í ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË
r � a ÑÐ ÒÑÆØÑÆËÕ ÚÇÓÇÊ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ ÃÑÎßÛÑÇ ÄÓÇÏâ ÔÑ
ÔÍÑÓÑÔÕßá cr � 0.

±ÎÂÐÇÕÞ, ÄÓÂÜÂáÜËÇÔâ ÄÑÍÓÖÅ CÑÎÐÙÂ ÒÑ ÍÓÖÅÂÏ,
ËÏÇáÕ ÕÇÏ ÃÑÎßÛÖá ÔÍÑÓÑÔÕß, ÚÇÏ ÃÎËÉÇ ÑÐË Í ÔÑÎÐÙÖ;
ÒÎÂÐÇÕÂ, ÄÓÂÜÂáÜÂâÔâ ÒÑ ÍÓÖÅÖ ÓÂÆËÖÔÑÏ r � 3a=2,
ËÏÇÇÕ ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ, ÐÑ àÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ ÓÂÄÐÂ ÐÇ c, Â
c=

���
3
p

; ÄÐÖÕÓË ÍÓÖÅÂ r � 3a=2 ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÑ ÍÓÖÅÖ ÐÇÄÑÊ-
ÏÑÉÐÑ.

®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ CÑÎÐÙÂ a � 1;5� 105 ÔÏ, ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ CÑÎÐÙÂ àÕÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ÑÚÇÐß
ÏÂÎÂâ Ë ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÔÑÃÇÐÐÞÇ
ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË r � a Ë r � 3a=2 ÐÇ ËÏÇáÕ. ¥Îâ
ÏÑÎÇÍÖÎÞ ÄÑÆÑÓÑÆÂ ÒÓËÃÎËÊËÕÇÎßÐÑ a � 10ÿ49.

5-Ì ÒÓËÏÇÓ. ³ÒÇÙËÂÎßÐÞÌ ÒÓËÐÙËÒ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË
ÖÚËÎ ÐÂÔ, ÚÕÑ ÄÓÇÏâ, ËÊÏÇÓâÇÏÑÇ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ ÆÄËÉÖ-
ÜËÏÔâ, Ë ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ, ÐÂØÑÆâÜËÏÔâ Ä ÒÑÍÑÇ, ÐÇ
ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ ÆÓÖÅ Ô ÆÓÖÅÑÏ. ±ÖÔÕß x1, y1, z1 ì ÕÓË ×ÖÐÍÙËË
ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË t, ÆÂáÜËÇ ÐÂÏ ÆÄËÉÇÐËÇ ÍÂÍÑÌ-ÐËÃÖÆß ÕÑÚÍË.
¿ÎÇÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË, ËÊÏÇÓÇÐÐÞÌ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ, ÐÂØÑÆâ-
ÜËÏÔâ Ä ÒÑÍÑÇ, ÃÖÆÇÕ dt, ÕÑÅÆÂ ÍÂÍ àÎÇÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË dt,
ËÊÏÇÓÇÐÐÞÌ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎÇÏ, ÆÄËÅÂáÜËÏÔâ ÄÏÇÔÕÇ Ô ÕÑÚ-
ÍÑÌ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ

dt2 � dt 2 ÿ dx2 ÿ dy2 ÿ dz2 ;

t ì àÕÑ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÇ "ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ" ÄÓÇÏâ ÕÑÚÍË. £
ÑÃÜÇÏ ÒÓËÐÙËÒÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË ÏÞ ÕÑÉÇ ÆÑÎÉÐÞ
ÑÕÎËÚÂÕß ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ ÚÇÕÄÇÓÕÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ dt ÑÕ
"ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ" ÄÓÇÏÇÐË dt ÍÂÍÑÌ-ÐËÃÖÆß ÕÑÚÍË. ²ÂÊÐËÙÂ
ÏÇÉÆÖ "ÑÃÜËÏ" Ë "ÔÒÇÙËÂÎßÐÞÏ" ÒÓËÐÙËÒÑÏ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑÔÕË ÎËÛß Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ Ä ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÏ ÆÎâ ÒÑÍÑâ-
ÜÇÌÔâ ÕÑÚÍË dt � dt, Õ.Ç. "ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ" ÄÓÇÏâ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô
ÒÓËÓÂÜÇÐËÇÏ ÚÇÕÄÇÓÕÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ì ÄÓÇÏÇÐË, Â Ä
ÑÃÜÇÏ ÒÓËÐÙËÒÇ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË àÕÑÅÑ ÖÉÇ ÐÇ ÃÖÆÇÕ.
£ÑÊßÏÇÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÑÇ ÒÑÎÇ, ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ-
ÐÑÇ Ä 3-Ï ÒÓËÏÇÓÇ. ¦ÔÎË ÕÑÚÍÂ ÒÑÍÑËÕÔâ, ÕÑ dx, dy, dz
ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá (ËÎË Ä ÒÑÎâÓÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ dr, dj, d#

ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá) Ë "ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÇ" ÄÓÇÏâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÆÎâ
ÍÂÉÆÑÌ ÒÑÍÑâÜÇÌÔâ ÕÑÚÍË ÚÇÓÇÊ

dt2 �
�
1ÿ a

r

�
dt 2 ;

Õ.Ç., ÆÓÖÅËÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÒÓËÓÂÜÇÐËÇ ÚÇÕÄÇÓÕÑÌ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ ë ÄÓÇÏÇÐË ÐÇ ÓÂÄÐÑ ÒÓËÓÂÜÇÐËá "ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ"
ÄÓÇÏÇÐË, ÐÑ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ r Ë a, Õ.Ç. ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÑÕ ³ÑÎÐÙÂ
Ë ÑÕ ÏÂÔÔÞ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÍÂÍÑÌ-ÐËÃÖÆß ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÌÏÑÎÇÍÖÎâÓ-
ÐÞÌ ÒÓÑÙÇÔÔ, ÔÍÂÉÇÏ, ÒÓÑÙÇÔÔ ËÊÎÖÚÇÐËâ. ¦ÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÕß, ÚÕÑ ÆÎâ ÏÑÎÇÍÖÎÞ ËÎË ÆÎâ ÍÑÎÇÃÎá-
ÜÇÌÔâ Ä ÏÑÎÇÍÖÎÇ ÚÂÔÕËÙÞ, ÒÇÓËÑÆÑÏ ËÊÎÖÚÇÐËâ, ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÞÏ ÆÎâ ÆÂÐÐÑÌ ÏÑÎÇÍÖÎÞ Ë ÄÞÕÇÍÂáÜËÏ ËÊ ÇÇ
ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÔÄÑÌÔÕÄ, ÃÖÆÇÕ ÒÇÓËÑÆ, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÏÞÌ ËÊ ÇÅÑ
"ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÑÅÑ" ÄÓÇÏÇÐË Ë ÐÇ ÊÂÄËÔâÜËÌ ÑÕ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ
ÐÂÎÑÉÇÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ x, y, z, t Ë, ÊÐÂÚËÕ, ÑÕ
ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑ ÐÂÎÑÉÇÐÐÑÌ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ì ÄÓÇÏÇÐË t;
ÕÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÔÂÏÑÌ ÏÑÎÇÍÖÎÞ ÒÇÓËÑÆ ÄÔáÆÖ
ÃÖÆÇÕ ÑÆËÐÂÍÑÄ; ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ àÕÑÕ ÒÇÓËÑÆ ÐÂ-
ÔÕÑÎßÍÑ ÏÂÎ, ÚÕÑ ÇÅÑ ÏÑÉÐÑ ÑÃÑÊÐÂÚËÕß ÚÇÓÇÊ dt, Ë
ÒÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÐÂÔÕÑÎßÍÑ ÏÂÎÂ,
ÚÕÑ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ dt ÏÞ ÏÑÉÇÏ ÒÑÎÑÉËÕß
dr � dj � d# � 0. ¯Ñ ÐÂÛË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ ÏÞ ÒÓÑËÊÄÑÆËÏ
Ä ËÊÃÓÂÐÐÑÌ ÐÂÏË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ; ÕÑÕ ÒÇÓËÑÆ,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÏÞ ËÊÏÇÓâÇÏ, ÃÖÆÇÕ ÐÇ dt, Â dt; ÐÂÒËÛÇÏ ÕÇÒÇÓß
ÖÔÎÑÄËÇ, ÚÕÑ dt ÄÔáÆÖ ÑÆËÐÂÍÑÄÑ, ÄÊâÄ ÑÆËÐ ÓÂÊ dt ÐÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ³ÑÎÐÙÂ, Õ.Ç. ÒÑÎÑÉËÏ r � d (ÓÂÆËÖÔ
³ÑÎÐÙÂ), Â ÆÓÖÅÑÌ ÓÂÊ r � D (ÒÑÎÖÒÑÒÇÓÇÚÐËÍÖ ÊÇÏÐÑÌ
ÑÓÃËÕÞ). °ÚÇÄËÆÐÑ

dt2 �
�
1ÿ a

d

�
dt 2d �

�
1ÿ a

D

�
dt 2D ;

ÅÆÇ dtd Ë dtD ì ÒÇÓËÑÆÞ, ËÊÏÇÓâÇÏÞÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ ÐÂ
³ÑÎÐÙÇ Ë ÐÂ ©ÇÏÎÇ. ¯Ñ a=D ì ÄÇÎËÚËÐÂ ÑÚÇÐß ÏÂÎÂâ ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô a=d: Çá ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß. ³ ÆÓÖÅÑÌ
ÔÕÑÓÑÐÞ, ÇÔÎË dtd Ë dtD ì ÒÇÓËÑÆÞ, ÕÑ ÑÃÓÂÕÐÞÇ ËÏ
ÄÇÎËÚËÐÞ ÃÖÆÖÕ ÚÂÔÕÑÕÞ nd Ë nD, Ë ÐÂÛÇ ÖÔÎÑÄËÇ ÏÑÉÐÑ
ÐÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ

nd � nD

�
1ÿ a

d

�
1

2
� nD

�
1ÿ a

2d

�
:

°ÃÑÊÐÂÚËÏ nD ÒÓÑÔÕÑ ÚÇÓÇÊ n Ë nd ÿ nD ÚÇÓÇÊ dn;
ÑÚÇÄËÆÐÑ

dn � ÿ a
2d

n ili ; esli n � 1

l
;

dl � � a
2d

l :

³ÄÇÕ, ËÔÒÖÔÍÂÇÏÞÌ ÍÂÍËÏ-ÐËÃÖÆß ÔÄÇÕâÜËÏÔâ ÅÂÊÑÏ,
ÍÂÍ ÓÂÊ ËÏÇÇÕ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐÐÑÅÑ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ
ÆÄËÉÇÐËâ. ®Þ ÄËÆËÏ, ÚÕÑ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÌ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ
CÑÎÐÙÂ aa=2d ÆÑÎÉÇÐ ÄÞÊÄÂÕß ÔÏÇÜÇÐËÇ ÎËÐËÌ, ËÊÎÖÚÂÇ-
ÏÞØ ÅÂÊÑÏ, Ä ÍÓÂÔÐÖá ÔÕÑÓÑÐÖ �dl > 0�. ¿ÌÐÛÕÇÌÐ
ÄÞÚËÔÎËÎ àÕÑ ÔÏÇÜÇÐËÇ, Ë ÑÒÞÕÞ, ÒÑ-ÄËÆËÏÑÏÖ, ÒÑÆ-
ÕÄÇÓÆËÎË Ë àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÒÓÇÆÔÍÂÊÂÐÐÞÌ ÕÇÑÓËÇÌ.17 £ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (7 0) ÐÂÆÑ ÒÑÆÔÕÂÄËÕß A � 0.
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