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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

©ÂâÄÎÇÐËÇ, ÚÕÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÍÂ ì àÕÑ ÚÂÔÕß ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ
×ËÊËÍË, ÅÆÇ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÞ ÆÇÛÇÄÞ [1], ÐÇÏÇÆÎÇÐÐÑ
ÄÞÊÄÂÎÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÐÂÒÂÆÑÍ Ô ÑÃÇËØ ÔÕÑÓÑÐ, ÄÍÎáÚÂâ
ÆÂÉÇ ÒÂÓÑÆËá (ÐÂÒËÔÂÐÐÖá ¡.®. £ÇÓÛËÍÑÏ) 2.

¯ÂÚÐÖ Ô ÕÇÓÏËÐÑÎÑÅËË. ³ÎÑÄÑ "ÏÂÕÇÏÂÕËÍÂ" ÒÑÚÕË
ÆÎâ ÄÔÇØ âÊÞÍÑÄ ÚÖÉÑÇ ì àÕÑ ÊÂËÏÔÕÄÑÄÂÐÐÑÇ ÆÓÇÄÐÇÅÓÇ-
ÚÇÔÍÑÇ ÔÎÑÄÑ, ÑÊÐÂÚÂÄÛÇÇ "ÕÑÚÐÑÇ ÊÐÂÐËÇ". ªÊ ÔÑÄÓÇÏÇÐ-
ÐÞØ ÔÕÓÂÐ, ÍÂÉÇÕÔâ, ÎËÛß ÑÆÐÂ ¤ÑÎÎÂÐÆËâ ÊÂÏÇÐâÇÕ
ÚÖÉÇÓÑÆÐÑÇ ÔÎÑÄÑ "ÏÂÕÇÏÂÕËÍÂ" ÓÑÆÐÞÏ "ÊÐÂÐËÇ" (vis-
cunde). £ËÆËÏÑ, ÒÓÑËÊÑÛÎÑ àÕÑ ÃÎÂÅÑÆÂÓâ ³ÕàÄËÐÖ,

ÄÑÑÃÜÇ ÒÓÑÕÇÔÕÑÄÂÄÛÇÏÖ ÒÓÑÕËÄ ÊÂÔÑÓÇÐËâ ÓÑÆÐÑÅÑ
âÊÞÍÂ ËÐÕÇÓÐÂÙËÑÐÂÎßÐÞÏË ÕÇÓÏËÐÂÏË. ´ÓÇÖÅÑÎßÐËÍ
ÒÑÐâÕÐÇÇ ÓÑÏÃÂ ÆÎâ ÍÂÉÆÑÅÑ, ÅÑÄÑÓâÜÇÅÑ ÒÑ-ÓÖÔÔÍË.
©ÂÔÕÂÄÎââ ÆÇÕÇÌ ÏÖÚËÕßÔâ Ô ËÐÑâÊÞÚÐÞÏË "×ÂÌÎÂÏË"
ËÎË "ÃÂÌÕÂÏË", ÏÞ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÔÑÊÆÂÇÏ ÔÓÇÆÖ ÃÂÍÔÑÄ
Ë ÍËÎÎÇÓÑÄ, ÊÂ ÚÇÏ ÔÎÇÆÖáÕ ÒÓÇÆÒÑÔÞÎÍË ÕÇØÐÑÎÑÅËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÑÕÔÕÂÎÑÔÕË, ÊÂ ÍÑÕÑÓÖá, ÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÒÓËÆÇÕÔâ ÒÎÂ-
ÕËÕß ÔÖÆßÃÑÌÀÅÑÔÎÂÄËË.

±ÑÓÂÊËÕÇÎßÐÞÇ ÖÔÒÇØË ³ÕàÄËÐÂ Ä ÔÑÊÆÂÐËË Ä ¯ËÆÇÓ-
ÎÂÐÆÂØ ÐÂÖÍË Ë ÍÖÎßÕÖÓÞ ÔÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÆÑ ÔËØ ÒÑÓ ì
ÔÕÓÂÐÂ àÕÂ ÓÇÊÍÑ ÄÞÆÇÎâÇÕÔâ, ØÑÕß Ë ÐÇ ÄÇÎËÍÂ. ¯Ç ÕÑÎßÍÑ
¡ÏÔÕÇÓÆÂÏ, ÕÂÍ ÒÑÎáÃËÄÛËÌÔâ ±ÇÕÓÖ, ÐÑ Ë µÕÓÇØÕ, Ë
­ÇÌÆÇÐ, Ë ³ÂÂÓÆÂÏ, Ë ¤ÓÑÐËÐÅÇÐ ì ÍÓÖÒÐÇÌÛËÇ ÏÂÕÇÏÂ-
ÕËÚÇÔÍËÇ ÙÇÐÕÓÞ.

±ÇÓÄÑÐÂÚÂÎßÐÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÍÂ ÔÑÊÆÂÄÂÎÂÔß ÓÂÆË ÓÇÂÎß-
ÐÞØ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍËØ ÊÂÆÂÚ (Ä ÔÎÖÚÂÇ ¤ÑÎÎÂÐÆËË ì ÒÓÇÉÆÇ
ÄÔÇÅÑ ÅËÆÓÂÄÎËÚÇÔÍËØ Ë ÅËÆÓÑÕÇØÐËÚÇÔÍËØ; ÒÎÂÐËÓÑÄÂ-
ÎÑÔß ÆÂÉÇ ÊÂÎËÕß ÄÔá ÔÕÓÂÐÖ ÄÑÆÑÌ Ä ÔÎÖÚÂÇ ÐÂÛÇÔÕÄËâ
×ÂÛËÔÕÑÄ, ÐÑ ÕÇØÐËÍÂ, ÍÂÉÇÕÔâ, ÒÑÆÄÇÎÂ).

Á ÒÑÔÕÂÓÂáÔß ÑÒËÔÂÕß ÒÑÃÑÎßÛÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÔÂÏÑÌ
×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÑÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË, ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂâÔß ÕÇØÐË-
ÚÇÔÍËÏË ÒÑÆÓÑÃÐÑÔÕâÏË. ¯Â ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ ÏÂÕÇÏÂÕËÍÂ
ÍÂÉÇÕÔâ ÐÂÃÑÓÑÏ ÓÇÏÇÔÇÎ. ¯Ñ â ÒÑÔÕÂÓÂáÔß ÒÑÍÂÊÂÕß,
ÚÕÑ ÊÆÇÔß ÄÔÇÅÆÂ ËÆÇÕ ÓÇÚß ÑÃ ÑÆÐÑÏ Ë ÕÑÏÉÇ ËÔÍÖÔcÕÄÇì
ËÔÍÖÔÔÕÄÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÑÒËÔÂÐËâ ÏËÓÂ.

®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÏËÓÂ ÑÔÐÑÄÂÐÑ ÐÂ ÆÇÎËÍÂÕ-
ÐÑÏ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËË ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ (ÒÎÂÄÐÞØ) Ë ÆËÔÍÓÇÕ-
ÐÞØ (ÔÍÂÚÍÑÑÃÓÂÊÐÞØ) âÄÎÇÐËÌ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ö ×ÖÐÍÙËË,
ÔÍÂÉÇÏ, y � x2, ËÏÇÇÕÔâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ dy=dx � 2x, ÑÒËÔÞ-
ÄÂáÜÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÎÂÄÐÑÅÑ ËÊÏÇÐÇÐËâ y ÒÓË ÒÎÂÄÐÑÏ
ËÊÏÇÐÇÐËË x Ë ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ (x � 0), ÅÆÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ
×ÖÐÍÙËË ÏËÐËÏÂÎßÐÑ.
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1 £ ÍÐ. ­.ª. £ÑÎßÒÇÓÕ ±ÖÛÍËÐ Ë ³ÕÇÐÆÂÎß (®., 1998) ÅÎ. 12.
2 ±ÓËÏÇÓ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË: ÐÂ ÒÑÎÍÇ ÔÕÑâÕ 2 ÕÑÏÂ ±ÖÛÍËÐÂ.
¬ÂÉÆÞÌ ÕÑÏ ËÏÇÇÕ ÕÑÎÜËÐÖ 2 ÔÏ ÃÇÊ ÑÃÎÑÉÇÍ, ÍÂÉÆÂâ ÑÃÎÑÉÍÂ ì
2 ÏÏ. ¹ÇÓÄß ÒÓÑÅÓÞÊ ÑÕ ÒÇÓÄÑÌ ÔÕÓÂÐËÙÞ ÒÇÓÄÑÅÑ ÕÑÏÂ ÆÑ ÒÑÔÎÇÆÐÇÌ
ÄÕÑÓÑÅÑ ÕÑÏÂ ÒÑ ÐÑÓÏÂÎË Í ÔÕÓÂÐËÙÂÏ. ¬ÂÍÑÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÐ ÒÓÑ-
ÅÓÞÊ?

±ÓËÏÇÓ ×ËÊËÚÇÔÍÑÌ ÊÂÆÂÚË: ÎÑÆÑÚÐËÍ ÒÎÞÎ ÄÄÇÓØ ÒÑ ¯ÇÄÇ Ë ÒÑÆ
¬ËÓÑÄÔÍËÏÏÑÔÕÑÏ ÒÑÕÇÓâÎÛÎâÒÖ. ±ÑÆ­ËÕÇÌÐÞÏ ÑÐ ÔÒÑØÄÂÕËÎÔâ Ë
ÚÇÓÇÊ 30 ÏËÐ ÆÑÅÐÂÎ ÛÎâÒÖ ÒÑÆ ¥ÄÑÓÙÑÄÞÏ ÏÑÔÕÑÏ. °ÒÓÇÆÇÎËÕß
ÔÍÑÓÑÔÕß ÕÇÚÇÐËâ ¯ÇÄÞ. (¶ËÊËÍÂ ÄØÑÆËÕ Ä ÔÕÂÓËÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ:
ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ ¬ËÓÑÄÔÍÑÅÑ ÆÑ ¥ÄÑÓÙÑÄÑÅÑ ÏÑÔÕÂ ì 1 ÏËÎâ.)



£ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÍÇ ÔÑÊÆÂÐÂ ÑÅÓÑÏÐÂâ ÕÇÑÓËâ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ, âÄÎâáÜÂâÔâ ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ ÕÇÑÓËË ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍËØ ÕÑÚÇÍ ×ÖÐÍÙËÌ ÐÂ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ
ÔÓÂÊÖ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÕ ÔÓÂÊÖ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÂÓÅÖÏÇÐ-
ÕÑÄ. ¹ËÕÂÕÇÎá, ÍÑÕÑÓÞÌ ØÑÚÇÕ ÔÓÂÊÖ ÒÑÚÖÄÔÕÄÑÄÂÕß ÄÍÖÔ
Í àÕÑÌ ÐÂÖÍÇ, ÒÑÎÇÊÐÑ ÔÓÂÄÐËÕß ËÊÖÚÇÐÐÑÇ ÂÏÇÓËÍÂÐÔÍËÏ
ÏÂÕÇÏÂÕËÍÑÏ ·. µËÕÐË [2] ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ

y1 � x31 � x1x2 ; y2 � x2 �1�

ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË �x1; x2� ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß Ô ÍÑÑÓ-
ÆËÐÂÕÂÏË �y1; y2� Ô ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇÏ

y1 � x21 ÿ x22 ; y2 � 2x1x2 �2�

ÏÇÉÆÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏË (ÓËÔ. 1).
µÆËÄËÕÇÎßÐÞÏ âÄÎÇÐËÇÏ ÊÆÇÔß ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÎÇÆÖá-

ÜÇÇ: ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ (1) ÖÔÕÑÌÚËÄÑ (ËÎË ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ ÖÔÕÑÌ-
ÚËÄÑ) Ä ÕÑÏ ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÄÔâÍÑÇ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÎËÊÍÑÇ
ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ ÃÖÆÇÕ ËÏÇÕß (ÄÃÎËÊË ÐÂÚÂÎÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ)
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË, ÔØÑÆÐÞÇ Ô ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâÏË ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ (1).

¥Îâ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ (2) àÕÑ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÐÇ ÕÂÍ, ÍÂÍ
ÒÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÒÓËÏÇÓ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ

y1 � x21 ÿ x22 � ax1 ; y2 � 2x1x2 ÿ ax2 ; �3�

ÅÆÇ a ÑÚÇÐß ÏÂÎÑ (ÚÕÑ, ÄÒÓÑÚÇÏ, ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ Ä àÕÑÏ
ÒÓËÏÇÓÇ).

¥Îâ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÆÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÑÌ âÄÎâÇÕÔâ ÑÃÞÚÐÂâ ÕÑÚÍÂ ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ËÎË ÏËÐËÏÖÏÂ
(ÔÍÂÉÇÏ, x � 0 ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË y � x2). ±ÓË ÏÂÎÑÌ ÆÇ×ÑÓÏÂ-
ÙËË ÒÑÎÖÚËÕÔâ ÆÓÖÅÂâ ×ÖÐÍÙËâ, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ x � 0 ÖÉÇ ÐÇ
ÃÖÆÇÕ ÕÑÚÍÑÌ ÏËÐËÏÖÏÂ. ¯Ñ ÒÑÃÎËÊÑÔÕË ÕÑÚÍÂ ÏËÐË-
ÏÖÏÂ ÃÖÆÇÕ (ÒÓËÏÇÓ: y � x2 � ax; a ÏÂÎÑ).

¯ÂÒÓÑÕËÄ, ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ x � 0 ×ÖÐÍÙËË y � x3

ÖÉÇ ÐÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÂ (ÒÓËÏÇÓ: y � x3 � ax; ÍÓË-
ÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ ÓÂÊÃËÄÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÇ 3 ËÎË ËÔÚÇÊÂÇÕ, Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÍÂ a) (ÓËÔ. 2).

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÔÎÖÚÂâ y � x4 ÒÑÊÄÑÎËÕ ÚËÕÂÕÇÎá ÔÂÏÑ-
ÔÕÑâÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÆÄËÐÖÕßÔâ (ËÔÚÇÊÐÑÄÇÐËâ ÊÆÇÔß ÐÇ ÃÖÆÇÕ,
ÐÑ ÃË×ÖÓÍÂÙËË ÄÑÊÏÑÉÐÞ).

±ÑÖÚËÕÇÎßÐÑ ÕÂÍÉÇ ÐÂÌÕË ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÕÑÚÍË x Ë
ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ y ÆÎâ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ (3). µÓÂÄÐÇÐËÇ
ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÕÑÚÇÍ

qy1
qx1

qy1
qx2

qy2
qx1

qy2
qx2

��������
�������� � 0

ËÏÇÇÕ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÄËÆ

2x1 � a ÿ2x2
2x2 2x1 ÿ a

���� ���� � 0 ; 4�x21 � x22� � a2 :

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÕÑÚÍË ÑÃÓÂÊÖáÕ ÑÍÓÖÉ-
ÐÑÔÕß 2x1 � a cosj, 2x2 � a sinj. ¥Îâ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÌ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊ (3)

y1 � 1

4
a2 cos 2j� 1

2
a2 cosj ;

y2 � 1

4
a2 sin 2jÿ 1

2
a2 sinj :

³ÕÂÎÑ ÃÞÕß, ÄÇÍÕÑÓ y âÄÎâÇÕÔâ ÔÖÏÏÑÌ ÆÄÖØ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ
ÄÓÂÜÂáÜËØÔâ ÄÇÍÕÑÓÑÄ, ÒÓËÚÇÏ ÄÆÄÑÇ ÏÇÐßÛËÌ ÄÓÂ-
ÜÂÇÕÔâ ÄÆÄÑÇ ÃÞÔÕÓÇÇ. °ÕÔáÆÂ ÎÇÅÍÑ ÄÞÄÇÔÕË, ÚÕÑ
ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ (3)
âÄÎâÇÕÔâ ÏÂÎÇÐßÍÑÌ (ÒÓË ÏÂÎÞØ a) ÅËÒÑÙËÍÎÑËÆÑÌ Ô
ÕÓÇÏâ ÑÔÕÓËâÏË (ÓËÔ. 3).

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÒÓË a � 0 àÕÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ
ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕßÔâ ÍÂÍ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ w � z2

�z � x1 � ix2, w � y1 � iy2� Ô ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍÑÌ. ¦ÔÎË ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÐÇ ÃÖÆÖÕ ÐÂÓÖÛÂÕß ÍÑÏÒÎÇÍÔ-
ÐÑÔÕß ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ, ÕÑ ØÂÓÂÍÕÇÓ ÄÇÕÄÎÇÐËâ ÐÇ ËÊÏÇÐËÕÔâ
Ë ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ ÃÖÆÇÕ ÑÆÐÂ Ë ÃÖÆÇÕ ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÑ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÌ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇÐËá Í ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÛÇÄÇÎÇÐËâÏ.

¬Ó
ËÕËÚÇÔÍËÇ

ÕÑÚÍË

¬ÓËÕË
ÚÇÔÍ

ËÇ

ÊÐÂÚÇÐËâ
y2

y1

x1

x2

²ËÔ. 1. °ÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ µËÕÐË.

3 ¿ÕÑ âÄÎÇÐËÇ ÓÂÊÆÄÑÇÐËâ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÃË×ÖÓÍÂÙËÇÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ
ÕÑÚÍË.

y

x x

y

a < 0

a > 0

²ËÔ. 2. ³ÕÓÖÍÕÖÓÐÑ ÖÔÕÑÌÚËÄÂâ Ë ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÂâ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÕÑÚÍË.

�y1; y2��x1; x2�

¬ÓËÕËÚÇÔÍËÇ

ÊÐÂÚÇÐËâ

¬
ÓË
ÕË
ÚÇ
ÔÍ
ËÇ

ÊÐ
ÂÚ
ÇÐ
Ëâ

²ËÔ. 3. ¬ÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÕÑÚÍË Ë ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ (3).
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¦ÔÎË ÉÇ ÆÑÒÖÔÍÂÕß ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÛÇÄÇÎÇÐËâ (ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, (3)), ÕÑ, ÍÂÍ ÏÞ ÄËÆÇÎË, ÔÕÓÖÍÕÖÓÐÂâ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß
ÕÇÓâÇÕÔâ Ë ÑÍÑÎÑ ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ
ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÍÓËÄÂâ, ÑÃÓÂÊ ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓË ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËË
ËÏÇÇÕ ÕÓË ÕÑÚÍË ÄÑÊÄÓÂÕÂ.

°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, àÕÑ ÖÉÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÇ âÄÎÇÐËÇ ì ÒÓË
ÆÓÖÅËØ ÛÇÄÇÎÇÐËâØ ÑÃÜÇÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÃÖÆÇÕ ÒÓÑËÔØÑ-
ÆËÕß ÕÑ ÉÇ ÔÂÏÑÇ ÓÂÔÒÂÆÇÐËÇ ÔÎÑÉÐÑÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË
(2) ÐÂ ÕÓË ÕÑÚÍË ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÔÑÇÆËÐâáÜÇÌ ËØ ÎËÐËË
ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ.

´ÇÑÓËâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÔÇ àÕÑ ÆÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ, ÔÑÇÆËÐâÇÕ ÔÂÏÞÇ ÂÃÔÕÓÂÍÕÐÞÇ ÚÂÔÕË ÏÂÕÇÏÂÕËÍË
(ÕÇÑÓËá ÚËÔÇÎ, ÕÇÑÓËá ÅÓÖÒÒ Ë ÂÎÅÇÃÓ ­Ë, ÕÇÑÓËá ÅÓÖÒÒ
ÑÕÓÂÉÇÐËÌ ¬ÑÍÔÕÇÓÂ, ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÖá Ë ÔËÏÒÎÇÍÕËÚÇ-
ÔÍÖá ÅÇÑÏÇÕÓËá Ë ÕÑÒÑÎÑÅËá, ÄÂÓËÂÙËÑÐÐÑÇ ËÔÚËÔÎÇ-
ÐËÇ Ë ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÌ ÂÐÂÎËÊ) Ô ÕÂÍËÏË ÒÓËÍÎÂÆÐÞÏË
ÑÃÎÂÔÕâÏË, ÍÂÍ ÕÑÏÑÅÓÂ×Ëâ, ÑÒÕËÏÂÎßÐÑÇ ÖÒÓÂÄÎÇÐËÇ,
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍË ÏÇÕÑÆÑÄ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ Ë ÒÇÓÇÄÂÎÂ,
ÕÇÑÓËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ, ÑÒÕËÍÂ, ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍÂâ,
ÐÇÃÇÔÐÂâ Ë ÍÄÂÐÕÑÄÂâ ÏÇØÂÐËÍÂ, ÍÄÂÐÕÑÄÂâ ÕÇÑÓËâ ÒÑÎâ
Ë Õ.Æ.

±ÑÆÓÑÃÐÑ ÄÔÇ àÕÑ ËÊÎÑÉÇÐÑ Ä ÍÐËÅÂØ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[3 ë 6]).

2. °ÃÝÇÆËÐâáÜÂâ ÔËÎÂ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË

©ÆÇÔß â ÒÑÍÂÉÖ ÐÂ ÒÓËÏÇÓÂØ, ÍÂÍ Ä ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÓÂÊÐÞØ
ÄÑÒÓÑÔÂØ ÒÓËÎÑÉÇÐËÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÑÆËÐ Ë ÕÑÕ
ÉÇ ÑÃÝÇÍÕ (ÏÑÉÇÕÇ ÔÚËÕÂÕß ÇÅÑ ÎËÐËÇÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ (1)).

£ÑÎÐÑÄÑÌ ×ÓÑÐÕ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÑÎÐÞ, ÐÂÚÂÄÛËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ ÑÕ
ÍÂÍÑÌ-ÎËÃÑ ÍÓËÄÑÌ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá 1: ¹ÇÓÇÊ
ÄÓÇÏâ t ÄÑÎÐÑÄÑÌ ×ÓÑÐÕ ÃÖÆÇÕ t-àÍÄËÆËÔÕÂÐÕÑÌ ËÔØÑÆÐÑÌ
ÍÓËÄÑÌ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ËÔØÑÆÐÂâ
ÍÓËÄÂâìàÎÎËÒÔ, Â ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÄÐÖÕÓß
àÎÎËÒÔÂ (ÓËÔ. 4). ±ÑàÍÔÒÇÓËÏÇÐÕËÓÑÄÂÄ ÐÇÏÐÑÅÑ, ÄÞ
ÏÑÉÇÕÇ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ, ØÑÕâ ÒÓË ÏÂÎÞØ t ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐÐÂâ
ÄÐÖÕÓË àÎÎËÒÔÂ t-àÍÄËÆËÔÕÂÐÕÂ ÅÎÂÆÍÂâ, ÒÓË ÃoÂ ÎßÛËØ
ÊÐÂÚÇÐËâØ t ÐÂ ÐÇÌ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÚÇÕÞÓÇ ÕÑÚÍË ÄÑÊÄÓÂÕÂ
ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ (Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÂÍÑÌ ÕÑÚÍË ÍÓËÄÂâ
ÊÂÆÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ p2 � q3 Ä ÒÑÆØÑÆâÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÅÎÂÆÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ �p; q� ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË).

°ÃÝâÔÐÇÐËÇ. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÙËÎËÐÆÓ ¸, âÄÎâáÜËÌÔâ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇÏ ËÔØÑÆÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ ÐÂ ÑÔß ÄÓÇÏÇÐË t:
²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÒÂÓÑÌ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÌ

R ÿT ¸ ÿ!F R2,

ÒÇÓÄÑÇ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÑÒÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÕÑÚÍÇ �c; t� ÙËÎËÐÆÓÂ
ÏÑÏÇÐÕ ÄÓÇÏÇÐË t; Â ÄÕÑÓÑÇ ì ÕÑÚÍÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, ÐÂØÑÆâ-

ÜÖáÔâ ÑÕ c ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËË t Ä ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËË ÐÑÓÏÂÎË Í
ËÔØÑÆÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ Ä ÕÑÚÍÇ c:

¬ÓËÄÞÇ T ÿ1�t� ì ËÊÑØÓÑÐÞ ÐÂ ÙËÎËÐÆÓÇ. °ÕÑÃÓÂ-
ÉÇÐËÇ F ÑÕÑÃÓÂÉÂÇÕ ËÊÑØÓÑÐÞ ÐÂ àÍÄËÆËÔÕÂÐÕÞ. °ÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕË ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ F ÒÓÇÄÓÂÜÂáÕ ÅÎÂÆÍËÇ ËÊÑØÓÑÐÞ Ä
àÍÄËÆËÔÕÂÐÕÞ Ô ÕÑÚÍÂÏË ÄÑÊÄÓÂÕÂ.

¹ÕÑÃÞ Ä àÕÑÏ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÐÖÉÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÔÎÖÚÂÌ
F�p; q� � �p2; q�, T�p; q� � qÿ p3. TÑÅÆÂ ËÊÑØÓÑÐÂ T � 1
ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÒÎÑÔÍÖá ÍÓËÄÖá �p2; 1� p3�, ËÏÇáÜÖá
ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍÖá ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß p � 0:

®ÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ Ë ÆÎâ ÑÃÜËØ F Ë T ÃÖÆÇÕ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÒÓËÏÇÓÐÑ ÕÂÍÑÇ ÉÇ ÔÍÎÂÆÞÄÂÐËÇ ÅÎÂÆÍÑÌ
ËÊÑØÓÑÐÞ Ä àÍÄËÆËÔÕÂÐÕÖ Ô ÕÑÚÍÑÌ ÄÑÊÄÓÂÕÂ.

±ÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÐÂ àÍÄËÆËÔÕÂÐÕÂØ ì ÐÇ
ÔÒÇÙËÂÎßÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ àÎÎËÒÔÂ. ±ÓË ÊÂÏÇÐÇ àÎÎËÒÔÂ ÐÂ
ÆÓÖÅÖá ÍÓËÄÖá ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÑÒâÕß ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍËÇ.
¯Ñ ËØ ÚËÔÎÑ ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÓÂÄÐÑ 4:

¬ÂÖÔÕËÍÂ
±ÓÑÆÑÎÉÂâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÎÐ ÑÕ
ÍÓËÄÑÌ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔËÔÕÇÏÖ ÎÖÚÇÌ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË. ­ÖÚ,
ÄÞØÑÆâÜËÌ ËÊ ÕÑÚÍË c ËÔØÑÆÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ,ì àÕÑ ÑÃÓÂÊ ÄÔÇÌ
ÒÓâÏÑÌ fc; tg; ÅÆÇ c ×ËÍÔËÓÑÄÂÐÑ, Â t ÎáÃÑÇ, ÒÓË ÑÕÑÃÓÂ-
ÉÇÐËË F : ¸! R2 ÐÂÛÇÅÑ ÙËÎËÐÆÓÂ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß. °Ð
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐ ÕÇÏË ÕÑÚÍÂÏË àÍÄËÆËÔÕÂÐÕ ËÔØÑÆÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÎÇÉÂÕ ÐÂ ÐÑÓÏÂÎâØ Í ÐÇÌ Ä ÕÑÚÍÇ c (ÍÑÐÇÚÐÑ, Ä
ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ô ÐÇ ÊÂÄËÔâÜÇÌ
ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÏÇÕÓËÍÑÌ ÄÔÇ àÕË ÐÑÓÏÂÎË ÒÓÑÔÕÑ ÔÑÄÒÂÆÂáÕ;
ÐÑ ÇÔÎË ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÚÖÕß-ÚÖÕß ÃÑÎÇÇ ÑÔÕÑÓÑÉÐÑÌ ÕÇÓ-
ÏËÐÑÎÑÅËÇÌ, ÄÄÇÆÇÐÐÑÌ ÄÞÛÇ, ÕÑ ÐÂÛÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÎÖÚÇÌ
ÔÑØÓÂÐâÇÕÔâ Ë Ä ÅÑÓÂÊÆÑ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÌ ÔËÕÖÂÙËË, ÐÂÒÓËÏÇÓ
Ä ÓÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÑÌ, ËÎË Ä ×ËÐÔÎÇÓÑÄÑÌ, ËÎË Ä ÕÇÑÓËË
ÖÒÓÂÄÎÇÐËâ).

¯ÂÓËÔÖÌÕÇ ÎÖÚË, ÒÇÓÒÇÐÆËÍÖÎâÓÐÞÇ àÎÎËÒÔÖ (ÐÂÒÓÂÄ-
Îââ ËØ ÄÐÖÕÓß). £Þ ÑÃÐÂÓÖÉËÕÇ ÑÅËÃÂáÜÖá àÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓâÏÞØ (ÓËÔ. 5). °ÐÂ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÖÔÕËÍÑÌ (ÑÕ
ÔÎÑÄÂ "ÉÅÖÜÂâ", ÕÂÍ ÍÂÍ ÄÆÑÎß ÐÇÇ àÐÇÓÅËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐâáÜÇÅÑÔâ ÒÓÑÙÇÔÔÂ ÍÑÐÙÇÐÕÓËÓÖÇÕÔâ). ¦ÔÎË ÄÞ ÓËÔÖÇÕÇ
ÂÍÍÖÓÂÕÐÑ, ÕÑ ÊÂÏÇÕËÕÇ Ö ÍÂÖÔÕËÍË ÚÇÕÞÓÇ ÕÑÚÍË ÄÑÊÄÓÂÕÂ
(ÅÆÇ ÑÐÂ "ÉÉÇÕ" ÇÜÇ ÔËÎßÐÇÇ).

´ÑÚÐÑÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ: ÍÂÖÔÕËÍÂ ì
àÕÑ ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ
F : ¸! R2 (ÍÑÐÇÚÐÑ, ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÃÑÎÇÇ
ÑÃÜËÇ ÔÎÖÚÂË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ ÑÕ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÂ X ÆÑ àÍÓÂÐÂ Y, ÊÂÆÂÐÐÑÅÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇÏ

¿ÍÄËÆËÔÕÂÐÕÂ

¿ÎÎ ËÒ Ô

t

t

¿Í ÄËÆ
ËÔÕÂÐÕÂ

²ËÔ. 4. ²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÄÐÖÕÓß àÎÎËÒÔÂ.

¬
ÂÖ

ÔÕ
Ë
Í
Â

­
ÖÚ

¡ÔÕ
ÓÑ

Ë
Æ
Â

²ËÔ. 5. ³ËÔÕÇÏÂ ÎÖÚÇÌ, ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ àÎÎËÒÔÖ.
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F : ¸�R! Y, Ô ÎáÃÞÏË ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕâÏË ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÌ
X Ë Y; ÍÂÖÔÕËÍÂ ÎÇÉËÕ Ä Y Ë ÑÃÞÚÐÑ ËÏÇÇÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß,
ÏÇÐßÛÖá ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË Y ÐÂ 1�:

°ÃÝâÔÐÇÐËÇ. ¥Îâ àÎÎËÒÔÂ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ F : S 1�
� R! R2 ËÏÇÇÕ ÚÇÕÞÓÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÕËÒÂ 1:¯Â ÍÂÖÔÕËÍÇ
ËÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÚÇÕÞÓÇ ÕÑÚÍË ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇ-
ÔÍÑÅÑ ÕËÒÂ, ÔÑÇÆËÐÇÐÐÞÇ ÊÄÇÊÆÑÑÃÓÂÊÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ ì
ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÓË ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËË F "ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË" ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ
ÕÑÚÇÍ.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ. £ÞÚËÔÎÇÐËâ (ÒÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÐËÉÇ) ÒÑÍÂÊÞ-
ÄÂáÕ, ÚÕÑ ÍÂÖÔÕËÍÂ ì ÑÅËÃÂáÜÂâ ÔËÔÕÇÏÞ ÐÑÓÏÂÎÇÌ Í
àÎÎËÒÔÖ ì âÄÎâÇÕÔâ ÂÔÕÓÑËÆÑÌ c ÚÇÕÞÓßÏâ ÕÑÚÍÂÏË
ÄÑÊÄÓÂÕÂ.

¡ÔÕÓÑËÆÖ ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÇÜÇ ÕÂÍ:
(1) ÂÔÕÓÑËÆÂ ì àÕÑ ÑÃÓÂÊ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË jzj � 1 ÒÓË

ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËË z 7! z3 � 3�z (Õ.Ç. ÂÔÕÓÑËÆÂ ì àÕÑ ÅËÒÑÙË-
ÍÎÑËÆÂ Ô ÚÇÕÞÓßÏâ ÑÔÕÓËâÏË);

(2) ÂÔÕÓÑËÆÂ ì àÕÑ ÍÓËÄÂâ, ÒÓÑÇÍÕËÄÐÑ ÆÄÑÌÔÕÄÇÐÐÂâ
"ÂÐÕËÑÍÓÖÉÐÑÔÕË": ÍÓËÄÑÌ, ÊÂÆÂÐÐÑÌ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

1

u2
� 1

v2
� 1 ;

(3) ÂÔÕÓÑËÆÂ ì àÕÑ ÍÓËÄÂâ, ÊÂÆÂÄÂÇÏÂâ Ä ÒÑÆØÑÆâÜËØ
Â××ËÐÐÞØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

x2=3 � y2=3 � 1 :

±ÓÑÄÇÓÍÑÌ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÄÔÇ àÕË ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÒÓËÄÑÆâÕ (Ô
ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ ÒÓÑÇÍÕËÄÐÞØ ËÎË Â××ËÐÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÌ) Í ÑÆÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ âÄÎâáÕÔâ ÒÓÑÔÕÞÇ ÄÞÍÎÂÆÍË.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÕÑÚÍÂ z3 � 3�z ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÓË z � exp�ij�
ÅËÒÑÙËÍÎÑËÆÖ Ô ÚÇÕÞÓßÏâ ÑÔÕÓËâÏË, ÕÂÍ ÍÂÍ ÇÇ ÆÄËÉÇÐËÇ
âÄÎâÇÕÔâ ÍÂÚÇÐËÇÏ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÓÂÆËÖÔÂ 1 ÄÐÖÕÓË ÐÇÒÑÆ-
ÄËÉÐÑÌ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÓÂÆËÖÔÂ 4: ¬ÂÚÇÐËÇÏ àÕÑ ÆÄËÉÇÐËÇ
ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÖÅÎÑÄÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÏÇÐßÛÇÌ
ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË ÄÕÓÑÇ ÃÑÎßÛÇ ÖÅÎÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÕÑÚÍË ÍÂÔÂ-
ÐËâ, ÒÑàÕÑÏÖ ÒÓÑÔÍÂÎßÊÞÄÂÐËâ ÐÇÕ.

±ÓË ÖÏÐÑÉÇÐËË z ÐÂ i ÄÇÎËÚËÐÂ z3 � 3�z ÖÏÐÑÉÂÇÕÔâ ÐÂ
ÿi: ±ÑàÕÑÏÖ ÑÃÓÂÊ ËÏÇÇÕ ÔËÏÏÇÕÓËá ÒÑÓâÆÍÂ 4: ¹ÕÑ
ÕÑÚÍÇ z � 1 �j � 0� ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ ÄÑÊ-
ÄÓÂÕÂ ÐÂ ÍÓËÄÑÌ z3 � 3�z, z � exp�ij�, ÎÇÅÍÑ ÔÑÔÚËÕÂÕß:

Re�z3 � 3�z� � cos 3j� 3 cosj � 4ÿ 6j2 �O�j4� ;
Im�z3 � 3�z� � sin 3jÿ 3 sinj � ÿ4j3 �O�j5� :
©ÐÂÚËÕ, ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍÂâ. °ÕÏÇÕËÏ ÕÂÍÉÇ

×ÑÓÏÖÎÞ (ÄÞÕÇÍÂáÜËÇ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ ®ÖÂÄÓÂ cos 3j�
�i sin 3j � �cosj� i sinj�3�

cos 3j� 3 cosj � 4 cos3 j ;

sin 3jÿ 3 sinj � ÿ4 sin3 j ; �4�
ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÕÑÉÇ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍÂâ.

ªÊ ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ×ÑÓÏÖÎ ÄÞÕÇÍÂÇÕ ÔÄÑÌÔÕÄÑ (3) ÅËÒÑÙË-
ÍÎÑËÆÞ Ô ÚÇÕÞÓßÏâ ÑÔÕÓËâÏË. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÇÔÎË z �
� p� iq, ÕÑ p2 � q2 � 1 ÐÂ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË z � exp�ij�, ÅÆÇ
p � cosj, q � sinj.

°ÃÑÊÐÂÚÂâ z3 � 3�z ÚÇÓÇÊ x� iy, ÏÞ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÊ (4)

x � 4p3 ; y � ÿ4q3 ;

Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË p2 � q2 � 1 ÒÓÇÄÓÂÜÂÇÕÔâ Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÂÔÕÓÑËÆÞ (3). ªÊ (3) ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇÏ
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ (2).

±ÑÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÍÂÖÔÕËÍÂ àÎÎËÒÔÂ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ
âÄÎâÇÕÔâ ÂÔÕÓÑËÆÑÌ (Ô ÕÑÚÐÑÔÕßá ÆÑ Â××ËÐÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÌ).

£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ÆÑÍÂÊÂÐÐÞÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ (2) àÕÑ
ÄÞÕÇÍÂÇÕ ËÊ ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ×ÂÍÕÂ.

­ÇÏÏÂ. ®ÐÑÉÇÔÕÄÑ ÐÑÓÏÂÎÇÌ Í àÎÎËÒÔÖ, ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÑÇ ÍÂÍ ÍÓËÄÂâ Ä ÆÄÑÌÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, Â××ËÐÐÑ
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÂÐÕËÑÍÓÖÉÐÑÔÕË.

©ÂÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ àÎÎËÒÔÂ Ä ÄËÆÇ

x2

a2
� y2

b2
� 1 : �5�

¯ÑÓÏÂÎß px� qy � 1 ÒÓÑØÑÆËÕ ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍÖ àÎÎËÒÔÂ
�x0; y0� Ë ÕÂÏ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÂ ÅÓÂÆËÇÐÕÖ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ
×ÑÓÏÞ (5):

px0 � qy0 � 1 ; q � lx0
a2

; ÿp � ly0
b2

;
px0
a2
� qy0

b2
� 0 :

ªÊ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÐÂØÑÆËÏ

x0 � A

p
; y0 � B

q
;

ÅÆÇ

A � a2

a2 ÿ b2
; B � ÿ b2

a2 ÿ b2
:

´ÇÒÇÓß ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÐÑÔÕË ÕÑÚÍË �x0; y0� àÎÎËÒÔÖ
ÆÂÇÕ ÆÎâ �p; q� ÖÔÎÑÄËÇ ÒÓËÐÂÆÎÇÉÐÑÔÕË ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÌ
ÂÐÕËÆÄÑÌÔÕÄÇÐÐÑÌ ÍÓËÄÑÌ Í ÑÍÓÖÉÐÑÔÕË (ÒÓË ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÏ ÄÞÃÑÓÇ ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ ËÊÏÇÓÇÐËâ p Ë q).

©ÂÏÇÚÂÐËÇ 1. ®ÐÇ ÍÂÉÇÕÔâ, àÕÂ ÒÑÓÂÊËÕÇÎßÐÂâ ÂÎÅÇ-
ÃÓÂËÚÇÔÍÂâ ÎÇÏÏÂ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄâÊÂÐÂ Ô ËÊÄÇÔÕÐÞÏ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ àÎÎËÒÔÂ: ÑÔÐÑÄÂÐËâ ÐÑÓÏÂ-
ÎÇÌ Í ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÏ àÎÎËÒÔÂ, ÑÒÖÜÇÐÐÞØ ËÊ ×ÑÍÂÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍË, ÑÃÓÂÊÖáÕ ÑÍÓÖÉÐÑÔÕß.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ 2.·ÑÕâ ÏÞ Ë ÆÑÍÂÊÂÎË ÄÞÛÇ, ÚÕÑ ÍÂÖÔÕËÍÑÌ
àÎÎËÒÔÂ âÄÎâÇÕÔâ ÂÔÕÓÑËÆÂ, ×ÑÍÂÎßÐÞÇ ÕÑÚÍË ÊÂÆÂÚË Ñ
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË ÄÑÎÐ ÄÐÖÕÓß àÎÎËÒÔÂ (ÄÇÓÛËÐÞ
ÂÔÕÓÑËÆÞ) ÐÇ âÄÎâáÕÔâ, ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ×ÑÍÖÔÂÏË
àÎÎËÒÔÂ.

²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ÄÑÎÐ ÄÐÖÕÓß àÎÎËÒÔÂ ÎÇÅÍÑ ÐÂÃÎá-
ÆÂÕß Ä ÚÂÛÍÇ ÚÂâ, ÍÂÒÐÖÄ ÍÂÒÎá ÄÃÎËÊË ÙÇÐÕÓÂ. £ÑÎÐÞ,
ÑÕÓÂÊËÄÛËÔß ÑÕ ÔÕÇÐÑÍ, ÔÑÃËÓÂáÕÔâ Ä ÆËÂÏÇÕÓÂÎßÐÑ
ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉÐÑÌ ÕÑÚÍÇ, ÅÆÇ ÊÂÏÇÕÇÐ ÆÂÉÇ ÐÇÍÑÕÑÓÞÌ
ÄÔÒÎÇÔÍ.

¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÄÑÎÐÞ, ËÔØÑÆâÜËÇ ËÊ ×ÑÍÂÎßÐÑÌ
ÕÑÚÍË àÎÎËÒÔÂ, ÔÑÃËÓÂáÕÔâ Ä ÆÓÖÅÑÌ ×ÑÍÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÇ.
¹ÂÛÍÖ Ô ÕÑÚÍÑÌ ÄÃÎËÊË ÙÇÐÕÓÂÏÑÉÐÑ ÔÚËÕÂÕß àÎÎËÒÔÑÏ Ô
×ÑÍÖÔÑÏ ÒÑÕÑÏÖ, ÚÕÑ ÄÎËâÐËÇ ÏÂÎÑÅÑ àÍÔÙÇÐÕÓËÔËÕÇÕÂ e
àÎÎËÒÔÂ ÐÂ ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÒÑÎÖÑÔÇÌ ì ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
ÏÂÎÑÔÕË �b � a

�������������
1ÿ e2
p

� a�1ÿ e2=2� . . .��, ÒÑàÕÑÏÖ ÐÇ-
àÎÎËÒÕËÚÐÑÔÕßá ÚÂÛÍË ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß.

±ÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÐÂ ÍÂÖÔÕËÍÇ ì ÐÇ ÔÒÇ-
ÙËÂÎßÐÑÇ ÔÄÑÌÔÕÄÑ àÎÎËÒÔÂ. ±ÓË ÊÂÏÇÐÇ àÎÎËÒÔÂ ÐÂ
ÆÓÖÅÖá ÍÓËÄÖá ÏÞ ÒÑÎÖÚËÏ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÍÂÖÔÕËÍ Ë, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÑÒâÕß ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍËÇ. ¯Ñ ËØ
ÚËÔÎÑ ÐÇ ÑÃâÊÂÕÇÎßÐÑ ÓÂÄÐÑ ÚÇÕÞÓÇÏ.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ. ¡ÓËÔÕÑ×ÂÐ Ä "°ÃÎÂÍÂØ" (ÑÍÑÎÑ 450 Å. ÆÑ
Ð.à.) ÖÒÑÏËÐÂÇÕ Ñ ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍÑÏ (áÓËÆËÚÇÔÍÑÏ) ËÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÐËË ÍÂÖÔÕËÍ 4, ÔÑÊÆÂÄÂÇÏÞØÎËÐÊÂÏË, ÍÑÕÑÓÞÇÏÑÉÐÑ

4 ¡ÄÕÑÓ ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ ¶. ¡ËÍÂÓÆË, ÑÃÐÂÓÖÉËÄÛÇÌ àÕÑ.
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ÃÞÎÑ ÍÖÒËÕß Ä ÂÒÕÇÍÇ (ÔÑ ÔÔÞÎÍÑÌ ÐÂ ³ÑÍÓÂÕÂ). ªÔÒÑÎß-
ÊÑÄÂÐËÇ ÔÑÔÕÑâÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÔÉÇÚß ÆÑÍÖÏÇÐÕ, ÐÂØÑÆâ-
ÜËÌÔâ Ä ÓÖÍÂØ ÒÓÑÕËÄÐËÍÂ, ÄÑ ÄÓÇÏâ ÔÖÆÇÃÐÑÅÑ ÒÓÑÙÇÔÔÂ.
¡ÓØËÏÇÆÑÄÞ ÍÂÖÔÕËÍË ÆÄÖÏâ ÔÕÑÎÇÕËâÏË ÒÑÊÉÇ ÃÞÎË
ÅÓÖÃÇÇ.

¤ÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ
°ÕÓÂÉÇÐËÇÏ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ, ÏÐÑÉÇÔÕÄÑ ÐÇÒÑÆÄËÉ-
ÐÞØ ÕÑÚÇÍ ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÄÎâÇÕÔâ ÅËÒÇÓÒÎÑÔÍÑÔÕßá.

¯ÂÃÑÓ ËÊ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÅËÒÇÓÒÎÑÔÍÑÔÕÇÌ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÐÂÃÑÓ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ. ±ÑÓÑÉÆÇÐÐÂâ ËÏË ÅÓÖÒÒÂ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÅÓÖÒÒÑÌ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ, ÇÔÎË ÑÐÂ ÍÑÐÇÚÐÂ.

¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÄÇ ÒÓâÏÞÇ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ
ÅÓÖÒÒÖ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ (ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏÖá I2�p��, ÇÔÎË Ë ÕÑÎßÍÑ
ÇÔÎË ÖÅÑÎ ÏÇÉÆÖ ÒÓâÏÞÏË ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ p=p; ÅÆÇ pìÙÇÎÑÇ.
¿ÕÂ ÅÓÖÒÒÂ I2�p� âÄÎâÇÕÔâ ÅÓÖÒÒÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÌ ÒÓÂÄËÎß-
ÐÑÅÑ p-ÖÅÑÎßÐËÍÂ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË.

£ÔÇ ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ
ÒÇÓÇÚËÔÎÇÐÞ, Ë àÕÑ ÔÑÔÕÂÄÎâÇÕ ÑÆÐÑ ËÊ ÑÔÐÑÄÐÞØ ÆÑÔÕË-
ÉÇÐËÌ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË. µÆËÄËÕÇÎßÐÑ, ÐÑ ÑÕÄÇÕ
ÑÍÂÊÂÎÔâ ÔÄâÊÂÐÐÞÏ ÔÑ ÄÔÇÄÑÊÏÑÉÐÞÏË ÆÓÖÅËÏË ÄÂÉ-
ÐÞÏË ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÏË ÑÃÝÇÍÕÂÏË, ÐÂÒÓËÏÇÓ Ô ÒÓÑ-
ÔÕÞÏË Ë ÃÎËÊÍËÏË Í ÐËÏ (ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË ËÎË ÍÑÏÒÂÍÕ-
ÐÞÏË) ÂÎÅÇÃÓÂÏË ­Ë, ÄÓÑÆÇ O�n�, SO�n�, U�n�, SU�n�,
Spin�n�, Sp�n� Ë Õ.Æ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÔÎÖÚÂÌ ÅÓÖÒÒÞ ÔËÏÏÇÕÓËÌ
ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ I2�3� � A2 (ÑÐ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ
ÂÎÅÇÃÓÇ ­Ë SU�2�� (ÓËÔ. 6).

ªÕÂÍ, ÒÖÔÕß ÐÂ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÕÓË ÒÓâÏÞÇ ÒÑÒÂÓÐÑ ÒÇÓÇÔÇÍÂáÕÔâ Ä ÐÖÎÇ ÒÑÆ ÖÅÎÂÏË
120�. ¤ÓÖÒÒÂ, ÒÑÓÑÉÆÇÐÐÂâ ÑÕÓÂÉÇÐËâÏË Ä ÐËØ, ÔÑÔÕÑËÕ
ËÊ ÛÇÔÕË àÎÇÏÇÐÕÑÄ. ³ ÂÃÔÕÓÂÍÕÐÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ àÕÑ
ÒÓÑÔÕÑ ÅÓÖÒÒÂ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ ÕÓÇØ àÎÇÏÇÐÕÑÄ. (®ÑÉÐÑ
ÒÑÔÑÄÇÕÑÄÂÕß ÑÃÓÂÜÂÕßÔâ Í ÏÑÆÇÎË ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ
Anÿ1 ÄÔâÍËÌ ÓÂÊ, ÍÑÅÆÂ ÄÂÏ ÒÓËØÑÆËÕÔâ ÓÂÃÑÕÂÕß Ô ÒÇÓÇ-
ÔÕÂÐÑÄÍÂÏË ËÊ n àÎÇÏÇÐÕÑÄ.)

°ÓÃËÕÞ ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ I2�3� ÔÑÔÕÑâÕ ÎËÃÑ ËÊ
ÛÇÔÕË àÎÇÏÇÐÕÑÄ (ÐÇ ÎÇÉÂÜËØ ÐÂ ÊÇÓÍÂÎÂØ), ÎËÃÑ ËÊ ÕÓÇØ
(ÑÃÜËÇ ÕÑÚÍË ÐÂ ÊÇÓÍÂÎÂØ), ÆÂ ÇÜÇ ÑÆÐÖ ÑÓÃËÕÖ ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÐÂÚÂÎÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

®ÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÑÓÃËÕ ËÊÖÚËÎ ÑÔÐÑÄÂÕÇÎß ÂÎÅÇÃÓÞ
¶. £ËÇÕ. ¢ÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÕÑÚÍË ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË ÚËÔÎÂÏË. ®Þ ÏÑÉÇÏ ÄÄÇÔÕË Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÇ C3 Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË �z1; z2; z3� ÑÕÓÂÉÇÐËâ Ä ÊÇÓÍÂÎÂØ
zi � zj (ÒÇÓÇÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ zi Ë zj). ±ÑÎÖÚÂÇÏ
ÆÇÌÔÕÄËÇ I2�3� Ä C3: ¥ËÂÅÑÐÂÎß z1 � z2 � z3 ÑÔÕÂÇÕÔâ ÐÂ

ÏÇÔÕÇ. ©ÐÂÚËÕ, Ë àÓÏËÕÑÄÑ ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß
z1 � z2 � z3 � 0 ÑÔÕÂÇÕÔâ ÐÂ ÏÇÔÕÇ.

®Þ ÒÓÑÆÑÎÉËÎË ÆÇÌÔÕÄËÇ I2�3� Ô R2 ÐÂ C2 Ë ÃÖÆÇÏ
ÕÇÒÇÓß ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ ÕÓÇÏâ ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏË ÍÑÑÓÆËÐÂ-
ÕÂÏË zk:

®ÐÑÅÑÚÎÇÐÞ s2 � z1z2 � z2z3 � z3z1 Ë s3 � z1z2z3 ËÐÄÂ-
ÓËÂÐÕÐÞ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÇÌÔÕÄËâ ÅÓÖÒÒÞ, ÍÂÍ Ë s1 � 0:ªÊ
ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÞ Ñ ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËâØ ÔÎÇÆÖÇÕ,
ÚÕÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇÏ ÑÓÃËÕ ÐÂÛÇÅÑ ÆÇÌÔÕÄËâ âÄÎâÇÕÔâ
ÒÎÑÔÍÑÔÕß C 2 Ô ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË �s2; s3�: ¦Ç ÏÑÉÐÑ ÑÕÑÉ-
ÆÇÔÕÄËÕß Ô ÒÎÑÔÍÑÔÕßá ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÑÄ l3 � s2lÿ s3:

®ÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÓÇÅÖÎâÓÐÞØ ÑÓÃËÕ (ÔÑÔÕÑâÜËØ ËÊ
ÛÇÔÕË àÎÇÏÇÐÕÑÄ ÍÂÉÆÂâ) ÏÑÉÐÑ ÑÕÑÉÆÇÔÕÄËÕß Ô ÑÃÎÂ-
ÔÕßá Ä C 2, ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÑÌ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÂÏË ÃÇÊ ÍÓÂÕÐÞØ
ÍÑÓÐÇÌ. °ÔÑÃÞÇ ÑÓÃËÕÞ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÍÓËÄÖá ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÑÄ
Ô ÍÓÂÕÐÞÏË ÍÑÓÐâÏË l3 � s2lÿ s3 � �lÿ u�2�l� 2u�.

£ÆÑÎß àÕÑÌ ÍÓËÄÑÌ s3 � ÿ2u3, s2 � ÿ3u2, ÒÑàÕÑÏÖ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÑÔÑÃÞØ ÑÓÃËÕ ÅÓÖÒÒÞ I2�3� ÇÔÕß ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇ-
ÔÍÂâ ÒÂÓÂÃÑÎÂ (ÓËÔ. 7).

°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÔÄâÊß ÏÇÉÆÖ ÅÓÖÒÒÂÏË ÑÕÓÂÉÇÐËÌ, ÍÂÖ-
ÔÕËÍÂÏË Ë ÄÑÎÐÑÄÞÏË×ÓÑÐÕÂÏË ÄÑÄÔÇ ÐÇ ÑÅÓÂÐËÚËÄÂÇÕÔâ
ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá A2 � I2�3�. ¿ÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÏÑÜÐÖá ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÖá ÕÇØÐËÍÖ ÕÇÑÓËË
ÅÓÖÒÒ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ ÆÎâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÍÂÖÔÕËÍ Ë ÄÑÎÐÑÄÞØ
×ÓÑÐÕÑÄ Ä ÏÐÑÅÑÏÇÓÐÞØ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂØ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ,
[6]).

°ÔÙËÎÎËÓÖáÜËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ
¯.¯. ¢ÑÅÑÎáÃÑÄ ÖÍÂÊÞÄÂÎ ÏÐÇ, ÚÕÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË ÑÃâÊÂÐÞ
ÊÂÐËÏÂÕßÔâ ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ×ËÊËÍÑÌ. "·ÑÓÑÛÖá ÔÕÂÕßá, ì
ÅÑÄÑÓËÎ ÑÐ, ì ÄÔÇ ÓÂÄÐÑ ÒÓÑÚÕÇÕ 1000 ÚËÕÂÕÇÎÇÌ,
ÑÒÖÃÎËÍÖÇÕÇ ÎË £Þ ÇÇ ÍÂÍ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÖá ËÎË ÍÂÍ
×ËÊËÚÇÔÍÖá. ¯Ñ àÕË ÚËÕÂÕÇÎË ì ÏÂÕÇÏÂÕËÍË ÃÖÆÖÕ
ÚËÕÂÕß ÇÇ 100 ÎÇÕ, Â ×ËÊËÍË ÚÇÓÇÊ 100 ÆÐÇÌ ÊÂÃÖÆÖÕ Ñ
ÔÕÂÕßÇ, ÆÂÉÇ ÇÔÎË ÃÖÆÖÕ ÒÑÔÕÑâÐÐÑ Çá ÒÑÎßÊÑÄÂÕßÔâ".

´ÇÑÓËâ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ âÄÎâÇÕÔâ "ÍÄÂÐ-
ÕÑÄÞÏ ÂÐÂÎÑÅÑÏ" ÕÇÑÓËË ÍÂÖÔÕËÍ Ë ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÓÑÐÕÑÄ,
ÐÑ ÄÑÊÐËÍÎÂ ÑÐÂ (ÄÏÇÔÕÇ Ô "ÏÇÕÑÆÑÏ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ"
Ë "ÍÄÂÊËÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÏË ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂÏË") Ä ÓÂÃÑÕÂØ ¬ÂÓ-
ÎÖÚÚË Ë ÁÍÑÃË ÐÂÚÂÎÂ XIX ÄÇÍÂ, ÒÑÔÄâÜÇÐÐÞØ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍÂÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ, ÐÖÉÐÞØ ÆÎâ ÓÂÔÚÇÕÂ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä
ÐÇÃÇÔÐÑÌ ÏÇØÂÐËÍÇ 5.

¬ÂÏÇÓÂ
£ÇÌÎâ

©ÇÓÍÂÎÑ

¬Ñ
ÐÖ
Ô

³Ò
ÓË
ÐÅÇ

ÓÂ

²ËÔ. 6. ©ÇÓÍÂÎÂ ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ A2.

²ÇÅÖÎâÓÐÂâ
ÑÓÃËÕÂ

°ÃÓÂÊ
ÍÂÏÇÓÞ
£ÇÌÎâ

s2

s3

®
ÐÑ
ÅÑ
ÑÃ

ÓÂ
ÊË
Ç

ÑÔ
ÑÃ
ÞØ

ÑÓ
ÃË
Õ

°ÃÎÂÔÕß
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞØ
ÑÓÃËÕ

²ËÔ. 7.®ÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÑÓÃËÕ ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ A2.

5 ¡ÄÕÑÓ ÃÎÂÅÑÆÂÓÇÐ ³. ¤ÓÂ××Ë, ÖÍÂÊÂÄÛÇÏÖ ÐÂ àÕË ÓÂÃÑÕÞ.
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°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. °ÔÙËÎÎËÓÖáÜËÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ Ô ×ÂÊÑÌ S;
ÂÏÒÎËÕÖÆÑÌ a Ë ÆÎËÐÑÌ ÄÑÎÐÞ h ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ

I�h� �
�1
ÿ1

exp

�
iS�x�
h

�
a�x� dx :

¹ÂÔÕÑ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÕÔâ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ×ÂÊÂ, ÂÏÒÎËÕÖÆÂ Ë
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ, Â ÂÓÅÖÏÇÐÕ xÏÐÑÅÑÏÇÓ-
ÐÞÌ (x 2 Rn) (ÓËÔ. 8).

±ÓËÏÇÓ 1. ªÐÕÇÅÓÂÎ ¶ÓÇÐÇÎâ

I�h� �
�1
ÿ1

cos

�
x2

h

�
dx � Chn=2 :

¦ÔÎË ×ÂÊÂ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÕÑÚÇÍ, ÕÑ ËÐÕÇÅÓÂÎ
ÖÃÞÄÂÇÕ (ÒÓË h! 0) ÃÞÔÕÓÇÇ ÎáÃÑÌ ÔÕÇÒÇÐË h ÄÔÎÇÆÔÕÄËÇ
ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐÙËË ÄÍÎÂÆÑÄ ÃÎËÊÍËØ ÕÑÚÇÍ x:°ÍÑÎÑ ÑÃÞÚÐÑÌ
(ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÌ) ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÔÑÊÆÂÇÕÔâ "ÑÃÎÂÔÕß
ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ×ÂÊÞ", ÅÆÇ S ÏÂÎÑ ÏÇÐâÇÕÔâ Ë ËÐÕÇÓ×ÇÓÇÐ-
ÙËâ ÑÔÎÂÃÎÇÐÂ, ÓÂÆËÖÔÂ ÒÑÓâÆÍÂ

���
h
p

; ÚÕÑ Ë ÒÓËÄÑÆËÕ Ä n-
ÏÇÓÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ Í ËÐÕÇÅÓÂÎÖ ÒÑÓâÆÍÂ hn=2: ¿ÕÑ ÔÕÓÑÅÑ
ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓËÄÇÆÇÐËÇÏ Í ÔÖÏÏÇ ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ (ËÎË
ÓÂÊÐÑÔÕË) ÊÂÏÇÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ x (ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ
ÎÇÏÏÂ ®ÑÓÔÂ).

±ÓËÏÇÓ 2. ªÐÕÇÅÓÂÎ ¿ÌÓË. ¦ÔÎË ×ÂÊÂ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ, ÕÑ ÒÓË ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ ×ÂÊÞ S ÏÑÉÇÕ ÔÕÂÕß ÄÞÓÑÉÆÇÐÐÑÌ Ë
ÎÇÏÏÂ ®ÑÓÔÂ ÕÂÏ ÐÇ ÒÓËÏÇÐËÏÂ. ±ÓÑÔÕÇÌÛËÌ ÔÎÖÚÂÌ
àÕÑÅÑ ÓÑÆÂ ì ×ÂÊÂ S�x� � x3 � lx, ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂ l: ±ÓË ÒÓÑØÑÉÆÇÐËË l ÚÇÓÇÊ 0 ÔÎËÄÂáÕÔâ ÆÄÇ
ÒÓÑÔÕÞÇ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÕÑÚÍË.

£ÑÊÐËÍÂáÜÂâ ÒÓË ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÏ ÊÐÂÚÇÐËË ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ
l � 0 ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ ×ÂÊÞ S�x� � x3 ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÆÄÖÍÓÂÕÐÑÌ Ë ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ A2 (ÑÃÞÚÐÂâ, ÐÇÄÞÓÑÉ-
ÆÇÐÐÂâ ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ A1).

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ

I�h� �
�1
ÿ1

exp

�
i�x3 � ax� b�

h

�
dx

ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ¿ÌÓË.
°Ð ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÔÄÇÕÂ ÄÃÎËÊË ÍÂÖÔÕËÍË (A1

ÑÕÄÇÚÂÇÕ ÔÄÇÕÖ Ä ÑÃÞÚÐÑÌ ÕÑÚÍÇ).
´ÑÚÐÇÇ, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ËÔÕÑÚÐËÍ ÔÄÇÕÂ Y Ë àÍÓÂÐ X:

±ÖÔÕß ÑÒÕËÚÇÔÍÂâ ÆÎËÐÂ ÒÖÕË ÑÕ ÕÑÚÍË y ËÔÕÑÚÐËÍÂ ÆÑ
ÕÑÚÍË x àÍÓÂÐÂ ÓÂÄÐÂ S�x; y�: ªÔÕÑÚÐËÍ Ë àÍÓÂÐ ÊÆÇÔß
ÏÑÉÐÑ ÆÎâ ÐÂÚÂÎÂ ÔÚËÕÂÕß ÒÑÆÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâÏË Ä ÇÄÍÎË-
ÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ S�x; y� ì ÒÓÑÔÕÑ
ÇÄÍÎËÆÑÄÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ ÑÕ x ÆÑ y:

£ÎËâÐËÇ ÔÄÇÕÂ ËÊ ËÔÕÑÚÐËÍÂ y Ä ÕÑÚÍÇ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ x
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÑ exp�iS=h�; ÍÑà××ËÙËÇÐÕ ÒÓÑÒÑÓÙËÑ-
ÐÂÎßÐÑÔÕË ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ËÔÕÑÚÐËÍÂ Ä y Ë ÑÕ
ÑÔÎÂÃÎÇÐËâ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜÇÅÑÔâ ÔÄÇÕÂ ÊÂ ÔÚÇÕ ÓÂÔØÑÉ-

ÆÇÐËâ ÎÖÚÇÌ. ¿ÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÂÏÒÎËÕÖÆÐÑÏÖ ×ÂÍÕÑÓÖ
a�x; y�:

ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ¿ÌÓË ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÄÞÄÑÆÖ,
ÚÕÑ ÒÓË n-ÏÇÓÐÑÏ ËÔÕÑÚÐËÍÇ I0; b�h� � hn=2ÿ1=6, Õ.Ç. ÚÕÑ
ÒÓË ÒÑÆØÑÆÇ Í ÍÂÖÔÕËÍÇ �a � 0� ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß ÔÄÇÕÂ ÄÑ
ÏÐÑÅÑ (Ä hÿ1=6) ÓÂÊ ÃÑÎßÛÇ ÑÃÞÚÐÑÌ.

±ÑÍÂÊÂÕÇÎß 1=6 ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÏ ÑÔÑÃÑÔÕË
(Ò.Ñ.) ËÐÕÇÅÓÂÎÂ. £ ÃÎËÊÍËØ Í ÍÂÖÔÕËÍÇ ÕÑÚÍÂØ ËÐÕÇÅÓÂÎ
ÄÔÇ ÓÂÄÐÑ ÑÙÇÐËÄÂÇÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÑÌ Chn=2ÿ1=6, ÅÆÇ ÍÑà××Ë-
ÙËÇÐÕ C ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑ ÑÅÓÂÐËÚÇÐ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÕÑÚÍË
ÍÂÖÔÕËÍË ÕËÒÂ A2:

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÑÙÇÐÍË ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÆÎâ ÄÔÇØ ÑÃÜËØ
ÑÆÐÑÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÔÇÏÇÌÔÕÄ ×ÂÊÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ. ¥ÇÎÑ
Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÑÐË ÒÓËÄÑÆâÕÔâ Í ÄËÆÖ x3 � ax ÊÂÏÇÐÑÌ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x: ±ÓË ÚËÔÎÇ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ k > 1 ÄÑÊÏÑÉÐÞ
ÃÑÎÇÇ ÔÎÑÉÐÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÍÂÖÔÕËÍ, ÅÆÇ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß
ÔÄÇÕÂ ÇÜÇ ÃÑÎßÛÇ:

k � 2 ; A3 S � x4 � ax2 � bx; p:o: � 1=4 ;

k � 3 ; A4 S � x5� ax3 � bx2 � gx; p:o: � 3=10 ;

k � 3 ; D�4 S � x21x2 � x32� ax22 � bx1� gx2; p:o: � 1=3 ;

k � 3 ; Dÿ4 S � x21x2 ÿ x32� ax22 � bx1� gx2; p:o: � 1=3 :

²ÂÊÖÏÇÇÕÔâ, ÔÂÏÂ ÄÇÎËÚËÐÂ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ËÏÇÇÕ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍÖ Chn=2ÿ�p:o:�, ÊÂÄËÔâÜÖá ÑÕ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ËÔÕÑÚÐËÍÂ n
Ë, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË n � 3 ËÔÕËÐÐÂâ ÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ×ÑÓÏÂ A3

ËÏÇÇÕ ÄËÆ

S � x41 � x22 � x23 � ax21 � bx1 :

±ÑÍÂÊÂÕÇÎß ÑÔÑÃÑÔÕË ÖÚËÕÞÄÂÇÕ ÎËÛß, ÄÑ ÔÍÑÎßÍÑ ÓÂÊ (Ä
hÿ�p:o:�) ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ ÒÓË ÒÑÆØÑÆÇ Í ÍÂÖ-
ÔÕËÍÇ Ë Í ÇÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâÏ.

±ÓË ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÐÂÃÎáÆÇÐËâ �k � 3� Ä
ÑÃÜÇÏ ÕËÒËÚÇÔÍÑÏ ÔÇÏÇÌÔÕÄÇ ÎÖÚÇÌ ÑÕ n-ÏÇÓÐÑÅÑ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÂ ÐÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ËÐÞØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ, ÍÓÑÏÇ ÒÇÓÇ-
ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÊÆÇÔß (ÏÞ ÔÇÌÚÂÔ ÑÒËÛÇÏ, ÍÂÍ ÔÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÄËÆ ×ÖÐÍÙËË S ÐÂ ×ÑÓÏÇ ÍÂÖÔÕËÍË).

³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÑÔÑÃÑÔÕË Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ÐËÅÆÇ ÐÇ ÒÓÇÄÊÑÌÆÇÕ 1=3. ¬ÂÍ ÏÞ ÔÇÌÚÂÔ ÒÑÍÂÉÇÏ,
ÊÐÂÚÇÐËâ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ 1=3 Ë 3=10 ÃÖÆÖÕ ÆÑÔÕËÅÂÕßÔâ ÎËÛß
Ä ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÕÑÚÍÂØ �D4 Ë A4�; Â ÊÐÂÚÇÐËÇ 1=4ì ÐÂ ÎËÐËË
A3 (ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÍÂÖÔÕËÍË).

ªÏÇÐÐÑ àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÒÑÎÖÚÇÐÐÞÌ Ä ÊÂÏÇÕÍÇ [7],
ÒÑÔÎÖÉËÎ ÑÔÐÑÄÑÌ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÕÇÑÓËË ÍÂÖÔÕËÍ Ë ÄÑÎÐÑ-
ÄÞØ ×ÓÑÐÕÑÄ Ä ËØ ÔÄâÊË Ô ÅÓÖÒÒÂÏË ÑÕÓÂÉÇÐËÌ.

£ àÕÑÌ ÊÂÏÇÕÍÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎËÔß ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÏÑÆÇÎË
ÐÂÅÓÇÄÂ àÎÇÍÕÓÑÐÐÞØ ÔØÇÏ. ©ÐÂÐËÇ ÕÑÅÑ, ÍÂÍÑÄ ÔÂÏÞÌ
ÄÞÔÑÍËÌ ÎÑÍÂÎËÊÑÄÂÐÐÞÌ Ä ÕÑÚÍÇ ÒËÍ ÐÂÅÓÇÄÂ, ÊÆÇÔß
ÑÚÇÐß ÄÂÉÐÑ, ÒÑàÕÑÏÖ ÄÑÒÓÑÔ Ë ÃÞÎ ÏÐÇ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐ
£.±. ®ÂÔÎÑÄÞÏ Ä ®ª¿® Ä ÓÂÏÍÂØ ÓÂÃÑÕÞ ÒÑ ØÑÊÆÑÅÑ-
ÄÑÓÖ.

µÔÒÇØ ÃÞÎ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ÏÑÇÏ ÐÂÃÎáÆÇÐËË ÐÇÑÉËÆÂÐ-
ÐÑÌ ÔÄâÊË ÕÂËÐÔÕÄÇÐÐÞØ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ ÑÔÑÃÑÔÕË ÕËÒËÚÐÞØ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ Ô "ÚËÔÎÂÏË ¬ÑÍÔÇÕÇÓÂ" ÅÓÖÒÒ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ
(ÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÞÏË ÐËÉÇ).

°ÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÍÂÖÔÕËÍ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔÄÇÕÑÄÖá ÔËÔÕÇÏÖ, ÊÂÆÂÐÐÖá ÑÒÕËÚÇÔÍÑÌ
ÆÎËÐÑÌ ÒÖÕË S�x; y� ÑÕ ÕÑÚÍË ËÔÕÑÚÐËÍÂ �x� ÆÑ ÕÑÚÍË
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ �y�: ¯ÂËÃÑÎßÛËÌ ÄÍÎÂÆ Ä
ÑÔÄÇÜÇÐÐÑÔÕß Ä y ÆÂáÕ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÕÑÚÍË ×ÂÊÞ ÍÂÍ
×ÖÐÍÙËË ÑÕ x; ÅÆÇ qS=qx � 0:

I � ���
h
p

� h

x

� ���
h
p
A2

²ËÔ. 8.ªÐÕÇÅÓÂÎ ÑÕ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÌ ×ÖÐÍÙËË ÏÂÎ.
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¬ÂÖÔÕËÍÂ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÂ ÕÇÏË ÕÑÚÍÂÏË y; ÅÆÇ ØÑÕâ ÃÞ
ÑÆÐÂ ËÊ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÕÑÚÇÍ ÄÞÓÑÉÆÇÐÂ, Õ.Ç. ÅÇÔÔËÂÐ
det q2S=qx2
ÿ �

ÓÂÄÇÐ Ä ÐÇÌ ÐÖÎá:

C �
�
y : 9x :

qS
qx
� 0 ; det

�
q2S
qx2

�
� 0

�
:

ªÐÞÏË ÔÎÑÄÂÏË, ÐÖÉÐÑ ÓÂcÔÏÑÕÓÇÕß "ÍÓËÕËÚÇÔÍÖá
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß" (ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÓÂÄÐÑÌ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË ÏÐÑÅÑ-
ÑÃÓÂÊËâ ÐÂÃÎáÆÇÐËâ y) Ä ÒÓâÏÑÏ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËË X� Y;
ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÖá ÍÓËÕËÚÇÔÍËÏË ÕÑÚÍÂÏË ×ÖÐÍÙËÌ S��; y�,
Õ.Ç. ÊÂÆÂÐÐÖá ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ qS=qx � 0; Ë ÊÂÕÇÏ ÔÒÓÑÇÙËÓÑ-
ÄÂÕß ÇÇ ÐÂ Y ÄÆÑÎß X: ®ÐÑÉÇÔÕÄÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
àÕÑÅÑ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÑÆÐÑÅÑ k-ÏÇÓÐÑÅÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ ÐÂ
ÆÓÖÅÑÇ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÍÂÖÔÕËÍÑÌ ÆÂÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÄÑÎÐ (ËÎË
ÎÖÚÇÌ).

³ÎÖÚÂÌ A2. S � x31 � x1y1 � x22 � . . .� x2k. ¬ÓËÕËÚÇÔÍÂâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß 3x21 � y1 � 0, x2 � . . . � xk � 0, q2S=qx21 �
� 6x1 � 0: ¬ÂÖÔÕËÍÂ: y1 � 0 (ÒÓË n > 1 àÕÑ �nÿ 1�-ÏÇÓÐÂâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß). £ ÔÎÖÚÂÇ ¶ÓÇÐÇÎâ �n � 1� ÍÂÖÔÕËÍÂ ì ÑÆÐÂ
ÕÑÚÍÂ ÐÂ ÒÓâÏÑÌ.

³ÎÖÚÂÌ A3. S � x41 � x21y1 � x1y2. ¬ÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß 4x31 � 2x1y1 � y2 � 0: ¬ÂÖÔÕËÍÂ (ÔÓ. ÔÎÖÚÂÌ (1)
ÄÄÇÆÇÐËâ): y1 � ÿ6x21, y2 � 8x31 ì ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍÂâ ÒÂÓÂ-
ÃÑÎÂ y31 � const y22.

£ ÔÎÖÚÂÇ n � 2 ÆÓÖÅËØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ, ÍÓÑÏÇ ÕÑÚÍË
ÄÑÊÄÓÂÕÂ, A3 ÍÂÖÔÕËÍÂ ÑÃÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÞ ÎÖÚÇÌ ÐÇ ËÏÇÇÕ.
°ÔÑÃÇÐÐÑÔÕß A3 ÆÑÔÕÂÄÎâÇÕ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÔËÔÕÇÏÂ ÐÑÓÏÂ-
ÎÇÌ Í àÎÎËÒÔÖ.

£ ÔÎÖÚÂÇ n > 3 ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß A3 ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÐÂ "ÓÇÃÓÇ
ÄÑÊÄÓÂÕÂ" ÍÑÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË 2 (ÍÓËÄÑÌ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÍÂÖÔÕËÍË Ä
ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÒÓË n � 3) (ÓËÔ. 9).

±ÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍËÏ àÕÑ ÓÇÃÓÑ ÄÑÊÄÓÂÕÂ âÄÎâÇÕÔâ Ä ÕÑÏ
ÔÏÞÔÎÇ, ÚÕÑ ÕÓÂÐÔÄÇÓÔÂÎßÐÂâ ÇÏÖ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÕ
ÍÂÖÔÕËÍÖ ÒÑ ÍÓËÄÑÌ Ô ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá.

³ÎÖÚÂÌ D4. k � 2, n � 3. £ àÕËØ ÆÄÖØ ÔÎÖÚÂâØ D�4 Ë Dÿ4
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÒÓÑÄÇÆÇÐÐÞÏ ÄÞÛÇ, ÖÉÇ ÆÎËÐ-
ÐÇÇ, Ë ËØ ÎÖÚÛÇ ÒÓÑÄÑÆËÕß, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ,
ÍÂÍ â ÑÃÝâÔÐá ÐËÉÇ.

°ÕÄÇÕÞ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÆÑÄÑÎßÐÑ ÒÓÑÔÕÞ: Ä ÔÎÖÚÂÇDÿ4
(ÒËÓÂÏËÆÂ) ÍÂÖÔÕËÍÂ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÖÔÕÓÑÇÐÂ ÍÂÍ ÆÄÖÔÕÑ-
ÓÑÐÐââ ÕÓÇØÅÓÂÐÐÂâ ÒËÓÂÏËÆÂ, ÓÇÃÓÂ ÍÑÕÑÓÑÌ ì ÕÓË
ÅÎÂÆÍËÇ ÍÂÔÂáÜËÇÔâ Ä ÄÇÓÛËÐÇ ÒÂÓÂÃÑÎÞ ì âÄÎâáÕÔâ
ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÏË ÐÂÓÖÉÖ ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍËÏË ÓÇÃÓÂÏË ÄÑÊ-
ÄÓÂÕÂ (ÓËÔ. 10).

£ ÔÎÖÚÂÇ D�4 ÍÂÖÔÕËÍÂ Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÕÂ ÉÇ
ÔÂÏÂâ, ÐÑ Ä ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÆÓÖÅÂâ
("ÍÑÛÇÎÇÍ") (ÓËÔ. 11). ´ÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË àÕÑÕ ÍÑÛÇÎÇÍ
ÒÑÆÑÃÇÐ ÒÂÓÇ ÅÎÂÆÍËØ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ z � �xy; ÐÑ Ä ÆÇÌÔÕ-
ÄËÕÇÎßÐÑÔÕË ÍÂÉÆÂâ ËÊ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕÇÌ ÐÇ ÄÒÑÎÐÇ ÅÎÂÆÍÂâ:
ÑÆÐÂ ËÏÇÇÕ ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÃÓÑ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÐÂÆ ÆËÂÅÑ-

ÐÂÎßá x � y > 0; Â ÄÕÑÓÂâ ÆÎâ x � y < 0: ²ÇÃÓÂ ÐÂÒÓÂÄ-
ÎÇÐÞ Ä ÑÃÑËØ ÔÎÖÚÂâØ ÍÑ ÄÕÑÓÑÌ ÚÂÔÕË ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË.

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÑ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÇ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕË ÒËÓÂÏËÆÞ Ë ÍÑÛÇÎßÍÂ ËÏÇáÕ ÔÕÑÎß ÓÂÊÐÞÇ
ÅÓÖÒÒÞ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÔËÏÏÇÕÓËÌ.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ. ±ÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ËÐÕÇÓÇÔ (ÆÂÉÇ Ô ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ ÕÇÑÓËË ÚËÔÇÎ, ÅÆÇ ÕÂÍÉÇ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÂÔËÏÒÕÑ-
ÕËÍË ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ì ËÏÇÐÐÑ àÕËÏ ÒÓÑ-
ÔÎÂÄËÎÔâ ª.®. £ËÐÑÅÓÂÆÑÄ) ÒÑÎÖÚËÕß ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÃÑÎÇÇ
ÕÑÚÐÖá ÑÙÇÐÍÖ ÒÑÄÇÆÇÐËâ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
ÒÓË ÒÑÆØÑÆÇ Í ÍÂÖÔÕËÍÇ.

¡ÔËÏÒÕÑÕËÍÂ ÄÐÇ ÍÂÖÔÕËÍË ËÏÇÇÕ ÄËÆ ÔÖÏÏÞ ×ÓÇÐÇ-
ÎÇÄÔÍËØ ÄÍÎÂÆÑÄ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÕÑÚÇÍ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ
ÂÏÒÎËÕÖÆ ÍÑÕÑÓÞØ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÊÂÏÇÐÞ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ,
ÒÓËÄÑÆâÜÇÌ ×ÂÊÖ Í ÄËÆÖ ÔÖÏÏÞ ÍÄÂÆÓÂÕÑÄ:

I�y� � ÿS�Csh�n=2
�
; Cs � 1

dets

�
q2S
qx2

�
: �6�

±ÓË ÒÓËÃÎËÉÇÐËË Í ÍÂÖÔÕËÍÇ ÑÆËÐ ËÊ dets ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í 0,
ÕÂÍ ÚÕÑ ÑÙÇÐÍÂ ÃÑÎÇÇ ÐÇ ËÏÇÇÕ ÄËÆÂ Chn=2: °ÆÐÂÍÑ ¬ÑÎÇÐ
ÆÇ £ÇÓÆßÇÓ ÄÞÔÍÂÊÂÎ ÅËÒÑÕÇÊÖ, ÚÕÑ ÕÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇ-
ÐËÇ (6) ÑÔÕÂÇÕÔâ ÓÂÄÐÑÏÇÓÐÑÌ ÑÙÇÐÍÑÌ ÄÐÇ ÍÂÖÔÕËÍË ÆÂÉÇ
ÄÃÎËÊË ÇÇ ÒÎÑØËØ ÕÑÚÇÍ. °Ð ÆÑÍÂÊÂÎ àÕÑ ÆÎâ ÕÑÚÇÍ A2, A3,
A4, D4 Ë ÄÑÑÃÜÇ ÆÎâ ÄÔÇØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ×ÂÊÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËË
S ÑÃÜÇÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ, ÊÂÄËÔâÜËØ ÐÇ ÃÑÎÇÇ ÚÇÏ ÑÕ ÔÇÏË
ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ y (ÏÞ ÖÄËÆËÏ ÐËÉÇ, ÚÕÑ ËÏÇÐÐÑ àÕÑ ÖÔÎÑÄËÇ
ÅÂÓÂÐÕËÓÖÇÕ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÖá ÒÓÑÔÕÑÕÖ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÌ, Â
ÕÂÍÉÇ ËØ ÔÄâÊß Ô ÒÓÑÔÕÞÏË ÂÎÅÇÃÓÂÏË ­Ë).

µÍÓÂËÐÔÍËÌ ÄÂÅÂÐÕ Ë ×ËÎÑÔÑ× ¤. ³ÍÑÄÑÓÑÆÂ ÆÂÄÐÑ
ÖÉÇ ÒÑÃÎÂÅÑÆÂÓËÎ ³ÑÊÆÂÕÇÎâ ÊÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÑÐ ÔÑÊÆÂÎ ÄÔÇ
ÐÖÉÐÑÇ ÒÓÑÔÕÞÏ, Â ÄÔÇ ÔÎÑÉÐÑÇ ì ÐÇÐÖÉÐÞÏ. ©ÆÇÔß
ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÃÇÊÖÍÑÓËÊÐÇÐÐÂâ Ä ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÏ
ÔÏÞÔÎÇ ÎÑÅËÍÂ, ÍÂÉÇÕÔâ ÐÇÆÑÔÕÖÒÐÂâ ÐÇÍÑÕÑÓÞÏ ×ËÊË-
ÍÂÏ (¨¿´¶ ÐÇ ÒÓËÐâÎ Ä ÔÄÑÇ ÄÓÇÏâ ËÐÕÇÓÇÔÐÖá ÔÕÂÕßá
ÑÃ ÂÆËÂÃÂÕËÚÇÔÍËØ ËÐÄÂÓËÂÐÕÂØ, "ÕÂÍ ÍÂÍ ÂÄÕÑÓ ÖÕÄÇÓÉ-
ÆÂÎ, ÚÕÑ ËÊ ¡ ÔÎÇÆÖÇÕ £, Ä ÕÑ ÄÓÇÏâ ÍÂÍ ÍÂÉÆÞÌ ×ËÊËÍ", ì
ÒÑ ÔÎÑÄÂÏ ÊÂÏ. ÅÎ. ÓÇÆ. ¨¿´¶, ì "ÊÐÂÇÕ, ÚÕÑ ¡ ËÊ £ ÐÇ
ÔÎÇÆÖÇÕ!").

A2

A3

¬ÂÖÔÕËÍÂ

²ËÔ. 9. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕß A3 ÍÂÍ ÓÇÃÓÑ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÍÂÖÔÕËÍË.

A3

Dÿ4

A3

A3

A3

A3

²ËÔ. 10.±ËÓÂÏËÆÂ Dÿ4 .

A2

A3

A3

A2

D�4

²ËÔ. 11. ¬ÑÛÇÎÇÍ D�4 .

´. 169, å 12] ®¡´¦®¡´ª¬¡ ª ¶ª©ª¬¡: ²°¥ª´¦­¾ ª ¥ª´Á ª­ª ³¦³´²½? 1317



¬ÂÖÔÕËÍË Ë ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ
³ ÅÓÖÒÒÑÌ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ ÏÞ ÔÄâÊÂÎË ÄÞÛÇ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ
ÑÓÃËÕ Ë Ä ÐÇÏ ÒÑÆÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ (Ô ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâÏË)
ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÞØ ÑÓÃËÕ. ³ÂÏÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÑÓÃËÕ ÅÓÖÒÒÞ
ÑÕÓÂÉÇÐËÌ ÄÔÇÅÆÂ ÅÎÂÆÍÑÇ. ¿ÕÑ ì ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÕÇÑÓÇÏÞ Ñ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËâØ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÅÓÖÒÒÞ
ÔËÏÏÇÕÓËÌ k-ÏÇÓÐÑÅÑ ÔËÏÒÎÇÍÔÂ Ak:

±ÓËÄÇÆÖ ÊÆÇÔß ÔÂÏÖ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËá ÅÓÖÒÒ ÇÄÍÎËÆÑ-
ÄÞØ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ. ÁÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÓâÏÑÇ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÅÓÖÒÒÞ Ä
Rm ÐÂ ÅÓÖÒÒÖ Ä Rn âÄÎâÇÕÔâ ÅÓÖÒÒÑÌ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ Ä Rm�n:
¥ÇÌÔÕÄËÇ ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ Ä ÇÄÍÎËÆÑÄÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞÏ, ÇÔÎË Ö ÐÇÅÑ ÐÇÕ ÐÇÕÓËÄËÂÎß-
ÐÑÅÑ ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÅÑ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÄÔÇÌ ÅÓÖÒÒÞ.

£ÔâÍÂâ ÅÓÖÒÒÂ ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ âÄÎâÇÕÔâ ÒÓÑ-
ËÊÄÇÆÇÐËÇÏ ÐÇÒÓËÄÑÆËÏÞØ, ÍÑÕÑÓÞÇ Ë ÑÔÕÂÇÕÔâ ÑÒËÔÂÕß.

¯ÇÒÓËÄÑÆËÏÞÇ ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ ÆÇÎâÕÔâ ÐÂ ÆÄÂ
ÍÎÂÔÔÂ: ÍÓËÔÕÂÎÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÇ ÅÓÖÒÒÞ Ä RN; ÔÑØÓÂÐâá-
ÜËÇ ÐÇÍÑÕÑÓÖá ÓÇÛÇÕÍÖ ZN ÎËÐÇÌÐÞØ ÙÇÎÑÚËÔÎÇÐÐÞØ
ÍÑÏÃËÐÂÙËÌ N ÎËÐÇÌÐÑ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ, Ë ÐÇÍÓË-
ÔÕÂÎÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÇ.

¬ÓËÔÕÂÎÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÇ ÅÓÖÒÒÞ ÑÃÓÂÊÖáÕ ÚÇÕÞÓÇ ÃÇÔ-
ÍÑÐÇÚÐÞØ ÔÇÓËË

Ë ÒâÕß ËÔÍÎáÚËÕÇÎßÐÞØ ÅÓÖÒÒ

©ÆÇÔß ÆËÂÅÓÂÏÏÞ ÖÍÂÊÞÄÂáÕ ÓÂÔÒÑÎÑÉÇÐËÇ ÒÑÓÑÉÆÂá-
ÜËØ ÊÇÓÍÂÎ. ¬ÓÖÉÑÍ ÐÂ ÆËÂÅÓÂÏÏÇ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÃÂÊËÔÐÞÌ
ÄÇÍÕÑÓ, ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÞÌ ÊÇÓÍÂÎÖ. °ÕÓÇÊÑÍ ÏÇÉÆÖ ÆÄÖÏâ
ÍÓÖÉÍÂÏË ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÖÅÑÎ Ä 120�, Â ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ ÑÕÓÇÊÍÂ ì
ÖÅÑÎ Ä 90�, ÆÄÂ ÑÕÓÇÊÍÂ ì ÖÅÑÎ Ä 135�, ÕÓË ì Ä 150�.

©ÐÂÍ > ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ ÐÂ ÆÎËÐÞ ÃÂÊËÔÐÞØ ÄÇÍÕÑÓÑÄ: ÒÑ
ÑÆÐÖ ÔÕÑÓÑÐÖ ÑÕ ÐÇÅÑ ÑÐË Ä

���
2
p

ÓÂÊ ÃÑÎßÛÇ. ªÐÆÇÍÔ k ì
àÕÑ ÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ (Ë ÚËÔÎÑ ÍÓÖÉÍÑÄ Ä ÆËÂ-
ÅÓÂÏÏÇ).

¥ËÂÅÓÂÏÏÞ àÕÑÅÑ ÓÑÆÂ ÊÂÄÇÆÑÏÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎËÔß
¬ÑÍÔÇÕÇÓÑÏ Ë £ËÕÕÑÏ, ÒÑàÕÑÏÖ ËØ ÑÃÞÚÐÑ ÐÂÊÞÄÂáÕ
ÆËÂÅÓÂÏÏÂÏË ¥ÞÐÍËÐÂ.

±ÓËÏÇÓ. B2 Ë C2 ì ÅÓÖÒÒÞ ÔËÏÏÇÕÓËÌ ÍÄÂÆÓÂÕÂ, B3 Ë
C3 ì ÍÖÃÂ. ²ÂÊÎËÚËÇ Bk Ë Ck ÕÑÎßÍÑ Ä ÓÇÛÇÕÍÂØ, ÒÑÓÑÉ-
ÆÇÐÐÞØ ÃÂÊËÔÐÞÏË ÄÇÍÕÑÓÂÏË: ÔÂÏË ÊÇÓÍÂÎÂ (Â ÊÐÂÚËÕ, Ë
ÅÓÖÒÒÞ) ÑÆËÐÂÍÑÄÞ.

¯ÇÍÓËÔÕÂÎÎÑÅÓÂ×ËÚÇÔÍËÇ ÅÓÖÒÒÞ ÇÄÍÎËÆÑÄÞØ ÑÕÓÂ-
ÉÇÐËÌ:

I2�p� ì ÅÓÖÒÒÂ ÔËÏÏÇÕÓËÌ ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ p-ÖÅÑÎßÐËÍÂ
ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË, p 6� 2, 3, 4, 6;

H3 ì ÅÓÖÒÒÂ ÔËÏÏÇÕÓËÌ ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ ËÍÑÔÂàÆÓÂ Ä R3;
H4 ìÅÓÖÒÒÂ ÔËÏÏÇÕÓËÌ ÒÓÂÄËÎßÐÑÅÑ ÅËÒÇÓËÍÑÔÂàÆÓÂ

Ä R4.
ªÍÑÔÂàÆÓ ËÏÇÇÕ 20 ÅÓÂÐÇÌ, 12 ÄÇÓÛËÐ, ÅÓÖÒÒÖ ÆÄËÉÇ-

ÐËÌ ËÊ 60 àÎÇÏÇÐÕÑÄ ËÊ SO�3�; ÅÓÖÒÒÖ ÔËÏÏÇÕÓËÌ ËÊ 120
àÎÇÏÇÐÕÑÄ ËÊ O�3�:

¤ËÒÇÓËÍÑÔÂàÆÓ ËÏÇÇÕ 120 ÄÇÓÛËÐ Ë 600 ÅÓÂÐÇÌ
(ÕÇÕÓÂàÆÓÑÄ). ¹ÕÑÃÞ ÇÅÑ ÒÑÔÕÓÑËÕß, ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆÄÖ-
ÎËÔÕÐÑÇ ÔÒËÐÑÄÑÇ ÐÂÍÓÞÕËÇ:

R4 � S 3 � SU�2� � Spin�3� ! SO�3� :

±ÓÑÑÃÓÂÊ ÅÓÖÒÒÞ 60 ÄÓÂÜÇÐËÌ ËÍÑÔÂàÆÓÂ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ 120
ÕÑÚÇÍ Ä S 3. ¿ÕÑ Ë ÇÔÕß ÄÇÓÛËÐÞ ÅËÒÇÓËÍÑÔÂàÆÓÂ.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ. ¥ÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ ÑÓÃËÕ ÄÔÇØ
àÕËØ Ë ÕÑÎßÍÑ àÕËØ ÅÓÖÒÒ ÅÎÂÆÍËÇ 6.

±ÓËÏÇÓ. ¥Îâ Ak ÐÂÚÐÇÏ Ô Rk�1 Ô ÃÂÊËÔÑÏ a0; . . . ; ak.
£ÇÍÕÑÓÞ e1 � a0 ÿ a1, e2 � a1 ÿ a2; . . . ; ek � akÿ1 ÿ ak
ÑÃÓÂÊÖáÕ ÓÇÒÇÓ Ä Rk (ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÏ ÆËÂÅÑÐÂÎË) ÔÑ
ÔÍÂÎâÓÐÞÏË ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâÏË ÆËÂÅÓÂÏÏÞ Ak: ©ÇÓÍÂÎÑ,
ÑÓÕÑÅÑÐÂÎßÐÑÇ ej, ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ ÕÑ ÉÇ ÑÕÓÂÉÇÐËÇ, ÚÕÑ Ë
ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÍÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ajÿ1 Ë aj: ±ÑàÕÑÏÖ ÅÓÖÒÒÂ
ÑÕÓÂÉÇÐËÌ Ak ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ ÐÂ Rk ÍÂÍ ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÔÍÂâ
ÅÓÖÒÒÂ S�k� 1� ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Ä Rk�1:

¬ÑÑÓÆËÐÂÕÂÏË Ä ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÑÓÃËÕ âÄÎâáÕÔâ
ÃÂÊËÔÐÞÇ ËÐÄÂÓËÂÐÕÞ s2 � a1a2 � . . .� akÿ1ak; . . . ; sk �
� a1a2 . . . ak. ±Ñ ÑÔÐÑÄÐÑÌ ÕÇÑÓÇÏÇ Ñ ÔËÏÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ
×ÖÐÍÙËâØ ÄÔÇ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÞ Ä Rk, ËÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÑÕÐÑÔË-
ÕÇÎßÐÑ ÆÇÌÔÕÄËâ S�k� 1�, âÄÎâáÕÔâ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÂÏË ÑÕ
s1; . . . ; sk. ªÊ àÕÑÅÑ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ C k=S�k� 1� � C k Ä
ÔÏÞÔÎÇ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË. £ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË
ÕÇÑÓÇÏÂ ÄÇÓÐÂ ÆÂÉÇ ÆÎâ ÅÎÂÆÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, Ë ÅÎÂÆÍÑÇ R-
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ C k=S�k� 1� ÆË××ÇÑÏÑÓ×ÐÑ R2k.

®ÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ÐÇÓÇÅÖÎâÓÐÞØ ÑÓÃËÕ ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇ-
ÐËÌ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÇÇ ÆËÔÍÓËÏËÐÂÐÕÑÏ. ¿ÕÂ ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß (ÄÑÑÃÜÇ ÅÑÄÑÓâ, ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ) Ä ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÑÏ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËË ÑÓÃËÕ ÑÃÞÚÐÑ ËÏÇÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË.

±ÓËÏÇÓ. ¥Îâ A2 ÆËÔÍÓËÏËÐÂÐÕ ì ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍÂâ
ÒÂÓÂÃÑÎÂ s32 � Cs23 Ä C

2 Ô ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá Ä 0:
¥ËÔÍÓËÏËÐÂÐÕÞ ÅÓÖÒÒ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ ÆÑÔÕÂÄÎâáÕ ÐÇÒÑÔ-

ÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÓÑÐÕÑÄ ÕËÒËÚÐÞØ
ÔÇÏÇÌÔÕÄ ÄÑÎÐ. ¯Ñ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ Ë ÍÂÖÔÕËÍË ËÏÇáÕ ÇÔÕÇÔÕ-
ÄÇÐÐÑÇ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ Ä àÕËØ ÕÇÓÏËÐÂØ (ÑÃÐÂ-
ÓÖÉÇÐÐÑÇ Ä [8]).

±ÓËÏÇÓ. ¥Îâ A3 ÆËÔÍÓËÏËÐÂÐÕ ì ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß Ä C 3,
ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ ÎÂÔÕÑÚÍËÐÞÏ ØÄÑÔÕÑÏ Ë ÑÃÓÂÊÑÄÂÐÐÂâ Ä
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÑÄ z4 � az2 � bz� c (Ô ÍÑÑÓÆËÐÂ-
ÕÂÏË a; b; c) ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÂÏË, ËÏÇáÜËÏË ÍÓÂÕÐÞÌ ÍÑÓÇÐß
(ÓËÔ. 12).

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÑÓÃËÕÂ ÕÑÚÍË �z0; z1; z2; z3� ÒÑÆ ÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ ÒÇÓÇÔÕÂÐÑÄÑÍ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ 24 ÕÑÚÇÍ Ë,
ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÓÇÅÖÎâÓÐÂ, ÇÔÎË Ë ÕÑÎßÍÑ ÇÔÎË ÄÔÇ ÚÇÕÞÓÇ
ÍÑÓÐâ zj ÓÂÊÎËÚÐÞ.

®Þ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÖÆÑÃÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ, ÒÂÓÂÏÇÕÓËÊÖáÜËÇ
ÆËÔÍÓËÏËÐÂÐÕ: ÐÂ ÐÇÏ

x4 � ax2 � bx� c � �xÿ u�2�x2 � 2ux� v�

Ak: ...
k5 1

Bk: ...
k5 2

Ck: ...
k5 3

Dk: ...
k5 4

E6:

E7:

E8:

F4:

G2:

6 ¢ÞÎÑ ÃÞ ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ËÊÖÚËÕß ÅÓÖÒÒÞ ­Ë Ô ÕÂÍËÏ ÔÄÑÌÔÕÄÑÏ ÏÐÑÅÑ-
ÑÃÓÂÊËÌ ÑÓÃËÕ: ÕÇÑÓÇÏÂ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ Ñ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ×ÖÐÍÙËâØ ÆÂÇÕ
ËÐÕÇÓÇÔÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ [9].
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(ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎË, ÚÕÑ s1 � 0). ªÕÂÍ,

a � vÿ 3u2 ; b � 2u3 ÿ 2uv ; c � u2v :

¹ÕÑÃÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß àÕÖ ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß, ÖÆÑÃÐÑ ÒÇÓÇÔÇÚß ÇÇ
ÒÎÑÔÍÑÔÕßá a � const. ±ÇÓÇÔÇÚÇÐËÇ ì ÍÓËÄÂâ

b � ÿ4u3 ÿ 2au ; c � au2 � 3u 4 :

±ÓË a � 0 ì àÕÑ ÒÂÓÂÃÑÎÂ ÔÕÇÒÇÐË 3=4: °ÔÑÃÞÇ ÕÑÚÍË
ÍÓËÄÑÌ ÆÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ 6u2 ÿ a � 0.

¦ÔÎË a < 0, ÕÑ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÇÍ ÐÇÕ Ë Ä
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÍÓËÄÂâ ÅÎÂÆÍÂâ. ±ÓË ÖÄÇÎËÚÇ-
ÐËË a ÆÑ 0 Ä ÕÑÚÍÇ 0 ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÔÕÇÒÇÐË 3=4,
ÍÑÕÑÓÂâ ÊÂÕÇÏ ÒÓË a > 0 ÓÂÔÒÂÆÂÇÕÔâ ÐÂ ÆÄÇ ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇ-
ÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÒÎÑÔÍÂâ ÍÓËÄÂâ ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÖÇÕÔâ ÍÂÍ ÔËÔÕÇÏÂ àÍÄËÆËÔÕÂÐÕ àÎÎËÒÔÂ ÒÓË ÒÑâÄÎÇÐËË
ÒÇÓÄÑÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË Ä ×ÑÍÂÎßÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÍÂÖÔÕËÍË.

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ Ä ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÔÕË àÕË âÄÎÇÐËâ
ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔØÑÆÐÞ, ÐÑ Ë ÆË××ÇÑÏÑÓ×ÐÞ: ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâá-
ÜËÇÔâ ÄÑÎÐÞ ÊÂÏÇÕÂáÕ Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ë ÄÓÇÏÇÐË ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕß Ô ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕßá ÕËÒÂ ÎÂÔÕÑÚÍËÐ ØÄÑÔÕ ÒÓË ÒÓÑ-
ØÑÉÆÇÐËË ×ÓÑÐÕÂ ÚÇÓÇÊ ÕÑÚÍÖ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÍÂÖÔÕËÍË.

²ÂÊÃÑÓ àÕÑÅÑ ÒÓËÏÇÓÂ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÑÃÜÇÌ
ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËË, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÓËÇÏÎÇÏÑÌ Ë Ä
ÔÎÖÚÂÇ ÑÃÜËØ ÅÓÖÒÒ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÆËÔÍÓËÏËÐÂÐÕ ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ (ÍÂÍ
ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÖá ÅËÒÇÓÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß Ä C n) Ô ÅÎÂÄÐÑÌ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕßá Ä ÕÑÚÍÇ s � 0. ±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ
ÑÓÃËÕ C n ÓÂÔÔÎÑÇÐÑ ÐÂÆ C nÿ1, Õ.Ç. ÚÕÑ ÊÂÆÂÐÑ ÅÎÂÆÍÑÇ
ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËÇ C n ! C nÿ1 ÓÂÐÅÂ nÿ 1 Ä ÕÑÚÍÇ s � 0:

°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ:
1) ÄÔÇ ÕÂÍËÇ ÑÕÑÃÓÂÉÇÐËâ ÑÃÜÇÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÎÑ-

ÍÂÎßÐÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ (ÒÇÓÇÄÑÆâÕÔâ ÆÓÖÅ Ä ÆÓÖÅÂ ÎÑÍÂÎß-
ÐÞÏ ÅÑÎÑÏÑÓ×ÐÞÏ ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÑÏ C n ÄÃÎËÊË 0,
ÍÑÕÑÓÞÌ ÒÇÓÇÄÑÆËÕ ÆËÔÍÓËÏËÐÂÐÕ Ä ÔÇÃâ Ë ÔÎÑË ÑÕÑÃÓÂ-
ÉÇÐËâ ì Ä ÔÎÑË);

2) ÒÓÑÇÍÙËâ ÓÇÃÓÂ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÆËÔÍÓËÏËÐÂÐÕÂ âÄÎâÇÕÔâ
ÍÂÖÔÕËÍÑÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË.

±ÓËÏÇÓ. ±ÓÑÇÍÕËÓÑÄÂÐËÇ ÎÂÔÕÑÚÍËÐÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ
(ÆËÔÍÓËÏËÐÂÐÕÂ A3) àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑ ÊÂÃÞÄÂÐËá ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ c. ²ÇÃÓÑ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÆËÔÍÓËÏËÐÂÐÕÂ ÒÓÑÇÍÕËÓÖÇÕÔâ Ä
ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍÖá ÒÂÓÂÃÑÎÖ ì ÍÂÖÔÕËÍÖ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË A3:
ªÏÇÇÏ ÐÂ ÓÇÃÓÇ ÄÑÊÄÓÂÕÂ a � vÿ 3u2, b � 2u3 ÿ 2uv,
a � 6u2, ÕÂÍ ÚÕÑ ÐÂ ÒÓÑÇÍÙËË a � 6u2, b � ÿ16u3 (ÓËÔ. 13).

©ÂÏÇÚÂÐËÇ. ¬ÓÑÏÇ ÓÇÃÓÂ ÄÑÊÄÓÂÕÂ, ÎÂÔÕÑÚÍËÐ ØÄÑÔÕ
ËÏÇÇÕ ÇÜÇ ÎËÐËá ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ �b � c � 0�. ±ÓÑÇÍÙËâ

àÕÑÌ ÎËÐËË ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ì ÅÎÂÆÍÂâ ÎËÐËâ. ¦ÔÎË ÔÚËÕÂÕß
ÒÓÑÇÍÕËÓÑÄÂÐËÇ C 3 ! C 2 ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇÏ ÏÐÑÅÑ-
ÚÎÇÐÂ z4 � az2 � bz� c, ÕÑ ÎËÐËâ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ
ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÏÐÑÉÇÔÕÄÂ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÑÄ Ô ÆÄÖÏâ ÆÄÖÍÓÂÕ-
ÐÞÏË ÍÑÓÐâÏË. °ÐÂ ÒÓÑÇÍÕËÓÖÇÕÔâ Ä "ÔÕÓÂÕ ®ÂÍ-
ÔÄÇÎÎÂ", ÔÑÔÕÑâÜËÌ ËÊ ÍÖÃËÚÇÔÍËØ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÑÄ Ô ÐÖÎÇ-
ÄÞÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÏ ÏÇÉÆÖ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÏË ÕÑÚÍÂÏË.

¬ÂÖÔÕËÍÂ ÒÓË ÕÂÍÑÏ ËÔÕÑÎÍÑÄÂÐËË ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÍÖÃËÚÇ-
ÔÍËØ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÑÄ Ô ÍÓÂÕÐÑÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍÑÌ. £ÔÇ àÕÑ
ÑÔÑÃÇÐÐÑ ÎÇÅÍÑ ÒÑÐâÕß, ÇÔÎË ÖÚÇÔÕß, ÚÕÑ ÊÐÂÚÇÐËÇ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕÞ c, ÄÆÑÎß ÑÔË ÍÑÕÑÓÑÌ ÒÓÑÇÍÕËÓÖÇÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑ-
ÄÂÐËÇ ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÂ, ÐÂ ÆËÔÍÓËÏËÐÂÐÕÇ ÇÔÕß ÒÓÑÔÕÑ ÍÓËÕË-
ÚÇÔÍÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ (ÔÑ ÊÐÂÍÑÏ ÏËÐÖÔ) ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ
ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÂ x4 � ax2 � bx.

±ÇÓÇÔÕÓÑÌÍË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÄÑÎÐ
³ËÔÕÇÏÖ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÄÑÎÐ ÏÑÉÐÑ ÑÒËÔÂÕß
ÐÂÃÑÓÑÏ ÏÅÐÑÄÇÐÐÞØ ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÓÑÐÕÑÄ Ft Ä "×ËÊËÚÇ-
ÔÍÑÏ" ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ, ÐÑ ÏÑÉÐÑ ÄÏÇÔÕÑ ÐËØ ÓÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÕß ÇÆËÐÞÌ "ÃÑÎßÛÑÌ ×ÓÑÐÕ" F Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ë
ÄÓÇÏÇÐË, ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÍÑÕÑÓÑÅÑ Ô ËÊÑØÓÑÐÂÏË t � const
ÆÑÔÕÂÄÎâáÕ ÏÅÐÑÄÇÐÐÞÇ ×ÓÑÐÕÞ [10].

°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÃÑÎßÛËÇ×ÓÑÐÕÞ ÕËÒËÚÐÞØ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂ-
ÐÇÐËÌ Ä n-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ËÏÇáÕ ÕÂÍËÇ ÉÇ ÑÔÑÃÇÐ-
ÐÑÔÕË, ÍÂÍ ÏÅÐÑÄÇÐÐÞÇ ×ÓÑÐÕÞ Ä �n� 1�-ÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ.

±ÓËÏÇÓ. ®ÅÐÑÄÇÐÐÞÇ ×ÓÑÐÕÞ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ì ÍÓË-
ÄÞÇ. ²ÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËÇ ËØ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÃÑÎßÛËÏ ×ÓÑÐÕÑÏ
Ä ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ë ÄÓÇÏÇÐË. ´ÂÍÑÌ ×ÓÑÐÕ
ËÏÇÇÕ Ä ÕËÒËÚÐÑÌ ÔËÕÖÂÙËË ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÐÇ ÔÎÑÉÐÇÇ
ÎÂÔÕÑÚÍËÐÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÕËÒËÚÐÞÇ ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍË
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÜËØÔâ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ×ÓÑÐÕÑÄ ì àÕÑ
ÕËÒËÚÐÞÇ ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍË ÔÇÚÇÐËÌ ÎÂÔÕÑÚÍËÐÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕâÏË t � const, ÅÆÇ t ì ×ÖÐÍÙËâ ÑÃÜÇÅÑ ÒÑÎÑ-
ÉÇÐËâ ÐÂ ÔÑÆÇÓÉÂÜÇÏ ØÄÑÔÕ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ
(ÓËÔ. 14).
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²ËÔ. 13. ´ËÒËÚÐÂâ ÒÓÑÇÍÙËâ ÎÂÔÕÑÚÍËÐÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕß.
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¿ÕË ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍË ËÔÚÇÓÒÞÄÂáÕÔâ:
1) ÓÑÉÆÇÐËÇÏ ËÎË ÔÏÇÓÕßá ÆÄÖØ ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍËØ

ÕÑÚÇÍ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ×ÓÑÐÕÂ ÒÓË ÒÓÑØÑÉÆÇÐËË ÎÂÔÕÑÚÍËÐÑÅÑ
ØÄÑÔÕÂ ÃÑÎßÛÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ;

2) ÓÑÉÆÇÐËÇÏ ËÎË ÔÏÇÓÕßá, ËÎË ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍÑÌ ÆÄÖØ
ÒÑÎÖÍÖÃËÚÇÔÍËØ ÕÑÚÇÍ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ×ÓÑÐÕÂ ÒÓË ÍÂÔÂÐËË
ËÊÑØÓÑÐÞ Ô ÎËÐËÇÌ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÃÑÎßÛÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ;

3) ÓÑÉÆÇÐËÇÏ ËÎË ÔÏÇÓÕßá, ËÎË ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍÑÌ ÆÄÖØ
ÄÇÕÄÇÌ ×ÓÑÐÕÂ ÒÓË ÍÂÔÂÐËË ËÊÑØÓÑÐÑÌ ÅÎÂÆÍÑÌ ÚÂÔÕË
×ÓÑÐÕÂ;

4) ÇÔÕß ÇÜÇ ÍÂÔÂÐËâ ËÊÑØÓÑÐÑÌ ÎËÐËË ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ
×ÓÑÐÕÂ.

ªÐÕÇÓÇÔÐÞÇ ÒÓËÏÇÓÞ ÒÇÓÇÔÕÓÑÇÍ ×ÓÑÐÕÑÄ Ä R3 ì
ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍË A4 Ë D4. ±ÓË ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍÇ A4 ÔÑÇÆËÐâáÕÔâ
ÆÄÂ ÎÂÔÕÑÚÍËÐÞØ ØÄÑÔÕÂ ÏÅÐÑÄÇÐÐÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ, ÒÓËÚÇÏ
ËÊÑØÓÑÐÂ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÎËÐËË ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÃÑÎßÛÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ.

±ÓË ÒÇÓÇÔÕÓÑÌÍÇ D4 Ä ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÍÂ ÏÑÅÖÕ
ÒÓÑËÔØÑÆËÕß ÓÂÊÐÞÇ âÄÎÇÐËâ. ¢ÞÕß ÏÑÉÇÕ, ÐÂËÃÑÎÇÇ
ËÐÕÇÓÇÔÐÑÇ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÄÞÄÑÓÂÚËÄÂÐËÇÏ ÕÓËÎËÔÕÐËÍÑÅÑ
ÖÊÎÂ Ä R3, ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÇÅÑ ÄÇÓÛËÐÞ ÔÍÑÎßÊâÕ ÒÑ ÓÇÃÓÂÏ
ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÒËÓÂÏËÆÞ ÍÂÖÔÕËÍË. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÍÂÓ-
ÕËÐÍË ËÏÇáÕÔâ Ä [3, 4, 6].

±ÑÔÕÓÑÇÐÐÞÇ ÊÆÇÔß ÕÇÑÓËË ÐÂÛÎË ÕÂÍÉÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ
ÒÓË ËÊÖÚÇÐËË ÖÆÂÓÐÞØ ÄÑÎÐ Ë ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÃË×ÖÓÍÂ-
ÙËÌ ÆÄËÉÇÐËÌ ÒÞÎÇÑÃÓÂÊÐÞØ ÔÓÇÆ (ÔÏ. [4, 6]).

£ÇÓÔÂÎßÐÞÇ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË
±ÓÑÄÇÆÇÐÐÞÌ ÄÞÛÇ ÂÐÂÎËÊ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÍÂÖÔÕËÍ, ÄÑÎÐÑ-
ÄÞØ ×ÓÑÐÕÑÄ Ë ËØ ÒÇÓÇÔÕÓÑÇÍ ÃÞÎ ÑÔÐÑÄÂÐ ÐÂ ×ÑÓÏÖÎÂØ
ÆÎâ ×ÂÊÑÄÞØ ×ÖÐÍÙËÌ ËÊ ÓÂÊÆÇÎÂ "°ÔÙËÎÎËÓÖáÜËÇ
ËÐÕÇÅÓÂÎÞ". ´ÇÒÇÓß â ÑÒËÛÖ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÖá ÕÇØÐËÍÖ,
ÆÑÔÕÂÄÎâáÜÖá àÕË ×ÑÓÏÖÎÞ.

³ÂÏÂ ÒÑ ÔÇÃÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕß ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÅÑ ËÐÕÇ-
ÅÓÂÎÂ ÊÂÆÂÇÕÔâ ×ÂÊÑÄÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ F�x� (ÆÎâ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ
¿ÌÓË F�x� � x3). ¹ÕÑÃÞ ÄÞÚËÔÎËÕß ÍÓÂÕÐÑÔÕß ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÕÑÚÍË (ÍÑÕÑÓÖá ÏÞ ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß ÐÂÚÂÎÑÏ ÍÑÑÓÆË-
ÐÂÕ), ÐÂÆÎÇÉËÕ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÑÓÃËÕÖ F ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ
ÅÓÖÒÒÞ ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÑÄ. °ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑ-
ÏÇÓÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ×ÖÐÍÙËÌ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÍÑÐÇÚÐÑ-
ÍÓÂÕÐÑÌ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÍÓÂÕÐÑÔÕË k ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄËÕß Ä ÄËÆÇ ÒÓâÏÑÅÑ ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËâ k-ÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÂ, ÕÓÂÐÔÄÇÓÔÂÎßÐÑÅÑ ÑÓÃËÕÇ, Ë ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÅÑ
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ, ÄÆÑÎß ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÕËÒ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÐÇ
ÏÇÐâÇÕÔâ. £ ÔÎÖÚÂÇ ¿ÌÓË ÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÇ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ
ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ×ÖÐÍÙËÌ x3 � ax� b, Â ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÇìËÊ
×ÖÐÍÙËÌ X 3, ÅÆÇ X � h�x�ì ÊÂÏÇÐÂ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ.

£ ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÓÂÕÐÑÔÕß ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜÇÌ
ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÌ ÍÑÐÔÕÓÖÍÙËÇÌ. ³ÐÂÚÂÎÂ ÃÇÓÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐ-
ÔÕÄÑ E ÄÔÇØ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÕ x (ÊÆÇÔß ÏÑÉÐÑ ÃÓÂÕß ×ÖÐÍÙËË
ÓÂÊÎËÚÐÑÌ ÔÕÇÒÇÐË ÅÎÂÆÍÑÔÕË, Ä ÐÂÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÅÑÆâÕÔâ

ÆÂÉÇ ÒÓÑÔÕÑ ×ÑÓÏÂÎßÐÞÇ ÓâÆÞ ´ÇÌÎÑÓÂ f�x� � f0 � f1x�
�f2x2 � . . . , ÑÃÓÂÊÖáÜËÇ ÍÑÎßÙÑ E � C��x��).

£ ÍÑÎßÙÇ ×ÖÐÍÙËÌ E ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÅÓÂÆËÇÐÕÐÞÌ ËÆÇÂÎ,
ÐÂÕâÐÖÕÞÌ ÐÂ ÚÂÔÕÐÞÇ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÇ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ
ËÔØÑÆÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË F,

IF �
�
h1

qF
qx1
� . . .� hn

qF
qxn

�
(ÅÆÇ hs 2 E ì ÎáÃÞÇ ×ÖÐÍÙËË ËÊ E). ¿ÕÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ IF
ÐÂ ÔÂÏÑÏ ÆÇÎÇ âÄÎâÇÕÔâ ÍÂÔÂÕÇÎßÐÞÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ Í
ÑÓÃËÕÇ F ÒÑÆ ÆÇÌÔÕÄËÇÏ ÅÓÖÒÒÞ ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏÑÄ, ÕÂÍ
ÍÂÍ

F�x1 � eh1; . . . ; xn � ehn� �

� F�x1; . . . ; xn� � e
�
h1

qF
qx1
� . . .� hn

qF
qxn

�
� o�e� :

±ÓËÏÇÓ. ¥Îâ f � x3 ÐÂØÑÆËÏ

If � fhx2g � fh2x2 � h3x
3 � . . .g :

¿ÕÑÕ ËÆÇÂÎ âÄÎâÇÕÔâ ÒÑÆÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑÏ ÍÑÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕË 2
Ä ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÄÔÇØ ÔÕÇÒÇÐÐÞØ ÓâÆÑÄ ÑÕ x
fh0 � h1x� h2x

2 � . . .g.
°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ¬ÓÂÕÐÑÔÕßá ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ×ÖÐÍ-

ÙËË F Ä 0 ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÍÑÓÂÊÏÇÓÐÑÔÕß ÅÓÂÆËÇÐÕÐÑÅÑ ËÆÇÂÎÂ

m � dimC
C��x1; . . . ; xn��
fP hs qF=qxsg :

±ÓËÏÇÓ. ¥Îâ F � x3 ÐÂØÑÆËÏ

m � dimC
fh0 � h1x� . . .g
fh2x2 � . . .g � dimC fax� bg � 2 :

±ÓÇÆÒÑÎÑÉËÏ, ÚÕÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍÂâ ÕÑÚÍÂ ×ÖÐÍÙËË F Ä 0
ÍÑÐÇÚÐÑÍÓÂÕÐÂ Ë ÚÕÑ ×ÂÍÕÑÓ-ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ E=IF ÒÑÓÑÉ-
ÆÇÐÑ ÐÂÆ C ×ÖÐÍÙËâÏË g1; . . . ; gm.

´ÑÅÆÂ Ä ÍÂÚÇÔÕÄÇ m-ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÕÓÂÐÔÄÇÓÔÂÎË Í
ÑÓÃËÕÇ ×ÖÐÍÙËË F Ä E ÏÑÉÐÑ ÄÊâÕß ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ

fF� l1g1 � . . .� lmgmg ; ls 2 C :

±ÓËÏÇÓ. ¥Îâ F � x3 ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÕÓÂÐÔÄÇÓÔÂÎß
fx3 � ax� bg.

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ¶ÖÐÍÙËâ S�x; y� ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÆÇ×ÑÓÏÂ-
ÙËÇÌ ×ÖÐÍÙËË F�x�, ÇÔÎË S�x; 0� � F�x�. ±ÑÔÕÓÑÇÐÐÂâ
ÄÞÛÇ ÕÓÂÐÔÄÇÓÔÂÎß Í ÑÓÃËÕÇ âÄÎâÇÕÔâ ÆÄÖÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇ-
ÔÍÑÌ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÇÌ ×ÖÐÍÙËË x3 Ô ÒÂÓÂÏÇÕÓÂÏË y1 � a,
y2 � b:

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ¯ÂÚÂÎßÐÞÏË ÔÍÑÓÑÔÕâÏË ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË
S ÐÂÊÞÄÂáÕÔâ ×ÖÐÍÙËË gs�x� � qS=qys

��
y�0. £ ÐÂÛÇÏ

ÒÓËÏÇÓÇ ì àÕÑ g1 � x Ë g2 � 1.
±ÓÂÄËÎÑ ÄÞÒËÔÞÄÂÐËâ ÕÓÂÐÔÄÇÓÔÂÎË Í ÑÓÃËÕÇ (ÐÂÊÞ-

ÄÂÇÏÑÌ ÕÂÍÉÇ ÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËÇÌ ×ÖÐÍÙËË F)
ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâ ÄÇÓÔÂÎßÐÂ ÄÔâÍËÌ ÓÂÊ,
ÍÑÅÆÂ ÇÇ ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÑÓÑÉÆÂáÕ ÃÂÊËÔ ×ÂÍÕÑÓ-
ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ E=IF.

¶ÂÊÑÄÞÇ ×ÖÐÍÙËË, ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÐÞÇ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ
"°ÔÙËÎÎËÓÖáÜËÇ ËÐÕÇÅÓÂÎÞ" ÆÎâ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÎÂÔÕÑÚÍË-
ÐÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ, ÒËÓÂÏËÆÞ Ë ÍÑÛÇÎßÍÂ ì àÕÑ ÄÇÓÔÂÎßÐÞÇ
ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË S ×ÖÐÍÙËÌ F � x41 � x22, F � x21x2 � x32.

¥Îâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËâ ÔÕÓÑÇÐËâ ÑÓÃËÕ ÅÓÖÒÒÞ ÆË××ÇÑ-
ÏÑÓ×ËÊÏÑÄ ÄÃÎËÊË F ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ËÊÖÚËÕß ÎËÛß ÍÑÐÇÚÐÑ-
ÒÂÓÂÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÇ ÔÇÏÇÌÔÕÄÑì ÄÇÓÔÂÎßÐÖá ÆÇ×ÑÓÏÂÙËá.
£ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÔËÕÖÂÙËâ ÕÂÍÂâ ÉÇ,

ªÊÑØÓÑÐÂ t<0

t > 0

t � 0t � 0

t > 0
t < 0

4/3

3/2 3/2

²ËÔ. 14.±ÇÓÇÔÕÓÑÌÍÂ ÔÇÚÇÐËÌ ÎÂÔÕÑÚÍËÐÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ.
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ÕÑÎßÍÑ ÄÔÇ ÖÏÐÑÉÇÐÑ ÐÂ ÅÎÂÆÍÑÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÇ
ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ, ÕÂÍ ÚÕÑ ÍÂÉÆÂâ ÑÓÃËÕÂ ËÏÇÇÕ ÄËÆ
ÙËÎËÐÆÓÂ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÏÇÓÐÑÌ ÅÎÂÆÍÑÌ ÑÃÓÂÊÖáÜÇÌ,
ÐÂÒÓÂÄÎâáÜÇÌ ÉÇ âÄÎâÇÕÔâ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËÇ ×ÖÐÍÙËÌ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÅÑ ÍÎÂÔÔÂ Ä ÄÇÓÔÂÎßÐÑÌ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË.

±ÓËÏÇÓ. °ÔÑÃÇÐÐÑÔÕß A2 (ÑÓÃËÕÂ ×ÖÐÍÙËË x3) ÔÑÔÕÂ-
ÄÎâÇÕ ÓÇÃÓÑ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÏÐÑÅÑÑÃÓÂÊËâ ×ÖÐÍÙËÌ Ô ÍÓËÕËÚÇ-
ÔÍËÏ ÊÐÂÚÇÐËÇÏ 0.

©ÂÏÇÚÂÐËÇ. ±ÓËÄÇÆÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÇ ÓÇ-
ÊÖÎßÕÂÕÞ ÄÇÓÐÞ ÍÂÍ ÆÎâ ×ÑÓÏÂÎßÐÞØ, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÂÐÂÎËÕË-
ÚÇÔÍËØ ËÎË ÆÂÉÇ ÆÎâ ÅÎÂÆÍËØ ×ÖÐÍÙËÌ, Ô ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÞÏË
ÒÑÒÓÂÄÍÂÏË: ËÊ m ÃË×ÖÓÙËÓÖáÜËØ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÕÑÚÇÍ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ÐÇ ÄÔÇ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ
x3 � ax ÒÓË a > 0 ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞØ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ ÕÑÚÇÍ ÐÇÕ,
ØÑÕâ ÍÓÂÕÐÑÔÕß m ÇÔÕß 2�:

­ËÐËâ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÎÂÔÕÑÚÍËÐÑÅÑ ØÄÑÔÕÂ ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÍÂÍ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏ, ÕÂÍ Ë ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÞÏ ÕÑÚÍÂÏ
Ô ÍÓÂÕÐÞÏË ÍÓËÕËÚÇÔÍËÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË. £ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÕÑÎßÍÑ ÒÑÎÑÄËÐÂ àÕÑÌ ÎËÐËË âÄÎâÇÕÔâ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ
ÎËÐËÇÌ ÔÂÏÑÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÅÑ ÎÂÔÕÑÚÍËÐÑÅÑ
ØÄÑÔÕÂ, Â ÄÕÑÓÂâ ÒÑÎÑÄËÐÂ ì ÇÇ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÏ ÒÓÑÆÑÎ-
ÉÇÐËÇÏ.

¹ËÔÎÂ ¬ÑÍÔÕÇÓÂ
¡ÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎÇÌ ÑÔÑÃÑÔÕË ÂÔËÏÒ-
ÕÑÕËÍ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ.
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÊÇÓÍÂÎÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÅÓÖÒÒÞ ÇÄÍÎËÆÑ-
ÄÞØ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ Ä ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Rm. °ÐË
ÆÇÎâÕ ÇÅÑ ÐÂ ÚÂÔÕË, ÐÂÊÞÄÂÇÏÞÇ ÍÂÏÇÓÂÏË £ÇÌÎâ. ¬ÂÉÆÂâ
ÍÂÏÇÓÂ âÄÎâÇÕÔâ ÍÑÐÖÔÑÏ Ô ÔËÏÒÎËÙËÂÎßÐÞÏ ÑÔÐÑÄÂ-
ÐËÇÏ. ±ÓÑÆÑÎÉÇÐÐÞÇ ÔÕÇÐÍË ÍÂÏÇÓÞ (ËØ m) ÆÇÎâÕ ÒÓÑ-
ÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÐÂ 2 m ÚÂÔÕÇÌ, ÐÂÊÞÄÂÇÏÞØ ÍÑÐÖÔÂÏË³ÒÓËÐÅÇÓÂ.
¬ÂÉÆÞÌ ÍÑÐÖÔ ³ÒÓËÐÅÇÓÂ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÍÂÏÇÓ
£ÇÌÎâ. ¤ÇÑÏÇÕÓËâ ÍÂÏÇÓ £ÇÌÎâ Ë ÔÑÔÕÂÄÎÇÐÐÞØ ËÊ ÐËØ
ÍÑÐÖÔÑÄ ³ÒÓËÐÅÇÓÂ ÓÇÛÂáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÔÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÂ
ÅÇÑÏÇÕÓËË ÄÑÎÐÑÄÞØ ×ÓÑÐÕÑÄ Ë ÍÂÖÔÕËÍ.

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ±ÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ¬ÑÍÔÕÇÓÂ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÒÓÑËÊÄÇÆÇÐËÇ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ Ä ÔÕÇÐÍÂØ ÑÆÐÑÌ ÍÂÏÇÓÞ £ÇÌÎâ.

±ÓËÏÇÓ. ´ÓË ÊÇÓÍÂÎÂ A2 ÆÇÎâÕ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÐÂ ÛÇÔÕß
ÍÂÏÇÓ £ÇÌÎâ ì ÖÅÎÑÄ ÒÑ 60�. ¬ÂÉÆÑÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ
¬ÑÍÔÕÇÓÂ ì àÕÑ ÒÑÄÑÓÑÕ ÐÂ 120�.

³ÑÃÔÕÄÇÐÐÞÇ ÚËÔÎÂ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ¬ÑÍÔÕÇÓÂ ì àÕÑ
ÍÑÓÐË ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÕÇÒÇÐÇÌ m ËÊ 1: ¹ËÔÎÑÏ ¬ÑÍÔÕÇÓÂ
ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÒÑÓâÆÑÍ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
¬ÑÍÔÕÇÓÂ.

±ÓËÏÇÓ. ¹ËÔÎÂ ¬ÑÍÔÕÇÓÂm ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ÍÓËÔÕÂÎÎÑÅÓÂ-
×ËÚÇÔÍËØ ÅÓÖÒÒ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ Ä Rn ÆÂáÕÔâ ÕÂÃÎËÙÇÌ

An Bn;Cn Dn E6 E7 E8

m � n� 1 2n 2nÿ 2 12 18 30

°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, àÕË ÚËÔÎÂ ÕÇÔÐÑ ÔÄâÊÂÐÞ Ô ÂÔËÏÒÕÑÕË-
ÍÂÏË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜËØ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ.

±ÓËÏÇÓ. ¥Îâ Dn ÐÂ ÒÎÑÔÍÑÔÕË x; y

Ih �
��

exp

�
i�x2y� ynÿ1�

h

�
dx dy :

³ÆÇÎÂÇÏ ÊÂÏÇÐÖ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ x � h aX, y � h bY, ÖÐËÚÕÑ-
ÉÂáÜÖá ÆÇÎÇÐËÇ ÐÂ h:

Ih �
��

exp
�
i�X 2Y� Ynÿ1��h a�b dX dY ;

2a� b � �nÿ 1�b � 1 :

®Þ ÒÑÎÖÚÂÇÏ b � 1=�nÿ 1�, a � �nÿ 2�=�2nÿ 2�, a� b �
� n=�2nÿ 2�. ±ÑàÕÑÏÖ Ä ÕÑÚÍÂØ Dn ËÐÕÇÅÓÂÎ Ih ÖÃÞÄÂÇÕ
ÍÂÍ hn=�2nÿ2� ÄÏÇÔÕÑ ÑÃÞÚÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÖÃÞÄÂÐËâ h 2=2.
¯ÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÕÑÚÍÂØ D4 ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ h 2=3 ÄÏÇÔÕÑ h, Õ.Ç.
ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÖØÖÆÛÇÐËÇ Ä hÿ1=3 ÓÂÊ.

´ÂÍËÇÉÇ ÄÞÍÎÂÆÍË ÆÂáÕ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎË ÑÔÑÃÑÔÕË ÑÔÕÂÎß-
ÐÞØ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÔÒËÔÍÂ ì ÑÐË ÑÚÇÄËÆÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ
ÒÑÄÕÑÓâáÕ ÔÒËÔÑÍ ÚËÔÇÎ ¬ÑÍÔÕÇÓÂ:

An Dn E6 E7 E8

nÿ 1

2n� 2

nÿ 2

2nÿ 2

5

12

8

18

14

30
:

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÕÇÑÓËâ ÖÉÇ ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÆÎâ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ
B, C, F, G Ë ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐÂ ÆÎâ I2�p�,H3,H4.

±ÓËÏÇÓ. £ ÑÃÞÚÐÑÌ ÕÑÚÍÇ A1 ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÑÔÑÃÑÔÕË 0,
Õ.Ç. ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß Ä ÆÄÖÏÇÓÐÑÏ ÑÔÙËÎÎËÓÖáÜÇÏ
ËÐÕÇÅÓÂÎÇ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎÇÐ h. £ ÆÄÑÌÐÑÌ ÕÑÚÍÇ A2

(ÑÃÞÚÐÑÌ ÕÑÚÍÇ ÍÂÖÔÕËÍË) ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÑÔÑÃÑÔÕË ÓÂÄÇÐ
1=6, Õ.Ç. ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß ËÏÇÇÕ ÄËÆ h 1ÿ1=6. £
ÕÓÑÌÐÑÌ ÕÑÚÍÇ (ÕÑÚÍÇ ÄÑÊÄÓÂÕÂ ÍÂÖÔÕËÍË) ÔÄÇÕ ÇÜÇ âÓÚÇ,
ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÑÔÑÃÑÔÕË ÆÎâA3 ÓÂÄÇÐ 1=4, ÔÕÇÒÇÐÐÑÌ ÏÐÑÉË-
ÕÇÎß h 1ÿ1=4.

£ ÑÔÑÃÞØ ÕÑÚÍÂØ D4 (ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÒËÓÂÏËÆÂÏ Ë
ÍÑÛÇÎßÍÂÏ ÍÂÖÔÕËÍË) ÒÑÍÂÊÂÕÇÎß ÑÔÑÃÑÔÕË 1=3, ÔÕÇÒÇÐ-
ÐÑÌ ÏÐÑÉËÕÇÎß h 1ÿ1=3: ¯Ñ àÕË ÕÑÚÍË Ä ÆÄÖÏÇÓÐÞØ
ÔËÔÕÇÏÂØ ÑÃÜÇÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÒÑâÄÎâáÕÔâ ÎËÛß ÒÓË
ÑÕÆÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ (ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÄÓÇÏÇÐË,
ÇÔÎË ÓÇÚß ËÆÇÕ Ñ ÛÖÏÇ ÒÓÑÎÇÕÂáÜÇÅÑ ÏËÏÑ ÔÂÏÑÎÇÕÂ, Â
ÐÇ Ñ ÔÄÇÕÇ).

¬ÑÐÖÔÞ ³ÒÓËÐÅÇÓÂ Ë ÚËÔÎÂ ¢ÇÓÐÖÎÎË

°ÒÇÓÂ ÒÓÇÄÓÂÕËÎÂÔß Ä ÙÂÓÔÕÄÑ ÔÍÖÍË,
ÒÑÕÑÏÖ ÚÕÑ Ä ÐÇÌ ÔÎËÛÍÑÏ ÏÐÑÅÑ ÏÖÊÞÍË.
¢ÑÏÂÓÛÇ, ÒÓÇÆËÔÎÑÄËÇ Í "´ÂÓÂÓÖ"

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÅÓÖÒÒÖ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ Ä Rn, ÒÑÓÑÉÆÇÐÐÖá
ÑÕÓÂÉÇÐËâÏË Ä n ÔÕÇÐÍÂØ ÍÂÏÇÓÞ £ÇÌÎâ. ±ÓÑÆÑÎÉÇÐËâ
àÕËØ ÔÕÇÐÑÍ ÆÇÎâÕ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÑ ÒÑÆÑÃÐÑ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÞÏ
ÒÎÑÔÍÑÔÕâÏ ÐÂ 2n ÚÂÔÕÇÌ ì ÍÑÐÖÔÑÄ ³ÒÓËÐÅÇÓÂ, ÍÂÉÆÞÌ
ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÐÇÔÍÑÎßÍËØ ÍÂÏÇÓ £ÇÌÎâ (ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß, ÑÆÐÑÌ). °ÆËÐ ËÊ àÕËØ ÍÑÐÖÔÑÄ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÐÂË-
ÃÑÎßÛÇÅÑ ÚËÔÎÂ ÍÂÏÇÓ ì ÐÂÊÑÄÇÏ ÇÅÑ ÅÎÂÄÐÞÏ ÍÑÐÖÔÑÏ
³ÒÓËÐÅÇÓÂ.

±ÓËÏÇÓ. ¤ÓÖÒÒÂ A2 ÑÕÓÂÉÇÐËÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË Ä ÕÓÇØ
ÊÇÓÍÂÎÂØ, ÑÃÓÂÊÖáÜËØ ÖÅÎÞ 120� Ä 0, ËÏÇÇÕ ÅÎÂÄÐÞÇ
ÍÑÐÖÔÞ ³ÒÓËÐÅÇÓÂ, ÔÑÔÕÑâÜËÇ ËÊ ÆÄÖØ ÍÂÏÇÓ £ÇÌÎâ
ÍÂÉÆÞÌ.

°ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ. ¹ËÔÎÑÏ ³ÒÓËÐÅÇÓÂ ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ
ÐÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÚËÔÎÑ ÍÂÏÇÓ £ÇÌÎâ Ä ÇÇ ÅÎÂÄÐÑÏ ÍÑÐÖÔÇ
³ÒÓËÐÅÇÓÂ.

±ÓËÏÇÓ. ¹ËÔÎÑ ³ÒÓËÐÅÇÓÂ ÅÓÖÒÒÞ A2 ÇÔÕß a2 � 2, ÍÂÍ
ÏÞ ÄËÆÇÎË ÄÞÛÇ. ±ÑÔÚËÕÂÕß ÔÎÇÆÖáÜËÇ ÚËÔÎÂ ³ÒÓËÐ-
ÅÇÓÂ am ÅÓÖÒÒ Am ÖÉÇ ÐÇ ÕÂÍ ÎÇÅÍÑ (àÕÑ ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÂâ
ÕÇÑÓËâ updown ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕÇÌ). ±ÇÓÄÞÇ ËÊ ÐËØ
ÕÂÍÑÄÞ: am � 2; 5; 16; 61; 272; 1385; . . . �m � 2; 3; . . .�.

±ÑâÄÎÇÐËÇ ÚËÔÎÂ ¿ÌÎÇÓÂ 61 ÒÑÆÔÍÂÊÞÄÂÇÕ, ÚÕÑ àÕÂ
ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÚËÔÎÂÏË ¿ÌÎÇÓÂ Ë ¢ÇÓ-
ÐÖÎÎË.

³ÑÔÕÂÄËÏ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÖá ÒÓÑËÊÄÑÆâÜÖá ×ÖÐÍ-
ÙËá

P�t� �
X
k�0

akt
k

k!
:

3 µ¶¯, Õ. 169, å 12
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°ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ (ÕÇÑÓÇÏÂ ×ÓÂÐÙÖÊÔÍÑÅÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÍÂ¡ÐÆÓÇ),

P�t� � tan t� sec t :

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ak ÎÇÅÍÑ ÄÞÚËÔÎâÕß ÒÓË
ÒÑÏÑÜË ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ÕËÒÂ ±ÂÔÍÂÎâ

1
1 0

0 1 1
2 2 1 0

0 2 4 5 5
: : : : : : : : :

¬ÂÉÆÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÍÂÉÆÑÌ ÔÕÓÑÍË ÓÂÄÇÐ ÔÖÏÏÇ ÚËÔÇÎ
ÒÓÇÆÞÆÖÜÇÌ ÔÕÓÑÍË ÎÇÄÇÇ ËÎË ÒÓÂÄÇÇ ÆÂÐÐÑÅÑ àÎÇÏÇÐÕÂ (Ä
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÚÇÕÐÑÔÕË ÐÑÏÇÓÂ ÔÕÓÑÍË).

£ÆÑÎß ÎÇÄÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ ËÆÖÕ (ÐÂÚËÐÂâ Ô
a1) ÍÑà××ËÙËÇÐÕÞ ÓâÆÂ ´ÇÌÎÑÓÂ ÕÂÐÅÇÐÔÂ, ÒÑÆÇÎÇÐÐÞÇ ÐÂ
k!, Â ÄÆÑÎß ÒÓÂÄÑÌ ì ÔÇÍÂÐÔÂ.

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÕÇÑÓËâ ËÏÇÇÕÔâ Ë ÆÎâ ÆÓÖÅËØ ÅÓÖÒÒ
ÑÕÓÂÉÇÐËÌ (ÔÏ. [11]).

¹ÕÑ ÍÂÔÂÇÕÔâ ÅÇÑÏÇÕÓËË ÓÂÊÃËÇÐËâ ÍÑÐÖÔÂ ³ÒÓËÐÅÇÓÂ
ÐÂ ÍÂÏÇÓÞ£ÇÌÎâ, ÕÑ ÖÆÑÃÐÑ ÐÂÚËÐÂÕß ÔÑ ÔÎÖÚÂâA3 ÄR

3. £
àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÐÖÔ âÄÎâÇÕÔâ ÕÓÇÖÅÑÎßÐÑÌ ÒËÓÂÏËÆÑÌ,
ÓÂÊÃËÕÑÌ ÐÂ ÒâÕß ÍÂÏÇÓ (ÓËÔ. 15). ¿ÕÑ ÓÂÊÃËÇÐËÇ (ÒÎÑ-
ÔÍÑÔÕâÏË ÔËÏÏÇÕÓËË ÕÇÕÓÂàÆÓÂ) ÖÆÑÃÐÑ ËÊÑÃÓÂÊËÕß Ä
ÄËÆÇ ÓÂÊÃËÇÐËâ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂ PQR ÑÔÐÑÄÂÐËâ ÒËÓÂÏËÆÞ
ÐÂ ÒâÕß ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÄ ì ÑÔÐÑÄÂÐËÌ ÍÂÏÇÓ £ÇÌÎâ.
£ÇÃÇÓÇÏ ÒÑ ÕÑÚÍÇ S Ë T ÐÂ ÔÕÑÓÑÐÂØ RQ Ë RP Ë ÒÓÑÄÇÆÇÏ
ÑÕÓÇÊÍË PS Ë QT, ÒÇÓÇÔÇÍÂáÜËÇÔâ Ä U. °ÔÐÑÄÂÐËâ ÍÂÏÇÓ
£ÇÌÎâ ì àÕÑ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍË PQU, QUS, UST, TSR Ë PUT.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÕÇÒÇÓß ÎÂÔÕÑÚÍËÐ ØÄÑÔÕ ÍÂÍ ÍÂÖÔÕËÍÖ
ÔÇÏÇÌÔÕÄÂ ×ÖÐÍÙËÌ ÑÕ x ÄËÆÂ

x5 � ax3 � bx2 � cx :

´ÑÚÍË a, b, c, ÑÕÄÇÚÂáÜËÇ ×ÖÐÍÙËâÏ Ô ÚÇÕÞÓßÏâ
ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÞÏË ÍÓËÕËÚÇÔÍËÏË ÕÑÚÍÂÏË, ÑÃÓÂÊÖáÕ
"ÒËÓÂÏËÆÖ" ÏÇÉÆÖ ÓÇÃÓÑÏ ÄÑÊÄÓÂÕÂ Ë ÎËÐËÇÌ ÔÂÏÑÒÇÓÇ-
ÔÇÚÇÐËâ ØÄÑÔÕÂ.

³ÕÓÂÕ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ ÓÂÊÃËÄÂÇÕ àÕÖ ÒËÓÂÏËÆÖ ÐÂ ÑÃÎÂÔÕË,
ÄÐÖÕÓË ÍÂÉÆÑÌ ËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ×ÖÐÍÙËË ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË
àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÞ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÖ (Õ.Ç. ÒÑÓâÆÑÍ ÍÓËÕËÚÇÔÍËØ
ÊÐÂÚÇÐËÌ ÐÂ ÑÔË ÊÐÂÚÇÐËÌ ÑÆËÐÂÍÑÄ). °ÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ, àÕËØ
ÑÃÎÂÔÕÇÌ ÒâÕß, ÑÐË ÑÅÓÂÐËÚÇÐÞ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÏË ÒÑÄÇÓØ-
ÐÑÔÕâÏË, Ë ÄÔÇ ÓÂÊÃËÇÐËÇ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÕÂÍÑÇ ÉÇ, ÍÂÍ

ÑÒËÔÂÐÐÑÇ ÄÞÛÇ ÓÂÊÃËÇÐËÇ ÍÑÐÖÔÂ ³ÒÓËÐÅÇÓÂ ÐÂ ÍÂÏÇÓÞ
£ÇÌÎâ.

±ÓËÚÇÏ àÕÂ ÕÑÒÑÎÑÅËÚÇÔÍÂâ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÔÕß ÑÔÖ-
ÜÇÔÕÄÎâÇÕÔâ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍËÏ ÅÑÏÇÑÏÑÓ×ËÊÏÑÏ, ÍÑÕÑ-
ÓÞÌ ÑÔÖÜÇÔÕÄÎâÇÕ ÆÂÉÇ ÆË××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏ ÄÐÖÕÓÇÐÐÑÔÕË
ÒËÓÂÏËÆÞ ÐÂ ÄÐÖÕÓÇÐÐÑÔÕß ÍÑÐÖÔÂ ³ÒÓËÐÅÇÓÂ (Â ÕÂÍÉÇ
ÄÐÖÕÓÇÐÐÑÔÕË ÍÂÉÆÑÌ ÅÓÂÐË ÐÂ ÄÐÖÕÓÇÐÐÑÔÕß ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜÇÌ ÅÓÂÐË ÍÑÐÖÔÂ).

£ÔÇ àÕË ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâáÕÔâ Ë ÐÂ ÆÓÖÅËÇ
ÅÓÖÒÒÞ ÑÕÓÂÉÇÐËÌ.

¥Ë××ÇÑÏÑÓ×ËÊÏ, Ñ ÍÑÕÑÓÑÏ ÊÆÇÔß ËÆÇÕ ÓÇÚß,
âÄÎâÇÕÔâ ÄÇÜÇÔÕÄÇÐÐÑÌ ×ÑÓÏÑÌ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÑÅÑ ÑÕÑÃÓÂ-
ÉÇÐËâ ­âÛÍÑ ë­ÑÌÇÐÅË (ÔÏ. [12, 13]), ÔÑÒÑÔÕÂÄÎâáÜÇÅÑ
ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÖ

a�z� � zk�1 � a1z
kÿ1 � . . .� ak ; as 2 C ;

ÏÐÑÅÑÚÎÇÐ

b�w� �
Y
�wÿ cs� � wk � b1w

kÿ1 � . . .� bk ; bs 2 C ;

ÍÑÓÐâÏË cs ÍÑÕÑÓÑÅÑ âÄÎâáÕÔâ ÍÓËÕËÚÇÔÍËÇ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÏÐÑÅÑÚÎÇÐÂ a:

3. ¤ÓÂÐËÙÂ ÏÇÉÆÖ ÏÂÕÇÏÂÕËÍÑÌ Ë ×ËÊËÍÑÌ

£ÑÒÓÑÔ Ñ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâØ àÕËØ ÆÄÖØ ÐÂÖÍ ÏÐÑÅÑ ÑÃÔÖÉ-
ÆÂÎÔâ. ¤ËÎßÃÇÓÕ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, âÄÐÑ ÊÂâÄËÎ, ÚÕÑ ÅÇÑÏÇÕÓËâ
ì àÕÑ ÚÂÔÕß ×ËÊËÍË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÐÇÕ ÐËÍÂÍÑÌ ÓÂÊÐËÙÞ
ÏÇÉÆÖ ÕÇÏ, ÍÂÍ ÒÑÎÖÚÂÇÕ ÔÄÑË ÆÑÔÕËÉÇÐËâ ÅÇÑÏÇÕÓ Ë ÍÂÍ
ì ×ËÊËÍ.

Á ÃÑáÔß, ÒÓÂÄÆÂ, ÚÕÑ ¤ËÎßÃÇÓÕ ÒÓÑÔÕÑ ÐÇ ÔÚËÕÂÎ
ÅÇÑÏÇÕÓËá ÚÂÔÕßá ÏÂÕÇÏÂÕËÍË ì ÄÇÆß ÑÐ ÖÕÄÇÓÉÆÂÎ,
ÚÕÑ ÆÎâ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË ÄÔÇ ÓÂÄÐÑ, ÃÖÆÖÕ ÎË ÇÇ "ÕÑÚÍË"
ÒËÄÐÞÏË ÍÓÖÉÍÂÏË, Â ÒÓâÏÞÇ ì "ÔÍÂÏßâÏË". ¿ÕÑ ÐÇ
ÄÒÑÎÐÇ ÃÇÔÔÏÞÔÎÇÐÐÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÅÇÑÏÇÕÓËË ­ÑÃÂÚÇÄ-
ÔÍÑÅÑ (Ä ÏÑÆÇÎË ±ÖÂÐÍÂÓÇ) ÒÓâÏÞÏË ÔÚËÕÂáÕÔâ ÑÍÓÖÉ-
ÐÑÔÕË, Ë àÕÑ ÒÑÎÇÊÐÑ.

¬ ÔÑÉÂÎÇÐËá, ÇÅÑ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎË, ÄÓÑÆÇ ¢ÖÓÃÂÍË,
ÄÐÇÆÓËÎË àÕË "ÃÇÊÑÃËÆÐÞÇ" ËÆÇË Ä ÒÓÇÒÑÆÂÄÂÐËÇ ÛÍÑÎß-
ÐÑÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË, ÊÂÏÇÐËÄ ÔÑÆÇÓÉÂÕÇÎßÐÖá ÐÂÖÍÖ ÑÃ
ÖÔÕÓÑÌÔÕÄÇ ÏËÓÂ ÉÑÐÅÎËÓÑÄÂÐËÇÏ ÎÑÅËÚÇÔÍËÏË ÔËÏÄÑ-
ÎÂÏË. ¯ÇÐÂÄËÔÕß Í ÏÂÕÇÏÂÕËÍÇ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÄÑ ÄÔÇÏ
ÏËÓÇ, ÏÞ ÆÂÉÇ ÑÕÔÕÂÇÏ.

¯ÇÆÂÄÐÑ ÑÆËÐ ËÊ ÕÂÍËØ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎÇÌ ÒÓËÔÎÂÎ ÏÐÇ
ÒËÔßÏÑ, ÅÆÇ, ÍÓËÕËÍÖâ ÏÑÇ ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ, ÚÕÑ ÏÂÕÇÏÂÕËÍÂ
ì ÚÂÔÕß ×ËÊËÍË, ÐÂÔÕÂËÄÂÇÕ ÐÂ ÕÑÏ, ÚÕÑ ÐËÍÂÍÑÅÑ
ÔØÑÆÔÕÄÂ ÏÇÉÆÖ àÕËÏË ÐÂÖÍÂÏË ÐÇÕ. ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÄÒÓÑ-
ÚÇÏ, ÚÕÑ àÕÑÕ ÉÇ ÄÞÆÂáÜËÌÔâ ÃÖÓÃÂÍËÔÕ ÑÕÍÂÊÂÎÔâ
ÒÓËÐâÕß ÖÚÂÔÕËÇ Ä ÐÂÒËÔÂÐËË ÑÃÊÑÓÐÑÌ ÍÐËÅË Ñ ÏÂÕÇÏÂ-
ÕËÍÇ Í 2000 ÅÑÆÖ, ÏÑÕËÄËÓÖâ àÕÑ ÕÇÏ, ÚÕÑ "ÔÑÄÏÇÔÕÐÞÇ
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓÇÆÒÓËâÕËâ ÄÔÇÅÆÂ ÊÂÍÂÐÚËÄÂáÕÔâ ÐÇÖ-
ÆÂÚÇÌ". Á ÐÇ ÊÐÂá, ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ ÎË ÃÖÓÃÂÍËÔÕÔÍÑÇ
ÒÓÇÆÒÓËâÕËÇ ÊÂÍÑÐÚÇÐÑ.

±ÇÓÇÚËÔÎâÕß ÄÔÇ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÞÇ ÄÞÔÍÂÊÞÄÂÐËâ (±ÂÔ-
ÍÂÎâ, ¥ÇÍÂÓÕÂ, ¯ßáÕÑÐÂ, ¤áÌÅÇÐÔÂ, ­ÇÌÃÐËÙÂ) ÒÑ àÕÑÏÖ
ÒÑÄÑÆÖ ÃÞÎÑ ÃÞ ÔÎËÛÍÑÏ ÆÑÎÅÑ, ÐÑ â ÐÇ ÏÑÅÖ ÖÆÇÓÉÂÕßÔâ
ÑÕ ÔÔÞÎÍË ÐÂ ¥ËÓÂÍÂ, ÊÂâÄËÄÛÇÅÑ, ÚÕÑ ×ËÊËÍÖ ÐËÍÑÅÆÂ ÐÇ
ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÒËÓÂÕßÔâ ÐÂ ×ËÊËÚÇÔÍÖá ËÐÕÖËÙËá, ÍÑÕÑÓÂâ
ÚÂÜÇ ÄÔÇÅÑ ì ËÏâ ÆÎâ ÒÓÇÆÄÊâÕÞØ ÔÖÉÆÇÐËÌ. ±Ñ ÇÅÑ
ÏÐÇÐËá ÒÓÂÄËÎßÐÞÌ ÒÖÕß ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑÃÞ ÄÊâÕß
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÖá ÕÇÑÓËá Ë ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ ÓÂÊÄËÄÂÕß
ÇÇ, ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ Í ÄÑÊÏÑÉÐÑ
ÃÑÎÇÇ ÄÂÉÐÞÏ ÏÑÆÇÎâÏ.
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²ËÔ. 15. ²ÂÊÃËÇÐËÇ ÑÔÐÑÄÂÐËâ ÍÑÐÖÔÂ ³ÒÓËÐÅÇÓÂ ÅÓÖÒÒÞA3 ÐÂ ÍÂÏÇÓÞ
£ÇÌÎâ.
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¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓÂÄËÎßÐÂâ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÂâ ÕÇÑÓËâ
ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ®ÂÍÔÄÇÎÎÂ, Â ÐÇ ËÊ ÖÕÑÚÐÇÐËÌ
ÒÑÓÑÆ ÍÑÛÇÍ Ë ÔÑÓÕÑÄ âÐÕÂÓâ. £ÑÒÓÑÔ Ñ ÙÄÇÕÇ ÏÇÓËÆËÂÐÂ
ì ÊÎÑÖÒÑÕÓÇÃÎÇÐËÇ "ËÐÕÖËÙËÇÌ" ÒÓÇÆÄÊâÕÞØ ÏÐÇÐËÌ.

Á ÐÂÆÇáÔß, ÚÕÑ ÄÞÛÇ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, Í ÍÂÍËÏ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÂÏ
ÒÓËÄÑÆËÕ ÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ àÕÑÏÖ ÔÑÄÇÕÖ ¥ËÓÂÍÂ.

±ÓËÏÇÓ ÐÇÆÑÒÖÔÕËÏÑÅÑ ÄÎËâÐËâ ÒÓÇÆÄÊâÕÞØ ËÆÇÌ
ÕÂÏ, ÅÆÇ ÔÎÇÆÑÄÂÎÑ ÃÞ ÒÓÑÆÖÏÂÕß ÔÑÆÇÓÉÂÕÇÎßÐÖá
ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÖá ÕÇÑÓËá, ÆÂÇÕ ÑÃÔÖÉÆÇÐËÇ ¥ÇÍÂÓÕÑÏ
ÃÂÓÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ËÆÇÌ ±ÂÔÍÂÎâ. ±ÂÔÍÂÎß ËÔØÑÆËÎ ËÊ
ÑÒÞÕÂ ´ÑÓÓËÚÇÎÎË Ô ÓÕÖÕÐÞÏ ÔÕÑÎÃÑÏ Ë ÒÑÔÕÓÑËÎ
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÒÓËÃÑÓ Ô ÊÂÏÇÐÑÌ ËÕÂÎßâÐÔÍÑÌ ÓÕÖÕË
ÄÑÆÑÌ Ë ×ÓÂÐÙÖÊÔÍËÏ ÄËÐÑÏ (àÕÑ ÕÓÖÆÐÑ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÐÖÉÐÂ
ÑÚÇÐß ÒÓÑÚÐÂâ ÃÑÚÍÂ, ÄÞÆÇÓÉËÄÂáÜÂâ ÆÂÄÎÇÐËÇ ÆÇÔâÕË-
ÏÇÕÓÑÄÑÅÑ ÔÕÑÎÃÂ ÄËÐÂ ËÎË ÄÑÆÞ). ¯Ñ ±ÂÔÍÂÎß ÔÖÏÇÎ ÄÔÇ
ÔÆÇÎÂÕßì ÔÐÂÚÂÎÂ ÐÂ ÃÂÛÐÇ ÔÄ. ÁÍÑÄÂ Ä ÙÇÐÕÓÇ±ÂÓËÉÂ, Â
ÒÑÊÉÇ Ë ÐÂ ÅÑÓÇ ±áË ÆÇ ¥ÑÏ Ä °ÄÇÓÐË ì Ë ÒÑÔÕÓÑËÎ
ÒÇÓÄÞÇ ÄÑÆâÐÞÇ ÃÂÓÑÏÇÕÓÞ (Ô ÒÖÔÕÑÕÑÌ ÐÂÆ ÔÕÑÎÃÑÏ
ÄÑÆÞ). °Ð ÒÓËÛÇÎ Í ¥ÇÍÂÓÕÖ ì ÍÓÖÒÐÇÌÛÇÏÖ ÖÚÇÐÑÏÖ
(±ÂÔÍÂÎß ÃÞÎ ÇÜÇ ÔÑÄÔÇÏ ÏÑÎÑÆÞÏ) Ë ÓÂÔÔÍÂÊÂÎ ÇÏÖ Ñ
ÔÄÑÇÌ ÕÇÑÓËË ì ÊÂÍÑÐÇ ±ÂÔÍÂÎâ Ë Õ.Æ. ¥ÇÍÂÓÕ, ÒÓÇÆÕÇÚÂ
¢ÖÓÃÂÍË, ËÊÅÐÂÄÛËÌ ÚÇÓÕÇÉË ËÊ ÅÇÑÏÇÕÓËË, ÔÚÇÎ ÄÔÇ àÕÑ
ÒÖÔÕÑÌ ÕÇÑÓËÇÌ Ë ÐÂÒËÔÂÎ ¤áÌÅÇÐÔÖ: "­ËÚÐÑ â ÄÔÇ ÉÇ
ÐËÅÆÇ Ä ÒÓËÓÑÆÇ ÒÖÔÕÑÕÞ ÐÇ ÄËÉÖ, ÓÂÊÄÇ, ÃÞÕß ÏÑÉÇÕ, Ä
ÅÑÎÑÄÇ Ö ±ÂÔÍÂÎâ". ¹ÇÓÇÊ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÏÇÔâÙÇÄ ÑÐ ÖÉÇ
ÖÕÄÇÓÉÆÂÎ, ÚÕÑ ÔÂÏ ÄÔÇÏÖ ÐÂÖÚËÎ ±ÂÔÍÂÎâ. ¥Îâ ¥ÇÍÂÓÕÂ
ÂÍÔËÑÏÂ "ÒÓËÓÑÆÂ ÐÇ ÕÇÓÒËÕ ÒÖÔÕÑÕÞ" ÃÞÎÂ ÆÑÓÑÉÇ
ÕÇÑÓËË ±ÂÔÍÂÎâ (ÒÑÊÉÇ ÑÐ ÃÞÎ ÐÇÆÑÄÑÎÇÐ Ë ÆÂÎßÐÑÆÇÌ-
ÔÕÄËÇÏ ¯ßáÕÑÐÂ, ÔÚËÕÂâ, ÚÕÑ ÒÎÂÐÇÕÞ ÆÄËÉÖÕ à×ËÓÐÞÇ
ÄËØÓË).

¬ÓÑÏÇ ÒÖÔÕÑÕÞ Ä ÅÑÎÑÄÇ Ö ±ÂÔÍÂÎâ, ¥ÇÍÂÓÕ ÑÕÍÓÞÎ
ÏÐÑÅÑ ÊÂÏÇÚÂÕÇÎßÐÑÅÑ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä ÕÇÑÓËË ÍÂÖÔÕËÍ ÇÏÖ
ÒÓËÐÂÆÎÇÉËÕ ÑÃÝâÔÐÇÐËÇ ÓÂÆÖÅË Ë ÄÞÄÑÆ ÇÇ ÓÂÔÕÄÑÓÂ
(43�) ËÊ ÒÑÍÂÊÂÕÇÎâ ÒÓÇÎÑÏÎÇÐËâ ÄÑÆÞ.

±ÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ÄÑ ÄÔÇÏ ÏËÓÇ ÐÂÃÎáÆÂÇÕÔâ ÑÃÜÂâ
ÕÇÐÆÇÐÙËâ ÐÂÔÕÖÒÎÇÐËâ ÐÂ ÐÂÖÍÖ Ë ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÔÑ
ÔÕÑÓÑÐÞ ÃáÓÑÍÓÂÕÑÄ Ë ÏÇÐÇÆÉÇÓÑÄ. ®ÂÕÇÏÂÕËÍÂ Ë
×ËÊËÍÂ ÒÇÓÄÞÏË ÒÑÒÂÆÂáÕ ÒÑÆ ÖÆÂÓ. µÒÑÏâÐÖ, ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, ÐÇÆÂÄÐËÇ "ÍÂÎË×ÑÓÐËÌÔÍËÇ ÄÑÌÐÞ": ÛÕÂÕ ¬ÂÎË×ÑÓ-
ÐËâ ÒÑÆ ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÑÏ ¤. ³ËÃÑÓÅÂ ÒÓËÐâÎ ÐÑÄÞÇ ÛÍÑÎß-
ÐÞÇ ÕÓÇÃÑÄÂÐËâ, ÄÞÊÄÂÄÛËÇ ×ÇÆÇÓÂÎßÐÑÇ ÐÇÑÆÑÃÓÇÐËÇ
ÍÂÍ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚÂÜËÇ ÑÃÜÇÂÏÇÓËÍÂÐÔÍËÏ. ³ÇÐÂÕ ÄÑÊÓÂ-
ÉÂÎ.

£ÑÕ ÆÄÂ ÒÓËÏÇÓÂ: ÐÑÄÂâ ÒÓÑÅÓÂÏÏÂ ÒÓÇÆÖÔÏÂÕÓËÄÂÎÂ
ÔÎÑÉÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÆÓÑÃÇÌ ÆÎâ ÆÇÔâÕËÎÇÕÐËØ ÛÍÑÎßÐËÍÑÄ
Ä ÍÖÓÔÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË Ë ÖÚÇÐËÇ Ñ ÕÓÇØ ×ÂÊÑÄÞØ ÔÑÔÕÑâÐËâØ
ÄÑÆÞ Ä ÍÖÓÔÇ ×ËÊËÍË. £ ×ÇÆÇÓÂÎßÐÑÌ ÒÓÑÅÓÂÏÏÇ ÄÑÆÂ
ËÏÇÇÕ ÎËÛß ÆÄÂ ×ÂÊÑÄÞØ ÔÑÔÕÑâÐËâ (ÒÓÇÄÓÂÜÂáÜËØÔâ
ÆÓÖÅ Ä ÆÓÖÅÂ Ä ØÑÎÑÆËÎßÐËÍÇ), ÒÂÓ ÉÇ ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÐÇÆÑ-
ÔÕÖÒÐÞÏ ÐÇàÎËÕÂÓÐÞÏ ÛÍÑÎßÐËÍÂÏ ÍÂÍ ÒÑÐâÕËÇ ÚÇÓÇÔ-

ÚÖÓ ÂÃÔÕÓÂÍÕÐÑÇ. ´ÇÔÕËÓÑÄÂÐËÇÛÍÑÎßÐÞØ ÖÚËÕÇÎÇÌ ÒÑÍÂ-
ÊÂÎÑ, ÚÕÑ ÑÐË, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÐÇ ÄÎÂÆÇáÕ Ë ÒÓÑÔÕÞÏË
ÆÓÑÃâÏË, Ë ÆÂÉÇ ÆÇÎÇÐËÇ 111 ÐÂ 3 ÕÓÇÃÖÇÕ ÍÑÏÒßáÕÇÓÂ.
±ÑÒÞÕÍË ËÊÅÐÂÐËâ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË (Ä ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË ÆÑÍÂÊÂ-
ÕÇÎßÔÕÄ) ÒÓÇÆÒÓËÐËÏÂÇÕÔâ Ë ÐÂÛËÏË ÒÓÑÔÄÇÕËÕÇÎâÏË
("ÅÖÏÂÐËÊÂÙËâ").

±ÑÆÚÇÓÍÐÖ, ÚÕÑ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ ÄÔÇÅÆÂ ËÅÓÂÎË Ä
ÏÂÕÇÏÂÕËÍÇ ÔÑÄÇÓÛÇÐÐÑ ÒÑÆÚËÐÇÐÐÖá ÓÑÎß, ÒÓËÏÇÓÐÑ
ÕÂÍÖá, ÍÂÍ ÑÓ×ÑÅÓÂ×Ëâ ËÎË ÆÂÉÇ ÍÂÎËÅÓÂ×Ëâ Ä ÒÑàÊËË.
®ÂÕÇÏÂÕËÍÂ, ÍÂÍ Ë ×ËÊËÍÂ, ì àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÂâ ÐÂÖÍÂ,
Ë ÔÑÊÐÂÕÇÎßÐÑÇ ÔÎÑÉÇÐËÇ ÒÓÑÔÕÞØ ÆÓÑÃÇÌ 1=2 Ë 1=3 ì
ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÞÌ àÎÇÏÇÐÕ ÑÃÜÇÚÇÎÑÄÇÚÇÔÍÑÌ ÍÖÎßÕÖÓÞ.
±ÑÒÞÕÍË ÑÕÖÚËÕß ÎáÆÇÌ ÆÖÏÂÕß Ë ÑÔÕÂÐÑÄËÕß ÄÔâÚÇÔÍËÌ
ÒÓÑÅÓÇÔÔ ì ÇÔÕÇÔÕÄÇÐÐÑÇ, ÐÑ ÑÒÂÔÐÑÇ ÒÑÔÎÇÆÔÕÄËÇ ÄÔÇ-
ÏËÓÐÑÌ ÃáÓÑÍÓÂÕËÊÂÙËË Ë ÃÑÓßÃÞ Ô ÍÖÎßÕÖÓÑÌ.

²ËÏÎâÐÇ ÒÞÕÂÎËÔß ÑÔÕÂÄËÕß ÑÕ ÅÓÇÚÇÔÍÑÌ ÐÂÖÍË
ÕÑÎßÍÑ "ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÒÑÎÇÊÐÖá" ÚÂÔÕß Ë ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÏ
âÄËÎÑÔß ÏÓÂÚÐÑÇ ÏÓÂÍÑÃÇÔËÇ ÔÓÇÆÐÇÄÇÍÑÄßâ.

²ÂÃÑÕÂ ÄÞÒÑÎÐÇÐÂ ÒÓË ÚÂÔÕËÚÐÑÌ ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ²ÑÔÔËÌ-
ÔÍÑÅÑ ×ÑÐÆÂ ×ÖÐÆÂÏÇÐÕÂÎßÐÞØ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ (ÒÓÑÇÍÕ
99-01-01109) Ë Institut Universitaire de France.
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