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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

²ÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÞÇ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ ÒÓÑÙÇÔÔÞ ÏÑÅÖÕ
ÃÞÕß ÐÂÊÄÂÐÞ ÔËÎßÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË. ²ÂÊÎËÚËâ ÏÇÉÆÖ
à××ÇÍÕÂÏË ÔËÎßÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË Ë ÔËÎßÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐ-
ÐÞÏË ÒÓÑâÄÎÇÐËâÏË ÔÎÂÃÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÒÑÆÓÑÃÐÑ
ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ Ä ÑÃÊÑÓÇ [1], ÕÂÏ ÉÇ ÆÂÐÞ ÒÓËÏÇÓÞ ÔËÎßÐÑ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔËÔÕÇÏ Ë ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÂ ËØ ÍÎÂÔÔË×ËÍÂÙËâ.

£ÂÉÐÞÏ ÒÓËÏÇÓÑÏ ÔËÎßÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ 1-ÅÑ
ÕËÒÂ (ÔÏ. [1]) ÔÎÖÉËÕ ÔËÔÕÇÏÂ Ô ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÑÌ

(¬¬) ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá. ªÐÑÅÆÂ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÑÌ ÐÂ-
ÊÞÄÂáÕ ÔËÔÕÇÏÖ, ÔÑÆÇÓÉÂÜÖá ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ Ë ÍÄÂÆÓÂ-
ÕËÚÐÖá, Ë ÍÖÃËÚÐÖá ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË. ®Þ ÃÖÆÇÏ ÄÍÎÂÆÞ-
ÄÂÕß Ä ÕÇÓÏËÐ "ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ" ËÐÑÌ
ÔÏÞÔÎ. ²ÇÚß ÊÆÇÔß ÒÑÌÆÈÕ Ñ ÏÑÆÇÎË ÍÖÃËÚÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÔËÔÕÇÏ, ÒÑÔÕÓÑÇÐÐÑÌ ÐÂ ÑÔÐÑÄÇ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÌ. ´ÂÍËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÓÇÂÎßÐÑ ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ. ¯Ç ÏÇÐÇÇ
ÄÂÉÐÑ, ÚÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÓÇ-
ÛÂáÕÔâ ËÐÑÅÆÂ ÅÑÓÂÊÆÑ ÒÓÑÜÇ, ÚÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ËÔ-
ÕËÐÐÑ ÍÖÃËÚÐÞØ ÔËÔÕÇÏ. £ÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÑÎÖÚËÕß ÕÑÚÐÑÇ
ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÑÒËÔÂÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÒÓÑÙÇÔÔÑÄ Ä ÓÂÏÍÂØ
ÏÑÆÇÎßÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÚÂÔÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÎÖÚÛÇ ÒÑÐâÕß ËØ
ÓÇÂÎßÐÞÇ ×ËÊËÚÇÔÍËÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË.

£ ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÏ ÔÎÖÚÂÇ ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ Ô ÑÆÐÑÌ
ÔÕÇÒÇÐßá ÔÄÑÃÑÆÞ x�t� ¬¬-ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÆÂÈÕÔâ ×ÖÐÍ-
ÙËÇÌ xjxj. ³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÌ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËÌ ÑÔÙËÎÎâ-
ÕÑÓ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

d2x

dt 2
� 3

2
xjxj � 0 : �1�

£ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ "âÏÞ", ÑÒËÔÞÄÂÇÏÑÌ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÒÂÓÂÃÑ-
ÎÑÌ U � x 2=2 (ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ
ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ), ÊÆÇÔß "âÏÂ" U � x 2jxj=2 ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ
ÆÄÖÏâ ÄÇÕÄâÏË ÍÖÃËÚÇÔÍÑÌ ÒÂÓÂÃÑÎÞ U � x 3=2, ÐÇ-
ÒÓÇÓÞÄÐÑ ÔÛËÕÞÏË Ä ÕÑÚÍÇ x � 0. ¬ÂÍ Ë Ä ËÊÄÇÔÕÐÑÏ
ÔÎÖÚÂÇ [2, 3], ÍÑÅÆÂ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (1) ÄÏÇÔÕÑ xjxj ÒÓËÔÖÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÑÃÞÚÐÞÌ ÍÖÃËÚÐÞÌ ÚÎÇÐ x 3, ÊÆÇÔß ÐÇÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÒÇÓÇØÑÆÂ ÒÓË x! 0 Í ÎËÐÇÌÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ. ¿ÐÇÓÅËâ ÍÑÎÇÃÂ-
ÐËÌ
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°.£. ²ÖÆÇÐÍÑ
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G�1=3�
G�5=6� � 5;61 : �3�

©ÆÇÔß F�c; k� ì àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÌ ËÐÕÇÅÓÂÎ ÒÇÓÄÑÅÑ ÓÑÆÂ,
G�z� ì ÅÂÏÏÂ-×ÖÐÍÙËâ. ¶ÑÓÏÂ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÑÒËÔÞÄÂÇÕÔâ
àÎÎËÒÕËÚÇÔÍËÏË ×ÖÐÍÙËâÏË ÁÍÑÃË [4] Ë ÔÑÆÇÓÉËÕ ÕÑÎßÍÑ
ÐÇÚÈÕÐÞÇ ÅÂÓÏÑÐËÍË.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÍÑÎÇÃÂÐËâ ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ Ô ÒÑØÑÉËÏ ÒÑ
×ÑÓÏÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÊÂÕÖØÂÐËÇÏ � _xj _xj ØÑÓÑÛÑ ËÊÖÚÇÐÞ
(ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [5]).

£ ÒÑÔÎÇÆÐËÇ ÅÑÆÞ ÒÑÒÖÎâÓÐÂ ÏÑÆÇÎß ÆÇÏÒ×ËÓÑÄÂÐ-
ÐÑÅÑ "ÃËÔÕÂÃËÎßÐÑÅÑ" ÑÔÙËÎÎâÕÑÓÂ:

_x� x 3 ÿ x � F�t� ; �4�

ÍÑÕÑÓÖá ËÔÒÑÎßÊÖáÕ ÒÓË ËÊÖÚÇÐËË ÕÂÍ ÐÂÊÞÄÂÇÏÑÅÑ
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ [6]. µÓÂÄÐÇÐËÇ (4) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÆÄËÉÇÐËÇ ÃÓÑÖÐÑÄÔÍÑÌ ÚÂÔÕËÙÞ Ä ÔËÎßÐÑ
ÄâÊÍÑÌ ÔÓÇÆÇ Ä ÒÑÎÇ ÂÐÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÅÑ (Ô ÆÄÖÏâ âÏÂÏË)
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ U � x 4=4ÿ x 2=2. ¯Â ÚÂÔÕËÙÖ ÆÇÌÔÕÄÖÇÕ
ÄÐÇÛÐââ ÔËÎÂ F�t�, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜÂâ ÔÑÃÑÌ ÔÖÏÏÖ ÛÖÏÂ�������
2D
p

x�t� Ô ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá D Ë ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÅÑ ÄÑ ÄÓÇ-
ÏÇÐË ÔËÅÐÂÎÂ A cos �Ot�. µÓÂÄÐÇÐËÇ (4) ËÔÔÎÇÆÖáÕ ÚËÔ-
ÎÇÐÐÑ ËÎË ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ô
ÒÑÏÑÜßá ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¶ÑÍÍÇÓÂ ë±ÎÂÐÍÂ. £ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËá (4) ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÕÂÄËÕß Ä ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËÇ ¬¬-
ÐÇÎËÐÇÌÐÖá ÏÑÆÇÎß

_x� xjxj ÿ x � F�t� : �5�

¥ÑÔÕÑËÐÔÕÄÑ ÏÑÆÇÎË (5) ÊÂÍÎáÚÂÇÕÔâ Ä ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕË ÇÈ
ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË. ±ÑÎÂÅÂâ jxj � _u=u, ÒÑÎÖÚËÏ

�uÿ _u � �F�t� u :

©ÆÇÔß ÊÐÂÍ ÒÎáÔ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ x > 0, ÏËÐÖÔ ì x < 0.
±ÓË ÓÇÛÇÐËË ÊÂÆÂÚË Ñ ÄÑÊÆÇÌÔÕÄËË ÐÂ ¬¬-ÔËÔÕÇÏÖ (5)

ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÍÑÓÑÕÍËØ (ÆÇÎßÕÂÑÃÓÂÊÐÞØ) ËÏ-
ÒÖÎßÔÑÄ

F�t� �
XN
n�1

And�tÿ tn� �6�

Ô "ÂÏÒÎËÕÖÆÂÏË"An ËÏÑÏÇÐÕÂÏË ÒÑâÄÎÇÐËâ tn ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(5) ÕÂÍÉÇ ÏÑÉÐÑ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÕß. ±ÑÎÂÅÂâ x � 1=u, Ä
ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÂØ ÏÇÉÆÖ ËÏÒÖÎßÔÂÏË (6) ÐÂÌÆÈÏ

_u� u � �1 ; un�t� � �1�
�
un�tn� � 1

�
exp

ÿÿ�tÿ tn�
�
; �7�

tnÿ1 < t < tn. £ÇÓØÐËÇ ÊÐÂÍË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÕ ÒÑÎÑÉËÕÇÎß-
ÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ un, ÐËÉÐËÇ ì ÑÕÓËÙÂÕÇÎß-
ÐÞÏ. ªÊ ÓÇÛÇÐËâ (7) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ËÏÇáÕÔâ ÆÄÇ "ÒÓËÕâÅË-
ÄÂáÜËÇ" ÕÑÚÍË: ÒÓË t!1 ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞÇ ÐÂÚÂÎßÐÞÇ
ÊÐÂÚÇÐËâ ×ÖÐÍÙËË ÔÕÓÇÏâÕÔâ Í 1, Â ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÇ ì Í
ÿ1. £ÑÊÄÓÂÜÂâÔß Í ËÔØÑÆÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ, ÒÑÎÖÚËÏ

xn�t� � xn�tnÿ1�
exp

ÿÿ�tÿ tnÿ1�
�� �1ÿ exp

ÿÿ�tÿ tnÿ1�
����xn�tnÿ1��� :

�8�

¶ÑÓÏÖÎÂ (8) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ àÄÑÎáÙËá ×ÖÐÍÙËË xn�t� ÐÂ
ÄÓÇÏÇÐÐoÂ Ï ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÇ tnÿ1 < t < tn. £ ÏÑÏÇÐÕ tn ÒÓÑËÔ-
ØÑÆËÕ "ÒÇÓÇÔÍÑÍ" ×ÖÐÍÙËË xn�t� Í ÐÑÄÑÏÖ ÊÐÂÚÇÐËá:

xn�1�tn� � xn�tn� � An : �9�

¶ÑÓÏÖÎÂ (9) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (5) Ô
ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕßá (6) ÒÑ ÏÂÎÑÌ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË tn. ¦ÔÎË ÆÎâ
ÔÎÖÚÂÌÐÑÌ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕË ËÏÒÖÎßÔÑÄ ËÊÄÇÔÕÐÞ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ "ÂÏÒÎËÕÖÆ" Ë ÄÓÇÏÈÐ ÒÑâÄÎÇÐËâ, ÕÑ Ô ÒÑ-
ÏÑÜßá (8), (9) ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÚËÕÂÕß ÔÕÂÕËÔÕËÚÇÔÍËÇ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓËÔÕËÍË ÑÕÍÎËÍÂ, ËÊÑÃÓÂÉÈÐÐÑÅÑ ÐÂ ÓËÔ. 1.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ Ô ÒÑÏÑÜßá ÊÂÏÇÐÞ x � 1=u ÏÑÉÐÑ
ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÕß Ë ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÖá ¬¬-ÏÑÆÇÎß:

_x� f1�t� xjxj ÿ f2�t� x � 0 : �10�

£ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÇÔÎË ×ÖÐÍÙËË f1; 2�t� ì ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ, ÕÑ
ÑÐË ÏÑÅÖÕ ÑÒËÔÂÕß ÍÑÎÇÃÂÐËâ "âÏ" ÃËÔÕÂÃËÎßÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐ-
ÙËÂÎÂ, ÍÑÕÑÓÞÇ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÒÓË ÑÃÝâÔÐÇÐËË âÄÎÇÐËâ
ÔÕÑØÂÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÐÔÂ [6]. ²ÇÛÇÐËÇ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (10), ÐÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË f1�t� � 1, f2�t� � _f�t� Ä
ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÇ tnÿ1 < t < tn ËÏÇÇÕ ÄËÆ

xn�t� � xn�tnÿ1�
�
exp

ÿÿ� f �t� ÿ f �tnÿ1�
��

� ��xn�tnÿ1��� � t

tnÿ1
exp

ÿÿ� f �t� ÿ f �t 0��dt 0�ÿ1 : �11�
ªÊÏÇÐÇÐËÇ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ xn�t� ÒÓË "ÒÇÓÇÔÍÑÍÇ" Ä ÏÑÏÇÐÕ tn
ÒÑ-ÒÓÇÉÐÇÏÖ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÑÌ (9).

2. ±ÓËÏÇÓ ÔËÔÕÇÏÞ
Ô ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá

¬ÖÃËÚÐÂâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß, Ñ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂÐËË ÍÑÕÑÓÑÌ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÍÖÔÑÚÐÑ-ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÞØ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËÌ ÊÆÇÔß ËÆÈÕ ÓÇÚß, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ Ä
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÆËÐÂÏËÍÇ ÑÚÇÐß ÛËÓÑÍÑ.

¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÍÖÃËÚÐÂâ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß âÄÎâÇÕÔâ ÑÔÐÑÄÐÑÌ
ÆÎâ ÔÆÄËÅÑÄÞØ ÖÒÓÖÅËØ ÄÑÎÐ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÏ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÏ
ÕÄÈÓÆÑÏ ÕÇÎÇ. ¬ÄÂÆÓÂÕËÚÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÊÆÇÔß ÊÂÒÓÇÜÇÐÞ
ÒÑ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâÏ ÔËÏÏÇÕÓËË. ³ÆÄËÅÑÄÞÇ ÄÑÎÐÞ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎâáÕ ÔÑÃÑÌ à××ÇÍÕËÄÐÞÌ ËÐÔÕÓÖÏÇÐÕ ÆËÂÅÐÑÔÕËÍË
ÏâÅÍËØ ÃËÑÎÑÅËÚÇÔÍËØ ÕÍÂÐÇÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÏÑÆÖÎß ÔÆÄËÅÂ
Ä ÐÑÓÏÂÎßÐÞØ Ë ÒÂÕÑÎÑÅËÚÇÔÍË ËÊÏÇÐÈÐÐÞØ ÕÍÂÐâØ ÓÂÊ-
ÎËÚÂÇÕÔâ ÐÂ ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÒÑÓâÆÍÑÄ [7]. £ ÕÑ ÉÇ ÄÓÇÏâ

x

x1

t1 t

x3

t3

t4

x4

ÿ1

�1

x2

t2

²ËÔ. 1. °ÕÍÎËÍ ¬¬-ÔËÔÕÇÏÞ (5) ÐÂ ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÍÑÓÑÕÍËØ
ËÏÒÖÎßÔÑÄ, ÑÒËÔÞÄÂÇÏÖá ×ÑÓÏÖÎÑÌ (6).
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ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕß ËÊÏÇÐâáÕÔâ ÎËÛß ÐÂ ÐÇ-
ÔÍÑÎßÍÑ ÒÓÑÙÇÐÕÑÄ. ªÊÖÚÇÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕÇÌ ÏÑÆÖÎâ
ÔÆÄËÅÂ ÆÂÈÕ ÐÑÄÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ñ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂØ ÕÄÈÓÆÞØ ÔÓÇÆ, ÚÕÑ ÄÂÉÐÑ ÆÎâ ÏÇÆËÙËÐÔÍÑÌ Ë
ÒÓÑÏÞÛÎÇÐÐÑÌ ÆËÂÅÐÑÔÕËÍË.

±ÓËÏÇÓÞ ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËØ ÔËÔÕÇÏ Ô ÔËÎßÐÑÌ ÍÖÃËÚÐÑÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá ÒÓËÄÇÆÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 2. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 2Â
ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÙÇÒÑÚÍÂ ÏÂÔÔ, ÆÄËÉÇÐËÇ ÍÑÕÑÓÞØ ÑÅÓÂÐË-
ÚÇÐÑ ÐÂÒÓÂÄÎâáÜËÏË Ä ÄËÆÇ ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÞØ ÒÓâÏÞØ,
ÎÇÉÂÜËØ Ä ÑÆÐÑÌ ÒÎÑÔÍÑÔÕË ÐÂ ÑÆËÐÂÍÑÄÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË
a ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ. µÆÎËÐÇÐËÇ ÒÓÖÉËÐÑÍ ÒÑÆÚËÐâÇÕÔâ ÎË-
ÐÇÌÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ ¤ÖÍÂ F � ÿkDl. ¦ÔÎË ×ËÍÔËÓÑÄÂÕß ÄÔÇ
ÏÂÔÔÞ Ä ÒÑÎÑÉÇÐËË ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ, ÊÂ ËÔÍÎáÚÇÐËÇÏ ÑÆÐÑÌ Ô
ÐÑÏÇÓÑÏ n, ÕÑ ÇÈ ÏÂÎÞÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ, jxnj5 a, ÒÓË ÏÂÎÑÏ
ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÏ ÖÆÎËÐÇÐËË, Dl0 5 a, ÃÖÆÖÕ ÑÒËÔÞÄÂÕßÔâ ÐÇ-
ÎËÐÇÌÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ

m
d2xn
dt 2
� k

Dl0
a

xn � k

2a 2
x 3
n � 0 : �12�

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË Dl0 � 0, Õ.Ç. ÍÑÅÆÂ ÒÓÖÉËÐÂ
ÒÓÇÆÄÂÓËÕÇÎßÐÑ ÐÇ ÐÂÕâÐÖÕÂ, Ä ÆÄËÉÇÐËË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ
ÎËÐÇÌÐÞÌ ÓÇÉËÏ. ¯ÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÒÑÎÐÑÔÕßá ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕ
ÆÄËÉÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ ÒÓË ÔÍÑÎß ÖÅÑÆÐÑÏÂÎÞØ ÒÑ ÂÏÒÎËÕÖÆÇ
ÍÑÎÇÃÂÐËâØ:

d2X

dt 2
� X 3 � 0 ; X � xn

a
���
2
p ; t � t

�����
k

m

r
: �13�

¿ÕÖ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕß ÏÑÉÐÑ ÐÂÊÄÂÕß "ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ",
ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÑÐÂ ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÂ ÐÂÎËÚËÇÏ ÔÄâÊÇÌ (ÑÅÓÂÐËÚÇ-
ÐËâÏË ÆÄËÉÇÐËâ), Â ÐÇ "×ËÊËÚÇÔÍÑÌ" ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá
ÆÇ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ ÒÓÖÉËÐ.

£ ÍÑÐÕËÐÖÂÎßÐÑÏ ÒÓÇÆÇÎÇ ÆÎâ ÄÑÎÐ Ä ÆËÔÍÓÇÕÐÑÌ
ÙÇÒÑÚÍÇ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ:

q2z
qt 2
ÿ c 2

q2z
qz 2
� b

3

q2z 3

qz 2
; z � qx

qz
: �14�

©ÆÇÔß z ì ÆÇ×ÑÓÏÂÙËâ, z � na ì ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ, ÄÆÑÎß
ÍÑÕÑÓÑÌ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÇÕÔâ ÍÑÎÇÃÂÐËÇ. ¯ÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÍÑà×-
×ËÙËÇÐÕ Ë ÍÄÂÆÓÂÕ ÔÍÑÓÑÔÕË ÊÄÖÍÂ ÆÂáÕÔâ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÇÐÐÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË b � �3k=2m�a 2, c 2 � �k=m�Dl0a.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (14) ÏÑÉÐÑ ÐÂÊÄÂÕß ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÄÑÎÐÑ-
ÄÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ, ÇÔÎË ÇÅÑ ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÏÂÎÂ ÒÑ ÔÓÂÄÐÇ-
ÐËá Ô ÎáÃÞÏ ËÊ ÚÎÇÐÑÄ ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË. °ÆÐÂÍÑ ÒÓË ÑÕ-
ÔÖÕÔÕÄËË ÐÂÕâÉÇÐËâ ÒÓÖÉËÐ ËÎË ËØ ÔÎÂÃÑÏ ÐÂÕâÉÇÐËË,
ÍÑÅÆÂ ÔÍÑÓÑÔÕß c! 0, ÐÇÎËÐÇÌÐÂâ àÄÑÎáÙËâ ×ÑÓÏÞ
ÄÑÎÐÞ "ÒÓÇÑÃÎÂÆÂÇÕ" ÐÂÆ ÒÓÑÙÇÔÔÑÏ ÇÈ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇ-
ÐËâ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÅÑÄÑÓËÕß ÑÃ ËÔÍÂÉÇÐËË ÒÓÑ×ËÎâ
ÃÇÅÖÜÇÌ ÄÑÎÐÞ ÊÆÇÔß ÐÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕÔâ ÄÑÊÏÑÉÐÞÏ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (14) ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆ-
ÍÂ, âÄÎâáÜËÏÔâ ÏÑÆÇÎßá ÒÓÑÔÕÇÌÛÇÌ ¬¬-ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ:

qz
qt
� �

���
b

p
jzj qz

qz
: �15�

¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (15) ÒÑ ÒÇÓÇ-
ÏÇÐÐÑÌ t Ë ÊÂÏÇÐââ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ ÔÑÑÕÐÑ-
ÛÇÐËâ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÒÑ t ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ ÒÑ z, ÒÑÎÖÚËÏ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ (14). ³ÄÑÌÔÕÄÂ ÔËÎßÐÑ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÞØ ÔËÔÕÇÏ ÕËÒÂ (14) ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÇ [2]. £
ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ Ä ÕÂÍËØ ÔËÔÕÇÏÂØ ÇÔÕß ÎÑÍÂÎË-
ÊÑÄÂÐÐÞÇ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÑÔÙËÎÎâÙËË, ÐÑ ÆÎâ ÐËØÏÑÅÖÕ ÐÇ
ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÕß ÓÇÛÇÐËâ ÕËÒÂ ÃÇÅÖÜËØ ÄÑÎÐ.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÎâ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÆÇÎËÓÑÄÂ-
ÐËâ [2] ÔËÎßÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÆËÐÂÏËÍË ÃÑÎÇÇ ÖÆÑÃÐÂ ÙÇ-
ÒÑÚÍÂ ËÊ ÆËÔÍÑÄ (ÓËÔ. 2Ã). ¥ËÔÍË ÔÑÄÇÓÛÂáÕ ÍÓÖÕËÎßÐÞÇ
ÍÑÎÇÃÂÐËâ, ÒÓË ÍÑÕÑÓÞØ ÕÓÇÐËÇ Ä ÑÔâØ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ
ÏÇÐßÛÇ, ÚÇÏ ÒÓË ÔÍÑÎßÉÇÐËË ÏÂÔÔ ÄÆÑÎß ÐÂÒÓÂÄÎâáÜËØ
ÔÕÇÓÉÐÇÌ (ÓËÔ. 2Â). ®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÏÑÆÇÎË ÆÎâ ÑÃÇËØ
ÙÇÒÑÚÇÍ ì ÑÆÐË Ë ÕÇ ÉÇ.

3. ²ËÏÂÐÑÄÞ ÄÑÎÐÞ

¦ÔÎË ÆËÔÒÇÓÔËâ Ë ÆËÔÔËÒÂÙËâ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ, ÕÑ ÒÎÑÔÍËÇ
ÄÑÎÐÞ Ä ¬¬-ÔËÔÕÇÏÇ ÑÒËÔÞÄÂáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÒÓÑÔÕÞØ
(ÓËÏÂÐÑÄÞØ) ÄÑÎÐ:

qu
qz
� e

c 2
juj qu

qt
: �16�

®ÂÕÇÏÂÕËÍË ËÐÑÅÆÂ ÐÂÊÞÄÂáÕ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕËÒÂ (16), ÐÑ Ô
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ·ÑÒ×Â,
×ËÊËÍË ì ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ²ËÏÂÐÂ. ©ÆÇÔß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÕÇ
ÉÇ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâ, ÚÕÑ Ë ÆÎâ ÑÃÞÚÐÞØ ÔÓÇÆ Ô ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá [8]. ªÏÇÐÐÑ, uìÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß,
eì ÐÇÎËÐÇÌÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ, t � tÿ z=cì ÄÓÇÏâ Ä ÔËÔÕÇÏÇ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÄÆÑÎß ÑÔË z ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÊÄÖÍÂ c.
£ ÔÎÖÚÂÇ ÏÂÎÞØ ÚËÔÇÎ ®ÂØÂ juj=c ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (16) ÏÑÉÇÕ
ÑÒËÔÞÄÂÕß ÔÎÂÃÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÄÑÎÐÞ, ÒÓË àÕÑÏ z ì
"ÏÇÆÎÇÐÐÂâ" ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂ. ±ÑØÑÉÇÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (15), ÍÂÍ
ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 2, ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÔËÎßÐÑ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÆÄËÅÑÄÞØ Ë ÍÓÖÕËÎßÐÞØ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ Ä ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞØ ÔËÔÕÇÏÂØ [2]. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (15)
ÐÇÎßÊâ ÔÚËÕÂÕß àÄÑÎáÙËÑÐÐÞÏ.

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (16), ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÄÑÎÐÇ Ô ÄÓÇ-
ÏÇÐÐ�yÏ ÒÓÑ×ËÎÇÏ u � F�t� ÐÂ ÅÓÂÐËÙÇ ÔÓÇÆÞ z � 0,
ÆÂÈÕÔâ ÐÇâÄÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ:

u � F
�
t� e

c 2
jujz
�
: �17�

Â
x � 0

axn�1

xnÿ1

xn
a

x

jnÿ1

jn

jn�1

Ã

²ËÔ. 2. (Â) ¸ÇÒÑÚÍÂ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÎËÐÇÌÐÞÏË ÒÓÖÉËÐÍÂÏË ÏÂÔÔ, ÆÄËÉÖ-
ÜËØÔâ ÄÆÑÎß ÔÕÇÓÉÐÇÌ. (Ã) ¸ÇÒÑÚÍÂ ÎËÐÇÌÐÑ ÔÄâÊÂÐÐÞØ ÆËÔÍÑÄ,
ÔÑÄÇÓÛÂáÜËØ ÍÓÖÕËÎßÐÞÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ.

4 µ¶¯, Õ. 183, å 7
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¦ÔÎË ËÔØÑÆÐÂâ ÄÑÎÐÂì ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÂâ, u � u0 sin �ot�, ÕÑ
ËÐÕÇÓÇÔÐÑ ÒÓÑÔÎÇÆËÕß ÊÂ ËÊÏÇÐÇÐËÇÏ ÇÈ ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÑÅÑ
ÔÑÔÕÂÄÂ. ±ÓËÏÇÐâÇÏ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÖá ÕÇØÐËÍÖ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ
ÐÇâÄÐÞØ ×ÖÐÍÙËÌ Ä ÓâÆÞ ¶ÖÓßÇ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒËÔÂÐÂ Ä ÍÐËÅÇ
[8]:

u � u0
X1
n�1

Cn�Z� sin
ÿ
not� jn�Z�

�
:

©ÆÇÔß Z ì ÓÂÔÔÕÑâÐËÇ, ÐÑÓÏËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÐÂ ØÂÓÂÍÕÇÓÐÖá
ÐÇÎËÐÇÌÐÖá ÆÎËÐÖ zSH ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÓÂÊÓÞÄÂ Ä ÒÓÑ×ËÎÇ
ÄÑÎÐÞ:

Z � z

zSH
� e

c 2
ou0z :

±ÑÔÎÇ ÒÓÑÔÕÞØ, ÐÑ ÅÓÑÏÑÊÆÍËØ ÄÞÚËÔÎÇÐËÌ ÐÂÌÆÈÏ

Cn �
�
1ÿ �ÿ1�n� 2

nZ

��
2

pn
ÿ En�nZ�

�2

� J 2
n �nZ�

�1=2
;

tanjn �
�2=pn� ÿ En�nZ�

Jn�nZ� :
�18�

©ÆÇÔß En ì ×ÖÐÍÙËË £ÇÃÇÓÂ, Jn ì ×ÖÐÍÙËË ¢ÇÔÔÇÎâ.
²ÇÊÖÎßÕÂÕ (18) ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÂÐÂÎÑÅ ÓÇÛÇÐËâ ¢ÇÔ-
ÔÇÎâ ë¶ÖÃËÐË, ËÊÄÇÔÕÐÑÅÑ ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ
ÔÓÇÆ [8]. £ÞÄÑÆÖ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÅÑ ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÆÎâ ËÔÕËÐÐÑ
ÍÖÃËÚÐÞØ ÔÓÇÆ ÒÑÔÄâÜÇÐÂ ÔÕÂÕßâ [9].

£ËÆÐÑ, ÚÕÑ Ä ÓÇÛÇÐËË (18) ÑÕÎËÚÐÞ ÑÕ ÐÖÎâ ÕÑÎßÍÑ
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ ÐÇÚÈÕÐÞØ ÅÂÓÏÑÐËÍ. ¡ÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÑÎÐÞ ÐÂ
ÚÂÔÕÑÕÇ ÒÇÓÄÑÌ ÅÂÓÏÑÐËÍË ÖÃÞÄÂÇÕ Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ
ÒÓÑÌÆÇÐÐÑÅÑ ÄÑÎÐÑÌ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ì àÐÇÓÅËâ ÒÇÓÇÍÂÚË-
ÄÂÇÕÔâ Ä ÄÞÔÛËÇ ÅÂÓÏÑÐËÍË. ¡ÏÒÎËÕÖÆÞ ÄÞÔÛËØ ÅÂÓÏÑ-
ÐËÍ ÖÄÇÎËÚËÄÂáÕÔâ, ÒÓËÚÈÏ ÕÓÇÕßâ ÅÂÓÏÑÐËÍÂ ÒÓË Z5 1
ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÒÑ ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÊÂÍÑÐÖ: C3 � 4Z=�5p�.

´ÑÚÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ (18) ÄÇÓÐÞ ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ 0<Z<1.
±ÓË Z � 1 ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ÖÆÂÓÐÞÌ ×ÓÑÐÕ, ÒÑÄÇÆÇÐËÇ ÍÑÕÑ-
ÓÑÅÑ ÐÖÉÐÑ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß ÑÕÆÇÎßÐÑ.

4. ³ÎÂÃÞÇ ÖÆÂÓÐÞÇ ÄÑÎÐÞ
ÔÉÂÕËâ Ë ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ

£ÑÔÒÑÎßÊÖÇÏÔâ ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÔÒÑÔÑÃÑÏ ÅÓÂ×ËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂ-
ÎËÊÂ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ [8]. ¥Îâ àÕÑÅÑ ÊÂÒËÛÇÏ ÓÇÛÇÐËÇ
(17) ÍÂÍ âÄÐÖá ×ÖÐÍÙËá ÄÓÇÏÇÐË:

t � Fÿ1�u� ÿ e
c 2
jujz : �19�

ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (19) ÔÎÇÆÖÇÕ: ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÒÑÔÕÓÑËÕß
×ÑÓÏÖ ÄÑÎÐÞ ÐÂ ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËË z, Í ËÔØÑÆÐÑÌ
×ÖÐÍÙËË Fÿ1�u� ÐÖÉÐÑ ÒÓËÃÂÄËÕß ×ÖÐÍÙËá ÿejujz=c 2,
ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÖá juj. ´ÂÍÑÇ ÒÑÔÕÓÑÇÐËÇ ÄÞÒÑÎÐÇÐÑ ÐÂ
ÓËÔ. 3 ÆÎâ ÖÆÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ ÔÉÂÕËâ Ä ÄËÆÇ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ
ÔÍÂÚÍÂ ÏÇÉÆÖ ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ u � ÿu0 Ë u � �u0.
£ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô (19) ÕÑÚÍÂ ¡ ÐÂ ×ÓÑÐÕÇ ÒÇÓÇÏÇÔÕËÕÔâ Ä
ÒÑÎÑÉÇÐËÇ A0, Â ÕÑÚÍÂ £ ì Ä ÒÑÎÑÉÇÐËÇ B 0. ¯ÑÄÞÇ
ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÕÑÚÇÍ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÔÍÂÚÍÂ ¡£ ÑÃÓÂ-
ÊÖáÕ ÎÑÏÂÐÖá (ÒÑÍÂÊÂÐÂ ÛÕÓËØÑÄÑÌ ÎËÐËÇÌ), ÔÑÇÆËÐâá-
ÜÖá ÕÑÚÍË A0, B 0 Ô ÐÂÚÂÎÑÏ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ.

³ÏÇÜÇÐËÇ ×ÓÑÐÕÂ tSH�z� ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÊÂÍÑÐÑÏ ÔÑ-
ØÓÂÐÇÐËâ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ ÆÄËÉÇÐËâ [8] Ë ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÖ ÒÎÑÜÂÆÇÌ ÆÄÖØ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÑÄ, ÄÞÆÇÎÇÐÐÞØ ÐÂ ÓËÔ. 3

ÛÕÓËØÑÄÍÑÌ:

tSH�z� � ÿ�
���
2
p
ÿ 1� e

c 2
u0z : �20�

ªÊ ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÌ ÔÍÂÚÑÍ, Ä
ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÔÍÂÚÍÂ Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ, Ä
ÙÇÎÑÏ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄ. £ ÒÓÑ×ËÎÇ ÄÑÎÐÞ ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÐÂÍÎÑÐ-
ÐÞÌ ÖÚÂÔÕÑÍ. £ÒÇÓÇÆË ×ÓÑÐÕÂ ÃÇÉËÕ "ÒÓÇÆÄÇÔÕÐËÍ".
£ÇÎËÚËÐÂ ÔÍÂÚÍÂ ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ ÑÕ ËÔØÑÆÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ
2u0 ÆÑ "ÖÔÕÑÌÚËÄÑÅÑ" ÊÐÂÚÇÐËâ

���
2
p

u0, ÍÑÕÑÓÑÇ ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ
ÑÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ z. £ ÔÓÇÆÇ, "ÉÈÔÕÍÑÔÕß" ÍÑÕÑÓÑÌ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ
Ô ÖÄÇÎËÚÇÐËÇÏ ÆÂÄÎÇÐËâ �e > 0�, ÔÍÂÚÑÍ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (20),
ÆÄËÉÇÕÔâ ÔÑ ÔÄÇÓØÊÄÖÍÑÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá:

vSH � c0

�
1� ÿ ���

2
p
ÿ 1
�
e
u0
c

�
:

±ÓÑÙÇÔÔ ÕÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËË ×ÓÑÐÕÂ ÔÉÂÕËâ ÒÑÍÂÊÂÐ ÐÂ
ÓËÔ. 4Â. £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÐÂ ÏÂÎÞØ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ ÐÂ ×ÓÑÐÕÇ
ÑÃÓÂÊÖÇÕÔâ ËÊÎÑÏ; ÊÂÕÇÏ ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÐÂÍÎÑÐÐÞÌ ÖÚÂ-
ÔÕÑÍ, ÍÑÕÑÓÞÌ ÖÛËÓâÇÕÔâ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ì ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ
ÃÑÎÇÇ ÒÑÎÑÅËÏ. £ ÒÓÇÆÇÎÂØ ÐÂÍÎÑÐÐÑÅÑ ÖÚÂÔÕÍÂ ÍÑÎÇÃÂ-
ÕÇÎßÐÂâ ÔÍÑÓÑÔÕß ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ ÎËÐÇÌÐÑ ÔÑ ÄÓÇÏÇÐÇÏ ÑÕÿu0
ÆÑ ÿu1 � ÿ�

���
2
p ÿ 1�u0. ¯Â ×ÓÑÐÕÇ ÔÍÑÓÑÔÕß ÖÄÇÎËÚËÄÂ-

ÇÕÔâ ÔÍÂÚÍÑÏ ÑÕ ÿu1 ÆÑ u0.
ªÕÂÍ, ÖÔÕÑÌÚËÄÑÏÖ ÔÍÂÚÍÖ ÔÉÂÕËâ Ä ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ

ÔÓÇÆÇ ÆÑÎÉÐÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß ÑÕÐÑÛÇÐËÇ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ
(ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÒÇÓÇÆ ÖÆÂÓÐÞÏ ×ÓÑÐÕÑÏ Ë ÔÓÂÊÖ ÊÂ
ÐËÏ) ju1j=u0 �

���
2
p ÿ 1.

±ÑÔÕÓÑÇÐËâ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞÇ ÒÑÍÂÊÂÐÐÞÏ ÐÂ ÓËÔ. 3, ÆÎâ
ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÔÍÂÚÍÂ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ ÒÓËÄÑÆâÕ Í ÍÂÓÕËÐÇ,
ËÊÑÃÓÂÉÈÐÐÑÌ ÐÂ ÓËÔ. 4Ã. ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÎáÃÑÌ ÔÍÂÚÑÍ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄ.
©ÆÇÔß ÉÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÊÓÞÄ ÏÇÉÆÖ ÊÐÂÚÇ-
ÐËâÏË ÍÑÎÇÃÂÕÇÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÿu0 Ë u2 � �

���
2
p ÿ 1�u0.

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ ÔÍÑÓÑÔÕß ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ àÕÑÅÑ ÔÍÂÚÍÂ
ÕÂÍÉÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÔÄÇÓØÊÄÖÍÑÄÑÌ; ÃÑÎÇÇ ÕÑÅÑ, ÑÐÂ ÔÑÄÒÂ-
ÆÂÇÕ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÍÂÚÍÂ ÔÉÂÕËâ,

A 0

B 0

A

B

u

ÿu0
tSH

t

�u0

²ËÔ. 3. ´ÓÂÐÔ×ÑÓÏÂÙËâ ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÖÆÂÓÐÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÔÉÂÕËâ.

�u0

ÿu0

u2

t

Ã

ÿu0

ÿu1 t

Â

²ËÔ. 4. ±ÓÑÙÇÔÔÞ ×ÑÓÏËÓÑÄÂÐËâ Ë ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÕÂÃËÎßÐÞØ
ÖÆÂÓÐÞØ ×ÓÑÐÕÑÄ ÔÉÂÕËâ (Â) Ë ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ (Ã).
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ËÊÑÃÓÂÉÈÐÐÑÅÑ ÐÂ ÓËÔ. 4Â. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÚÇÓÇÆÖáÜËÇ-
Ôâ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÇ ÔÍÂÚÍË ÔÉÂÕËâ Ë ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÔÑÇÆËÐÇÐÞ ÅÎÂÆÍËÏË ÖÚÂÔÕÍÂÏË ÒÓÑ×ËÎâ. ±ÓË àÕÑÏ ÑÐË
ÃÖÆÖÕ ÓÂÊÆÇÎÇÐÞ ÑÆËÐÂÍÑÄÞÏË ÒÓÑÏÇÉÖÕÍÂÏË ÄÓÇÏÇÐË,
ÐÇ ÏÇÐâáÜËÏËÔâ Ô ÒÓÑÌÆÇÐÐÞÏ ÓÂÔÔÕÑâÐËÇÏ. ´ÂÍÂâ
ÍÂÓÕËÐÂ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÃÇÅÖÜÇÏÖ ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÑÏÖ ÔËÅ-
ÐÂÎÖ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÒÓËÄÇÆÈÏ ÑÃÜÖá ×ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ ÒÑÎÑÉÇ-
ÐËâ ÖÆÂÓÐÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ:

tSH�z� � ÿ ez
2c 2

u2ju2j ÿ u1ju1j
u2 ÿ u1

: �21�

©ÆÇÔß ÊÐÂÚÇÐËâ u1, u2 ÏÑÅÖÕ ËÏÇÕß ÎáÃÞÇ ÊÐÂÍË. ¶ÓÑÐÕ
ÔÉÂÕËâ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ �u1 < 0, u2 > 0� ÃÖÆÇÕ ÖÔÕÑÌÚË-
ÄÞÏ, ÇÔÎË ÄÑÊÏÖÜÇÐËÇ u1 ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ ÎÇÉËÕ Ë ÐÂ
ÓÂÊÓÞÄÇ, Ë ÐÂ ÒÓËÎÇÅÂáÜÇÏ Í ÐÇÏÖ ÖÚÂÔÕÍÇ ÒÓÑ×ËÎâ
ÒÓÑÔÕÑÌ ÄÑÎÐÞ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ tSH 4t1, ÅÆÇ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ
(19),

t1 � ÿ ez
c 2
ju1j : �22�

ªÊ ×ÑÓÏÖÎ (21) Ë (22) ÔÎÇÆÖÇÕ ÖÔÎÑÄËÇ ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕË ÆÎâ
×ÓÑÐÕÂ ÔÉÂÕËâ

ju1j4 uCR �
ÿ ���

2
p
ÿ 1
�
u2 : �23�

¥Îâ ÔÍÂÚÍÂ ÔÉÂÕËâ, ÃÇÅÖÜÇÅÑ ÒÑ ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÌ ÔÓÇÆÇ
�u1 � 0�, Â ÕÂÍÉÇ ÆÎâ ÔÍÂÚÍÂ, ÑÃÂ ÊÐÂÚÇÐËâ ÄÑÊÏÖÜÇÐËâ Ö
ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÞ �u1 > 0, u2 > u1�, ÔÒÇÙË×ËÍÂ
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÐÇ ÒÓÑâÄÎâÇÕÔâ.
±ÓË àÕÑÏ ËÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (21) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ËÊÄÇÔÕÐÞÌ ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕ ÕÇÑÓËË ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÓËÏÂÐÑÄÞØ ÄÑÎÐ [8,
10 ë 12].

¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ (21), ÏÑÉÐÑ ÒÑÍÂ-
ÊÂÕß, ÚÕÑ ÔÍÂÚÑÍ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ �u1 > 0, u2 < 0� Ä ÑÃÜÇÏ
ÔÎÖÚÂÇ ÃÖÆÇÕ ÖÔÕÑÌÚËÄÞÏ, ÇÔÎË u1 4 uCR � �

���
2
p ÿ 1�ju2j.

µÔÕÑÌÚËÄÞÏ ÃÖÆÇÕ ÕÂÍÉÇ ÔÍÂÚÑÍ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ, ÃÇÅÖÜËÌ ÒÑ
ÐÇÄÑÊÏÖÜÈÐÐÑÌ ÔÓÇÆÇ �u1 � 0�, ËÎË ÔÍÂÚÑÍ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ Ô
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞÏË ÄÑÊÏÖÜÇÐËâÏË ÒÇÓÇÆ ×ÓÑÐÕÑÏ Ë ÊÂ
×ÓÑÐÕÑÏ �u1 < 0, u2 < u1�. £ àÕËØ ÔÎÖÚÂâØ ÕÂÍÉÇ ËÔÚÇ-
ÊÂáÕ ÒÓÑâÄÎÇÐËâ ÍÖÃËÚÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË. °ÆÐÂÍÑ ÊÆÇÔß
ÐÇÕ ÒÓÑÕËÄÑÓÇÚËâ Ô ËÊÄÇÔÕÐÞÏ ÄÞÄÑÆÑÏ Ñ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑ-
ÔÕË ÄÑÎÐÞ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ.
¥ÇÎÑ Ä ÕÑÏ, ÚÕÑ "ÉÈÔÕÍÑÔÕß" ÔÓÇÆÞ ÆÎâ ÕÂÍÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ
ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ ÒÓË ÖÄÇÎËÚÇÐËË ÆÂÄÎÇÐËâ ÐÇ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ, Â
ÖÃÞÄÂÇÕ.

5. ±ÇÓËÑÆËÚÇÔÍÂâ ÕÓÂÒÇÙËÇÄËÆÐÂâ
ÒËÎÑÑÃÓÂÊÐÂâ ÄÑÎÐÂ

ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ ÔÖÜÇ-
ÔÕÄÖáÕ ÍÄÂÊËÔÕÂÃËÎßÐÞÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ Ä ÄËÆÇ
ÒËÎÑÑÃÓÂÊÐÞØ ÄÑÎÐ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÜËÇ ÔÑÃÑÌ ÒÇÓËÑÆËÚÇ-
ÔÍÖá ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß ÎËÐÇÌÐÑ ÐÂÍÎÑÐÈÐÐÞØ ÖÚÂÔÕ-
ÍÑÄ, ÔÑÇÆËÐÈÐÐÞØ ÖÆÂÓÐÞÏË ×ÓÑÐÕÂÏË ÔÉÂÕËâ. ¶ÑÓÏÂ
àÕËØ ÄÑÎÐ ÐÇ ËÊÏÇÐâÇÕÔâ ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË. ªÊÏÇ-
ÐâÇÕÔâ ÎËÛß ÄÇÎËÚËÐÂ ÔÍÂÚÍÂ ÐÂ ÍÂÉÆÑÏ ÒÇÓËÑÆÇ. ³ÕÂ-
ÃËÎßÐÑÔÕß ÖÍÂÊÂÐÐÞØ ÔÕÓÖÍÕÖÓ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß
ÒÓÑÙÇÔÔÞ ËØ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ Ë ÔÂÏÑÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâ [11, 13],
ÕÂÍ ÉÇ ÍÂÍ àÕÑ ÆÇÎÂÇÕÔâ ÆÎâ ÍÄÂÊËÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍËØ ÔËÅÐÂ-
ÎÑÄ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÔÓÇÆÂØ Ô ÆËÔÒÇÓÔËÇÌ.

¯ÂÌÆÈÏ ÍÄÂÊËÔÕÂÃËÎßÐÖá ×ÑÓÏÖ ÄÑÎÐÞ Ä ÍÄÂÆÓÂ-
ÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ªÜÇÏ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (16), ÐÇ

ËÊÏÇÐâáÜÇÇ ÔÄÑÇÌ ×ÑÓÏÞ F�t� ÒÓË ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËË:

u � A�z�Fÿtÿ tSH�z�
�
:

²ÇÛÇÐËÇ ÒÑÎÖÚÂÇÏÞØ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ô ÅÓÂÐËÚÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏËA�0� � u0, tSH�0� � 0
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

A�z� � u0
1� z=z0

; o
ÿ
tÿ tSH�z�

�� C � ln jFj � Z0jFj ;

otSH�z� � ÿ ln

�
1� z

z0

�
; Z0 � z0

zSH
� e

c 2
ou0z0 :

�24�

©ÆÇÔß z0, o, C ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ. ¶ÖÐÍÙËâ F Ä ÓÇÛÇÐËË (24)
ÐÇÑÆÐÑÊÐÂÚÐÂ Ë ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÂ, ÒÑàÕÑÏÖ, ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ
ÄÊÅÎâÆ, ÑÐÂ ÐÇ ËÏÇÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÏÞÔÎÂ. °ÆÐÂÍÑ ÒÓÑ-
ËÊÄÑÎßÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ C ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÇÓÇÏÇÜÂÕß ÄÇÕÄË
×ÖÐÍÙËË F�tÿ C� ÄÆÑÎß ÑÔË ÄÓÇÏÇÐË t, ×ÑÓÏËÓÖâ ËØ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍÖá ÒÑÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑÔÕß (ÓËÔ. 5). ³ÑÇÆËÐââ
àÕË ÄÇÕÄË ÓÂÊÓÞÄÂÏË, ÖÆÂÈÕÔâ ÒÑÔÕÓÑËÕß ÒÓÑ×ËÎß ÒÇÓËÑ-
ÆËÚÇÔÍÑÌ ÄÑ ÄÓÇÏÇÐË ÒËÎÑÑÃÓÂÊÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. ¬ÂÉÆÞÌ
ÒÑÎÖÒÇÓËÑÆ ÄÑÎÐÞ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÕÂÍÑÄÑÅÑ Ä ÔÎÖÚÂÇ
ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ËÏÇÇÕ ÐÇ ÕÓÇÖÅÑÎßÐÖá,
Â ÕÓÂÒÇÙËÇÄËÆÐÖá×ÑÓÏÖ. ±ÇÓËÑÆ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÍÂÍ ÖÆÂÓÐÖá
ÄÑÎÐÖ ÔÉÂÕËâ, ÕÂÍ Ë ÖÆÂÓÐÖá ÄÑÎÐÖ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ. ¿ÕÑ
ÔÍÂÚÍË ÏÇÉÆÖ ÊÐÂÚÇÐËâÏË ÿu1 � ÿ�

���
2
p ÿ 1�A�z� Ë u2 �

� A�z�, Â ÕÂÍÉÇ ÏÇÉÆÖ u1� ��
���
2
p ÿ 1�A�z� Ë ÿu2� ÿA�z�

ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ. °ÃÂ ÓÂÊÓÞÄÂ âÄÎâáÕÔâ ÔÕÂÃËÎßÐÞÏË
ÖÆÂÓÐÞÏË ÄÑÎÐÂÏË, ÃÇÅÖÜËÏË Ô ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕßá ÄÏÇÔÕÇ Ô ÅÎÂÆÍËÏË ÖÚÂÔÕÍÂÏË F ÒÓÑ×ËÎâ ÄÑÎÐÞ.

ªÊÑÃÓÂÉÈÐÐÂâ ÐÂ ÓËÔ. 5 "ÕÓÂÒÇÙËÇÄËÆÐÂâ ÒËÎÂ"
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍÖá ×ÑÓÏÖ (ÐÂ ÓÂÔ-
ÔÕÑâÐËâØ z4 zSH) ÄÑÎÐÞ, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂ ÄØÑÆÇ Ä ÔÓÇÆÖ
�z � 0� ÃÞÎÂ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÒÓÑÙÇÆÖÓÂ
ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ àÕÑÌ ÄÑÎÐÞ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂ ÕÑÌ, ÍÑÕÑÓÂâ ÑÒË-
ÔÂÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [10, 13] ÆÎâ ÑÃÞÚÐÑÌ ÍÖÃËÚÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÔÓÇÆÞ.

6. ¬ÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¢áÓÅÇÓÔÂ

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÖÚÇÔÕß ÎËÐÇÌÐÑÇ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(16) ÔÎÇÆÖÇÕ ÑÃÑÃÜËÕß, ÄÍÎáÚËÄ Ä ÐÇÅÑ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÌ
ÚÎÇÐ ÔÑ ÄÕÑÓÑÌ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ:

qu
qz
� e

c 2
juj qu

qt
� b

2c 3r0

q2u
qt 2

: �25�

o�tÿ tSH�z��p

F

ÿp

u1

u2

u1

u2

²ËÔ. 5. ´ÓÂÒÇÙËÇÄËÆÐÂâ ÒËÎÑÑÃÓÂÊÐÂâ ÄÑÎÐÂ Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÑÌ
ÔÓÇÆÇ ÃÇÊ ÆËÔÒÇÓÔËË.
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©ÆÇÔß b ì ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÞÌ ÍÑà××ËÙËÇÐÕ, ÄÞÓÂÉÂáÜËÌÔâ
ÚÇÓÇÊ ÔÆÄËÅÑÄÖá Ë ÑÃÝÈÏÐÖá ÄâÊÍÑÔÕË Ë ÕÇÒÎÑÒÓÑÄÑÆÐÑ-
ÔÕß ÔÓÇÆÞ [8]. ©ÂÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (25) ÆÎâ ÍÓÂÕÍÑÔÕË Ä
ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ:

qV
qZ
� 1

2

q
qy

ÿjV jV �� G
q2V

qy 2
: �26�

©ÆÇÔß

Z � z

zSH
; y � ot ; V � u

u0
; G � zSH

zDISS
� bo

2ecr0u0
:

¹ËÔÎÑ G, ÓÂÄÐÑÇ ÑÕÐÑÛÇÐËá ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ Ë ÆËÔÔËÒÂÕËÄ-
ÐÑÌ ÆÎËÐ, ÐÂÊÞÄÂáÕ ÑÃÓÂÕÐÞÏ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËÏ ÚËÔÎÑÏ
²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ (ËÎË ÚËÔÎÑÏ ¤ÑÎßÆÃÇÓÅÂ). ±ÓË G4 1 ÆËÔÔË-
ÒÂÕËÄÐÞÇ à××ÇÍÕÞ ÒÓÇÑÃÎÂÆÂáÕ ÐÂÆ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏË. ±ÓË
G5 1, ÐÂÒÓÑÕËÄ, ÔËÎßÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐÑ ÄÎËâÐËÇ ÐÇÎËÐÇÌÐÑ-
ÔÕË.

µÓÂÄÐÇÐËÇ (26) ÏÑÉÐÑ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÕß Ô ÒÑÏÑÜßá
ÔÎÇÆÖáÜÇÅÑ ÑÃÑÃÜÇÐËâ ÊÂÏÇÐÞ ·ÑÒ×Â ë¬ÑÖÎÂ ë¶ÎÑ-
ÓËÐÂ [8]:

jV j � 2G
q
qy

lnU : �27�

°ÆÐÂÍÑ, Ä ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËË ÑÃÞÚÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
¢áÓÅÇÓÔÂ ÆÎâ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ×ÑÓÏÂÎß-
ÐÂâ ÎËÐÇÂÓËÊÂÙËâ ÊÆÇÔß ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÏÇÐÇÇ ÒÓÑÆÖÍÕËÄ-
ÐÑÌ. ²ÂÊÓÞÄ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÑÌ, ÄÑÊÐËÍÂáÜËÌ Ä ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË
ÕÑÚÍË V � 0, ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÇÓÇÏÇÜÇÐËá ×ÓÑÐÕÂ Ä ÔÑÒÓÑ-
ÄÑÉÆÂáÜÇÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (ÔÏ. ÓËÔ. 3) Ë ÕÓÇÃÖÇÕ
ÐÇÕÓËÄËÂÎßÐÞØ ÑÃÑÃÜÇÐËÌ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ.

¯ÂÌÆÈÏ ÑÆÐÑ ËÊ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÖÓÂÄÐÇÐËâ
(26), ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÆËÔÔËÒÂÕËÄÐÖá ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ÖÆÂÓÐÑÅÑ
×ÓÑÐÕÂ. ¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÓÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÖÔÕÑÌÚËÄÖá
ÖÆÂÓÐÖá ÄÑÎÐÖ ÔÉÂÕËâ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÖá ÒÇÓÇØÑÆ ÑÕ ÑÆ-
ÐÑÅÑ ÒÑÔÕÑâÐÐÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ, V1 � ÿ�

���
2
p ÿ 1�, Í ÆÓÖÅÑÏÖ,

V2 � 1. £ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄËË Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (20) ËÜÇÏ ÓÇÛÇÐËÇ Ä
ÄËÆÇ

V�Z; y� � V
�
y� � yÿ ySH�Z�

�
; ySH�Z� � ÿ

ÿ ���
2
p
ÿ 1
�
Z :

�28�

±ÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ (28) Ä (26) ÒÑÔÎÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÏÖ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá:

G
dV

dy�
� 1

2
jV jVÿ aV � 1

2
a 2 ; a �

���
2
p
ÿ 1 : �29�

±ÑÔÕÑâÐÐÂâ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ (ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß (29)) ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐÂ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ V�y� ! 1� ! 1. ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (29) ÆÎâ
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ V ÒÑÎÖÚÂÇÏ

G
dV

dy�
� 1

2
�V� a�2 : �30�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÄÕÑÓÑÇ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ ÖÔÎÑÄËÇ,
V�y� ! ÿ1� ! ÿa, ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË. ²Ç-
ÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (30), ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÖÔÎÑÄËá
V�y� � y0� � 0, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

V � a 2

�
y� ÿ y0
2G

��
1ÿ a

�
y� ÿ y0
2G

��ÿ1
; ÿ1 < y� < y0 :

�31�
©ÆÇÔß y0 ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, ÒÑÆÎÇÉÂÜÂâ
ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá. "°ÕÓËÙÂÕÇÎßÐÂâ" ÚÂÔÕß ×ÓÑÐÕÂ, ÑÒËÔÞÄÂÇ-

ÏÂâ ÓÇÛÇÐËÇÏ (31), ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑ ÔÛËÕÂ Ô
"ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ" ÄÇÕÄßá, ÍÑÕÑÓÂâ ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (29):

G
dV

dy�
� 1

2
�Vÿ a�2 � a 2 : �32�

²ÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (32), ÍÑÕÑÓÑÇ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÖÔÎÑÄËá
ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË V�y� ! 1� ! 1, ËÏÇÇÕ ÄËÆ

V � a
�
1�

���
2
p

tanh

�
a
���
2
p y�

2G

��
; y0 < y� <1 : �33�

´ÓÇÃÖâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË ÓÇÛÇÐËâ Ë ÔÛËÄÂâ ×ÑÓÏÖÎÞ (31) Ë
(33) ÒÓË V � 0 ËÎË y� � y0, ÐÂÌÆÈÏ

y0
2G
� ÿ 1

a
���
2
p artanh

���
2
p

2
� ÿ1;52 : �34�

ªÐÕÇÓÇÔÐÑ, ÚÕÑ ÆËÔÔËÒÂÙËâ ÔÅÎÂÉËÄÂÇÕ ÓÂÊÓÞÄ ÒÓÑËÊÄÑÆ-
ÐÑÌ ÒÓË V � 0. £ ÕÑÚÍÇ y� � y0 ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÌ
ÐÇ ÕÑÎßÍÑ ÔÂÏÂ ×ÖÐÍÙËâ, ÐÑ Ë ÇÈ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÂâ. ¿ÕÑ
ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ÄËÆÐÑ ËÊ ÔÓÂÄÐÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (30) Ë
(32). ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÖÆÂÓÐÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÔÉÂÕËâ
ÆÂÈÕÔâ ×ÑÓÏÖÎÂÏË (31) Ë (33). °ÐÂ ËÊÑÃÓÂÉÇÐÂ ÐÂ ÓËÔ. 6.
·ÂÓÂÍÕÇÓÐÂâ ÆÎËÕÇÎßÐÑÔÕß ×ÓÑÐÕÂ Dy � G ÖÏÇÐßÛÂÇÕÔâ
Ô ÄÑÊÓÂÔÕÂÐËÇÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË Ë ÖÄÇÎËÚËÄÂÇÕÔâ Ô ÄÑÊÓÂ-
ÔÕÂÐËÇÏ ÆËÔÔËÒÂÙËË. £ÑÊÏÖÜÇÐËÇ V ÐÂ ×ÓÑÐÕÇ ÏÑÐÑ-
ÕÑÐÐÑ ÄÑÊÓÂÔÕÂÇÕ.

³ÕÓÖÍÕÖÓÂ ×ÓÑÐÕÂ ÓÂÊÓÇÉÇÐËâ ÓÂÔÔÚËÕÞÄÂÇÕÔâ ÂÐÂ-
ÎÑÅËÚÐÞÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ËÎË ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ ÓÇÛÇÐËÌ (31) Ë (33) Ô
ÒÑÏÑÜßá ÑÚÇÄËÆÐÞØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ ÔËÏÏÇÕÓËË.

©ÐÂâ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ÅÎÂÆÍËØ ÖÚÂÔÕÍÑÄ ÒÓÑ×ËÎâ ÍÄÂÆÓÂ-
ÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÄÑÎÐÞ (ÔÏ. ÓËÔ. 5) Ë ÓÇÛÇÐËÇ,
ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÔÕÓÖÍÕÖÓÖ ×ÓÑÐÕÑÄ (ÔÏ. ÓËÔ. 6), ÏÑÉÐÑ
ÒÑÔÕÓÑËÕß "ÒÑÅÓÂÐÔÎÑÌÐÖá ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ" Ô ÒÑÏÑÜßá
ÏÇÕÑÆÂ ÔÓÂÜËÄÂÇÏÞØ ÂÔËÏÒÕÑÕËÚÇÔÍËØ ÓÂÊÎÑÉÇÐËÌ Ë
ÑÒËÔÂÕß ÒÓÑ×ËÎß ÄÑÎÐÞ ÒÑÎÐÑÔÕßá, ÒÑÔÎÇ ÚÇÅÑ ÓÂÔÔÚË-
ÕÂÕß ÔÒÇÍÕÓÂÎßÐÞÌ ÔÑÔÕÂÄ, ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÒÑÕÇÓË àÐÇÓÅËË Ë
ÆÓÖÅËÇ ÄÂÉÐÞÇ ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍË.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÖÍÂÉÇÏ, ÚÕÑ ÊÂÏÇÐÂ
ÍÖÃËÚÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ¬¬-ÏÑÆÇÎßá ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß Ä
ÓâÆÇ ËÊÄÇÔÕÐÞØ ÐÂÏ ÊÂÆÂÚ. ´ÂÍ, Ô ÒÑÏÑÜßá àÕÑÌ ÊÂÏÇÐÞ

2ÿ2 y
2

y0
2G

0,5

1,0
V

ÿ4

ÿ0,414

1

2

²ËÔ. 6. ¶ÑÓÏÂ ÖÆÂÓÐÑÅÑ ×ÓÑÐÕÂ ÔÉÂÕËâ Ä ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÑÌ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÔÓÇÆÇ ÒÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ ÚËÔÎÂ G � 1;0 (ÍÓËÄÂâ 1) Ë G � 0;2
(ÍÓËÄÂâ 2). ®ÇÔÕÂ ÔÛËÄÂÐËâ ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÄÇÕÄÇÌ
ÑÕÏÇÚÇÐÞ ÕÈÏÐÞÏË ÍÓÖÉÍÂÏË.
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ÖÆÂÎÑÔß ÕÑÚÐÑ ÓÇÛËÕß ÊÂÆÂÚÖ [14]

G
dV

dy
� V 3 � 3

�
1

2p

� 2p

0

V 2�y� dyÿ d
�
V � sin y ; hV i � 0 ;

�35�
Ë ÓÂÔÔÚËÕÂÕß ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÚÂÔÕÑÕÐÖá ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÖ
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ, ÄÐÖÕÓË ÍÑÕÑÓÑÅÑ "ÃÇÅÂáÕ"
ÖÆÂÓÐÞÇ ÄÑÎÐÞ. £ ÖÓÂÄÐÇÐËË (35) d ì àÕÑ ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÂâ
ÓÂÔÔÕÓÑÌÍÂ ÏÇÉÆÖ ÚÂÔÕÑÕÑÌ ÍÑÎÇÃÂÐËÌ ÔÕÇÐÍË Ë ÚÂÔÕÑÕÑÌ
ÑÆÐÑÌ ËÊ ÔÑÃÔÕÄÇÐÐÞØ ÏÑÆ ÓÇÊÑÐÂÕÑÓÂ.

7. ¬ÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÑÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ

©ÂÏÇÐÂ ÍÖÃËÚÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ¬¬-ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕßá ËÔ-
ÒÑÎßÊÑÄÂÎÂÔß ÄÞÛÇ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÍÑÕÑÓÞÇ ÔÑÒÑÔÕÂÄÎâ-
ÎËÔß Ô ÏÇØÂÐËÚÇÔÍËÏË ÔËÔÕÇÏÂÏË. ªÐÕÇÓÇÔÐÑ ÓÂÔÔÏÑÕ-
ÓÇÕß ÃÑÎÇÇ ÛËÓÑÍËÌ ÍÓÖÅ ÊÂÆÂÚ, ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÄ ÍÄÂÆ-
ÓÂÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÞÇ ÑÃÑÃÜÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë
ÆÇ £ÓËÊÂ, ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ Ë ÆÓÖÅËØ
"àÕÂÎÑÐÐÞØ" ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕÇÑÓËË ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÄÑÎÐ.

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ¬¬-ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ

2ik
qA
qz
� D?A� gk 2jAjA : �36�

£ ÔÎÖÚÂÇ, ÍÑÅÆÂ ÏÑÆÇÎß (36) ÒÓÇÆÐÂÊÐÂÚÇÐÂ ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ
à××ÇÍÕÑÄ ÔÂÏÑÄÑÊÆÇÌÔÕÄËâ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ, ÒÇÓÇÏÇÐÐÂâ
A ì ÍÑÏÒÎÇÍÔÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ ÄÑÎÐÞ, D? ì ÑÒÇÓÂÕÑÓ
­ÂÒÎÂÔÂ, ÆÇÌÔÕÄÖáÜËÌ Ä ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÏ ÔÇÚÇÐËË ÒÖÚÍÂ [15].
¬ÂÍ Ë ÍÖÃËÚÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ, ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (36)
ÑÃÎÂÆÂÇÕ ÊÂÍÑÐÂÏË ÔÑØÓÂÐÇÐËâ. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÊÂÍÑÐÞ
ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÄÞÓÂÉÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ

I1 �
��
jAj2 d2r? � const ;

�37�
I2 �

���
jH?Aj2 ÿ 2

3
gk 2jAj3

�
d2r? � const :

±ÇÓÄÂâ ÔÑØÓÂÐâáÜÂâÔâ ÄÇÎËÚËÐÂ ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÒÑÎÐÑÌ
àÐÇÓÅËË, ÄÕÑÓÂâ ÖÚËÕÞÄÂÇÕ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ Ë ÆË×ÓÂÍÙËÑÐÐÞÇ
à××ÇÍÕÞ.

±ÇÓÇÌÆÈÏ ÑÕ (36) Í ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÆÎâ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑÌ
ÂÏÒÎËÕÖÆÞ B Ë ×ÂÊÞ C, ÒÑÎÑÉËÄ B � A exp �ÿikC�.
²ÂÊÆÇÎââ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÖá Ë ÏÐËÏÖá ÚÂÔÕË, ÒÑÎÖÚËÏ
ÔÄâÊÂÐÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ àÌÍÑÐÂÎÂ Ë ÒÇÓÇÐÑÔÂ [15]:

2
qC
qz
� �H?C�2 � gB ;

�38�
2
qB
qz
� 2H?BH?C� BD?C � 0 :

±ÓÇÐÇÃÓÇÉÇÐËÇ ÚÎÇÐÑÏ D?B Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË àÌÍÑÐÂÎÂ (38)
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÒÇÓÇØÑÆÖ Í ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÌ ÑÒÕËÍË. ¥Îâ ÒÎÑÔÍËØ (ÜÇÎÇÄÞØ) ÒÖÚÍÑÄ
ÔËÔÕÇÏÂ (38) ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

qa
qz
� a

qa
qy
ÿ g
2

qB
qy
� 0 ;

�39�
qB
qz
� a

qB
qy
� 1

2
B
qa
qy
� 0 ; a � qC

qy
:

µÓÂÄÐÇÐËâ (39), ×ÑÓÏÂ ÍÑÕÑÓÞØ ËÊÄÇÔÕÐÂ Ë Ä ÅËÆÓÑÆËÐÂ-
ÏËÍÇ, ÎËÐÇÂÓËÊÖáÕÔâ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇÏ ÅÑÆÑÅÓÂ×Â. °ÐË
ÑÒËÔÞÄÂáÕ ËÊÑàÐÕÓÑÒËÌÐÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ ÃÂÓÑÕÓÑÒÐÑÌ ÉËÆ-

ÍÑÔÕË. ¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ËÏÇáÕ ÕÑÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ [15, 16],
ÍÑÕÑÓÑÇ Ä ÐÇÎËÐÇÌÐÑÌ ÑÒÕËÍÇ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÂÃÇÓÓÂÙËÑÐ-
ÐÑÏÖ ÔÂÏÑÄÑÊÆÇÌÔÕÄËá ÄÑÎÐÑÄÞØ ÒÖÚÍÑÄ. °ÆÐÂÍÑ ÇÔÎË
ÆÎâ ÍÖÃËÚÐÑÌ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ
âÄÎâÇÕÔâ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕß, ÕÑ ÆÎâ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ¬¬-
ÏÑÆÇÎË Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ (39) ÄÏÇÔÕÑ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕË ÒÓËÔÖÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÂâ ÂÏÒÎËÕÖÆÂ B ÄÑÎÐÞ.

¦ÜÈ ÑÆËÐ ËÐÕÇÓÇÔÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÏÐËÏÑÏÖ
ÍÑà××ËÙËÇÐÕÖ g Ä ¬¬-ÖÓÂÄÐÇÐËË ºÓÈÆËÐÅÇÓÂ (36). ¥ÇÎÂâ
Ä (36) ÊÂÏÇÐÖ g! ig=k Ë ÓÂÊÆÇÎââ ÆÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÖá ÂÏÒÎË-
ÕÖÆÖ Ë ×ÂÊÖ, ÒÓËÆÈÏ Í ÔËÔÕÇÏÇ

qa
qz
� a

qa
qy
� 0 ;

�40�
qB
qz
� a

qB
qy
� 1

2
B
qa
qy
� g

2
B 2 :

±ÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÇÓÇÐÑÔÂ (ÄÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(40)), ÍÂÍ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÖÄËÆÇÕß, ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÂ ÊÂ ÍÄÂÆÓÂÕËÚ-
ÐÑÇ (ÆÄÖØ×ÑÕÑÐÐÑÇ) ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇ ÄÑÎÐÑÄÑÅÑ ÒÖÚÍÂ [17, 18].
µÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÇÐÑÔÂ Ô ÒÑÏÑÜßá ÊÂÏÇÐÞ B � 1=U ÔÄÑ-
ÆËÕÔâ Í ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÄËÆÖ:

qU
qz
� a

qU
qy
ÿ 1

2

qa
qy

U � ÿ g
2
; �41�

Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ àÌÍÑÐÂÎÂ (ÒÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (40)) ÐÇÊÂÄËÔËÏÑ
Ë ÎÇÅÍÑ ÓÇÛÂÇÕÔâ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÄÔâ ÔËÔÕÇÏÂ (40) ÏÑÉÇÕ
ÃÞÕß ÓÇÛÇÐÂ ÕÑÚÐÑ.

8. ¬ÄÂÆÓÂÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë ÆÇ £ÓËÊÂ

©ÂÒËÛÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ¬ÑÓÕÇÄÇÅÂ ë ÆÇ £ÓËÊÂ (¬Æ£) Ä ÕÇØ ÉÇ
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ, ÚÕÑ Ë (16):

qV
qZ
� a

2

q
qy

ÿjV jV �� G
q3V

qy 3
: �42�

´ÓË ÒÇÓÄÞØ ÊÂÍÑÐÂ ÔÑØÓÂÐÇÐËâ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (42) ËÏÇáÕ
ÄËÆ I1; 2; 3 � const, ÅÆÇ

I1 �
�1
ÿ1

V�z; y� dy ; I2 �
�1
ÿ1

V 2�z; y� dy ;
�43�

I3 �
�1
ÿ1

"
aV 2jV j ÿ 3G

�
qV
qy

�2
#
dy :

±ÇÓÄÞÇ ÆÄÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ ÆÄËÉÇ-
ÐËâ Ë àÐÇÓÅËË)ìÕÂÍËÇÉÇ, ÍÂÍ ÆÎâ ÍÖÃËÚÐÑÅÑ¬Æ£, ÕÓÇÕßÇ
ÐÇÔÍÑÎßÍÑ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ.

µÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞØ ÄÑÎÐV� V�T � yÿ bZ�
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

G
�
dV

dT

�2

� EÿW�V � ; W � a
3
jV jV 2 � bV 2 : �44�

¶ÂÊÑÄÂâ ÒÎÑÔÍÑÔÕß ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (44) ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÇ
ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÕÂÍÑÄÑÌ ÆÎâ ÍÖÃËÚÐÑÅÑ ¬Æ£ [19]. £
ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÑÕ ÊÐÂÍÑÄ ÍÑà××ËÙËÇÐÕÑÄ a, G ÒÇÓÇÆ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÞÏ Ë ÆËÔÒÇÓÔËÑÐÐÞÏ ÚÎÇÐÂÏË, Â ÕÂÍÉÇ ÔÍÑÓÑÔÕË
ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐÇÐËâ ÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÑÌ ÄÑÎÐÞ, ÊÂÄËÔâÜÇÌ ÑÕ
ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ b, ÒÑÕÇÐÙËÂÎ W�V � ÏÑÉÇÕ ËÏÇÕß ÑÆÐÖ ËÎË
ÆÄÇ ÒÑÕÇÐÙËÂÎßÐÞÇ âÏÞ. ³ÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÔÖÜÇÔÕÄÖáÕ
ÒÇÓËÑÆËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ, Â ÕÂÍÉÇ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÄËÆÇ ÖÇÆËÐÈÐ-
ÐÞØ ÄÑÎÐ ì ÔÑÎËÕÑÐÑÄ Ë ÍËÐÍÑÄ.
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ªÊÎÑÉÇÐÐÞÇ ÄÞÛÇ ÍÂÚÇÔÕÄÇÐÐÞÇ ÔÑÑÃÓÂÉÇÐËâ ÒÑÆ-
ÚÈÓÍËÄÂáÕ ÄÂÉÐÑÔÕß ÒÑÔÕÓÑÇÐËâ ÔÕÓÑÅÑÌ ÕÇÑÓËË ÍÄÂÆÓÂ-
ÕËÚÐÑ ÍÖÃËÚÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ¬Æ£. ±ÓÇÉÆÇ ÄÔÇÅÑ ËÐÕÇ-
ÓÇÔÐÑ ÄÞâÔÐËÕß, ÖÆÂÔÕÔâ ÎË ÓÇÛËÕß ÇÅÑ ÏÇÕÑÆÑÏ ÑÃÓÂÕ-
ÐÑÌ ÊÂÆÂÚË ÓÂÔÔÇâÐËâ [20].

9. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

³ÒËÔÑÍ ¬¬-ÏÑÆÇÎÇÌ, ÖÍÂÊÂÐÐÞØ Ä ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ,
ÏÑÉÐÑ ÆÑÒÑÎÐËÕß ¬¬-ÂÐÂÎÑÅÂÏË ËÐÞØ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËØ
ÏÑÆÇÎÇÌ, ÔÓÇÆË ÍÑÕÑÓÞØ ì ÐÇÎËÐÇÌÐÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕËÒÂ
¬ÎÇÌÐÂ ë¤ÑÓÆÑÐÂ

Duÿ 1

c 2
q2u
qt 2
� auÿ bujuj ;

¯ßáàÎÎÂ ëµÂÌÕØÇÆÂ [21]

qu
qt
ÿ k

q2u
qx 2
� auÿ bujuj ;

¤ËÐÊÃÖÓÅÂ ë­ÂÐÆÂÖ [22]

qu
qt
� u� �1� ib�Duÿ �1� ic� ujuj ;

¬¬-ÏÑÆË×ËÍÂÙËË ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÕËÒÂ ·ÑØÎÑÄÂ ë ©ÂÃÑÎÑÕ-
ÔÍÑÌ [23]

q
qt

�
qu
qz
ÿ q
qt

ÿ
ujuj�� � ND?u

Ë ÑÃÜÇÅÑ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÑ-ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ [24]

q
qt

�
qu
qz
ÿ q
qt

ÿ
ujuj�ÿ q2

qt 2

�1
0

K�s� u�tÿ s� ds
�
� ND?u

Ô ÐÇÄÞÓÑÉÆÇÐÐÞÏ âÆÓÑÏ K�s�. £ àÕÑÕ ÔÒËÔÑÍ ÄÑÌÆÖÕ,
ÍÑÐÇÚÐÑ, Ë ÏÐÑÅËÇ ÆÓÖÅËÇ ËÊÄÇÔÕÐÞÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ
ÏÑÆÇÎË. £ÑÊÏÑÉÐÑ, ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ËÊ ÐËØ ÓÇÛÂáÕÔâ ÒÓÑÜÇ
ÆÎâ ÕÂÍÑÅÑ (¬¬) ÄËÆÂ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕË. £ÑÊÏÑÉÐÑ ÕÂÍÉÇ,
ÚÕÑ ÒÓË ËØ ÂÐÂÎËÊÇ ÖÆÂÔÕÔâ ËÊÖÚËÕß ÐÑÄÞÇ ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕË
ÐÇÍÑÕÑÓÞØ ×ËÊËÚÇÔÍËØ âÄÎÇÐËÌ. ±ÓËÏÇÓÞ ÕÂÍËØ ÓÇÂÎË-
ÊÑÄÂÐÐÞØ ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕÇÌ ÑÒËÔÂÐÞ Ä àÕÑÌ ÊÂÏÇÕÍÇ. £Ñ
ÄÔâÍÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÆÂÉÇ ÇÔÎË ÐÇ ÖÆÂÔÕÔâ ÒÑÎÖÚËÕß ÚÇÅÑ-ÎËÃÑ
ÔÕÑâÜÇÅÑ, ÒÑÒÞÕÍË ÕÂÍÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂÏÑÅÖÕ ÔÕÂÕß ÐÇÒÎÑØËÏ
ÖÒÓÂÉÐÇÐËÇÏ ÆÎâ ÊÂËÐÕÇÓÇÔÑÄÂÐÐÞØ ÚËÕÂÕÇÎÇÌ.

²ÂÃÑÕÂ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ÅÓÂÐÕÑÏ ±ÓÂÄËÕÇÎßÔÕÄÂ ²¶ ÆÎâ
ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ ÒÑÆ ÓÖÍÑÄÑÆÔÕÄÑÏ ÄÇÆÖÜËØ ÖÚÈÐÞØ Ä
ÖÚÓÇÉÆÇÐËâØ ÄÞÔÛÇÅÑ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ (¯ËÉÇÅÑÓÑÆÔÍËÌ ÅÑ-
ÔÖÆÂÓÔÕÄÇÐÐÞÌ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕ ËÏ. ¯.ª. ­ÑÃÂÚÇÄÔÍÑÅÑ, ÆÑ-

ÅÑÄÑÓ å 11.G34.31.0066), Â ÕÂÍÉÇ ÅÓÂÐÕÂÏË ±ÓÇÊËÆËÖÏÂ
²¡¯, ²¶¶ª Ë ÅÓÂÐÕÑÏ ±ÓÇÊËÆÇÐÕÂ ²¶ ÒÑ ÅÑÔÖÆÂÓÔÕ-
ÄÇÐÐÑÌ ÒÑÆÆÇÓÉÍÇ ÄÇÆÖÜËØ ÐÂÖÚÐÞØ ÛÍÑÎ ²ÑÔÔËÌÔÍÑÌ
¶ÇÆÇÓÂÙËË.
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