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1. £ÄÇÆÇÐËÇ

´ÑÚÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË
ÐÂÌÆÇÐÞ ÆÎâ ÐÇÏÐÑÅËØ ÊÂÆÂÚ. °ÔÑÃÑÇ ÏÇÔÕÑ ÔÓÇÆË ÐËØ
ÊÂÐËÏÂÇÕ ÓÇÛÇÐËÇ ­ÂÐÆÂÖ Ñ ÊÂÕÑÒÎÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÇ ÄâÊÍÑÌ
ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË [1 ë 3], ÃßáÜÇÌ ËÊ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ
ÑÕÄÇÓÔÕËâ Ä ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÖá ÔÓÇÆÖ. ®ÐÑÅËÇ ËÊ ÕÇØ, ÍÕÑ
ÒÑÄÕÑÓËÎ ÓÂÔÚÈÕÞ, ÃÞÎË ÑÚÂÓÑÄÂÐÞ ÍÓÂÔÑÕÑÌ Ë ÄÐÖÕÓÇÐ-
ÐÇÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÊÂÆÂÚË. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÖÆÂÈÕÔâ ÖÒÓÑ-
ÔÕËÕß ÃÇÊÐÂÆÈÉÐÑ ÔÎÑÉÐÖá (ÐÂ ÒÇÓÄÞÌ ÄÊÅÎâÆ) ÔËÔÕÇÏÖ
ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ô ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÞÏË ÍÑà××ËÙËÇÐÕÂÏË Ë ÐÂÌÕË ÓÇÛÇÐËÇ, ËÏÇáÜÇÇ
×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ. ¿ÕÑ, ÃÇÊÖÔÎÑÄÐÑ, ÑÆËÐ ËÊ ÐÂËÃÑÎÇÇ
âÓÍËØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË. £ÂÉÐÑÔÕß
ÕÑÚÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÔÑØÓÂÐËÎÂÔß Ë Ä ÐÂÛ ÍÑÏÒßáÕÇÓÐÞÌ
ÄÇÍ. ªÊÄÇÔÕÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÚËÔÎÇÐÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÓÇÂÎßÐÞØ
ÅÓÑÏÑÊÆÍËØ ÊÂÆÂÚ ÚÂÔÕÑ ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÂÎÅÑÓËÕÏÞ, ÍÑÕÑ-

ÓÞÇ ÑÚÇÐß ÉÇÎÂÕÇÎßÐÑ ÒÓÑÕÇÔÕËÓÑÄÂÕß ÐÂ ÕÑÚÐÞØ ÂÐÂÎË-
ÕËÚÇÔÍËØ ÓÇÛÇÐËâØ.

²ÇÛÇÐËÇ ­ÂÐÆÂÖ âÄÎâÇÕÔâ ÚÂÔÕÐÞÏ. ±ÑàÕÑÏÖ ÔÖÜÇÔÕ-
ÄÖÇÕ ÓâÆ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÌ ÐÂ ÑÃÎÂÔÕß ÇÅÑ ÒÓËÏÇÐËÏÑÔÕË.
¤ÎÂÄÐÑÇ ËÊ ÐËØ ì ÑÃÓÂÜÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËâ Ä ÐÖÎß ÒÓË ËÔÚÇ-
ÊÂáÜÇÏÂÎÑÌÄâÊÍÑÔÕË.ªÐÞÏËÔÎÑÄÂÏË, ÓÇÛÇÐËÇ ÅÑÆËÕÔâ
ÕÑÎßÍÑ ÆÎâ ÔËÎßÐÑ ÄâÊÍËØ ÔÓÇÆ Ë ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ
ÒÇÓÇØÑÆÂ Í ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. £ÕÑÓÑÇ ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ
ÔÑÔÕÑËÕ Ä ÓÂÄÇÐÔÕÄÇ ÐÖÎá ÒÑÎÐÑÅÑ ÒÑÕÑÍÂ ÉËÆÍÑÔÕË,
ÃßáÜÇÌ ËÊ ÑÕÄÇÓÔÕËâ. ¿ÕÑ ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ËÔÕÑÚÐËÍ ÔÑÑÃ-
ÜÂÇÕ ÔÓÇÆÇ ÎËÛß ËÏÒÖÎßÔ, Â ÏÂÔÔÂ ÔÕÓÖË ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ ÊÂ
ÔÚÈÕ ÒÓËÕÇÍÂÐËâ Í ÑÔË ÑÍÓÇÔÕÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. °ÆÐÂÍÑ ÑÕ
ÖÐËÍÂÎßÐÞØ ÚÂÔÕÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÐÇÎßÊâ ÕÓÇÃÑÄÂÕß, ÚÕÑÃÞ
ÑÐË ÑÒËÔÞÄÂÎË ÄÔÇ ÄÑÊÏÑÉÐÞÇ ÔËÕÖÂÙËË.

ªÐÑÅÆÂ ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÐÇÑÉËÆÂÐÐÞÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ. ´ÂÍ,
ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ­ÂÐÆÂÖ ØÑÓÑÛÑ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ àÍÔÒÇÓËÏÇÐÕÖ ÒÑ ÄÑÊÃÖÉÆÇÐËá "ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ
ÄÇÕÓÂ", Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÉËÆÍÑÔÕß ÒÓËÄÑÆËÕÔâ Ä ÆÄËÉÇÐËÇ
ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÞÏ ÆÂÄÎÇÐËÇÏ ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÌ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÌ
ÄÑÎÐÞ [4]. £ ÓÂÊÆÇÎÂØ 5, 6 ÒÓËÎÑÉÇÐËâ ÕÑÚÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ
ÑÃÔÖÉÆÂáÕÔâ ÃÑÎÇÇ ÒÑÆÓÑÃÐÑ.

£ÏÇÔÕÇ Ô ÕÇÏ ÓÇÛÇÐËÇ ­ÂÐÆÂÖ ÆÑÒÖÔÍÂÇÕ ÔÖÜÇÔÕÄÇÐ-
ÐÞÇ ÑÃÑÃÜÇÐËâ. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, ËÏÇáÕÔâ ÕÑÚÐÞÇ ×ÑÓÏÖÎÞ,
ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÕÇÚÇÐËâ ÉËÆÍÑÔÕË Ô ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞÏ ÊÐÂÚÇ-
ÐËÇÏ ÄâÊÍÑÔÕË. ¿ÕË ×ÑÓÏÖÎÞ ÔÑÆÇÓÉÂÕ Ä ÔÇÃÇ ÑÒËÔÂÐËÇ
ÕÇÚÇÐËâ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË Ë ÔÕÓÖË ­ÂÐÆÂÖ ÍÂÍ ÐÇÍÑÕÑ-
ÓÞÇ ÒÓÇÆÇÎßÐÞÇ ÔÎÖÚÂË.

2. ®ÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ ÏÑÆÇÎß

ªÔØÑÆÐÞÏË âÄÎâáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÄâÊÍÑÌ
ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË:

�uH� uÿ nDu � ÿH p

r0
; div u � 0 ; �1�

ÅÆÇ u ì ÄÇÍÕÑÓ ÔÍÑÓÑÔÕË ÉËÆÍÑÔÕË, n ì ÍËÐÇÏÂÕËÚÇÔÍÂâ
ÄâÊÍÑÔÕß, p ì ÆÂÄÎÇÐËÇ, r0 ì ÒÎÑÕÐÑÔÕß. ´ÇÚÇÐËÇ
ÔÚËÕÂÇÕÔâ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍË ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
ÑÔË z; ÇÅÑ ÒÂÓÂÏÇÕÓÞ ÐÇ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ ÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÖÅÎÂ. £
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ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ ÆÎâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕ ÔÍÑ-
ÓÑÔÕË u � �u � ur;w � uz� ÖÓÂÄÐÇÐËâ (1) ÊÂÒËÛÖÕÔâ ÕÂÍ:
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µÓÂÄÐÇÐËâ (2) ë (4) ÐÇ ËÊÏÇÐâÕ ÔÄÑÇÅÑ ÄËÆÂ, ÇÔÎË ÒÓÑÄÇÔÕË
ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ

u! u

C
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©ÆÇÔß C ì ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ. ªÐÄÂÓËÂÐÕÐÑÔÕß
ÔËÔÕÇÏÞ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (2) ë (4) ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÓÂÔÕâÉÇÐËâ
ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ (5) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÍÂÕß ÇÈ ÓÇÛÇÐËÇ Ä ×ÑÓÏÇ,
ÕÂÍÉÇ ÔÑØÓÂÐâáÜÇÌÔâ ÒÓË ËÊÏÇÐÇÐËË ÏÂÔÛÕÂÃÑÄ (5):
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ªÐÄÂÓËÂÐÕÐÞÇ ÔÄÑÌÔÕÄÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË, ÂÐÂ-
ÎËÊ ÍÑÕÑÓÞØ ÒÓÑÄÇÆÈÐ ÏÇÕÑÆÂÏË ÕÇÑÓËË ÅÓÖÒÒ, ÒÑÆÓÑÃÐÑ
ÑÒËÔÂÐÞ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [5 ë 8].

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (6) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâ (2) ë (4) Ô ÚÂÔÕÐÞÏË
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞÏË, ÖÆÂÈÕÔâ ÔÄÇÔÕË ËØ Í ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞÏ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ U, W, P,
ÊÂÄËÔâÜËØ ÑÕ ÑÆÐÑÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÌ x � r=z:
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¯ÇÎËÐÇÌÐÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÕÓÈØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (7) ë (9) ÊÂÏÇÚÂÕÇÎß-
ÐÂ ÕÇÏ, ÚÕÑ ËÏÇÇÕ ÕÑÚÐÑÇ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ Ä
ÚÂÔÕÐÞØ ÔÎÖÚÂâØ ÖÆÂÈÕÔâ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ
ÔÕÓÖÌ, Â ÕÂÍÉÇ ÕÇÚÇÐËÌ Ä ÔÖÉËÄÂáÜËØÔâ (ÔÑÒÎÂ) Ë
ÓÂÔÛËÓâáÜËØÔâ (ÆË××ÖÊÑÓÞ) ÍÂÐÂÎÂØ.

3. ²ÇÛÇÐËâ ÆÎâ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË

±ÑÎÑÉËÏ Ä ÔËÔÕÇÏÇ (7) ë (9) ÄâÊÍÑÔÕß ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá:
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µÓÂÄÐÇÐËâ (10) ë (12) ÓÇÛÂáÕÔâ ÕÑÚÐÑ. £ÐÂÚÂÎÇ ÒÓËÄÇÆÈÏ
ÆÄÂ ÐÇÊÂÄËÔËÏÞØ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÞ:

U 2 ÿ �xW �2 ÿ 2P � C1 ; �13�

�Uÿ xW �2 ÿ 2�1� x 2�P � C2 ; �14�

ÅÆÇ C1 Ë C2 ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ³ÒÓÂÄÇÆÎË-
ÄÑÔÕß ÄÞÓÂÉÇÐËâ (13) ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß: ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÓÖâ ÇÅÑ Ë ÒÑÎßÊÖâÔß ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË (12),
ÒÑÎÖÚËÏ ÒÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÄËÉÇÐËâ (10). ±ÓÂÄËÎßÐÑÔÕß
ÄÕÑÓÑÅÑ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÒÓÑÄÇÓâÇÕÔâ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ: ÒÑÔÎÇ ÆË×-
×ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËâ (14) Ë ÄÞÚËÕÂÐËâ ÊÂÕÇÏ ËÊ ÐÇÅÑ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (10) ÒÓËØÑÆËÏ Í ÖÓÂÄÐÇÐËá (11). ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ
ËÐÕÇÅÓÂÎÞ (13), (14) ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÞ ÆÎâ
ÒÓÑÄÇÓÍË ÕÑÚÐÑÔÕË ÚËÔÎÇÐÐÞØ ÓÂÔÚÈÕÑÄ.

´ÇÒÇÓß ÖÆÑÃÐÑ ËÔÍÎáÚËÕß ËÊ ËÐÕÇÅÓÂÎÑÄ (13) Ë (14)
ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá P :

�1� x 2�2W 2 ÿ �xU�W �2 � �C2 ÿ C1� ÿ C1x
2 : �15�

²ÇÛÂâ (15) ÔÑÄÏÇÔÕÐÑ Ô ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÓÑÔÕÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÇÏ
(12) ÔËÔÕÇÏÞ (10) ë (12), ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ àÕÑÌ
ÔËÔÕÇÏÞ. µÓÂÄÐÇÐËÇ (12) ÖÆÑÃÐÑ ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ
ÄËÆÇ:
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¥Îâ ÑÒÓÇÆÇÎÈÐÐÑÔÕË ÃÖÆÇÏ ÔÚËÕÂÕß, ÚÕÑ ÒÓÂÄÂâ ÚÂÔÕß
ËÐÕÇÅÓÂÎÂ (15) ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÂ, Ë ÑÃÑÊÐÂÚËÏ ÇÈ ÍÂÍ

f 2 � �C2 ÿ C1� ÿ C1x
2 : �17�

±ÓË àÕÑÏ (15) ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕÔâ, ÇÔÎË
ÒÑÎÑÉËÕß

xU�W � f sinhX�x� ;

�1� x 2�W � f coshX�x� ; �18�

ÅÆÇ X�x�ì ÐÑÄÂâ ÐÇËÊÄÇÔÕÐÂâ ×ÖÐÍÙËâ.
±ÑÆÔÕÂÄÎââ (18) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÐÇÒÓÇÓÞÄÐÑÔÕË (16),

ÖÆÂÈÕÔâ ÒÓËÄÇÔÕË ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ Í ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ
exp�ÿ2X � ÖÓÂÄÐÇÐËá

d

dx
exp �ÿ2X � �

�
2

d

dx
ln fÿ x

1� x 2

�
exp �ÿ2X � �

� x

1� x 2
: �19�

²ÇÛÂâ (19), ÐÂØÑÆËÏ

exp �ÿX � � 1

f

���������������������������������������������������������������
C3

��������������
1� x 2

q
ÿ C1�1� x 2� ÿ C2

r
: �20�

©ÆÇÔß C3 ì ÕÓÇÕßâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. ´ÂÍËÏ
ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (10) ë (12) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

W � C3 ÿ 2C1

��������������
1� x 2

p
2
��������������
1� x 2

p ���������������������������������������������������������������
C3

��������������
1� x 2

p
ÿ C1�1� x 2� ÿ C2

q ; �21�
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U � 2�C1 � C2�
��������������
1� x 2

p
ÿ C3�2� x 2�

2x
��������������
1� x 2

p ���������������������������������������������������������������
C3

��������������
1� x 2

p
ÿ C1�1� x 2� ÿ C2

q ; �22�

2P � U 2 ÿ �xW �2 ÿ C1 : �23�

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÆÂÉÇ Ä ÐÂËÃÑÎÇÇ ÒÑÎÐÞØ ÔÒÓÂÄÑÚÐËÍÂØ (ÔÏ.,
ÐÂÒÓËÏÇÓ, [9]) àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕÔâ.

¬ÑÐÔÕÂÐÕÞ ÏÑÉÐÑ ÄÞÃÓÂÕß ÕÂÍ, ÚÕÑÃÞ, ÐÂÒÓËÏÇÓ,
ÄÞÒÑÎÐâÎËÔß ÅÓÂÐËÚÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ, ÑÃÖÔÎÑÄÎÇÐÐÞÇ ÙËÎËÐ-
ÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÏÏÇÕÓËÇÌ ÕÇÚÇÐËâ:

U�0� � 0 ; 0 < jW�0�j <1 : �24�
µÔÎÑÄËâ (24) ÑÊÐÂÚÂáÕ, ÚÕÑ ÓÂÆËÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ
ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÂ ÑÔË ÆÑÎÉÐÂ ÑÃÓÂÜÂÕßÔâ Ä ÐÖÎß, Â ÑÔÇÄÂâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÆÑÎÉÐÂ ÒÓËÐËÏÂÕß ÑÕÎËÚÐÑÇ ÑÕ
ÐÖÎâ ÍÑÐÇÚÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ. ¯ÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÚÕÑ àÕË
ÖÔÎÑÄËâ ÃÖÆÖÕ ÄÞÒÑÎÐÇÐÞ, ÇÔÎË ÍÑÐÍÓÇÕËÊËÓÑÄÂÕß ÍÑÐ-
ÔÕÂÐÕÞ ÔÎÇÆÖáÜËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ:C1� C2 � ÿD 2, C3� ÿ2D 2.
±ÓË àÕÑÏ ÑÔÕÂÐÇÕÔâ ÑÆÐÂ ÐÇÊÂÄËÔËÏÂâ ÒÑÔÕÑâÐÐÂâ D, Â
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÒÑÎÖÚÂÇÏÑÇ ËÊ (21) ë
(23), ÒÓËÏÇÕ ÄËÆ

W � D��������������
1� x 2

p ; U � D

x
��������������
1� x 2

p � ��������������
1� x 2

q
ÿ 1

�
;

P � D 2

x 2
��������������
1� x 2

p � ��������������
1� x 2

q
ÿ 1

�
: �25�

­ÇÅÍÑ ÄËÆÇÕß, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ (25) Ä ÒÓÇÆÇÎÇ x! 0 ÖÆÑÄÎÇ-
ÕÄÑÓâÇÕ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ (24). ±ÓË ÖÆÂÎÇÐËË ÑÕ ÑÔË
(ÍÑÅÆÂ x!1) ÑÃÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä
ÐÖÎß.

©ÐÂâ ÒÑÎÇ ÔÍÑÓÑÔÕÇÌ (25), ÏÑÉÐÑ ÓÂÔÔÚËÕÂÕß ×ÑÓÏÖ
ÎËÐËÌ ÕÑÍÂ

dr

u
� dz

w
;

dr

dz
� U

W
� 1

x

� ��������������
1� x 2

q
ÿ 1

�
: �26�

ªÐÕÇÅÓËÓÖâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (26), ÐÂÌÆÈÏ

r � r0

����������������
1� 2

r0
z

s
: �27�

©ÆÇÔß r0 ì ÓÂÆËÖÔ ÕÓÖÃÍË Ä ÔÇÚÇÐËË z � 0. ¯Â ÓËÔÖÐÍÇ 1
ÔÒÎÑÛÐÞÏË ÍÓËÄÞÏË ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÎËÐËË ÕÑÍÂ Ä ÑÃÎÂÔÕË

z > 0 ÆÎâ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ r0 � 0;5, 1, 1,5. ¦ÔÎË
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÕß ÔÖÉÂáÜÖáÔâ ÕÓÖÃÍÖ ÕÑÍÂ, ÏÑÆÇÎËÓÖá-
ÜÖá ÔÑÒÎÑ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏÉËÆÍÑÔÕß ÕÇÚÈÕ ÔÒÓÂÄÂ ÐÂÎÇÄÑ, ÕÑ Ä
×ÑÓÏÖÎÂØ (25) ÔÎÇÆÖÇÕ ÒÑÎÑÉËÕß D < 0. ±ÓË D > 0
ÕÓÖÃÍÂ ÕÑÍÂ ÓÂÔÛËÓâÇÕÔâ Ë ÏÑÆÇÎËÓÖÇÕ ÆË××ÖÊÑÓ. £Ñ
ÄÔÇØ ÔÎÖÚÂâØ ÐÑÓÏÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÂ ÔÕÇÐÍÇ
ÑÃÓÂÜÂÇÕÔâ Ä ÐÖÎß, ÐÑ ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÐÇ
ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ä ÓÇÛÇÐËâØ (21) ë (23) Ë (25) ÐÇ
ÖÚÕÇÐÂ ÄâÊÍÑÔÕß.

4. ²ÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÄâÊÍÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË

·ÑÓÑÛÑ ËÊÄÇÔÕÐÑ ÑÆÐÑ ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ
ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (7) ë (9),
ÖÚËÕÞÄÂáÜÇÇ ÄâÊÍÑÔÕß:

U � 2nx
Aÿ

��������������
1� x 2

p
��������������
1� x 2

p �
A

��������������
1� x 2

p
ÿ 1
�2 ;

W � 2n
A� A�1� x 2� ÿ 2

��������������
1� x 2

p
��������������
1� x 2

p �
A

��������������
1� x 2

p
ÿ 1
�2 ; P � ÿ 2n

x
U : �28�

©ÆÇÔß A ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ. ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ "×ËÊË-
ÚÇÔÍË ÒÓÂÄËÎßÐÞÏ". °ÐÑ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ ÅÓÂÐËÚÐÞÏ
ÖÔÎÑÄËâÏ (24) ÐÂ ÑÔË:

U�0�
2n
� x

Aÿ 1
;

W�0�
2n
� 2

Aÿ 1
: �29�

¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÕÇÚÇÐËÇ (28) ËÔÚÇÊÂÇÕ ÄÆÂÎË ÑÕ ÑÔË, ÒÓË
x!1. ²ÇÛÇÐËÇ (28) ÃÞÎÑ ÐÂÌÆÇÐÑ ­ÂÐÆÂÖ ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ (1), ÊÂÒËÔÂÐÐÞØ Ä Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ:

ÿ n
�
1

R

q2

qR 2
�RUR� � 1

R 2

q2UR

qy2
� cot y

R 2

qUR

qy
ÿ

ÿ 2

R 2

qUy

qy
ÿ 2

R 2
UR ÿ 2 cot y

R 2
Uy

�
�

�UR
qUR

qR
�Uy

R

qUR

qy
ÿU 2

y

R
� ÿ q

qR

�
p

r0

�
; �30�

ÿ n
�
1

R

q2

qR 2
�RUy� � 1

R 2

q2Uy

qy2
� cot y

R 2

qUy

qy
�

� 2

R 2

qUR

qy
ÿ 1

R 2 sin2 y
Uy

�
�

�UR
qUy

qR
�Uy

R

qUy

qy
�URUy

R
� ÿ 1

R

q
qy

�
p

r0

�
; �31�

qUR

qR
� 1

R

qUy

qy
� 2

R
UR � cot y

R
Uy � 0 : �32�

©ÆÇÔß ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÆÂÄÎÇÐËâ ÊÂÄËÔâÕ ÑÕ
ÓÂÆËÖÔÂ R Ë ÂÊËÏÖÕÂÎßÐÑÅÑ ÖÅÎÂ y, Â ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß ÑÕ
ÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÖÅÎÂ ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ËÐÄÂÓËÂÐÕ-
ÐÑÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ (5) ÑÊÐÂ-
ÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÔËÔÕÇÏÞ (30) ë (32) ÏÑÉÐÑ ËÔÍÂÕß ÕÂÍÉÇ
Ä ÆÓÖÅÑÌ ×ÑÓÏÇ, àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÌ (6):

UR � j�y�
R

; Uy � f �y�
R

; ÿ p

r0
� w�y�

R 2
: �33�

t � const

es

et

s � const

z

²ËÔ. 1. ­ËÐËË ÕÑÍÂ (27) (ÔÒÎÑÛÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ) Ë ÒÓËÄâÊÂÐÐÂâ Í ÐËÏ
ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ (s; t) (ÔÏ. ÓÂÊÆÇÎ 5, ×ÑÓÏÖÎÖ (58)).
±ÑÄÇÓØÐÑÔÕË s � const ÔÑÄÒÂÆÂáÕ Ô ÕÓÖÃÍÂÏË ÕÑÍÂ. °ÔÇÄÞÇ ÔÇÚÇÐËâ
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÇÌ t � const ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÛÕÓËØÑÄÞÏË ÍÓËÄÞÏË.
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±ÓË àÕÑÏ (30) ë (32) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÔËÔÕÇÏÇ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ
ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ

n�j 00 � j 0 cot y� ÿ fj 0 � j 2 � f 2 � 2w ;

nj 0 ÿ ff 0 � w 0 � 0 ; �34�
f 0 � f cot y� j � 0 :

©ÆÇÔß ÛÕÓËØ ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ÒÑ ÒÇÓÇÏÇÐ-
ÐÑÌ y. £ÕÑÓÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (34) ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑ-
ÎâÇÕ ËÔÍÎáÚËÕß ÒÇÓÇÏÇÐÐÖá w Ä ÒÇÓÄÑÏ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ
(34):

n�j 00 � j 0 cot y� ÿ fj 0 � j 2 � 2nj � A1 ;

f 0 � f cot y� j � 0 : �35�
­ÂÐÆÂÖ ÒÑÎÂÅÂÎ ÍÑÐÔÕÂÐÕÖA1 ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá.°ÆÐÂÍÑ Ë ÒÓË
A1 6� 0 ÔËÔÕÇÏÖ (35) ÖÆÂÈÕÔâ ÆÄÂ ÓÂÊÂ ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÕß.
¿ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß, ÄÞÚËÕÂâ ËÊ ÒÇÓÄÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (35)
ÄÕÑÓÑÇ, ÖÏÐÑÉÇÐÐÑÇ ÐÂ j. ±ÓË àÕÑÏ ÔËÔÕÇÏÂ (35) ÖÒÓÑ-
ÜÂÇÕÔâ:

n�j 0 sin y�0 ÿ � fj sin y�0 � 2nj sin y � A1 sin y ;

j sin y � ÿ� f sin y�0 : �36�
µÆÑÃÐÑ ÒÇÓÇÌÕË Í ÐÑÄÞÏ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÏ:

F � j sin y ; F � f sin y : �37�

£ÕÑÓÑÇ ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (36) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÒÓÑÔÕÖá ×ÑÓÏÖ
F � ÿF 0, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÔÄÇÔÕË ÒÇÓÄÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
ÔËÔÕÇÏÞ (36) Í ÖÓÂÄÐÇÐËá ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ [10, 11]:

2n�F 0 sin yÿ 2F cos y� ÿ F 2 �
� ÿA1 cos

2 y� 2A2 cos y� 2A3 : �38�
£ÞÚËÔÎââ F, ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÐÂÌÕË ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË:

UR � 1

R

dF

dz
; Uy � 1

R

F

sin y
; z � cos y ; �39�

Ë ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÆÎâ ÎËÐËÌ ÕÑÍÂ:

dR

RUR
� dy

Uy
;

dR

R
� F

F
dy � ÿ d lnF : �40�

ªÐÕÇÅÓËÓÖâ (40), ÒÓËÆÈÏ Í ÒÓÑÔÕÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá:

R�y� � B

F�y� : �41�

©ÆÇÔß ÓÂÊÎËÚÐÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ B ÑÕÄÇÚÂáÕ
ÓÂÊÐÞÇ ÎËÐËË ÕÑÍÂ.

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÕÇÚÇÐËâ
ÐÖÉÐÑ ÐÂÌÕË ×ÖÐÍÙËá F. ¿ÕÑ ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß, ÓÇÛËÄ
ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (38) ÐÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÎË ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÄ ÇÅÑ Ô
ÒÑÏÑÜßá ÊÂÏÇÐÞ

F � 2n�1ÿ z 2� d

dz
lnV ; z � cos y : �42�

³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÎËÐÇÌÐÑÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ
ËÏÇÇÕ ÄËÆ

4n 2�1ÿ z 2�2 d2V

dz 2
� �A1z

2 ÿ 2A2zÿ 2A3�V : �43�

¦ÅÑ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÄÞÓÂÉÂÇÕÔâ ÚÇÓÇÊ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓË-
ÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË [12].

²ÇÛÇÐËÇ ­ÂÐÆÂÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ ÐÖÎá ÄÔÇØ
ÕÓÈØ ÍÑÐÔÕÂÐÕ: A1 � A2 � A3 � 0, Ä ÖÓÂÄÐÇÐËË (43) ËÎË
(38). ªÐÕÇÅÓËÓÖâ Ä àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ, ÐÂÒÓËÏÇÓ, (43) Ë ÒÓÇÑÃ-
ÓÂÊÖâ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞÇ Ä ÑÃÓÂÕÐÑÏ ÒÑÓâÆÍÇ, ÒÑÎÖÚËÏ

V � G�zÿ A� ; F � 2n
1ÿ z 2

zÿ A
; f � ÿ2n sin y

Aÿ cos y
: �44�

©ÆÇÔßG,AìÍÑÐÔÕÂÐÕÞ.±ÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ
Ô ×ÑÓÏÖÎÑÌ (23,18) ËÊ ÍÐËÅË [3]. ²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÄÐÂÚÂÎÇ
ÔÎÖÚÂÌ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÔÓÇÆÞ, ÒÑÎÑÉËÄ Ä (38) n � 0:

F � ÿ
��������������������������������������������������������
A1 cos2 yÿ 2A2 cos yÿ 2A3

p
;

UR � 1

R

A2 ÿ A1 cos y��������������������������������������������������������
A1 cos2 yÿ 2A2 cos yÿ 2A3

p ;

Uy � ÿ
��������������������������������������������������������
A1 cos2 yÿ 2A2 cos yÿ 2A3

p
R sin y

: �45�

£ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË F ÄÊâÕ ÊÐÂÍ "ÏËÐÖÔ", ÆÎâ ÕÑÅÑ
ÚÕÑÃÞ ÒÓËÄÇÔÕË ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÇ ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËâ (38) Í ÄËÆÖ (21) ë (23). ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÇÓÇØÑÆâ ÑÕ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ Í ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËÏ, ÐÂÒÓËÏÇÓ ÆÎâ
ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÔÍÑÓÑÔÕË

uz �W�x�
z
� UR cos yÿUy sin y ; �46�

ÅÆÇ R � z
��������������
1� x 2

p
, sin y � x=

��������������
1� x 2

p
, ÒÓËÆÈÏ Í ÄÞÓÂÉÇ-

ÐËá

W � ÿ 1��������������
1� x 2

p A2 � 2A3

��������������
1� x 2

p��������������������������������������������������������������������
A1 ÿ 2A2

��������������
1� x 2

p
ÿ 2A3�1� x 2�

q ;

�47�

ÍÑÕÑÓÑÇ ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ (21) ÎËÛß ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇÏ ÍÑÐÔÕÂÐÕ:
A1 � ÿC2, ÿ2A2 � C3, 2A3 � C1. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ (38) ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÒÑÎÖÚËÕß ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ
ÐÇÄâÊÍÑÌ ÔÓÇÆÞ.

¬ÂÍ ÃÞÎÑ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÄÞÛÇ, ÚÂÔÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÑÕÄÇÚÂá-
ÜÇÇ ÆÑÒÑÎÐËÕÇÎßÐÞÏ ÖÔÎÑÄËâÏ (24) ÆÎâ ÑÔÇÔËÏÏÇÕÓËÚ-
ÐÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÒÓË ÊÐÂÚÇ-
ÐËâØ ÍÑÐÔÕÂÐÕ C1 � C2 � ÿD 2, C3 � ÿ2D 2. ªÐÕÇÓÇÔÐÑ
ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÕß ËÏÇÐÐÑ àÕÑÕ ÔÎÖÚÂÌ Ë ÆÎâ ÔÓÇÆÞ Ô
ÄâÊÍÑÔÕßá. ±ÑÎÂÅÂâ A1 � D 2, A2 � D 2, 2A3 � ÿD 2 Ä
ÖÓÂÄÐÇÐËË (43), ÒÓËÄÇÆÈÏ ÇÅÑ Í ÄËÆÖ

�1� z�2 d2V

dz 2
� D 2

4n 2
V : �48�

µÓÂÄÐÇÐËÇ (48) ÔÄÑÆËÕÔâ Í ÂÄÕÑÐÑÏÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá
ÊÂÏÇÐÑÌ 1� z � exp �t�. ²ÇÛÂâ ÇÅÑ Ë ÔÑÄÇÓÛÂâ ÒÓÇÑÃÓÂ-
ÊÑÄÂÐËÇ (42), ÐÂÌÆÈÏ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (38):

F � n�1ÿ z�
�
1� g

�1� z�g � G

�1� z�g ÿ G

�
; g �

���������������
1�D 2

n 2

r
: �49�

©ÆÇÔß g ì ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ, ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ ÑÕÐÑÛÇÐËâ D=n,
ÍÑÕÑÓÑÇ ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÚËÔÎÂ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ; GìÒÑÔÕÑâÐÐÂâ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ. £ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÔÓÇÆÞ
(n! 0) ËÊ (49) ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ ÒÓÇÉÐÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ (25), Â ÒÓË

100 ¤.ª. ¢²°®¡¯, °.£. ²µ¥¦¯¬° [µ¶¯ 2010



ÏÂÎÞØ ÚËÔÎÂØ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ (n!1, g! 1) ì ÓÇÛÇÐËÇ
­ÂÐÆÂÖ (44), Ä ÍÑÕÑÓÑÏ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ G � A� 1. ¬ÑÐÇÚÐÑ,
ÐÂËÃÑÎÇÇ ËÐÕÇÓÇÔÇÐ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞÌ ÔÎÖÚÂÌ, Ä ÍÑÕÑÓÑÏ
ÚËÔÎÂ ²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÞ.

°ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÃÑÎÇÇ ÑÃÜÇÇ (ÒÑ
ÔÓÂÄÐÇÐËá Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ­ÂÐÆÂÖ) ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (49) ÏÑÉÇÕ
ÑÒËÔÞÄÂÕß ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÄÞØÑÆ ÏÂÔÔÞ ËÊ ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚ-
ÐËÍÂ. ¥ÇÌÔÕÄËÕÇÎßÐÑ, ÒÑÕÑÍ ÏÂÔÔÞ ÚÇÓÇÊ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÖá
ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕß ÓÂÆËÖÔÂ R ÓÂÄÇÐ

Q � 2prR 2

� p

0

UR sin y dy � 2prR
�
F�0� ÿ F�p�� : �50�

°ÕÔáÆÂ ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÑÕÑÍ ÏÂÔÔÞ ÆÎâ ÓÇÛÇÐËâ ­ÂÐÆÂÖ
(44) ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ F�0� � F�p� � 0. £ ÆÓÖÅËØ
ÔÎÖÚÂâØ àÕÑ ÐÇ ÕÂÍ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÆÎâ ÐÇÄâÊÍÑÌ ÔÓÇÆÞ ËÊ
(49) ÔÎÇÆÖÇÕ F � D�1ÿ z� Ë ÒÑàÕÑÏÖ Ä ×ÑÓÏÖÎÇ (50)
ÓÂÊÐÑÔÕß F�0� ÿ F�p� � 2D. ±ÓË ÒÓÑËÊÄÑÎßÐÑÌ ÄâÊÍÑÔÕË
ËÊ (49), (50) ÔÎÇÆÖÇÕ

Q � 4prRn
� ���������������

1�D 2

n 2

r
ÿ 1

�
: �51�

°ÆÐÂÍÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (51) ÒÑÎÖÚÇÐÑ Ä ÒÓÇÆÒÑÎÑÉÇÐËË ÑÃ
ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕÇÌ ÒÑÆÞÐÕÇÅÓÂÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËË Ä
×ÑÓÏÖÎÇ (50) Ä ÑÃÎÂÔÕË 0 < y4p, ÚÕÑ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑ ÐÇ
ÒÓË ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÍÑÐÔÕÂÐÕ G, g Ä ÓÇÛÇÐËË (49).

ªÐÕÇÓÇÔÐÂâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÂ ÕÇÚÇÐËâ ÓÇÂÎËÊÖÇÕÔâ, ÍÑÅÆÂ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ ÔÄâÊÂÐÞ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ G � ÿ�g� 1�=�gÿ 1�.
­ËÐËË ÕÑÍÂ (41) ÆÎâ àÕÑÅÑ ÔÎÖÚÂâ ÒÑÍÂÊÂÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 2. £
ÒÓÂÄÑÏ ÒÑÎÖÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ ÎËÐËË ÒÓËØÑÆâÕ ËÊ ÃÇÔÍÑÐÇÚ-
ÐÑÔÕË (ÒÓË y � p=2) Ë ÖØÑÆâÕ Ä ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß (ÒÓË y � 0).
ªÐÕÇÅÓÂÎ (50) Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ 0 < y < p=2 ÓÂÄÇÐ ÐÖÎá, Õ.Ç.
ËÔÕÑÚÐËÍË ÏÂÔÔÞ Ä àÕÑÌ ÑÃÎÂÔÕË ÑÕÔÖÕÔÕÄÖáÕ. ¦ÔÎË
ÕÇÒÇÓß ÍÂÓÕËÐÖ ÕÇÚÇÐËâ ÊÇÓÍÂÎßÐÑ ÑÕÓÂÊËÕß ÑÕÐÑÔËÕÇÎß-
ÐÑ ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÑÔË, ÕÑ ÔÍÂÚÍÂ ÔÍÑÓÑÔÕË ÐÇ ÄÑÊÐËÍÐÇÕ.
±ÓË àÕÑÏ ÒÑÎÖÚËÕÔâ ÕÇÚÇÐËÇ ÕËÒÂ "ÆÄÖÔÕÑÓÑÐÐÇÌ" ÊÂÕÑ-
ÒÎÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖË (ÔÏ. ÓËÔ. 2, g � 2). ±Ñ ÂÐÂÎÑÅËË Ô ÕÓÂÍÕÑÄ-
ÍÑÌ ÔÕÓÖË ­ÂÐÆÂÖ ÏÑÉÐÑ ÔÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÕÇÚÇÐËÇ ÐÂ ÓËÔ. 2
ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÒÓË ÐÂÎËÚËË ÕÑÚÇÚÐÑÅÑ ËÔÕÑÚÐËÍÂ, ÔÑÑÃÜÂá-
ÜÇÅÑ ÔÓÇÆÇ ÓÂÄÐÞÇ ÒÑÕÑÍË ËÏÒÖÎßÔÂ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÒÑÎÑÉË-
ÕÇÎßÐÞØ Ë ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÞØ z, ÐÑ ÐÇ ÄÐÑÔâÜÇÅÑ ÏÂÔÔÖ Ä àÕË
ÑÃÎÂÔÕË.

©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÎËÐËË ÕÑÍÂ (41) ÒÓË y � 0 ÖØÑÆâÕ ÐÂ
ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕß, ÍÂÍËÏË ÃÞ ÐË ÃÞÎË ÍÑÐÔÕÂÐÕÞ G, g Ä
ÓÇÛÇÐËË (49). ªÔÍÎáÚÇÐËÇÏ âÄÎâÇÕÔâ ÊÐÂÚÇÐËÇ G � 2g,
ÒÓË ÍÑÕÑÓÑÏ ÎËÐËâ ÕÑÍÂ ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÕÔâ Ô ÑÔßá z Ä ÕÑÚÍÇ
R1 � B=�4n�. ¥ÓÖÅÑÌ ÕÑÚÍÑÌ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ Ô ÑÔßá z ÃÖÆÇÕ
R2 � B=�2n�gÿ 1��. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÎÖÚÂÇ G � 2 g

ÒÑÎÖÚÂáÕÔâ ÊÂÏÍÐÖÕÞÇ ÎËÐËË ÕÑÍÂ. ¦ÔÎË, ÍÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,
ÒÑÎÑÉËÕß g � 3, ÕÑ ÒÑÎÖÚËÏ ÕÇÚÇÐËÇ Ô ÔÑØÓÂÐâáÜÇÌÔâ
ÒÑÎÐÑÌ ÏÂÔÔÑÌ. °ÆÐÂÍÑ Ä ÕÂÍÑÏ ÕÇÚÇÐËË ÒÑâÄÎâáÕÔâ
ËÔÕÑÚÐËÍË Ë ÔÕÑÍË ÏÂÔÔÞ, ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÈÐÐÞÇ ÄÆÑÎß ÑÔË z.

5. ° ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ Í ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ

¹ÂÔÕÑ ÅÑÄÑÓâÕ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÕËÒÂ ÊÂÕÑÒÎÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖË
­ÂÐÆÂÖ ì àÕÑ ÍÓÂÔËÄÞÌ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ, ÐÇ
ËÏÇáÜËÌ ÑÕÐÑÛÇÐËâ Í ÓÇÂÎßÐÞÏ ÑÃÝÇÍÕÂÏ. £ àÕÑÏ
ÓÂÊÆÇÎÇ Ë ÓÂÊÆÇÎÇ 6 ÖÍÂÊÂÐÞ ÐÇÍÑÕÑÓÞÇ ÒÓËÎÑÉÇÐËâ
ÕÑÚÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ Í ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍÇ Ë ÂÍÖÔÕËÍÇ.

°ÆÐÂ ËÊ ÊÂÆÂÚ ÔÄâÊÂÐÂ Ô ÑÒÕËÏËÊÂÙËÇÌ ÓÂÃÑÕÞ ÄÞÔÑ-
ÍÑÕÇØÐÑÎÑÅËÚÐÞØ Ë àÍÑÎÑÅËÚÇÔÍË ÚËÔÕÞØ ÖÔÕÓÑÌÔÕÄ ì
ÄÑÆÑÔÕÓÖÌÐÞØ ÓÇÊÂÕÇÎßÐÞØ ÏÂÛËÐ [13]. ³ÕÓÖâ, ËÔÕÇÍÂá-
ÜÂâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá 200 ë 1000 Ï Ôÿ1, ×ÑÓÏËÓÖÇÕÔâ Ä ÔÖ-
ÉÂáÜÇÏÔâ ÔÑÒÎÇ, ÐÂ ÄØÑÆÇ ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÔÑÊÆÂÈÕÔâ ÆÂÄÎÇÐËÇ
200 ë 500®±Â.°ÒÕËÏÂÎßÐÂâ×ÑÓÏÂ ÔÑÒÎÂ ÆÑÎÉÐÂ ÖÏÇÐß-
ÛËÕß ÒÑÕÇÓË ÆÂÄÎÇÐËâ Ë ÒÑÄÞÔËÕß ÒÑÓÑÅ ÒÇÓÇØÑÆÂ ÑÕ
ÎÂÏËÐÂÓÐÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ Í ÕÖÓÃÖÎÇÐÕÐÑÏÖ. ±ÑÔÎÇÆÐËÌ ÓÇ-
ÉËÏ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÒÑâÄÎÇÐËá ×ÎÖÍÕÖÂÙËÌ ÐÂ ÄÞØÑÆÇ,
ÍÑÕÑÓÞÇ ÐÇÉÇÎÂÕÇÎßÐÞ. ²ÂÊÄËÕËÇ ÐÇÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕÇÌ ÔÑÍÓÂ-
ÜÂÇÕ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÑÕ ÔÓÇÊÂ ÔÑÒÎÂ ÆÑ ÑÃÝÇÍÕÂ, ÐÂ ÍÑÕÑÓÞØ
ÔÕÓÖâ ÐÇ ÆÓÑÃËÕÔâ Ë ÄÑÊÏÑÉÐÑ à××ÇÍÕËÄÐÑÇ ÓÇÊÂÐËÇ.

¥Îâ ÕÇÚÇÐËÌ Ô ÍÑÐÇÚÐÞÏË ÚËÔÎÂÏË²ÇÌÐÑÎßÆÔÂ, ÓÇÂÎË-
ÊÖáÜËØÔâ Ä ÍÂÏÇÓÂØ ÄÞÔÑÍÑÅÑ ÆÂÄÎÇÐËâ, ØÑÓÑÛËÏ ÒÓË-
ÃÎËÉÇÐËÇÏ ÄÆÂÎË ÑÕ ÔÕÇÐÑÍ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÓÇÛÇÐËÇ (25),
ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ ÕÇÚÇÐËÇ ËÆÇÂÎßÐÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË. ¦ÔÎË ×ÑÓÏÂ
ÔÑÒÎÂ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ×ÑÓÏÑÌ ÕÓÖÃÍË ÕÑÍÂ (27), ÕÑ ÔÕÇÐÍË ÐÇ
ÆÑÎÉÐÞ ÄÐÑÔËÕß ÊÂÏÇÕÐÞØ ÄÑÊÏÖÜÇÐËÌ Ä ÒÑÕÑÍ. °Ã ÖÚÈÕÇ
ÄâÊÍÑÔÕË Ä ÕÑÐÍÑÏ ÒÑÅÓÂÐËÚÐÑÏ ÔÎÑÇ ÔÍÂÊÂÐÑ ÐËÉÇ.
²ÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÔÕÓÖÌ ÔËÎßÐÑ ÄâÊÍÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË, ÑÚÇÄËÆÐÑ, Ä
àÕÑÌ ÊÂÆÂÚÇ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÞ; ÆÎâ ÐËØ ÐÇÒÓÂÄÑÏÇÓÐÑ ÔÚË-
ÕÂÕß ÓÂÄÐÑÌ ÐÖÎá ÍÂÔÂÕÇÎßÐÖá Í ÔÕÇÐÍÇ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÖ
ÔÍÑÓÑÔÕË.

©ÂÒËÛÇÏ ÓÇÛÇÐËÇ (25) Ä ËÔØÑÆÐÞØ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËâØ:

u � D

r

�
1ÿ z���������������

r 2 � z 2
p

�
; w � D���������������

r 2 � z 2
p ;

p

p0
� 1ÿ r

p0

D 2

r 2

�
1ÿ z���������������

r 2 � z 2
p

�
: �52�

©ÆÇÔß p0 ì ÆÂÄÎÇÐËÇ ÒÓË z!1. ¬ÑÐÔÕÂÐÕÂ D ÆÑÎÉÐÂ
ÃÞÕß ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ, ÆÎâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÕÇÚÇÐËÇ ÃÞÎÑ
ÔØÑÆâÜËÏÔâ (ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞÏ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÖÏÇÐßÛÂáÜËØÔâ
ÊÐÂÚÇÐËÌ z (ÔÏ. ÓËÔ. 1)). ¿ÕÂ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ
ÒÑÎÐÑÏÖ ÒÑÕÑÍÖ ÏÂÔÔÞ ÚÇÓÇÊ ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÇ ÔÇÚÇÐËÇ ÔÑÒÎÂ:

Q � ÿr
� r�z�

0

w2pr dr � 2prr0jDj : �53�

©ÆÇÔß r�z�ì ÓÂÆËÖÔ ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÌ Ô ÒÑÄÇÓØÐÑÔÕßá ÔÑÒÎÂ
ÕÓÖÃÍË ÕÑÍÂ (27). £ËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÑÕÑÍ ÍÑÐÇÚÇÐ Ë ÑÆËÐÂÍÑÄ Ä
ÎáÃÑÏ ÔÇÚÇÐËË, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÉËÆÍÑÔÕß ÐÇÔÉËÏÂÇÏÂ. ±ÑÎÑ-
ÉÇÐËâ ÄÞØÑÆÐÑÅÑ Ë ÄØÑÆÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËÌ ÔÑÒÎÂ ÑÃÑÊÐÂÚËÏ
ÍÂÍ z1, z2. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÏÇÉÆÖ ÐËÏË ÐÇ ÆÑÎÉÐÂ
ÐÂØÑÆËÕßÔâ ÑÔÑÃÂâ ÕÑÚÍÂ z � 0, ÒÑàÕÑÏÖ 0 < z1 < z < z2.
³ÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÓÂÆËÖÔÞ ÔÇÚÇÐËÌ ÔÑÒÎÂ ÓÂÄÐÞ r1, r2.

r

z

²ËÔ. 2.­ËÐËË ÕÑÍÂ (ÔÒÎÑÛÐÞÇ ÍÓËÄÞÇ) ÆÎâ "ÆÄÖÔÕÑÓÑÐÐÇÌ" ÔÕÓÖË ËÎË
ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ, ÄÞÊÄÂÐÐÑÅÑ ËÊÎÖÚÇÐËÇÏ ÆÄÖØ ÒÓÑÕËÄÑÒÑÎÑÉ-
ÐÑ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÞØ ÖÎßÕÓÂÊÄÖÍÑÄÞØ ÄÑÎÐ. ªÊÎÖÚÂÕÇÎË ÔØÇÏÂÕËÚÇÔÍË
ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÕÓÇÖÅÑÎßÐËÍÂÏË, Â ×ÓÑÐÕÞ ÄÑÎÐ, ÃÇÅÖÜËØ ËÊ ÐÂÚÂÎÂ
ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, ì ÛÕÓËØÑÄÞÏË ÍÓËÄÞÏË.
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¬ÑÑÓÆËÐÂÕÂ ÄÞØÑÆÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ËÊ
ÖÔÎÑÄËâ ÓÂÄÇÐÔÕÄÂ p (52) ÂÕÏÑÔ×ÇÓÐÑÏÖ ÆÂÄÎÇÐËá ËÎË
ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑ ÐÖÎá, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÆÂÄÎÇÐËÇ Ä ÍÂÏÇÓÇ ÑÚÇÐß
ÄÇÎËÍÑ:

p�0; z1� � 0 ; z1 � jDj
�������
r
2p0

r
: �54�

¥ÂÄÎÇÐËÇ ÄÑ ÄØÑÆÐÑÏ ÔÇÚÇÐËË z2 � z1 � L, ÅÆÇ L ì ÆÎËÐÂ
ÔÑÒÎÂ, ÃÎËÊÍÑ Í ÆÂÄÎÇÐËá ÐÂ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÔÕË, ÒÑàÕÑÏÖ

p�0; z2� � p0�1ÿ k 2� ; z2 � jDj
�������
r
2p0

r
1

k
: �55�

©ÆÇÔß k 2 5 1 ì ÐÇËÊÄÇÔÕÐÂâ ÄÔÒÑÏÑÅÂÕÇÎßÐÂâ ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ.
¯ÇÔÎÑÉÐÞÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÄÞÓÂÉÇÐËÌ (52) ë (55) ÒÓËÄÑ-
ÆâÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ×ÑÓÏÖÎÇ ÆÎâ ÄØÑÆÐÑÅÑ ÆÂÄÎÇÐËâ,
ÔÑÊÆÂáÜÇÅÑ ÐÇÑÃØÑÆËÏÞÌ ÓÂÔØÑÆ ÏÂÔÔÞ ÒÓË ÆÂÐÐÞØ
ÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ ÔÑÒÎÂ:

p0 � Q 2

2p2r
�r 21 ÿ r 20 �ÿ2 ; k � r 21 ÿ r 20

r 22 ÿ r 20
: �56�

©ÆÇÔß ÒÂÓÂÏÇÕÓ ÎËÐËË ÕÑÍÂ (27), ÔÑÄÒÂÆÂáÜÇÌ ÔÑ ÔÕÇÐ-
ÍÑÌ, ÆÂÈÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ

r0 � r 22 ÿ r 21
2L

;

Â ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ ÔÇÚÇÐËÌ ÓÂÄÐÞ

z1 � L
r 21 ÿ r 20
r 22 ÿ r 21

; z2 � L
r 22 ÿ r 20
r 22 ÿ r 21

:

®ÑÉÐÑ ÒÑÍÂÊÂÕß, ÚÕÑ ÕÇÑÓËâ ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÂ ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇ-
ÐËË ÖÔÎÑÄËâ

2Lr1 > r 22 ÿ r 21 : �57�

ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (57) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÍÂÏÇÓÂ ÄÞÔÑÍÑÅÑ ÆÂÄÎÇÐËâ
ÆÑÎÉÐÂ ÃÞÕß ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÆÎËÐÐÑÌ. ¯ÂÒÓËÏÇÓ, ÒÓË
ÕËÒËÚÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËâØ ÓÂÆËÖÔÑÄ r1 � 0;125 ÏÏ, r2 � 1;6 ÏÏ
ÆÎËÐÂ ÆÑÎÉÐÂ ÔÑÔÕÂÄÎâÕß L > 10;2 ÏÏ. £ ÓÇÂÎßÐÞØ
ÖÔÕÓÑÌÔÕÄÂØ ÖÔÎÑÄËÇ (57) ÄÞÒÑÎÐâÇÕÔâ. ªÔÒÞÕÂÐËâ ÒÑÍÂ-
ÊÂÎË, ÚÕÑ ÒÓË ÏÇÐßÛËØ ÆÎËÐÂØ ÍÂÏÇÓÞ ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÕÓÖË ÐÂ
ÄÞØÑÆÇ ÓÇÊÍÑ ÔÒÂÆÂÇÕ.

¬ÂÍ ÒÑÍÂÊÂÎÑ ÔÓÂÄÐÇÐËÇ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÕÇÑÓËË Ô ÒÂÓÂ-
ÏÇÕÓÂÏË ÏÂÛËÐ, ÒÓÑËÊÄÑÆËÏÞØ ÍÑÏÒÂÐËÇÌ "Water Jet
Sweden AB" (²ÑÐÐÇÃË,ºÄÇÙËâ), ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÔÑÒÎÂ, ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÈÐÐÂâ ÒÓË ÍÑÐÔÕÓÖËÓÑÄÂÐËË àÏÒËÓËÚÇÔÍË, ÃÎËÊÍÂ Í ÓÂÔ-
ÚÈÕÐÑÌ. ¥Îâ ÑÆÐÑÌ ËÊ ÏÂÛËÐ r1 � 0;125 ÏÏ, r2 � 1;6 ÏÏ,
L � 20 ÏÏ, ÓÂÔØÑÆ ÉËÆÍÑÔÕË Q � 0;020 ÍÅ Ôÿ1, ÆÂÄÎÇÐËÇ
p0 � 3500 ÃÂÓ, k � 0;0045. ´ÇÑÓËâ ÆÂÈÕ ÐÇÒÎÑØÑÇ ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄËÇ: p0 � 3200 ÃÂÓ. ²ÂÊÎËÚËÇ ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÔÄâÊÂÐÑ Ô
ÑÛËÃÍÑÌ ËÊÏÇÓÇÐËÌ, ÐÇÃÑÎßÛËÏË ÖÕÇÚÍÂÏË Ä ÐÂÔÑÔÐÑÌ
ÔËÔÕÇÏÇ, ÑÕÎËÚËÇÏ ×ÑÓÏÞ ÓÇÂÎßÐÑÅÑ ÔÑÒÎÂ ÑÕ ËÆÇÂÎßÐÑÌ,
Â ÕÂÍÉÇ ÐÇÖÚÈÕÑÏ ÄâÊÍÑÔÕË Ä ÒÑÅÓÂÐËÚÐÑÏ ÔÎÑÇ Ö ÔÕÇÐÑÍ.

¥Îâ ÄâÊÍÑÌ ÉËÆÍÑÔÕË ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÇÜÈ ÑÆÐÑ ÅÓÂÐËÚÐÑÇ
ÖÔÎÑÄËÇ. ¯ÂÓâÆÖ Ô ÖÔÎÑÄËÇÏ "ÐÇÒÓÑÕÇÍÂÐËâ" ì ÓÂÄÇÐ-
ÔÕÄÑÏ ÐÖÎá ÐÑÓÏÂÎßÐÑÌ Í ÔÕÇÐÍÇ ÒÓÑÇÍÙËË ÔÍÑÓÑÔÕË ì
ÆÑÎÉÐÂ ÑÃÓÂÜÂÕßÔâ Ä ÐÖÎß Ë ÕÂÐÅÇÐÙËÂÎßÐÂâ ÒÓÑÇÍÙËâ.
µÚÈÕ ÄâÊÍÑÔÕË ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÄÇÔÕË ÆÑÄÑÎßÐÑ ËÊâÜÐÞÏ
ÔÒÑÔÑÃÑÏ. °ÃÓÂÕËÏ ÄÐËÏÂÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÕÓÖÃÍÂ ÕÑÍÂ
(27) Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ×ÑÓÏÂ ÔÑÒÎÂ âÄÎâáÕÔâ ÒÂÓÂÃÑÎÑË-

ÆÑÏ ÄÓÂÜÇÐËâ. ¿ÕÑÕ ×ÂÍÕ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÄÄÇÔÕË ÑÓÕÑÅÑÐÂÎß-
ÐÞÇ ÍÓËÄÑÎËÐÇÌÐÞÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ, Â ËÏÇÐÐÑ ÔÑ×ÑÍÖÔÐÞÇ
ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ (s, t), ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ ÐÂ ÓËÔ. 1.
³ÄâÊË ÐÑÄÞØ Ë ÒÓÇÉÐËØ ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ, Â
ÕÂÍÉÇ ÒÓÑÇÍÙËÌ ÔÍÑÓÑÔÕË ÆÂáÕÔâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâÏË [14]

r �
����������������
x 2 � y 2

p
� st ; z � 1

2
�t 2 ÿ s 2� ;

u � sut � tus����������������
s 2 � t 2
p ; w � tut ÿ sus����������������

s 2 � t 2
p :

�58�

µÓÂÄÐÇÐËâ (1) Ä ÒÂÓÂÃÑÎËÚÇÔÍËØ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÂØ ËÏÇáÕ ÄËÆ:

ut
qut
qt
� us

qut
qs
� sut ÿ tus

s 2 � t 2
us � ÿ q

qt
p

r0
�

� n
st

q
qs

�
st����������������

s 2 � t 2
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�
qut
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ÿ qus

qt
� sut ÿ tus

s 2 � t 2

��
;

us
qus
qs
� ut

qus
qt
� tus ÿ sut

s 2 � t 2
ut � ÿ q

qs
p

r0
ÿ

�59�

ÿ n
st

q
qt

�
st����������������

s 2 � t 2
p

�
qut
qs
ÿ qus

qt
� sut ÿ tus

s 2 � t 2

��
;

1

s
q
qs
�sus� � 1

t
q
qt
�tut� � sus � tut

s 2 � t 2
� 0 :

²ÇÛÇÐËÇ (52) ÒÓËÐËÏÂÇÕ, ÔÑÅÎÂÔÐÑ (58), ÒÓÑÔÕÖá ×ÑÓÏÖ:

us � 0 ; ut � 2D

t
����������������
s 2 � t 2
p : �60�

¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÂÍ ÐÇÕÓÖÆÐÑ ÒÓÑÄÇÓËÕß, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâÇÕ
ÖÓÂÄÐÇÐËâÏ (59) Ô ÐÖÎÇÄÑÌ ÄâÊÍÑÔÕßá, Â ÕÂÍÉÇ ÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá us � 0. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÑÃÑÃÜËÕß ÓÇÊÖÎß-
ÕÂÕ (60) Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÓÇÛÇÐËÇ, ÖÆÑÄÎÇÕÄÑÓâáÜÇÇ ÄÕÑÓÑÏÖ
ÅÓÂÐËÚÐÑÏÖ ÖÔÎÑÄËá, ÐÖÉÐÑ ÓÇÛËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ (59)
ÚËÔÎÇÐÐÑ ÎËÃÑ ÒÇÓÇÌÕË Ä ÐËØ Í ÒÓËÃÎËÉÇÐËá ÒÑÅÓÂÐËÚ-
ÐÑÅÑ ÔÎÑâ. £ ÖÒÓÑÜÈÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ÕËÒÂ ±ÓÂÐÆÕÎâ
ÓÇÛÇÐËÇ (60) ÃÖÆÇÕ ÕÑÌ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÌ ×ÖÐÍÙËÇÌ, Í ÍÑÕÑÓÑÌ
ÆÑÎÉÐÑ ÔÕÓÇÏËÕßÔâ "ÄâÊÍÑÇ" ÓÇÛÇÐËÇ ÄÆÂÎË ÑÕ ÔÕÇÐÑÍ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÑÃÓÂÕËÏ ÇÜÈ ÓÂÊ ÄÐËÏÂ-
ÐËÇ ÐÂ ÕÑ, ÚÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ Ô ÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕßá ÃÞÎÑ ÊÆÇÔß
ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÐÑ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÓÇÂÎßÐÑÅÑ ÕÇÚÇÐËâ. °ÚÇÄËÆÐÑ,
ÚÕÑ Ë ×ÓÂÅÏÇÐÕÞ ÆÓÖÅËØ ÓÇÛÇÐËÌ, ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÜËÇ ÑÔÑ-
ÃÇÐÐÑÔÕÇÌ, ÏÑÉÐÑ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÒÓË ÑÒËÔÂÐËË ÕÇÚÇÐËÌ Ä
ÕÓÖÃÂØ ÒÇÓÇÏÇÐÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ.

6. ° ÒÓËÎÑÉÇÐËâØ Í ÂÍÖÔÕËÍÇ

´ÑÕ ×ÂÍÕ, ÚÕÑ ÔÕÓÖâ ­ÂÐÆÂÖ ÔÑÑÃÜÂÇÕ ÔÓÇÆÇ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÑ
ÆÄËÉÇÐËâ, ÐÑ ÐÇ ÄÐÑÔËÕ ÏÂÔÔÖ, ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÇÈ
ÆÎâ ÑÒËÔÂÐËâ ÒÑÕÑÍÑÄ, ÄÞÊÄÂÐÐÞØ ÊÄÖÍÑÏ. ¡ÍÖÔÕËÚÇÔÍËÇ
ÕÇÚÇÐËâ, ÐÂÃÎáÆÂÄÛËÇÔâ ÇÜÈ ¶ÂÓÂÆÇÇÏ [15], ÔÇÌÚÂÔ
ÒÓËÑÃÓÇÎË ÄÂÉÐÑÇ ÒÓËÍÎÂÆÐÑÇ ÊÐÂÚÇÐËÇ, Ä ÚÂÔÕÐÑÔÕË,
ÆÎâ ÒÓÑÏÞÛÎÇÐÐÑÌ [16] Ë ÏÇÆËÙËÐÔÍÑÌ [17] ÆËÂÅÐÑ-
ÔÕËÍË. ©ÆÇÔß ËÏÇáÕÔâ Ä ÄËÆÖ ÕÇÚÇÐËâ, ÄÞÊÄÂÐÐÞÇ ÒÑÅÎÑ-
ÜÇÐËÇÏ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÄÑÎÐ Ä ÑÆÐÑÓÑÆÐÑÌ ÔÓÇÆÇ. ±ÓË àÕÑÏ
ËÏÒÖÎßÔ, ÒÇÓÇÐÑÔËÏÞÌ ÄÑÎÐÑÌ, ÒÇÓÇÆÂÈÕÔâ ÔÓÇÆÇ, ÄÞÊÞ-
ÄÂâ ÇÈ ÆÄËÉÇÐËÇ. ¥Îâ ÑÒËÔÂÐËâ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÕÇÚÇÐËÌ
ËÔÒÑÎßÊÖáÕÔâ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË (1), ÒÓËÚÈÏ Ä
ÒÓÂÄÖá ÚÂÔÕß ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÄÐÑÔËÕÔâ ÆÑÒÑÎÐË-
ÕÇÎßÐÞÌ ÚÎÇÐ ì ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÂâ ÔËÎÂ F [18], ÊÂÄËÔâÜÂâ ÑÕ
ÖÔÓÇÆÐÈÐÐÞØ ÒÑ ÒÇÓËÑÆÖ ÄÑÎÐÞ ÍÄÂÆÓÂÕËÚÐÞØ ÍÑÏÃËÐÂ-
ÙËÌ ÒÇÓÇÏÇÐÐÞØ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÒÑÎÇ [4].
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¡ÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ­ÂÐÆÂÖ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÂÍÖ-
ÔÕËÚÇÔÍÑÏÖ ÕÇÚÇÐËá Ä ÕÇØ ÔÎÖÚÂâØ, ÍÑÅÆÂ ÄÑÎÐÂ ÔËÎßÐÑ
ÒÑÅÎÑÜÂÇÕÔâ ì ÐÂ ÓÂÔÔÕÑâÐËâØ, ÏÐÑÅÑ ÏÇÐßÛËØ ØÂÓÂÍ-
ÕÇÓÐÑÅÑ ÓÂÊÏÇÓÂ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÔÕÓÖÍÕÖÓÞ ÕÇÚÇÐËâ. ±ÓË
àÕÑÏ, ÍÂÍ ÒÑÍÂÊÂÐÑ Ä ÍÐËÅÇ [4], ÍÑÐÔÕÂÐÕÂ A Ä ÓÇÛÇÐËË
(44) ÔÄâÊÂÐÂ Ô ËÐÕÇÐÔËÄÐÑÔÕßá ÄÑÎÐÞ I ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËÇÏ

A

�
1� 4

3�A 2 ÿ 1� ÿ
A

2
ln
A� 1

Aÿ 1

�
� S

16pn 2
I

c0r0
; �61�

ÅÆÇ S ì ÒÎÑÜÂÆß ÒÑÒÇÓÇÚÐÑÅÑ ÔÇÚÇÐËâ ÒÖÚÍÂ, c0 ì
ÔÍÑÓÑÔÕß ÊÄÖÍÂ.

£ÕÑÓÑÌ ÔÎÖÚÂÌ, ÍÑÅÆÂ ÂÄÕÑÏÑÆÇÎßÐÂâ ÒÑÆÔÕÂÐÑÄÍÂ
ÒÓÇÑÃÓÂÊÖÇÕ ÖÓÂÄÐÇÐËâ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ Ä ÔËÔÕÇ-
ÏÖ ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÞØ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ, ÑÕÐÑ-
ÔËÕÔâ Í ÕÇÚÇÐËâÏ, ÄÞÊÄÂÐÐÞÏ ÐÇÎËÐÇÌÐÞÏ ÒÑÅÎÑÜÇÐËÇÏ
Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÒËÎÑÑÃÓÂÊÐÑÌ ÄÑÎÐÞ. ±ÓË àÕÑÏ ÑÕÎËÚÐÑÌ
ÑÕ ÐÖÎâ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ ÓÂÆËÂÎßÐÂâ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÔËÎÞ,
ÍÑÕÑÓÂâ ÑÃÓÂÕÐÑ ÒÓÑÒÑÓÙËÑÐÂÎßÐÂ R 3 [4]. ªÔÒÑÎßÊÖâ
ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

FR�R; y� � Y

R 3

d2C

dz 2
; z � cos y ; �62�

ÏÑÉÐÑ ÒÓÑÆÇÎÂÕß ÕÇ ÉÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ, ÚÕÑ Ë Ä ÓÂÊÆÇÎÇ
4, Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÕËÒÂ ²ËÍÍÂÕË (38)

2n
�
�1ÿ z 2� dF

dz
� 2zF

�
� F 2 �

� A1z
2 ÿ 2A2zÿ 2A3 ÿ 2YC�z� �63�

ÎËÃÑ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÇ Ô ÒÑÏÑÜßá ÊÂÏÇÐÞ (42) ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÇ, ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑÇ (43):

4n 2�1ÿ z 2�2 d2V

dz 2
� ÿA1z

2 ÿ 2A2zÿ 2A3 ÿ 2YC�z��V :
�64�

¬ÑÐÔÕÂÐÕÂ Y Ä ×ÑÓÏÖÎÂØ (62) ë (64) ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ËÐÕÇÐÔËÄ-
ÐÑÔÕË ÊÄÖÍÂ ÐÂ ÑÔË ÒÖÚÍÂ, ÚÂÔÕÑÕÞ, Â ÕÂÍÉÇ ÎËÐÇÌÐÞØ Ë
ÐÇÎËÐÇÌÐÞØ ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÑÄ ÔÓÇÆÞ.

°ÆÐÑ ËÊ ÔÂÏÞØ ÒÓÑÔÕÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÊÂÆÂÚË ÑÒËÔÞÄÂÇÕ
ÎËÐËË ÕÑÍÂ (41) ÕÂÍÑÌ ×ÑÓÏÞ:

R�y� � B

sin2 y cos y
: �65�

´ÇÚÇÐËÇ (65) ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÓÇÂÎËÊÑÄÂÐÑ ÆÎâ ÊÐÂÚÇÐËâ
ÍÑÐÔÕÂÐÕÞA1 � 12n 2 ÒÓË ÔÎÇÆÖáÜÇÌ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÓÂÆËÂ-
ÙËÑÐÐÑÌ ÔËÎÞ ÑÕ ÒÑÎâÓÐÑÅÑ ÖÅÎÂ:

FR�R; y� � 72n 2

R 3
cos2 y

�
1ÿ 5

6
cos2 y

�
: �66�

­ËÐËË ÕÑÍÂ (65) Ë ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÔÕË (66)
ËÊÑÃÓÂÉÇÐÞ ÐÂ ÓËÔ. 3.

¦ÜÈ ÑÆÐÂ ÅÓÖÒÒÂ "ÂÍÖÔÕËÚÇÔÍËØ" ÊÂÆÂÚ ÔÄâÊÂÐÂ Ô
ÖÒÓÂÄÎÇÐËÇÏ ÔÕÓÖÌÐÞÏË ÕÇÚÇÐËâÏË. £ÑÊÆÇÌÔÕÄËÇ ÊÄÖÍÂ
ÐÂ ÔÕÓÖË Ä ÔÑÒÎÂØ Ë ÆË××ÖÊÑÓÂØ ÏÑÉÇÕ ÒÑÄÎËâÕß ÐÂ ËØ
ÖÔÕÑÌÚËÄÑÔÕß Ë, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ, ÐÂ ÖÔÎÑÄËâ ËØ ÒÓÂÍÕËÚÇÔ-
ÍÑÅÑ ÒÓËÏÇÐÇÐËâ. ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ ÕÑÚÐÞØ ÓÇÛÇÐËÌ ÐÇÎË-
ÐÇÌÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÑÕÍÓÞÄÂÇÕ ÒÓËÐÙË-
ÒËÂÎßÐÖá ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÓÂÊÆÇÎßÐÑÅÑ ËÊÖÚÇÐËâ ÆÓÖÅËØ
ÐÇÎËÐÇÌÐÑÔÕÇÌ, ÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÞØ ÊÂ ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÕËÒÂ
"ÊÄÖÍ ë ÊÄÖÍ" Ä ÆÄËÉÖÜÇÌÔâ ÔÓÇÆÇ Ë "ÊÄÖÍ ë ÕÇÚÇÐËÇ" [4].

7. °Ã ËÔÕÑÓËË ÒÓÑÃÎÇÏÞ

©ÂÆÂÚÂ Ñ ÊÂÕÑÒÎÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÇ ­ÂÐÆÂÖ ËÏÇÇÕ ÐÇÒÓÑÔÕÖá
ËÔÕÑÓËá. ®ÑÉÐÑ ÒÓÑÔÎÇÆËÕß ÕÓË ÒÓÂÍÕËÚÇÔÍË ÐÇÊÂÄËÔË-
ÏÞØ ÆÓÖÅ ÑÕ ÆÓÖÅÂ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐËâ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÌ. ±ÇÓÄÂâ
ÅÓÖÒÒÂ ì àÕÑ ÓÂÃÑÕÞ, ÄÞÒÑÎÐÇÐÐÞÇ Ä ÆÖØÇ ÏÂÕÇÏÂÕËÍÑÄ
Ë ÏÇØÂÐËÍÑÄ [10 ë 12]; ÄÕÑÓÂâ ì ÓÂÃÑÕÞ ×ËÊËÍÑÄ-ÕÇÑÓÇ-
ÕËÍÑÄ [1 ë 3, 19]; ÕÓÇÕßâ ì ÒÖÃÎËÍÂÙËË ÊÂÓÖÃÇÉÐÞØ
ÔÒÇÙËÂÎËÔÕÑÄ [20 ë 23].

£ 1934 Å. ¯.¡. ³ÎÈÊÍËÐ [10] ËÔØÑÆËÎ ËÊ ÐÇÎËÐÇÌÐÑÅÑ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÚÇÕÄÈÓÕÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË ÕÑÍÂ, ÊÂÒË-
ÔÂÐÐÑÅÑ Ä ÙËÎËÐÆÓËÚÇÔÍÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ ÍÑÑÓÆËÐÂÕ. ¬ ÑÆÐÑÏÖ
ÕÂÍÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ, ÔÄÑÆËÕÔâ ÔËÔÕÇÏÂ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÅËÆÓÑÆËÐÂÏËÍË ÄâÊÍÑÌ ÐÇÔÉËÏÂÇÏÑÌ ÉËÆÍÑ-
ÔÕË (1). ¿ÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ Ä ÚÂÔÕÐÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ, Ä ÔÄÑá
ÑÚÇÓÇÆß, ÃÞÎÑ ÔÄÇÆÇÐÑ Í ÑÃÞÍÐÑÄÇÐÐÑÏÖ ÆË××ÇÓÇÐÙË-
ÂÎßÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÍÑÕÑÓÑÇ ÖÆÂÎÑÔß ÕÓËÉÆÞ ÒÓÑËÐÕÇ-
ÅÓËÓÑÄÂÕß Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÒÇÓÄÑÅÑ ÒÑÓâÆÍÂ ÕËÒÂ
²ËÍÍÂÕË (38). ©ÂÕÇÏ àÕÑ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ ÃÞÎÑ ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÑ Ë
ÒÓËÄÇÆÇÐÑ Í ÄËÆÖ (43). ±ÓËÑÓËÕÇÕÐÂâ ÓÂÃÑÕÂ [10] ÊÂÐË-
ÏÂÇÕ ÆÄÇ ÐÇÒÑÎÐÞÇ ÔÕÓÂÐËÙÞ Ë ÐÇ ÔÑÆÇÓÉËÕ ÓÇÛÇÐËÌ
ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ Ë ÕÇÏ ÃÑÎÇÇ ËØ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÂÐÂ-
ÎËÊÂ. £ ÍÐËÅÇ [11], ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÐÐÑÌ Ä 1955 Å. Ë ÒÑÎÖÚËÄÛÇÌ
ÅÓË× ÖÚÇÃÐËÍÂ ÆÎâ ÖÐËÄÇÓÔËÕÇÕÑÄ, ¯.¡. ³ÎÈÊÍËÐ ÕÂÍÉÇ
ÒÓËÄÑÆËÕ Ä ÑÔÐÑÄÐÑÏ ÏÂÕÇÏÂÕËÚÇÔÍËÇ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ
[11, æ 12, Ô. 150 ë 154], ÐÑ ÒÓË àÕÑÏ ÖÍÂÊÞÄÂÇÕ: "±ÓÑÔÕÇÌÛÇÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÆË××ÇÓÇÐÙËÂÎßÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ... ÃÞÎÑ ÒÑÎÖÚÇÐÑ
­ÂÐÆÂÖ Ë ËÔÕÑÎÍÑÄÂÐÑ ÍÂÍ ÓÇÛÇÐËÇ, ÑÕÄÇÚÂáÜÇÇ ÊÂÕÑ-
ÒÎÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÇ".

£ 1944 Å. ­.¥. ­ÂÐÆÂÖ ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÎ ÊÐÂÏÇÐËÕÖá
ÓÂÃÑÕÖ [1], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÑÅÓÂÐËÚËÎÔâ ÚÂÔÕÐÞÏ (Ô ÕÑÚÍË
ÊÓÇÐËâ ÏÂÕÇÏÂÕËÍË) ÓÇÛÇÐËÇÏ, ÐÑ ËÏÇáÜËÏ ÐÂËÃÑÎß-
ÛËÌ ×ËÊËÚÇÔÍËÌ ÔÏÞÔÎ. ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÃÞÎÑ ÆÇÕÂÎßÐÑ
ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÐÑ, Ë ÔÇÅÑÆÐâ ÑÐÑ ÒÓËÄÑÆËÕÔâ ÄÑ ÏÐÑÅËØ
ÖÚÇÃÐËÍÂØ, Ä ÕÑÏ ÚËÔÎÇ Ä ÍÖÓÔÇ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË [3].
° ÓÂÃÑÕÇ ¯.ª. ³ÎÈÊÍËÐÂ, ÍÑÐÇÚÐÑ, ­.¥. ­ÂÐÆÂÖ Ä ÕÑ
ÄÓÇÏâ ÐÇ ÊÐÂÎ: µÚÈÐÞÇ ÊÂÒËÔÍË ®¤µ ÆÂÉÇ Ä 1940-Ç ÅÑÆÞ
âÄÎâÎËÔß ÕÓÖÆÐÑÆÑÔÕÖÒÐÞÏË Ë ÐÇ ÑÕÐÑÔËÎËÔß Í ÚËÔÎÖ
ÐÂÖÚÐÞØ ÉÖÓÐÂÎÑÄ, ÒÑÒÖÎâÓÐÞØ ÔÓÇÆË ×ËÊËÍÑÄ. ³ÔÞÎÍÂ
ÐÂ ÓÂÃÑÕÖ [10] Ä ÍÖÓÔÇ [3] ÃÞÎÂ ÔÆÇÎÂÐÂ.

£ 1950 Å. £.ª. ÁÙÇÇÄ ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÎ ÓÂÃÑÕÖ [12], ÄÞÒÑÎ-
ÐÇÐÐÖá ÒÑ ÒÓÇÆÎÑÉÇÐËá À.¢. ²ÖÏÇÓÂ. £ àÕÑÌ ÓÂÃÑÕÇ
ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÕÇ ÉÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÚÕÑ Ë Ä ÊÂÏÇÕÍÇ [10]. ¥Îâ
ÎËÐÇÂÓËÊÑÄÂÐÐÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÕËÒÂ (43) ÄÞÒËÔÂÐÑ âÄÐÑÇ
ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÚÇÓÇÊ ÅËÒÇÓÅÇÑÏÇÕÓËÚÇÔÍËÇ ×ÖÐÍÙËË.
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÄÞÚËÔÎÇÐÞ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ ÕÇÐÊÑÓÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË
ÒÑÕÑÍÂ ËÏÒÖÎßÔÂ ÚÇÓÇÊ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÇ ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ, Â
ÕÂÍÉÇ ÄÞÄÇÆÇÐÞ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÎâ ÎËÐËÌ ÕÑÍÂ. ±ÑÎÖÚÇÐÞ

r

z0

²ËÔ. 3.¡ÍÖÔÕËÚÇÔÍÑÇ ÕÇÚÇÐËÇ, ËÐÆÖÙËÓÑÄÂÐÐÑÇ ÓÂÆËÂÙËÑÐÐÑÌ ÔËÎÑÌ Ô
ØÂÓÂÍÕÇÓËÔÕËÍÑÌ ÐÂÒÓÂÄÎÇÐÐÑÔÕË Ä ×ÑÓÏÇ "ÃÂÃÑÚÍË".

´. 180, å 1] ©¡´°±­¦¯¯¡Á ³´²µÁ ­¡¯¥¡µ: ´°¹¯½¦ ²¦º¦¯ªÁ, ª· ³®½³­ ª ±²ª­°¨¦¯ªÁ 103



ÓÇÛÇÐËÇ ­ÂÐÆÂÖ Ë ÇÜÈ ÑÆÐÑ ÐÑÄÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ, ÍÑÕÑÓÑÇ, ÒÑ
ÏÐÇÐËá ÂÄÕÑÓÂ, "ÐÇ ËÏÇÇÕ ×ËÊËÚÇÔÍÑÅÑ ÔÏÞÔÎÂ".
ªÏÇÇÕÔâ ÔÐÑÔÍÂ: "±ÑÔÎÇ ÒÇÓÇÆÂÚË ÓÖÍÑÒËÔË Ä ÒÇÚÂÕß â
ÒÑÎÖÚËÎ ÑÕ ­.¥. ­ÂÐÆÂÖ ÔÑÑÃÜÇÐËÇ Ñ ÓÂÃÑÕÇ ³ÎÈÊÍËÐÂ
[10], Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÂÄÕÑÓ ÆÓÖÅËÏ ÒÖÕÈÏ ÒÓËÛÈÎ Í àÕÑÏÖ ÉÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËá".

£ 1952 Å. ÖÉÇ ÔÂÏ À.¢. ²ÖÏÇÓ ÑÃÓÂÕËÎÔâ Í ÊÂÆÂÚÇ Ñ
ÊÂÕÑÒÎÇÐÐÑÌ ÔÕÓÖÇ [19]. ¦ÅÑ ÙÇÎßá ÃÞÎÑ ÖÔÕÓÂÐËÕß
ÆÇ×ÇÍÕ ÓÇÛÇÐËâ ­ÂÐÆÂÖ ì ÓÂÄÇÐÔÕÄÑ ÐÖÎá ÏÂÔÔÞ
ÉËÆÍÑÔÕË, ÃßáÜÇÌ ËÊ ÑÕÄÇÓÔÕËâ. ³ àÕÑÌ ÙÇÎßá ËÔÍÂÎÑÔß
ÒÓËÃÎËÉÈÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (30) ë (32) Ä ÄËÆÇ
ÓÂÊÎÑÉÇÐËâ ÒÑ ÔÕÇÒÇÐâÏ 1=R. ²ÇÂÎßÐÑ ÖÆÂÎÑÔß ÖÚÇÔÕß
ÚÎÇÐÞ ÒÑÓâÆÍÂ 1=R 2, Õ.Ç. ÒÑÒÓÂÄÍË Í ÕÑÚÐÑÏÖ ÒÓÇÆÔÕÂ-
ÄÎÇÐËá (33). ²ÇÛÂâ ÐÑÄÞÇ ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÖÆÂÎÑÔß ÐÂÌÕË
ÒÑÒÓÂÄÍÖ Í ÓÇÛÇÐËá ­ÂÐÆÂÖ Ë ÕÇÏ ÔÂÏÞÏ ÄÞÚËÔÎËÕß
ÓÂÔØÑÆ ÏÂÔÔÞ.

£ 1951 ë 1952 ÅÅ. ³ÍÄÂÌÓ (H.B. Squire) ÑÒÖÃÎËÍÑÄÂÎ
ÓÂÃÑÕÞ [20, 21], Ä ÍÑÕÑÓÞØ ËÊÎÑÉËÎ ÒÓÑÙÇÆÖÓÖ ÔÄÇÆÇÐËâ
ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (1) Í ÎËÐÇÌÐÑÏÖ ÖÓÂÄÐÇÐËá, ÐÂÛÈÎ Ë ÒÓÑÂÐÂ-
ÎËÊËÓÑÄÂÎ ÕÇÚÇÐËÇ ­ÂÐÆÂÖ Ë ÖÚÈÎ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÕÇÏÒÇ-
ÓÂÕÖÓÞ Ä ÒÑÕÑÍÇ; àÕÑ ÄÂÉÐÑ ÆÎâ ÊÂÆÂÚ ËÔÕÇÚÇÐËâ ÐÂÅÓÇÕÞØ
ÔÕÓÖÌ, ÑÃÓÂÊÖáÜËØÔâ ÒÓË ÅÑÓÇÐËË Ä ÍÂÏÇÓÇ. £ËÆËÏÑ, Ñ
ÓÂÃÑÕÂØ ³ÎÈÊÍËÐÂ, ­ÂÐÆÂÖ, ÁÙÇÇÄÂ Ë ²ÖÏÇÓÂ ÂÄÕÑÓ ÐÇ
ÊÐÂÎ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ ÔÔÞÎÑÍ ÐÂ ÐËØ ÐÇÕ ÐË Ä ÔÕÂÕßâØ [20, 21], ÐË
Ä ÃÑÎÇÇ ÒÑÊÆÐÇÏ ÑÃÊÑÓÇ [22].

£ ÐÇÆÂÄÐÑ ÒÑâÄËÄÛÇÌÔâ ÏÑÐÑÅÓÂ×ËË [23] àÕÂ ËÔÕÑÓËâ
ËÊÎÂÅÂÇÕÔâ ÕÂÍ: "ÁÙÇÇÄ (1950) ÒÑÎÖÚËÎ ÑÃÜÇÇ ÓÇÛÇÐËÇ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ, ÄÒÇÓÄÞÇ ÄÞÄÇÆÇÐÐÑÅÑ ³ÎÈÊÍËÐÞÏ (1934).
±ÓËÎÑÉÇÐËÇ Í ÍÓÖÅÎÑÌ ÔÕÓÖÇ ÑÃÔÖÉÆÇÐÑ ­ÂÐÆÂÖ (1944) Ë
ÊÂÕÇÏ ÃÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÑ ì ³ÍÄÂÌÓÑÏ (1951, 1952, 1955)".

¡ÄÕÑÓÞ ÃÎÂÅÑÆÂÓâÕ ÊÂ ÒÑÎÇÊÐÖá ËÐ×ÑÓÏÂÙËá Ë
ÆËÔÍÖÔÔËË ¡.¤. ¬ÖÎËÍÑÄÔÍÑÅÑ, ³.£. ¯ÇÔÕÇÓÑÄÂ, ¡.¥. ±Ñ-
ÎâÐËÐÂ, £.£. ±ÖØÐÂÚÇÄÂ Ë ¡.£. µÄÂÓÑÄÂ.

²ÂÃÑÕÂ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ¶ÑÐÆÑÏ ÊÐÂÐËÌ ºÄÇÙËË, ÍÑÏÒÂ-
ÐËÇÌ "Water Jet Sweden" Ë ´ÇØÐÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ËÐÔÕËÕÖÕÑÏ
¢ÎÇÍËÐÅÇ, Â ÕÂÍÉÇ ²¶¶ª.
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Exact hydrodynamic solutions generalizing the Landau submerged jet solution are reviewed. It is shown how exact inviscid solutions
can be obtained and how boundary layer viscosity can be included by introducing parabolic coordinates. The use of exact solutions in
applied hydrodynamics and acoustics is discussed. A historical perspective on the discovery of the class of exact solutions and on the
analysis of their physical meaning is presented.
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